Kapitel 2

Mechanik des Starren Korpers

In der Mechanik der Massenpunkte wurde bereits mehrfach von der Vorstellung Gebrauch gemacht, daf3
ein makroskopischer ¢tper aus vielen Massenpunkten aufgebaut ist. In diesem Kapitel idealisieren wir
einen Fest&rper als einerstarren Krper mit definiertem Volumen und definierter Gestalt. Man kann
folgende Definition @i einen starren &rper angeben:

Ein starrer Korper ist ein System von Massenpunkten, bei
dem die Relativabstande der einzelnen Massenpunkte
auch unter der Einwirkung von Kraften unverandert
bleiben.

Technisch #l3t sich zwar ein ideal starrerokper nicht realisieren, aber in vielerallen ist der starre
Korper eine gute Aherung.

In diesem Kapitel untersuchen wir in der Statik die Gleichgewichtsbedingungen und in der Dynamik die
Bewegungsformen starrerofper unter dem EinfluBulRerer Kafte.
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2.1 De StarreKorper

Wir Ubertragen zuwichst eine Reihe von Beziehungen, die in der Mechanik der Massenpunkte aufgestellt
wurden, auf den speziellen Fall des starresrp€is. Insbesondere werden wir mit diesen Beziehungen
die Bewegungsgleichungenrfden starren Krper ableiten. Hierbei werden Formelm die potentielle
Energie und das Drehmoment eines starreng€i's in einem konstanten Gravitationsfeld aufgestellt, die
uns zur Deutung des MassenmittelpunktesSalswerpunktuhren.

Ist ein starrer Kiper mit Massen und VolumenV raumlich homogen, so kann ihm eine konstante
Massendichte

p o= T bl=1-2 (2.1.1)

zugeordnet werden. BeispielerfMassendichten sind = 1.000 x 10°kg/m? fir Wasserp = 5.500 x
103kg/m?® fur die mittlere Massendichte der Erges= 19.30 x 10*kg/m? fur Uran undp ~ 10'7kg/m?
fur die Dichte von Atomkernen.

Fur einen aumlich inhomogenen starrerolper ist es zweckafig, den Kiper in einzelne Volumen-
elementalV aufzuteilen, die einerseits so grof3 sind, dal sie viele Atome enthalten, und andererseits so
klein sind, daf? die Massenverteilung innerhalb ¥dhals homogen angesehen werden kann. Di#/in
enthaltene Massém ist dann

dm = pdV (2.1.2)
mit
dm
= — 2.1.3
p ¥ G ( )

als lokale Massendichte eines inhomogenen starapéts

2.1.1 Bewegungsgleichungen und Freiheitsgrade

Unter der Zahl derFreiheitsgradeeines Korpers versteht man in der Mechanik die Zahl von un-
abhangigen Parameter, die zur Festlegung der Lage und Orientierung einesr&im Raum notwendig

ist. So hat ein im Raum frei beweglicher Massenpunkt 3 Freiheitsgrade, ein auf eioke Filéi bewegli-

cher Massenpunkt dagegen nur noch 2 Freiheitsgrade und ein entlang einer Raumkurve frei beweglicher
Massenpunkt nur einen Freiheitsgradir Bie Festlegung eines Systems voRlassenpunkten im Raum
berotigt man3n unablangige Parameter, das heil3t, dieses System ba8sitEteiheitsgrade. Die Zahl

der Freiheitsgrade eines frei beweglichen starrerpiérs ist dagegen wesentlich kleiner, da alle Massen-
punkte starr miteinander verbunden sind. Wir ermitteln die Zahl der Freiheitsgrade anhand von Abb. 2.1.
Greift man sich willkirlich einen Massenpunkt 1 heraus, so hat dieser 3 Freiheitsgrade. Ein zweiter
Massenpunkt 2 kann sich dann lediglich auf einer Kugel um 1 als Mittelpunkt bewegen, da der relative
Abstand von 1 und 2 in einem starremiér konstant ist. Der #perpunkt 2 besitzt demnach nur noch

2 Freiheitsgrade. Schlie3lich kann sich ein dritter Massenpunkt 3 nur noch auf einem Kreis um die Ver-
bindungsliniel — 2 bewegen (Schnittlinie zweier Kugeln) und liefert somit nur noch eineatzlistien
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Abbildung 2.1: Zur Ableitung der Zahl der Freiheitsgrade eines starmpé{s.

Freiheitsgrad. Alle weiteren Punkte sind durch die herausgegriffenen drei (nicht-kollinearen) Massen-
punkte festgelegt. Daher hat der frei bewegliche stawgp&r'nurd + 2 + 1 = 6 Freiheitsgrade. Wird
dagegen ein Kiperpunkt festgehalten, so verbleiben nur nBeh 1 = 3 Freiheitsgrade, und bei einer
vorgegebenen festen Drehachse lediglich ein einziger Freiheitsgrad.

Mit obiger Uberlegung dQt sich die Bewegung eines starreorpérs in einélranslationsbewegungnd

eine Rotationsbewegungnterteilen. Bei einer Translation wird dewokoer parallel zu sich selbst ver-
schoben, d.h. die Differenz der Anfangs- und Endvektoren aller Massenpunkte ist durch einen einheit-
lichen VerschiebevektoAr gegeben (siehe Abb. 2.2a). Der zeitliche Bewegungsablauf ist eine Auf-
einanderfolge von infinitesimalen Verschiebungén die sich im allgemeinen zu einer geknimten
Bahnkurve addieren. Nach Vorgabe der Raumkurve eines beliebigmeiunktes” laufen alle ande-

ren Korperpunkte auf parallel versetzten, aber ansonsten identischen Balunelie Béschreibung der
Translationsbewegung sind 3 Freiheitsgrade notwendig.

Unter der Rotation eines starreroipérs versteht man eine Bewegungsform, bei der sich alle Massen-
punkte auf Kreisbahnen um eine feste Drehachse und zwar um den gleichen Winkelwegen. Der
Korperdandert zwar seine Orientierung im Raum, die Punkte auf der Drehachse bleiben aber raumfest.
Man kann jede Bewegung eines starrearpers um einen festen Raumpurkals Rotation um eine feste
Drehachse mit geeignetem Drehwinkiep darstellert. Wenn wir — ohne Angabe eines strengen Bewei-

ses — diese&ulersche Theorenubbernehmen, danraBt sich in der Tat jede Bewegung eines starren
Korpers als einéberlagerung einer Translation und einer Rotation beschréiben.

Eine weitere Schwierigkeit bei der Beschreibung von Drehbewegungen besteht darin, dal’ es nicht ge-
lingt, endliche Drehungen mit Drehkoordinaten zu erfassen, dieadiniiche Symmetrie wie die karte-
sischen Lagekoordinatem, , z) eines Raumpunktes besitZeBagegen ist eablich, die Orientierung

bzw. Rotation eines starrendiyers mit derEulerschen Winkelr{d, ¢, 1)) zu beschreiben. Zur Defi-

nition verwendet man ein im Bezugspunktliegendes raumfestes Koordinatensystemy, z) sowie

ein zweites im Kiper verankertes ‘rperfestes” Koordinatensyste(d, 3', 2'), dessen Ursprung mit

P zusammerdllt. Wie aus Abb. 2.3 ersichtlich ist, ist dadurch die Orientierung dep&rs im Raum
festgelegt und zwar durch die Wink@, ) fur die Raumrichtung derdtperfesten?-Achse und den

Winkel +) fur die Drehung um die/-Achse. Man kann dieser Konstruktion insbesondere entnehmen,
daR die Orientierung bzw. Rotation des starremp€is durch 3 Freiheitsgrade charakterisiert ist.

Dies ist keineswegs trivial aber aus Abb. 2.2b anschaulich klar.

%Der zeitliche Bewegungsablauf bei der Rotation ist anschaulich schwieriger nachzuvollZibhtéich wie die einzelnen
infinitesimalen Translationedr nicht entlang der globalen endlichen Translatidn verlaufen nussen, dreht sich bei der
Rotation der Kiper um einemomentanédrehachse um einen infinitesimalen Drehwinkel, wobei i.a. die momentane
Drehachse sowohl im Raum als auch relativ zuang€r wandert. Die Endlage des#oers kann man aber aus der Anfangslage
durch eine Rotation um eine einzige Drehachse mit endlichenhervorgehen lassen.

3Darauf wurde bereits im Abschnitt 1.1 hingewiesen.
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Abbildung 2.2: Translationsbewegung (a) und Rotationsbewegung (b) eines starpard”

Abbildung 2.3: DieEulerschen Winkel.

Wir haben bereits im Abschnitt 1.8.2 diskutiert, dal3 im Gegensatz zu endlichen Drehbewegungen in-
finitesimale Drehungen durch axiale Vektoren darstellbar sind. Im folgenden werden die im Bewe-
gungsablauf der Rotation auftretenden momentanen Drehachsen mit demuwyeleiovinkelgeschwin-
digkeit beschrieben. Hierbei gilt die Lage der Drehachse, den Drehsinn (Rechte-Hand-Regel) und
die Anderungsgeschwindigkeifw/dt des Drehwinkels an. Die Dynamik des frei beweglichen star-
ren Korpers ist im allgemeinen dadurch erschwert, daf3 die momentane Winkelgeschwindiglesh

Grol3e und Richtung weder raum- nocbrgérfest ist.

Es soll jetzt die Bewegungsgleichungr f€inen frei beweglichen starrerokper aufgestellt werden. Die
Bewegung ist vollstitdig bestimmt, wenn die 6 Freiheitsgrade durch 6 Bewegungsgleichungen abge-
deckt sind. Um diese zu findenahwlen wir einen im krper fest verankerten Bezugsputdktbeaiglich

dessen wir die Translation und die Rotation angeben. Es stellt eine wesentliche Vereinfachung dar, ist
aber keineswegs zwingend, wenn man als Bezugspunkt den Massenmittélfgurdtis Abschnitt 1.10

wahlt (siehe Abb. 2.4). Mit der Masse; und dem Ortsvektor; desi-ten Massenpunktes ist der Orts-
vektorr.,, des Massenmittelpunktes durch
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Fem = :MZmiri (2.1.49)

gegeben, wobei die Summatiober alle Massenpunkte zu erstrecken ist iid=» | m; die Gesamt-
masse des &rpers angibt. Da der starreolper aus sehr vielen Massenpunkten aufgebaut ist, ist es
zwecknalig, den Kiper in einzelne Volumenelemeni® aufzuteilen, die einerseits so grof3 sind, daf
sie viele Atome enthalten, und andererseits so klein sind, dal? die Massenverteilung innerlkidbal®n
homogen angesehen werden kann. An Stelle der Massenpunkt&sl.(2.1.4) tritt das Massenelement
dm und aus der Summation wird eine Integration:

1
Fem = M/rpdV . (2.1.5)

Hierbei istr der Ortsvektor des Massen- bzw. Volumenelemédnidzw. dV. Im allgemeinen schwankt
die Massendichte, d.ln = p(r). Nur im Falle eines homogenenoipers istp = const und kann vor
das Integral gezogen werden.

Abbildung 2.4: Die Bewegung eines starrearkiérs al§/berlagerung von Translation (Geschwindigkeit
vem) UNd Rotation (Winkelgeschwindigkeit) mit dem Massenmittelpunk? M als Bezugspunkt.

Die Translationsbewegung.,,, des Massenmittelpunkts und damit allesrigérpunkte ist

drem
v 7 (2.1.6)

Der Gesamtimpuls desdfpers als Summation bzw. Integratiober alle Einzelimpulsen;v; bzw.
v(r)dm ist nach Gl.(1.10.50) gleich dem Schwerpunktsimpus, = Mvem, den wir kinftig einfach
als Impuls des Krpers bezeichnen werden. Mit der amorl§ér angreifendemtReren Kraft;,, als
Summe bzw. Integral der Einzelifté an den Massenpunkten bzw. Massenelementehn ergibt sich
(vergleiche GI.(1.10.51))

dPem
F = 2.1.7
i ( )
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wobei die von aufen angreifende Gesamtkraft im folgenden einfach mit F;, bezeichnet wird.
Die Impulsgleichung (2.1.7) ist die gesuchte Bewegungsgleichungli€ Translationsbewegung des
starren Korpers. Als Vektorgleichung fal3t sie drei unablgige Bewegungsgleichungeur fdie drei
Freiheitsgrade der Translation zusammen. Sie besagt, dal’ die mit dem Bezugsplibischriebene
Translationsbewegung so erfolgt, wie wenn die GesamtEraitn Massenmittelpunkt angreiferuvde,

in dem die Gesamtmasse desrldérs vereinigt zu denken ist.

Die Bewegungsgleichunguf‘die Rotationsbewegung um den MassenmittelputiRt ist die Dreh-
impulsgleichung. Um diese Behauptung einzusehen, legen wir ein zum Inertialsystem) ach-
senparalleles Systefa, 7, Z) in den Massenmittelpunkf' M, das dann von der Translationsbewegung
mitgeflihrt wird (siehe Abb. 2.4). MiC'M als Bezugspunkt ist das Gesamtdrehmomentatd&eien
Krafte Tem := Tiot cm 9l€iCh der Summe der Einzelmomeritex dF, wobeidF die am Massenele-
mentdm angreifendeaaiiRere Kraft darstellt. Entsprechend liefert die Summation bzw. Integnaibien -
die Einzeldrehimpulsé; x p; = F; X m;¥; bzw. F x dp = F x vdm den Gesamtdrehimpuils := Lot

im translatorisch bewegtefiM -System. Die Drehimpulsgleichung (1.11.57) wird dann zu

Tcm =

Es sei an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen, daf? nur mit dem Massenmittelpunkt als Bezugs-
punkt die Drehimpulsgleichung unadntgig von der Bewegung des Bezugspunktes diese einfache Form
annimmt (vergleiche hierzu die Diskussion in Abschnitt 1.11.3). Die Interpretation der Drehimpulsglei-
chung ist schwieriger als die der Impulsgleichung. Jedenfalls regelt (2.1.8) die Rotationsbewegung des
Korpers um den Massenmittelpunkt. Zu jedem Zeitpunkt ist die Rotation durch eine Winkelgeschwin-
digkeit w charakterisiert, die mit deruf'den Drehimpuld. berstigten Geschwindigkeitef genmaf
Gl.(1.8.32)uber die Beziehung

¥ = wxif (2.1.9)

verkruipft ist. Damit stellt letztlich Gl.(2.1.8) die Bewegungsgleichungd, also die Rotation, dar. Als
Vektorgleichung fal3t sie wiederum 3 unanigige Gleichungenuf'die 3 Freiheitsgrade der Rotation
zusammen.

Insgesamt bilden GI.(2.1.7) und (2.1.8) ein valstiiges Gleichungssystemnrfiie Beschreibung der Be-
wegung eines starrendfpers unter der EinwirkunguRerer Kafte. FallsF von der Rotations- un@;,

von der Translationsbewegung alpigjig ist (z.B. beim Bumerang), sind beide Gleichungen miteinander
gekoppelt und es gelingt nur in Sond®lén eine geschlossenaéuing anzugeben. Sind Translations-
und Rotationshewegung dagegen entkoppelt, so ist die Impulsgleidiuagdp.., /dt ein einfaches
Problem der Punktmechanik. Dagegen ist die Drehimpulsgleichung selbst in diesem Fall nicht allge-
mein geschlossemsbar (Kreiselproblem).

Die kinetische Energie des starrefgers i3t sich mit dem Massenmittelpunkt als Bezugspunkt (ver-
gleiche hierzu GI.(1.10.61)) in

(2.1.10)

5 cm

aufspalten. Dabei ist
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1
Tirans = §MU2

cm

(2.1.11)

die kinetische Energie, die mit der Translationsbewegung des Massenmittelpunktagoftadtniind

T: = T (2.1.12)

die kinetische Energie der Rotation um den Massenmittelpunkt. Ein Hauptziel der folgenden Abschnitte
ist es, explizite Ausdrcke fir T;,; abzuleiten.

Die innere Energié/ des starren Krpers enthlt nebent;,; noch die potentielle Energie der Wechsel-
wirkung der Massenpunkte:; bzw. der Massenelemenikn untereinander (vergleiche GI.(1.10.63)).

In der Ndherung des starrendkpers ist allerdings die Wechselwirkungsenergie konstant und kann daher
aul3er Betracht bleiben. Dagegemssén wir in der Bilanz der Gesamtener@ienoch die potentielle
Energie mitbeucksichtigen, die der &per in einenaulReren Kraftfeld (z.B. dem Gravitationsfeld) hat.
Fur die Gesamtenergi des frei beweglichen starreroiers erhlt man somit

1
E = §Mvzm+Trot+Epot. (2.1.13)

Abschliel3end wollen wir noch die Bewegungsgleichung eines starcepeks diskutieren, der einen
raumfesten PunkP besitzt (z.B. die in eineritirung aufsitzende Spitze eines Kreisels). Die allgemein-
ste Bewegungsform ist eine Rotation (3 Freiheitsgrade) um den ruhendenPuekist in diesem Fall
zwecknalig, den ruhenden Punktals Bezugspunkt zu ailen. Die Bewegungsgleichung ist dann die
Drehimpulsgleichung (1.11.52) und man &lth”

dLp
Tp = — . (2114
p= P (2114)

Mit der momentanen Winkelgeschwindigkaeitist die Geschwindigkeit eines Massenpunktes mit dem
vom PunktP aus gemessenen OrtsvekiSrdurchv = w x rf gegeben. Die Gesamtenergie wird

‘E = Tt + Epor (2.1.15)\

wobei T, jetzt abweichend zu Gl.(2.1.13) die kinetische Energie der Rotation um den Bezug$punkt
bedeutet.

2.1.2 Der Schwerpunkt

In diesem Abschnitt soll der Schwerpunkt eines starrempiéi's eingaffirt werden und eine Beziehung
zu dem in Kapitel 1 eingetirten Massenmittelpunkt hergestellt werden. Im Gravitationgghed) wirkt
auf das Massenelemedhtn eines starren Brpers dieaulRere KraftF = fzdm. Befindet sich der Kirper

in einem Bereich, in derfi; = const ist, so erfalt man die am iper angreifende Gewichtskrdit;,
dasGewichtdes Korpers, durch Integrationbér alle Massenelemente

“Die Translationsenergie verschwindet &inen ruhenden Bezugspunkt.
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(b) A

X/
Pt

Abbildung 2.5: (a) Drehmoment eines starrenrpérs im GravitationsfeldTg = rem X Fe. (D)
Potentielle Energie eines starreotgérs im konstanten Gravitationsfelff,,, = MgH.

Fg = (/ dm> fo = Mfc . (2.1.16)

Hierbei istM = [ dm die Gesamtmasse de®ffers. EbensaBt sich das Drehmomef; angeben,
das der Kiper im konstanten Schwerefeld @&nft (siehe Abb. 2.5a). Es ist

Tg = /r x dFg = /r x (dm)fg = (/rdm> x f (2.1.17)

und mit GI.(2.1.5) fir den Ortsvektor.,, des Massenmittelpunktes athinan

TG = Mrcm X fG =Tem X MfG =Tem X FG . (2.1.18)

Danach berechnet sich das Drehmoment des staroepels im Schwerefeld gerade so, als ob die Ge-
samtmasseél/ des Korpers im Massenmittelpunkt vereinigtave. Daher nennt man den Massenmit-
telpunkt auchSchwerpunkt Aus Gl.(2.1.18) folgt weiter, daf3 dal3 das DrehmoniBgfitbeaiglich des
Schwerpunkts verschwindeturféin im Schwerpunkt verankertes Bezugssysterf ist= 0 und damit
auchTg cm = 0. Diese Aussagel3t sich zu einer allgemeinen Definition des Schwerpunkts erweitern:

Der Schwerpunkt eines Korpers ist der Punkt, beziglich
dessen das Drehmoment in einem Gravitationsfeld
verschwindet.

Wichtig ist, daRR der so definierte Schwerpunkt nur dann mit dem Massenmittelpuitusammerdlit,
wenn das Gravitationsfelctimlich konstant ist.

Der Schwerpunkt spielt auclurf'die potentielle Energie einesokfers in einem konstanten Gravitati-
onsfeld eine ausgezeichnete Rolle. Anhand von Abb. 2.5b und GI.(1.9.48) ist die potentielle Energie
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des Massenelemendsn, das sich in der Hfieh Uber einer normal zur Fallbeschleuniguggtehenden
Bezugsebene befindet, durél,.; = (dm)gh gegeben. Durch Integratiambér alle Massenelemente
erhdlt man dann

Byt = /(dm)gh :g/hdm . (2.1.19)

Nach GI.(2.1.5) ist nun die étie H des Massenmittelpunkts durch

H = %/hdm bzw. /hdm:MH (2.1.20)

gegeben, woraus

Epoy = MgH (2.1.21)

folgt. Analog zum Schweremomeflig berechnet sich also auch die potentielle Energie eirmpd{s
im konstanten Gravitationsfeld so, als ob die Gesamtmasse im Schwerpunkt vereairdgt w"
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Abbildung 2.6: Stabiles und labiles Gleichgewicht.
2.2 Statik desstarren Korpers

In der Statik betrachtet man einen Zustand, in dem afiepkipunkte bamjlich eines geeigneten Iner-
tialsystems ruhen. Die Bedingungen, unter denen dieser Zustand beibehalten wird, ne@ieirtan
gewichtsbedingungenn Abschnitt 1.9.4 hatten wir abgeleitet, daf3 im statischen Gleichgewicht die Ge-
samtkraftF; (als Summe der inneren urdiReren Kafte) auf jeden einzelnen Massenpunkt verschwin-
den muRF; = 0 (GIl.(1.9.67)). Unterliegen die Massenpunkte noch Zwangsbedingungernyssemzu
dendulReren Kaften noch die Zwangséfte f dazugerechnet werdel; + f; = 0 (GI.(1.9.71)). Bein
Massenpunkten sind das jeweilvektorielle Gleichungen.

2.2.1 Gleichgewicht

Bei der Statik des starrendfers mit nur 6 Freiheitsgraden gmyt'es, die Gleichgewichtsbedingung f*

die Translation und die Rotation anzugeben. Die Forderung, daf? im Gleichgewicht keine Beschleuni-
gungen auftretenwdfen, flihrt aufdp/dt = 0 unddL/dt = 0. Aus den Bewegungsgleichungeur fiie
Translation und Rotation (GIn.(2.1.7) und (2.1.8)) liest man dann folgende Gleichgewichtsbedingungen
der Statik ab

|F = 0 ud T=0 (Gleichgewicht) .  (2.2.1)

Hierbei istF die Summe auali3eren eingepgten Keften (z.B. Gravitationslkaften) und Zwangskften
und entsprechend isF dasaulRere Gesamtdrehmoment. Man muf beachten, daRR die innexft@ Kr”
zwischen den einzelnen Massenpunkten eines staroepels nicht in die Bewegungsgleichungen des
starren Koirpers eingehen und deshaltilig auf3er Betracht gelassen werdemkén. Die inneren kKafte
sorgen sozusagen nuirfdie “Starrheit” des fpers. Unter den Bedingungen von Gl.(2.2.1) verharrt
ein starrer Kfper mitP = 0 undLL = 0 im Ruhezustand.

Wir betrachten nun einendfper, der an einemdperfesten PunkP unterstitzt wird, ansonsten aber
frei beweglich sein soll (siehe Abb. 2.6). Es gibt drei Positionen, in denen deyeKim Schwerefeld
im Gleichgewicht ist:

1. Der Schwerpunk€ M befindet sich lotrecht unter dem UntergtlingspunktP. In diesem Fall ist
rem|[Mg und damit istTg = rem X Mg = 0, d.h. es herrscht Gleichgewicht. Bei einer kleinen
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Auslenkung aus dieser Gleichgewichtsposition tritt ein Drehmorifent r.,, X Mg auf, das
den Korper wieder in die Ruhelage zwgKtreibt. Man spricht deshalb vatabilem Gleichgewicht

2. Der Schwerpunk€ M befindet sich lotrechaber dem UntersttzungspunktP. In diesem Fall ist
rem| — (Mg). Esist zwar wiederufT'g = rem X Mg = 0, d.h. es herrscht Gleichgewicht, bei
einer kleinen Auslenkung aus dieser Gleichgewichtsposition treibt das auftretende Drehmoment
Te = rem X Mg den Karper aber nicht mehr in die Ruhelage uck:” Man spricht deshalb von
labilem Gleichgewicht

3. Der Schwerpunkf' M fallt mit dem Unteraitzungspunk® zusammen. In diesem Fall verschwin-
det wegernr.,,, = 0 das DrehmomneTq, d.h. jede Drehposition desdfpers ist im Gleichge-
wicht. Man spricht hier von eineindifferenten Gleichgewicht

Experiment: Bestimmung des Schwer punkts

Aus der obigen Betrachtung folgt sofort ein Verfahren zur experimentellen Bestimmung des
Schwerpunkts eines starren Korpers. Der Korper wird frei beweglich aufgehéngt. Sein
Schwerpunkt versucht dann, die stabile Lage unterhalb des Aufhangepunktes einzunehmen.
Durch zweimaliges Aufhdngen an verschiedenen Punkten findet man den Schwerpunkt als
Schnittpunkt der beiden Lote, die durch die AufhAngepunkte gehen.

Experiment: Kippen eines Schrankes

Versucht man einen Schrank Uber eine Kante zu kippen, bedeutet das ein Anheben seines
Schwerpunktes (siehe Abb. 2.7). Es wirkt ein Drehmomnent T, das den Schrank so lange
in seine alte Stellung zuriickzukippen versucht, wie das Lot des Schwerpunktes sich noch
innerhalb der Unterstitzungsflache befindet. Ist das Lot auf3erhalb, wirkt ein Drehmoment,
das den Schrank umzukippen versucht.

o

@
N \ N \

0 X 0 X
T, =x Fs<0 T, =x Fs=0 T, =xFs>0

Abbildung 2.7: Drehmomente beim Kippen eines Schrankes. yPAehse zeigt in die Papierebene
hinein.

Wir haben bisher die Gleichgewichtsbedingungen dinen starren Erper als Bedingungeruf~die
Krafte und Drehmomente formuliert. Dabei sind neben dafleren eingepgten Keften auch die
Zwangskafte zu bencksichtigen. Im Abschnitt 1.9.4 wurde dagegen die Gleichgewichtsbedingung eines
Systems als “Prinzip der virtuellen Arbeit” gefallt. Es besagt, dal3 im Gleichgewicht die Arbeit der inne-
ren undaulReren Kafte bei virtuellen Vemckungenys verschwindet, wobei allerdings die Vaokungen

den Zwangsbedingungen gegen missen (vergleiche GI.(1.9.74)). Bei dieser Formulierung der Gleich-
gewichtsbedingung war wesentlich, dal’ die Zwaragf&rilir sich genommen keine virtuelle Arbeit
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leisten, die Zwangslafte also aul3er Betracht gelassen werdemleh. kit einen starren Brper ergibt
sich die weitere Vereinfachung, daf} die inneremfta keine Arbeit leisten dine, da die dazu erfor-
derlichen Verdtkungen der einzelnen Massenelemente gegeneinander bei einem stampen id¢ht
zulassig sind. Beim starrendfper verschwindet deshalb die virtuelle Arbeit @aidéren eingepgten
Krafte flir sich allein. Sind schlief3lich deulReren Kafte konservativ und aus einem Potential ableitbar,
so besagt GI.(1.9.75), dal3 im Gleichgewicht

‘6Epot = 0 (Gleichgewicht) (2.2.4)

ist. Das heif3t, die potentielle Energie der einggpen Kefte nimmt im Gleichgewicht ein Extremum
an.

Als Beispiel hiertir kann nochmals Abb. 2.6 betrachtet werden. Anhand des Ausdruckisefpoten-
tielle Energie,E,.; = MgH des Korpers im Gravitationsfeld erkennt man, daf die Extremalwerte der
Hohenkoordinated, die der Schwerpunkt im labilen und stabilen Gleichgewicht einnimmt, jeweils zu
einem Extremum der potentiellen Energigafén. Die stabile Gleichgewichtslage entspricht dabei einem
Minimum, die labile Gleichgewichtslage einem Maximum der potentiellen Energie.

2.2.2 Balkenwaage und Hebel
Hebel und Hebelgesetze

Die Gleichgewichtsbedingungen finden Anwendung in den Hebelgesetzen. Hierzu betrachten wir den in
Abb. 2.8a gezeigterlebe| der in einem raumfesten Punkt untetgt"wird und an dessen Hebelarmen

ri undrs die Krafte F; undF5 angreifen sollen. In Abb. 2.8a ist ferner angenommen, dal3 difteKr”
vertikal gerichtet sind und die Gewichtsté des Hebels vernaassigt werden dinen. Die Gleichge-
wichtsbedingungur die RotatiorT' = 0 besagt, dal3 die Drehmomerie = ry xF; undTy = ro xFo

sich zu Null addieren mssen. Bi die Betdge der Momente mul3 also gelten

|T1| = |T2| bzw. |I‘1 X F1| = |I‘2 X F2| . (223)
Deutet man den Betrag des Drehmoments wie in Abschnitt 1.11.1 als Produkt aus’KiradtKraftarm
b, so lautet die Gleichgewichtsbedingung am Hebel

Fiby = Fyby . (2.2.4)

Diese Beziehung nennt man das Hebelgesetz, das sich in Worten als

Kraft - Kraftarm = Last- Lastarm (2.2.5)

formulieren BR3t. Am Bngeren Hebel kann man also mit kleinerem Karftaufwand eir#egen Kraft
das Gleichgewicht halten. Die@tkraftf (Zwangskraft) im Lagerpunkt edit'man aus der Bedingung
F:f+F1+F2 = 0.

Experiment: Mehrarmiger Hebel

Mit Hilfe eines mehrarmigen Hebels a3t sich einfach zeigen, dal’ es fir die Gleichge-
wichtsbedingung nur auf den senkrechten Abstand zwischen Kraftrichtung und Drehpunkt
ankommit.
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Abbildung 2.8: (a) Gleichgewichtsbedingung am Hebel. (b) GleichgewichtsbedingurdiefBalken-
waage.

Balkenwaage

Die Balkenwaage wird zur vergleichenden Messung von Gewidditekrund dadurch von Massen ver-
wendet. Sie besteht, wie in Abb. 2.8b gezeigt ist, aus einem dreiarmigen Hebel. Im raumfesten Dreh-
punkt der Waage kommen zwei Hebel degel, die den Waagebalken deahge2! bilden, und ein
weiterer Hebeldif den Zeiger der Waage zusammen. Die Masse von Zeiger und Balken bezeichnen wir
als M. Fur die Bestimmung von Drehmomenten denken wir tfism partiellen Schwerpunk€ M
vereinigt. Aus Symmetriegriden liegt der Schwerpunkt im Zeiger und sein Abstand von dem Waage-
balken seis. Die Masse von Waagschale unda@égut fassen wir ztm + Am) bzw. m zusammen.

Im Gleichgewicht muf3 die Summe der links und rechts drehenden Momente, die vektoriell gesehen aus
der Zeichenebene heraus oder in die Zeichenebene hinein zeigen, baftaggteich grol3 sein, um
insgesamfl’ = 0 zu liefern. Mit dem Neigungswinkel bzw. Zeigerausschiager Waage ergibt sich
daher anhand von Abb. 2.8b

(m+Am)g(lcosp) = mg(l cosp)+ Mg(ssing) . (2.2.6)

Fur kleine Neigungswinkel folgt daraus

i [
w & tanp= M _ ° Am . (2.2.7)
cosp Ms

Im Gegensatz zum zweiarmigen Hebelajedér dreiarmige Hebel nicht beim kleinsten vam: ver-
ursachterlbergewicht aus dem Gleichgewicht. Vielmehr ist der Zeigerausschlpgportional zum
“Ubergewicht” Am auf einer Waagschale. Der Proportioratifaktor wird alsEmpfindlichkeite der
Waage bezeichnet. Es ist
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_ v _
€ = R-=ar (2.2.8)

Eine Waage ist also umso empfindlicher, jarkér sie bei vorgegebendibergewicht ausscatjt. Um
eine hohe Empfindlichkeit zu erreichen, mul3 man gBr&l.(2.2.8) lange und massearme Waagbalken
verwenden, sowie bei der Konstruktion den Abstaridein halter?.

°Es soll hier aber darauf hingewiesen, daR sich bei realen Waagen der Waagbalken durchbiegt. Die Empfindlichkeit der
Waage lahgt dann auch von der Gesamtbelastung, die den Grad der Durchbiegung ausmacht, ab.
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2.3 Dynamik desstarren Korpersbel fester Drehachse

Der Ubergang von der Statik zur Dynamik eines starremgé€fs soll in mehreren Stufen vollzogen wer-

den. Dabei braucht die reine Translationsbewegung nicht diskutiert werden, da sie sich nicht von der
eines Massenpunktes unterscheidet. Wir beginnen mit der nach der Translation einfachsten Bewegung,
der Rotation eines starrenoipers um eine nach Lage und Orientierung fest vorgegebene Drehachse.
Mit Hilfe der Bewegungsgleichun@ = dL/dt berechnen wir zuachst den Drehimpuls, der mit der
Drehung um die vorgegebene Achse venifiist, was uns auf den Begriff ddggheitsmomentiihren

wird. AnschlieRend werden Arbeit und Energie bei Drehbewegungen diskutiert. Nach der Bestimmung
der TrAgheitsmomente einfachemkper wird dann deBteinersche Satabgeleitet. Als Anwendungs-
beispiele sollen di®rehschwingungind dasPhysikalische Pendeliskutiert werden.

2.3.1 DasTragheitsmoment

Bei vorgegebener ortsfester Drehachse kann @irp&f als einzige Bewegungsform eine Rotation um
diese Achse augfiren. WahIt man als Bezugspuni& einen beliebigen Punkt auf der Drehachse, so ist
dieser Punkt raumfest. Die Bewegungsgleichung ist dann (vergleiche (2.1.14)) durch

dL
T = — (231
o (231

gegeben. Zur Auswertung der Bewegungsgleichung suchen wir einen geschlossenen Ausdtuck f”
Nach Abb. 2.9 bewegt sich bei der starren Rotation jeder Massenpubkiv. Massenelememtn mit
Ortsvektorr auf einer raumfesten Kreisbahn um die Achse. Die Drehachse geht durch den Mittelpunkt
diesen Kreises und steht normal zur Bahnebene. Die Geschwindigkeies jeden Massenpunktes ist

bei gegebener Winkelgeschwindigkeitdurch

V = wXr (2.3.2)

gegeben. Die Geschwindigkeit steht also immer senkrechbaufd damit auf der Drehachse. Mit dem
Impulsp = mv eines Massenpunktes athinan dessen Drehimpuls= r x p. Wie in Abb. 2.9 gezeigt,
zerlegt man der Ortsvektor in eine Komponentendr, parallel und senkrecht zur Drehachse und man
erhdlt

l = rxp=(r+r)Xp=ryXp+r. xXp . (2.3.3)

Dav|pistp L w und man entnimmt Abb. 2.9, dd#§ x p) | w und(r, x p)|lw ist. Man hat damit
eine zur = r| + r; analoge Komponentenzerlegung fien Drehimpuls gefunden:

1 = IH-f—IL mit IL:I'HXp und 1||:I'L><p . (2.3.4)

Danach hat der Drehimpulsinteressanterweise sowohl eine Komponente parallel als auch senkrecht
zur Drehachse, die zur Folge hat, daficht parallel zww ist. Bei einer gleichdfmigen Rotatiofw =
const) ist zwar wegenr | | = const und |p| = const auchl; = const, dagegen ist abdn # const.
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Abbildung 2.9: Der Drehimpuls des starreigérs bei fester Drehachse.

Die Komponentd; steht vielmehr antiparallel zty und Euft daher mit der Winkelgeschwindigkeit
um die Drehachse. Betragafig ist abetl; | = const und im zeitlichen Mittel ist deshalll; ) = 0.
Entsprechend ist der gesamte Drehimpuls des umlaufenden Massenpunktes zeitlich konstant.

Durch Summation der Be#ge der einzelnen Massenpunkteadtriman den Gesamtdrehimpuls des star-
ren Kérpers zu

L = LH-f—LL, (2.3.5)

wobei wiederunly| = const undL | # const. Das heif3t, damit ist auch # const und insbesondere
ist der Gesamtdrehimpuls nicht parallel@uDies stellt im Vergleich zur Translation, Weum, || vem iSt,
eine erhebliche Erschwerung der Diskussion der Drehbewegung dar. Wir werden allerdiraghsten”
Abschnitt zeigen, dal? esffjeden Korper drei ausgezeichnete Achsen gibt,die sich die Einzelbeiage
1, gegenseitig kompensieren und daiait = 0 und damitL, = Ly|[|w wird.

Wir diskutieren nun den Zusammenhang zwischgnndw. Die Integrationuber alle Massenelemente
dm liefert

LH = /I‘J_ Xvdm . (236)

Mit v = w x rundr = r| + r  ergibt sich
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V = wXr=wx(r+ry)=wxry , (2.3.7)

daw x r|| = 0. Nach Einsetzen von (2.3.7) in (2.3.6) ist der Tarmx (w x r ) auszuwerten. Anhand
von Abb. 2.9 ist klar, daffw x r;) normal auf der vorw und r; aufgespannten Ebene steht und
r; x (w x ry) parallel zuw gerichtet ist. ki die Betege gilt

Ity x (wxry)| = |rg]-j(wxr)|=|r | |w|-|ri]=rlw . (2.3.8)

Insgesamt wird dadurch

L, = /er(wer)dm:/riwdm. (2.3.9)

Da bei der Rotation eines starremtfers alle Massenelemente die gleiche Winkelgeschwindigkeit be-
sitzen, kannw vor das Integral gezogen werden. Mit dgrmgheitsmoment

I = /ridm (2.3.10)

des starren Krpers erhlt man schlieflich

L = Jw. (2311)

Bei fester Drehachse ist wegen = const das Tegheitsmoment eines starrerotgers ebenfalls ei-

ne Konstante, die die Massenverteilung despg€is um die Drehachse charakterisiert. Ein und derselbe
Korper hat abenfi'verschiedene Drehachsen unterschiedliclagfieitsmomente. Dasdgheitsmoment
Ubernimmt als Proportionatitskonstante zwischen Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit bei der Ro-
tationsbewegung die Rolle deagén Masse als Proportionaliskonstante zwischen Impuls und Ge-
schwindigkeit bei der Translationsbewegung. Da 0 ist L immer parallel zu.

Die Einheit des Tagheitsmoments im SI-System ist

[l = 1kgm? . (2.3.12)

Analog zu GI.(2.3.9) kann mamf'die Drehimpulskomponenfie, den Ausdruck

L = (—/7"” ry dm> w (2.3.13)

ableiten, der schwieriger zu interpretieren ist, da der Klammerterm zeitlich nicht konstant ist.

Entsprechend zum Drehimpuls zerlegen wir jetzt das amp#&r'wirksame Drehmomefit in eine Kom-
ponent€eT) parallel undT; senkrecht zur Drehachse, so daf3
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T = T||+TJ_ . (2.3.14)

Die KomponenteT|, kann dabei parallel oder antiparallel zusein. Aus der Bewegungsgleichung
(2.3.1) folgt dann unter der Randbedingung, dal bei fester A€hdw. T | nur aufL) bzw. L
einwirken konnen

dL L
T, = d—tH und TL:dd—tL (feste Achse). (2.3.15)

Da bei fester Drehachse fernkeeitlich konstant ist, et man durch Einsetzen von (2.3.11) in (2.3.15)

T, = IC;—:J (feste Achse). (2.3.16)

Bei fester Achse hat der starreokper nur einen Freiheitsgrad, der kinematisch durch die Komponente
der Winkelgeschwindigkeit in Achsenrichtung eindeutig charakterisiert ist. cAus ww folgt wegen
dw/dt = 0 (feste Achse)di die Winkelgeschwindigkeilw /dt = (dw/dt)w + wdw/dt = (dw/dt)®.

Mit T = T},w erhelt man alsodif die Komponenten iw-Richtung

T, = I (feste Achse). (2.3.17

Diese Gleichung beschreibt, wie das Drehmoment der ampd&t angreifendeauReren Kafte eine Win-
kelbeschleunigungw/dt hervorruft. Die Komponent®'; hat die Tendenz die Drehachse zu verkippen

und kann deshalb bei vorgegebener fester Drehachse nicht zur Geltung kommen. GI.(2.3.17) stellt somit
bereits die volle Bewegungsgleichung dar.

Die in Abb. 2.10 gezeigte Komponentenzerlegungdén Ortsvektor und die angreifende Kraft macht
klar, dad zum Drehmomefi nur der Termr, x F | beitrdgt. Rir alle Massenpunkte zusammenge-
nommen istT)| = Jr. x dF,. DieseUberlegung macht deutlich, daf} ein ideales Drehlager (keine
Reibung) wege¥, = 0 kein DrehmomenfT liefert. Dagegen sind im allgemeinen von den Lagern
bereitzustellende Zwangsfté mitT, =# 0 notwendig, um geal? Gl.(2.3.15) das bei der Rotation auf-
tretendalL /dt # 0 zu kompensieren. In der Technik wird dies als “Unwucht” des rotierendepés
bezeichnet, die bei entsprechendearkt zu einer Zerstung der Lagerdhiren kann.

Fur verschwindende' ertélt man fir einen rotierenden &perly = const, d.h. die Drehimpuls-
komponente in Drehachsenrichtung bleibt zeitlich konstant und aepd{ rotiert gleichdimig mit
w = const. Die BedingundT'| = 0 ist auBRer bei der laftefreien Bewegung auchiféine Bewegung im
Gravitationsfeld eddllt, falls der Schwerpunkt auf der Drehachse liegt.
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Abbildung 2.10: Zum Drehmoment des starreorpérs bei fester Drehachse.

Die Pirouette

Eine Anwendung der Konstanz von L bei T = 0 ist die Pirouette. Bei L = [w ist fur
I = const auch w = const. Eine Eiskunstlauferin ist aber kein starrer Korper, sie kann
vielmehr ihr Tragheitsmoment um die vertikale Kdrperachse variieren. Dies tut sie durch
Ausstrecken und Anlegen der Arme. Bei ausgestreckten Armen ist I grol3 (da r; grof3), bei
an den Koérper angeschmiegten Armen ist I dagegen klein. Bei der Pirouette holt man mit
ausgestreckten Armen “Drehschwung”, d.h. man erzeugt einen bestimmten Drehimpuls
L) = Iw um die vertikale Korperachse. Da beim Heranziehen der Arme T = 0 ist, bleibt L
erhalten. Die Verringerung von I muf3 sich deshalb in einer Zunahme von w manifestieren.

Derselbe Effekt kann auch auf einem Drehschemel demonstriert werden. Eine Ver-
suchsperson sitzt auf dem Drehschemel und halt zwei Gewichte mit gestreckten Armen
nach aulen. Der Drehschemel wird dann in eine Rotationsbewegung mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit versetzt (L = const). Die Versuchsperson zieht dann die Gewichte
an den Korper, wodurch wegen L = const das Tragheitsmoment verkleinert und die Win-
kelgeschwindigkeit erndht wird. Durch Ausstrecken der Arme kann die Drehgeschwindigkeit
wieder auf den alten Wert reduziert werden.

2.3.2 Arbeit und Energie

Mit Hilfe der Definitionsgleichungdi die Arbeit,diW = F - ds (vergleiche (1.9.8)) wollen wir jetzt die

bei der Rotation von deauReren Kaften geleistete Arbeit berechnenurhédes Massenelement steht
das Wegelemenir senkrecht zur Rotationsachse (siehe Abb. 2.11). Zerlegt man die Kiiafteine
KomponenteF | parallel undF | senkrecht zur Drehachse, so kann deshalb nur die KompoRerzer
Arbeit beitragendW = F, - dr. Diese Kraftkomponente gibt aber auch Anlal3 zur einem Drehmoment
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T =r, xF inder Drehachse. Man sieht also, dal3 die Ar#it mit dem Drehmomeri, verknipft
ist.

Um den genauen Zusammenhang zwisciiBn und T, abzuleiten, mufl man heeksichtigen, daluf’
die gesamte am #tper verrichtete Arbeitiber alle BeitageF - ds der einzelnen Massenelemebe
aufsummiert werden muf3:

dW = Y F-ds . (2.3.18)

Mit ds = de x r (vergleiche (1.8.30)), wobely der infinitesimale Drehvektor in der Achse ist, aith”
man

dW = > Fdr=Y F-(dpxr)=-Y F-(rxdp) . (2.3.19)

Mit der Vektoridentitita - (b x ¢) = (a x b) - ¢ ergibt sich nach Umformen

AW = =Y F-(rxdp)=-> (Fxr)-dp=)» (rxF)-dp . (2.3.20)

Der Drehvektordy ist hierbei im Gegensatz zir fur alle Massenelemente gleich und kann deswegen
aus der Summe herausgezogen werden, s@dak= > (r x F)) - de. Der Ausdruck in Klammern ist
aber gerade das gesamte anrper wirksame Drehmoment und manath”

dW = T-do . (2.3.21)

Mit T | - de = 0 erhélt man schlie3lich den Ausdruck

dW = T”dQO , (2.3.22)

der die Verkmipfung vondW und T}, angibt.

Mit dy/dt = w erhélt man durch Differenzieren von (2.3.22) nach der Zeit die von dexft&m verrich-
tete Leistung

aw

pP=""
dt

Diese Gleichung entspricht der Beziehung (1.9.1B)dié LeistungP = F - v einer Kraft an einem
bewegten Massenpunkt.

Die Arbeit W5, die bei einer Drehung von der Anfangslagebis zur Endlages, an einem Kiper
verrichtet wird, eralt man durch Integration von Gl.(2.3.22) zu

P2
Wo = / T.-dp . (2.3.24)
©

1
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Wir wollen nun die kinetische Energie der Rotationsbewedijpgeines Korpers um eine feste Achse
diskutieren. DieRotationsenergierhélt man dabei als die Summe der kinetischen Ene@’leﬂ%va
der einzelnen Massenpunkte. Mit= w x r; und|v| = v = |w||r | = wr, und mit der Tatsache, daf
w fur alle Massenpunkte identisch ist, ergibt sich

Trot = Z %va = Z %mriuﬂ = % (Z mri) w? (2.3.25)

bzw. mit dem Tagheitsmoment = > mr? aus Gl.(2.3.10)

1
Trot = 51&. (2.3.26)

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der kinetischen Enel(gie2 des Massenpunktes bzw. der Trans-
lationsenergi€li,ans = %Mvgm der Schwerpunktsbewegung (vergleiche Gl.(2.1.11)), so erkennt man,
dal bei der Rotation dasdgheitsmoment die Rolle der tagen Masserg bzw. M) und die Winkelge-
schwindigkeitw diejenige der Translationsgeschwindigkeitbzw. v.,,,) Ubernimmt. Benutzt man die
BeziehungL| = Iw, so Ef3t sich (2.3.26) wie folgt umschreiben:

1., 1 1
Trot = 51&) :§Iw'w:§L||'w . (2327)

Mit L = L| + L, undL, - w = 0 ergibt sich schlief3lich

1
T = zL-w . (2328)

Man kann aber aucly = L;/I aus GI.(2.3.11) in GI.(2.3.26) substituieren undadtrh”

L

Trot = of -

(2.3.29)

Diese Beziehung korreliert mit dem Ausdruk= 7,,/2M fir die kinetische Energie der Translati-
onsbewegung des Schwerpunktes.

Wie bei der Translationsbewegung stammt auch die kinetische Rotationsenergie aus der Arbeit, die am
Korper angreifende Kafte bzw. Drehmomente aufbringen. Dies soll im folgenden kurz gezeigt werden.
Bei fester Drehachse ergibt sich mit den obigen Beziehungen

dw
dw = T||-d<p:I%-dcp:Iw-dw . (2.3.30)

Fur einen beliebigen Vektat mit |a| = a erhélt man durch Anwenden der Produktregel beim Differen-
zieren eines Skalarprodukt$ = a - a: 2ada = a - da + (da) - a = 2a - da odera - da = a da. Daher
erhélt man fir die Arbeit
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Abbildung 2.11: Zur ArbeitliW’ = T - de des Drehmoment®)| bei der Rotation eines starrerokpers.

1
AW = Iw-dw = Iwdw=4d <§Iw2> (2.3.31)

oder

AW = dTve; . (2.3.32)

Die von DrehmomenT verrichtete ArbeitZIV ist also gleich defnderungdT;,; der Rotationsenergie.
Die positive Arbeitdi¥ > 0 im Falle eines die Rotation antreibenden MomeRid findet sich als
Zunahme der kinetischen Energie wieder.

Wenn das Drehmoment eine eindeutige Funktion des Drehwigkeds um den ein Kfper aus seiner
Ruhelagep, ausgelenkt wurde, so i) () konservativ und man kann mit

©
Buly) = = [ Tile)-de 2339
®

0

eine potentielle Energi&,, beaiglich der Rotation einffiren. Offensichtlich ist

AW = —dEyy , (2.3.34)
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d.h. eine vom Drehmoment auf derokoéer ubertragene Arbeiliv > 0 entspricht einer Abnahme
dE,. < 0 der potentiellen Energie. Durch Kombination von Gl.(2.3.34) mit Gl.(2.3.32) falgtfé
Gesamtenergi€ = T, + Fpo, Von GI.(2.1.15) ein Erhaltungssatz

dE = dTo +dEpe =0 (2.3.35)
oder E = T+ Epoy =const . (2.3.36)

Die hier angegebenen Energiebeziehungen stimmen wiederum mit denen der Punktemémraimk ~

Genauso wie man in der Punktemechanik (vergleiche GI.(1.9)) die Kraft als Gradienten der potentiellen
Energie erhlt, erralt man auch das Drehnmoment durch Differenzieren der potentiellen Energie nach der
Winkelkoordinate. Es gftt

T, = , (2.3.37)

2.3.3 Tragkeitsmomente einfacher Korper
Zylinder mantel

Am einfachstendl3t sich das Drehmoment eines Massenpunktém AbstandR von der Drehachse
angeben Die Definitionsgleichung (2.3.10) liefert

I = mR? (Massenpunkt). (2.3.38)

Besteht der Kiper aus mehreren Massenpunkten, die wie in Abb. 2.12a gezeigt auf einem Zylinderman-
tel mit Radiusr liegen, so ergibt sich

I = m;R? = (Z mz> R?

oder I = MR? (Hohlzylinder) . (2.3.39)

Hierbei ist M die Gesamtmasse dewipers. Dieser Ausdruck gilt z.Buf'kreistrmige Reifen (Fahr-
radfelge) oder Hohlzylinder beglich deren Symmetrieachse.

Homogene Kreisscheibe

Fallt wie in Abb. 2.12b gezeigt die Drehachse mit der Symmetrieachse der Scheibe zusamra8n, so I”
sich das Tagheitsmoment mit Einfirung der Massenbeleguag= M /A der Scheibe durch Integration
Uber konzentrische Ringe mit Innenradiuand AuRenradiug + dr und damit der Riched A = 2wrdr

bzw. der Massédm = odA = o2nrdr berechnen zu

5Da man es bei einer festen Drehachse nur mit einem Freiheitsgrad zu tun hat, muf3 man nur nach einer Variablen differen-
zieren.
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Abbildung 2.12: Zum Tagheitsmoment einfacher homogenarpér: (a) Zylindermantel, (b) Scheibe,
(c) Kugel und (d) Stab.

P
C 11U

R R R 1 1
I = / r2dm = / r2o2nrdr = 271'0/ ridr = 27TO'ZR4 = 5(07711{2)}{2
0 0 0

oder I = %MR2 (homogene Scheibe) (2.3.40)

Dies Beziehung gilt auchuf’einen Vollzylinder. Vergleicht man (2.3.39) und (2.3.40) so sieht man,
dal das Tagheitsmoment eines Hohlzylinders mit gleicher Gesamtmasfegist als das eines Vollzy-
linders, da bei Vollzylinder die Gesamtmasse nicht defdgriglichen Abstandk von der Drehachse
hat.
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Homogene Vollkugel

Ausgehend von Gl.(2.3.40aBt sich das Bgheitsmoment einer homogenen \Vollkugel mit Radius

und MasseM berechnen, deren Drehachse durch den Kugelmittelpunkt geht. Dazu denken wir uns die
Kugel aus flachen Scheiben deok&dh und dem Radiug;, aufgebaut. BEi'eine Scheibe im Abstand

h vom Kugelmittelpunkt ist nach Abb. 2.12¢ = R? — h?. Mit der Massendichte der Kugel ist

die Masse einer Kreisscheibe gegeben duteh= pdV = prridh und deren Beitragll zum Ge-
samtteigheitsmoment nach GI.(2.3.4@) = dmr? = Zp(R* — h?)2dh. Durch Integratioruber alle
Scheiben erdlf man fir die gesamte Kugel

™

R T R
I = —p/ (R? — h?)%dh = —p/ (R — 2R*n? 4 hY)dh
2" ] & 2P ) »

2R  2R® 16
- gp (R42R —2RT T) = ngf’B : (2.3.41)

Mit p = M /4 R3 ergibt sich schlielich

I = %MR2 (homogene Kugel). (2.3.42)

Homogener Stab

Als letztes soll das Egheitsmoment einesudilen Stabes mit Querschnitesftie A, Langel und Masse

M = pAl bestimmt werden. Wie in Abb. 2.12d gezeigt ist, soll die Drehachse durch den Schwerpunkt
des Stabes gehen. Man teilt den Stab in Segmente alegddr» und der Massém = pAdr auf. Im
Abstandr von der Drehachse ist dasafjfieitsmoment] des Segments gegeben dutth= 2dm =
pAr?dr. Das Gesamtdrehmoment athinan durch Integrationber die einzelnen Segmente zu

1/2
I = pA/ er— pAl)l
1/2
oder I = EMZ2 (homogener Stab) (2.3.43)

2.3.4 Der Steinersche Satz

Die im letzten Abschnitt haben wir Ausaltke fiir das Tegheitsmoment bei fest vorgegebener Drehachse
abgeleitet. Da es im Prinzip unendlich vieleglithe Drehachsen gibt, gibt es auch unendlich viele
verschiedene Drehmomente. Der in diesem Abschnitt abgel&Segie von Steinegibt eine einfache
Relation zwischen dem &gheitsmoment beglich einer Drehachse durch dewiérschwerpunkt und
dem Tiagheitsmoment beglich einer dazu parallelen, aber sonst beliebigen Drehachse.

Zur Ableitung des Satzes von Steiner legt man den Schwerpunkt des stameer«in den Ursprung
eines raumfesten Koordinatensystems, dess@ohse mit der Drehachse durch den Schwerpunkt zu-
sammendllt (siehe Abb. 2.13). Die zweite Drehachse aeift parallel zu dieser Achse und schneidet die

"Das gleiche Ergebnis eali'man, wenn man Kugelkoordinaten verwendet. Der Abstand eines Masseneldmevis
der Drehachse |st danrsin o und das VqumeneIement igV = (rsin ada) - (rdy) - (dr) = * sin adadpdr. Man ertalt
damitl = p [( (r?sin® a)dV = pfo Rr4 sin® adadpdr = 15p7rR5.
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Abbildung 2.13: Zur Ableitung des Steinerschen Satzes.

z-Achse in PunktA. Der Abstand der beiden Achsen saind die Gesamtmasse desndérsi . Mit
den Bezeichnungen aus Abb. 2.13 ergeben sich dann dgh&itmomentd.,,, und 74 beaiglich der
beiden Drehachsen zu

Iem = / r2dm, und Iy = / r2dm, . (2.3.44)

Der Kosinussatz liefert wegencos o = = die Beziehung

r? = 24+ 52— 2rscosa=r>+5>—2sz .

Nach Integratioruberdm erhélt man dann
/T'Qdm = /TQdm—i—/stm—Zs/xdm
bzw. Iy = I, +32/dm—23/:pdm . (2.3.45)

Mit [dm = M und [zdm = z.,M und der Tatsache, daf} dieKoordinate des Schwerpunktes
Zem = 0, da der Schwerpunkt in den Ursprung des Koordinatensystems gelegt wurale nggth 'mit
J zdm = 0 denSatz von Steiner

In = In+ Ms? . (2.3.46)
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Abbildung 2.14: Die Rotation umi als Uberlagerung der Translationsbewegung v/ auf einer
Kreisbahn (Revolutionsbewegung) und der Rotationsbewegung Adm

Der Satz von Steiner besagt, daR esuggnsich einébersichtiber alle Tegheitsmomente baglich der
Drehachsen durch dendkperschwerpunkt zu verschaffen, um daraus dann ohufesamie Integration
Tragheitsmomente baglich beliebiger Achsen anzugeben. Da fernerdlle nicht durch der Schwer-
punkt gehenden Achsevi s> > 0 ist, ist bei vorgegebener Richtung der Drehachse dagtBitsmoment
beaiglich der Schwerpunktachse minimal.

Der Steinersche Satz steht in engem Zusammenhang mit der Darstellung der Bewegung eines starren
Korpers aldUberlagerung der Translationsbewegung des Massenmittelpu6it€sind einer Rotati-
onsbewegung ur@’ M. Dies soll anhand des in Abb. 2.14 gezeigten Beispieles veranschaulicht werden,
wo ein Kérper um eine senkrecht zur Zeichenebene stehende Drehdcgbseren soll. Die Bahnkurve

der Translationsbewegung von CM (unter Beibehaltung der Orientierung im Raum) ist eine Kreisbahn
mit Radiuss. Diese Bewegungsform nennt man eine “Revolutionsbeweduiig. Bahngeschwindig-

keit von C'M ist v.,, = ws. Die Drehachsen der Rotation umund C'M stehen parallel zueinander

und man entnimmt Abb. 2.14, dal3 auch die Winkelgeschwindigkeder Rotation um beide Achsen
ubereinstimmt. Die kinetische BewegungsenefBides Korpers mitA als Bezugspunkt (reine Rotati-

on) ist

1
T = Tmtzguw?,

wahrend mitC' M als Bezugspunkt unter Benutzung Vs = %Mvgm

1 1 1
Mvgm + §Icmw2 = EMu)QS2 + EIcmwQ

1

T = Tcrans + Trot = 9

gilt. Da die kinetische Energie eindeutig ist, folgt

8Ein typisches Beispiel daf ist die Gondelbewegung eines Riesenrades, bei der die Gondel Orientierung im Raum bei-
beflt.
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1 2 _ 1 2 1 2.2
2IAu) = chmw + 2Mo.) s

oder Iy = I.n+ Ms?,

also genau der Steinersche Satz.

Anwendungsbeispiel zum Steinerschen Satz:

Als Anwendungsbeispiel zum Steinerschen Satz soll das Tragheitsmoment eines Stabes
der Lange ! und der Masse M berechnet werden, der um das Stabende rotiert und zwar um
eine Drehachse, die senkrecht zur Stabrichtung steht. Mit G1.(2.3.43) und dem Steinerschen
Satz erhalt man

I = L,+m L 2—i1\412+11\412
Tooem 2/ 12 4
1

oder T = =MI?.
3

2.3.5 Drehschwingungen

Eine spezielle Bewegungsform eines an einer festen Achse drehbar gelagerten stapes ISt die
DrehschwingungDabei pendelt der Drewinkel(t) periodisch um seine Ruhelagg

Drehpendel

Bei Drehpendelauft die Drehachse durch den Massenmittelpunkt eines staogreks'und die Gleich-
gewichtslage wird durch eine amokper bzw. der Drehachse befestigte Spiralfeder definiert (siehe
Abb. 2.15). Greift am Kiper eindul3eres Drehmomeffr = r x F an, so wird der Kiper um

Ay = ¢ — g aus seiner Ruhelage ausgelenkt. Hierbei entsteht aufgrund der Verdrillung der Spiralfeder
ein nicktreibendes elastisches Momént, so dal3 in der neuen Gleichgewichtsldhe= Tg + Tep = 0

gilt. Zur Beschreibung der Schwingunghlt man einen festen Basisvek#in der Drehachse und setzt
willkurlich ¢y = 0, so dal¥p = pa und T = Tea. Erfullt das nicktreibende Moment die Bedingung

Ta = —T,¢ oder Ty=-T.p, (2.3.47)

S0 nennt maril; ein harmonisches Drehmomenbie GroReT; heil3t Richt- oder Direktionsmoment
und entspricht der Federkonstanteim Hookeschen GesetF = —ks. Die potentielle Energie einer
um den Winkekp aus dem Gleichgewicht verdrehten Spiralfeder folgt aus GI.(2.3.33) zu

2 ' 2
Epoy = —/ Tel-dcp=/ TTSOdSOZTr/ pdp
©o %o ©o
1

oder Epy = §Trcp2. (2.3.48)

Diese Beziehung ist das Analogon zum Ausdriigk; = %sz fur die Energie einer Schraubenfeder.
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Abbildung 2.15: Das Drehpendel.

Eine einmal aus der Gleichgewichtslage ausgelenkter und dann losgelasegper llftihrt unter der
Wirkung des ucktreibenden Torsionsmoments eine harmonische Drehschwingung. Setzt man in die
Bewegungsgleichung (2.3.1&8)rfT|| das elastische Drehmomen, ein und beucksichtigt noch, da

w = wa = (dp/dt)a und damitdy/dt = w, so erlalt man

dw d%p d%p
d®p T,
oder — = ——op . 2.3.49

Die Losung dieser Gleichung ist die harmonische Schwingung (dies ist vom Masse-Feder Pendel schon
bekannt)p(t) = ¢sin(wt + ¢p) mit der Winkelamplitudep, der Kreisfrequenz, und der Phasenver-
schiebungpy.?

Mit der gleichen Rechnung wieif das Masse-Feder Pendel in Abschnitt 1.6.2kman fir die Kreis-
frequenzw bzw. die Schwingungsdauét

T, I
= — . T =2 — . (2.3
w \/ 7 bzw. m/Tr (2.3.50)

Diese Gleichungen sind analog zu den GIn.(1.6.34) und (1.6.8%)S Masse-Feder Pendel.

°Es ist hier darauf zu achten, daR die konstante Kreisfrequeder harmonischen Schwingung nicht mit der zeitlich
variierenden Winkelgeschwindigkeit(t) = dy/dt des schwingendend{pers verwechselt wird.
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Bestimmung von Tr&gheitsmomenten mit dem Drehpendel:

Da die Schwingungsdauer eines Drehpendels einfach zu messen ist, wird das Drehpendel
haufig zur Bestimmung von Tragheitsmomenten verwendet. Hierzu wird der zu untersuchen-
de Korper auf einer Drehachse montiert, die Uber eine Feder ein bekanntes Richtmoment
T, erhalt. Falls der Schwerpunkt des starren Korpers bei dieser Bestimmung nicht auf der
Drehachse liegt, so ist darauf zu achten, dal3 die Drehachse vertikal steht, um ein Drehmo-
ment der Gravitationskraft in der Drehachse zu vermeiden.

Das physikalische Pendel

Beim physikalischen Pendélenutzt man das von der Gravitationskraft bereitgestellte Drehmoment zur
Anregung einer Schwingung. Ein physikalisches Pendel ist dabei ein beliebig geformter staper, K~

der um eine raumfeste Achskschwingen kann (siehe Abb. 2.16a). Wir betrachten nur den Fall, daf3

die Drehachse (diese wird als masselos angenommen) senkrecht zur Gravitationskraft steht. Das Dreh-
momentT ¢ der GravitationskrafFc = Mg ist mit dem Ortsvektor.,,, des Schwerpunkt€' M nach
Gl.(2.1.18)Tg = rem X Mg und die in der Achse liegende Komponeftgist T|| = rem, 1 X Mg. Da-

bei istin der Zerlegun@em = Tem || +Tem, 1 der Vektorrey, | nach Abb. 2.16a die zur Achse senkrecht
stehende Komponente vagy,. Der SchwerpunkC M lauft auf einem Kreis mit Radiugem, (| = s

um die Achse um. \&filt man wiederum einen festen Basisvel&an der Drehachse, so igt = pa und

T, = T)a. Fir den Betrag vor, gilt

T = Irem,1|*|Mg|-sin(rem,1, Mg) = Mgssingp . (2.3.51)

Man entnimmt Abb. 2.16a, dal3 das Momemtktreibend ist, d.hWT}, und¢ stehen antiparallel zueinan-
der. Man erhlt somit

Ty = —Mgssing . (2.3.52)

Fur kleine Auslenkungswinkel eaft'man in detharmonischen &herung(sin ~ ¢) T} = —Mgs ¢
und das Direktionsmomefif. des physikalischen Pendel ergibt sich zu

T, = Mgs . (2.3.53)

Damit ergibt sich die Kreisfrequenz und die Schwingungsdauérdes physikalischen Pendels zu

Mgs [ 1

Diese Beziehungen gelten nurrfkleine Schwingungsamplitudep. Fir groRere Auslenkungswinkel

wird das ricktreibende Moment kleiner als ein harmonisches Moment und die Schwingungsdauer damit
langer. Man sieht insgesamt, dal3 sich das physikalische Pendel wie ein mathematisches Pendel mit
Fadendinge s verhélt, wenn man sich die Gesamtmaskeim MassenmittelpunkC M konzentriert

denkt.
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.......................... Y.
Drehachse Il

Abbildung 2.16: Das physikalische Pendel (a) und das Reversionspendel (b).
Das Reversionspendel

Das Reversionspendeist eine bestimmte Ausfirungsform des physikalischen Pendels, das zur
Prazisionsmessung der Fallbeschleunigung verwendet werden kann. Es sobehstutié theoreti-
schen Grundlagen diskutiert werden. Beksichtigt man in dem Ausdruak = Mgs/I den Steiner-
schen Satzui' das Tegheitsmoment, so erlalt manw? = Mgs/(I.m + Ms?). Flr festgehaltenes ist

dies eine quadratische Gleichungsimamlich«? M s? — Mgs + w?I., = 0, mit zwei Lésungens; und

s2. Mit dem Schwerpunkf M als Mittelpunkt gibt es deshalb zwei konzentrische Kreise mit Raglien
und s,, die den geometrischen OurfDrehachsen mit konstantemm angeben (siehe Abb. 2.16b)ufF”
die (s1 + s2) findet man

leq = 814 89— % . (2.3.55)

Man nennt hierbel..q die reduzierte Pendalfige, da ein mathematisches Pendel mit der Fadgel.q
gerade die vorgegebene Kreisfrequenmit «? = g/I hatte.

Das Reversionspendel ist nun ein physikalisches Pendel, bei dem zwei parallele Drehachsen mit festem
Abstandd vorgesehen sind. Dabei liegt der SchwerpufiRt erstens in der von den beiden Drehachsen
aufgespannten Ebene und zweitens zwischen den beiden Achseanlitdés Pendels verschiebbaren
Zusatzmasseraf3t sich die Position des Schwerpunktes so einstellen, dal3 die Schwingungsaauer f~
Schwingungen um beide Drehachsen exakt gleich grof3 werden. In diesem &al istt s9 = loq =

g/w?. Durch eine sehr geanue Abstimmung der Frequenzen und genaue Bestimmuh¢a@orsich

damit die Erdbeschleuinigungexakt bestimmen.
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2.3.6 Vergleich von Rotations- und Translationsbewegung

Fir die Beschreibung von Drehbewegungen eines star@pdf(s um eine feste Achse ergeben sich
formal &hnliche Ausducke wie fir die Translationsbewegung eines Massenputktds. folgender
Tabelle werden die entsprechenden AusH#e der Translations- und Rotationsbewegung einander ge-
genibergestellt.

Translationsbewegung Rotationsbewegung des starrearf§érs

des Massenpunktes bei fester Drehachse
Weg ds Winkel dey
Geschwindigkeit v =ds/dt Winkelgeschwindigkeit w = de/dt
Beschleunigung a = dv/dt = d’s/dt* | Winkelbeschleunigung B = dw/dt = d*p/dt?
Trage Masse m Tragheitsmoment I
Kraft F =dp/dt =ma Drehmoment T =dL/dt = 1P
Impuls p=mv Drehimpuls L=1Iw
Kinetische Energie  Ey, = 3mw? = | Rotationsenergie By = 3Iw? = ;L7

ol

Arbeit dW =F -ds Arbeit dW =T -dyp
lineare Schwingung T = 27r\/% Drehschwingung T =2m Ti

Tabelle 2.1: Gegarberstellung der entsprechenden Austte Lir die Translations- und Rotationsbewe-
gung.

Zwischen Translations- und Rotationsen bestehen folgende Vetpilingen:

ds = dpxr
vV = wXV
I = /TQdm
T = rxF
L = rxp.

PHierbei ist anzumerken, daR die mit dem BezugspuBiki beschriebene Translationsbewegung eines staroepes
aquivalent zur derjenigen seines pupoktfiigen Schwerpunktes ist. D.h. der starrerpér bewegt sich so, wie wenn die
Gesamtkraft am Massenmittelpunkt, an dem die Gesamtmasse vereinigt ist, angeeden w”
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2.4 Dynamik desstarren Korpersbei freier Drehachse

Beim starren krper mit freier Drehachse ist weder Betrag noch Richtung der Winkelgeschwindig-
keit w der Rotationsbewegung festgelegt. Dieser Fall liegt vor, wenn die Bewegung einesr&im

Raum keinerlei Zwangsbedingungen unterworfen ist, oder abehdténs ein Kiperpunkt Zwangsbe-
dingungen gendt. Letzterer Fall liegt beim Kreisel vor, wo einokperpunkt raumfest gehalten wird.

Die Berechnung von Drehimpuls und kinetischer Energilertf'auf denTiagheitstensqrden wir als
Tragheitsellipsoiddarstellen und zu veranschaulichen suchen. Als Anwendungsbeispiele betrachten wir
einfache KreiselproblemeN{tationund Prazessiohund die Stabiliéit von freien Drehachsen. Als Bei-

spiel einer kombinierten Translations- und Rotationsbewegung werden Abrollbewegungen diskutiert.

24.1 DasTragheitsellipsoid

Fir einen einzelnen Massenpunkt ghlt= r x p = r x mv = m(r X v,,) (vergleiche GI.(1.11.11)).
Wegenv,, = w x r undwv, = wr war hier immerL|lw und es galt. = mr?w, d.h. Drehimpuls und
Drehachse stehen immer parallel zueinander. Wie bereits im letzten Abschaitieerivurde, besitzt

ein starrer Kiper sowohl eine nichtverschwindende DrehimpulskomponBpparallel undL; senk-

recht zuw, d.h. es gilt jetzt nicht mehk||w 1’ Nach den in Abschnitt 2.1.1 gemachtgberlegungen

ist es zweckraRig, bei einem frei beweglichenokper den Massenmittelpunkii/ als Bezugspunkt zu
wabhlen, bei einem in einem Punkt festgehaltenemp€r ist es dagegen sinnvoller, diesen als Bezugs-
punkt P fur die Beschreibung der Rotationsbewegung ahleri. Im folgenden soll diese Vorschrift
immer benutzt werden. Die Bewegungsgleichung der Rotation nimmt in diesem Fall die einfache Form

dL
T = — (241
o (241

an. Die Rotation wird ihrerseits durch eine momentane Winkelgeschwindigkeharakterisiert, die
i.a. weder raum- nochdtperfest ist. Man steht also vor der Aufgabe, die Winkelgeschwindigkelier
Rotation mit dem Drehimpulk der Bewegungsgleichung in Beziehung zu setzen.

Zur Berechnung vod. berotigt man die Geschwindigkeit der Rotation um die Drehachse Sie ist
mit dem vom BezugspunkP anzugebenden Ortsvektordurchv = w x r gegeben. Jedes einzelne
Massenelement desdkper tégt den Impulsip = vdm, woraus sich mif. = Y r; x p; durch eine
Integrationuber alle Massenelemente der Drehimplils= [(r x dp) = [(r x v)dm ergibt. Mit

v = w X r erhélt man schlief3lich

L = /(r X (wxr))dm . (2.4.2)

Diese Gleichung gibt im Prinzip schon die gesuchte Vagfaig zwische. undw an. Das Vektorpro-
dukt IRt sich mit der Vektoridentita x (b x ¢) = b(a-¢) — c(a- b) weiter umformen und man ealt”
folgenden allgemeinen AusdrucurfL

L = w/erm—/r(r-w)dm . (2.4.3)

1wir werden spter sehem, daR der Drehimpillswur dann parallel zw ist, wenn die Rotationsachse eine Symmetrieachse
des starren Krpers darstellt.
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Abbildung 2.17: Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit eines rotierendemp&s.

Man erkennt einfach, dal3 der erste Term auf der rechten Seite eine KomponedtanvanRichtung
angibt. Die Richtung des Vektors im zweiten Term ist nicht so einfach zu sehen, dabeaallé Orts-
vektorenr gewichtet mit(r - w) aufsummieren muf3. Zur weiteren Auswertung benuzen wir ein im
BezugspunkitP raumfestes, bzw. voR® = C'M translatorisch mitgeifirtes kartesisches Koordinatensy-
stem (siehe hierzu Abb. 2.17). Schreibt man GI.(2.4.3) in Komponenten , so ergibt sich

L, = ILjw;+ Ixywy + 1w,
Ly = ILjw;+ Iyywy+ Iyw,
L, = Lyw;+ Lywy+ 1w, . (2.4.4)

Man erkennt aus diesem Ausdruck, dal3 der GrundrdaldRL und w nicht mehr parallel zueinan-
der verlaufen, die Tatsache ist, dalR bei beliebiger Rotationsachse atgseitsinomenf kein Skalar,
sondern ein Tensor ist. Die nedmagheitskoeffizientedes Tegheitstensors fal3t man in Form einer
gquadratischen Matrix zusammen:

I = | Iw I, I | . (2.4.5)
I,
Die Komponenter;;, mit j = k(j,k = z,y, ) heiBenTragheitsmomentend sind gegeben durch

Die Bezeichnung T&gheitsmoment kommt also daher, dal’ in den Integralen die Klammaunalkedr”
jeweils den senkrechten Abstand des Massenelements van glend z-Achse angeben. Daher ist z.B.
I, mit dem TEgheitsmomeni um eine feste-Achse identisch. Die Komponentdp fur j # £ nennt
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man dagegemragheitsprodukteder DeviationsmomenteSie sind verantwortlich daf; dalL und w
im allgemeinen nicht parallel zueinander stehen. Sie sind gegeben durch

I, = —/:L"ydm IIZ:—/xzdm
Iy, = —/y:):dm Iyzz—/yzdm

I, = —/zmdm Iy, = —/zydm . (2.4.7)

Die Komponenten des Drehimpulses ergeben sich mit Hilfe der Komponentenaidgseifstensors zu

L = ) I w
k

Ly = Zlykwk (I{IZIL",y,Z)
k

L, = Zfzk Wi - (2.4.8)
k

Gendl3 den Regeln der Matrizenmultiplikation aelfwvhan die kompakte Schreibweise

L, Iow Ipy Iy Wy
L, = lye Iy Iy Wy
L, I,, Izy I, Wy
bzw. L = 1I-w. (2.4.9)

Mit dem AusdruckL = I - w hat man eine Beziehung zwischen der die Bewegung charakterisierenden
kinematischen Gifew und der den Kiper charakterisierenden @& hergestellt und damit sein Ziel
erreicht. Der Ausdruck ist analog zu der Beziehgpg, = M vcy. SowohlL(w) als auchpem (vem)

sind lineare Vektorfunktionen. Der wesentliche Unterschied besteht darid/deid Skalafd dagegen

eine tensorielle Gif3e ist, was insbesondere gy, ||vem aberL # w fuhrt.

Es sei ferner darauf hingewiesen, dalim Rahmen der nichtrelativistischen klassischen Mechanik eine
von der Bewegung und dem Koordinatensystem uaaglge Konstante ist. Die Tensorkomponenfgn

bei der Rotation des #&tpers sind dagegen zeitabigig undanhdern sich mit der Orientierung eines
Korpers relativ zu einem raumfesten Bezugssystem. Selbst bei einer starren Rotation um eine raum- und
korperfeste Drehachse, z.B. dieAchse, ist zwall,, = const aber i.a.l;, # const undI,, # const,

da die Komponentem = z(t) undy = y(t) in den Ausdutken fir I, und,, Funktionen der Zeit und

nur+ und z zeitlich konstant sind.

Wir wollen nun eine physikalische Deutung desihéitstensors anhand der Betrachtung der Rotations-
energieT;,; machen. Mitv = w x r erhélt man

1 1 1
Trot = 5/1)2dm:§/v-vdm:§/(wxr)-(wxr)dm . (2.4.10)
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Zur Auswertung dieses Integrals benutzt man die Vektoridgr{titx b) - (¢ xd) = (a-c¢)(b-d) —
(a-d)(b - c), womit sich

Trot = %/(w cw)(r-r)dm — %/(w -1)(w - r)dm
oder T = % / wZTde—% / (@ - 1)2dm (2.4.12)

ergibt. Diesen Ausdruck kann man auch durch skalare Multiplikation vaus GI.(2.4.3) mitw/2
erhalten. Es ist also

1 1
T = zLow=jw L. (24.12)

Diese Beziehung wurde bereitarfdie Rotation um eine starre Drehachse abgeleitet (vergleiche Ab-
schnitt 2.3, GI.(2.3.28)). Diese Beziehung ist wiederum analog zum Ausdfugk = %pcm “Vem fUr
die Translationsbewegung.

Schreibt man Gl.(2.4.12) in Komponenten, soadrmian

1 1
Trot = EIxxwg + ) yywz + ) zzwz

+pywewy + Lwyw, + Lyw,w, - (2.4.13)

Diese Beziehung ist einer interessanten Interpretatiomrmygch. Wie in der analytischen Geometrie
gezeigt wird, stellt GI.(2.4.13)uf T;,; = const und I;; = const eine FEche 2. Grades (Hyperbel,
Parabel, Ellipsoid) imv-Raum dar. Man kann zeigen, dal3 es sich in diesem Fall nur um ein Ellipsoid
handeln kann. Dieses Ellipsoidf3t sich durch Einffiren eines geeigneten Streckungsfaktors in eine
normierte Form bringen, die al&agheitsellipsoidbezeichnet wird. Dazu setzt mdn=1I - w in den
Ausdruck fir T, ein und erhlt

1 -
Tiot = §w-I-w. (2.4.14)

Mit dem Einheitsvektow in w-Richtung erlalt man schlief3lich

1 _ N
Trot = 51(02 mt I=w-I-& . (2.4.15)

Man sieht, da3 man denselben Ausdruaok T;,; (vergleiche Gl.(2.3.26)) auch bei freier Drehachse
erhélt, wenn man nud als das “momentane” @gheitsmoment um die momentane Drehachse auf-
falt. Bemerkenswert an dem Ausdrufk= & - I - @& ist, daR man bei bekanntemabfieitstensor
die Tragheitsmomenté um alle beliebigen Drehachsen angeben kann. Mantiggralso fir einen noch

so kompliziert geformten &rper nur die 6 unakdrigigen Komponenteh, des symmetrischen Tensors

I zu kennen. Ist der &gheitstensoruf’den Massenmittelpunkt bekannt, so kann man mit Hilfe des
Satzes von Steiner eine volistdigeUbersichtuber alle Tegheitsmomente einesoipers gewinnen.

Um schlieB3lich zum Tagheitsellipsoid zu kommenyliftt man den Vektor
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@ 1l w
mit den kartesischen Koordinaten
l /w, wy w N
(Pwapyapz) = ﬁ (fa Uy’ f) = ﬁ(wxawyawz) (2.4.17)

ein, wobeil das Tegheitsmoment um die jeweilige-Achse ist. Nach Division von Gl.(2.4.13) durch
Tror = 31w? erhélt man

1 = Lwps + Lyypl + Lops + 2Laypepy + 2Lypype + 2Lapzps (2.4.18)

d.h. die Endpunkte der Vektorgnin Richtung vonw mit der Langel /T liegen auf einem normierten
Ellipsoid, dem sogenanntéragheitsellipsoid

Zur experimentellen Bestimmung desagiieitsellipsoids mif3t maruf verschiedene Drehachsen die
zugelorigen TEgheitsmomentd. Tragt man vom Schwerpunki' M aus in Richtung der jeweiligen
Drehachse, d.h. in Richtung van die reziproke Wurzel des gemesseneaghéitsmomentegs = 1A/T
auf, so liegen die Endpunkte dieser Strecken auf deagheitsellipsoid (siehe Abb. 2.18).uFdie
vollstandige Konstruktion des @gheitsellipsoids sind 6 unadhjige Messungemfdie 6 unabhngigen
Komponenten des @gheitstensors notwendig. Ist das Ellipsoid bestimmt, so kaneifie beliebige
Drehachsenrichtung das zugebfige Trigheitsmoment al$/A/I an dem vom Ellipsoid begrenzten
Achsenabschnitt abgelesen werden.

p:@ll/z rw

Abbildung 2.18: Das Tagheitsellipsoid mit den Haup#igheitsachsen 1, 2 und 3.
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Aus der Konstruktion des @gheitsellipsoids wird veratidlich, daf? sich dieses, wie in Abb. 2.18 an-
gedeutet, der Brperform anschmiegt. So ist z.Burféinen langen Stab dasaptfieitsmomenf um

die Langsachse klein und dahef/T groR, wahrend um eine dazu senkrechte Actisgro und da-
mit 1/+/T klein ist. Qualitativ ist also das &gheitsellipsoid ein langgestrecktes Ellipsoid in der Sta-
blangsachse. Entsprechenbeitragen sich die Symmetrieeigenschaften des staroepeks’ auf sein
Tragheitsellipsoid. Eine Symmetrieebene der Massenverteiluhg &uf eine Symmetrieebene des
Tragheitsellipsoids und eine Rotationssymmetrieachse degses fihrt auf eine Rotationssymmetrie-
achse des HRgheitsellipsoids. So ist z.B. dasaftieitsellipsoid einer homogenen Kugel wiederum eine
Kugel. Aber auch das agheitsellipsoid eines Wfels nimmt Kugelform an, da dieser drei aufeinander
senkrecht stehende Achsen mit gleichEfesitzt.

Haupttragheitsachsen

Das Tigheitsellipsoid ist bei vorgegebenem Bezugspunkt nach Form und Lage festrperier-

ankert. Es liegt deshalb nahe, das bislang verwendete raumfeste Bezugssystem zu verlassen und zu
einem Idrperfesten Bezugssystem mit Ursprung im Bezugspuihkiberzugehen. Dies hat den Vor-

teil, da in diesem System die Komponenfgndes Tegheitstensors zeitlich konstant sind. Man kann

aber gleich noch einen Schritt weiter gehen und ein besonders geeigngtesféstes Bezugssystem
wahlen. Jedes agheitsellipsoid hat drei aufeinander senkrecht stehende Hauptachsen, die im Falle des
TragheitsellipsoidHaupttiégheitsachsemgenannt werden. Im folgenden werden die Hauptachsen mit

den Indizes 1, 2 und 3 unterschieden und die zaggbin Haupttagheitsmomente mif, I, und I3
bezeichnet. &llt das lorperfeste Bezugssystem mit den Hawgghéitsachsen zusammen, so nennt man

es ein Hauptachsensystem. In der analytischen Geometrie wird gezeigt, daf3 im Hauptachsensystem das
Ellipsoid “Normalform” annimmt, d.h. bei einer Hauptachsentransformation wird aus GI.(2.4.18)

1 = $Lpti+ Lp3+ I3p; (2.4.19)

Die GroRenp;, p» und p3 sind hierbei die Komponenten des Vektgrs= w/v/T beaiglich der Haupt-
achsen. Im Unterschied zu Gl.(2.4.18) treten in Gl.(2.4.19) jetzt keine gemischten Glieder mehr auf.
Die 6 Bestimmungsstke des Tagheitstensorb zerfallen in 3 Bestimmungsstke fir die drei Haupt-
tragheitsmomente, die die Form deaghneitsellipsoid festlegen, und drei weitere Bestimmuniggst”

fur die Orientierung desdtperfesten Hauptachsensystems relativ zum raumfesten Bezugssystem (z.B.
die dreiEulerschen Winkel aus Abb. 2.3).

Im Hauptachsensystem nimmt deagtieitstensor die einfache Darstellung

i L 0 0
i=1|0015L o (2.4.20)
0 0 Iy

an und ist somit auf DiagonalformuFden Drehimpuls von GI(2.4.8) ergibt sich deshalb

L1 = Ilwl LQ = IQQ}Q L3 = Igu)3 ) (2421)

wobei L; und w; die Komponenten voil. und w im Hauptachsensystem sind. Aus Gl.(2.4.21) erkennt
man die wichtige Eigenschaft, ddR|w, falls w in Hauptachsenrichtung zeigt. Bei einem zur Kugel
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entarteten Tagheitsellipsoid ist z.B. jede Achse gleichzeitig auch eine Hauptachse undIdamier
parallel zuw (dies trifft z.B. flir eine homogene Kugel zu).

Im Hauptachsensystem vereinfachen sich die Awsds tir die Rotationsenergie zu

1 1 1
Tiot = EIICU%+§IQUJ%+513£U§ (2.4.22)

bzw. unter Benutzung von Gl.(2.4.21) zu

Li (L5 I3

T —1 .
rot o, ' 21, ' 2I3

(2.4.23)

Poinsot-K onstruktion

Fir ein 3-achsiges agheitsellipsoid mit drei unterschiedlichen Hauggineéitsmomenten ist nur in
Hauptachsenrichtund.||w. Die Richtung vonL fur davon abweichende DrehachsenrichtungsBt I
sich mit Hilfe einer einfachen geometrischen Konstruktion aaghgitsellipsoid aufsuchen. Geht man
von Gl.(2.4.22) it die Rotationsenergie aus und bekSichtigt, dal die Bgheitsmomentd zeitlich
konstant sind und nur die Komponentgnvon w beaiglich der drei Hauptachsen zeitlich variabel sind,
so folgt fiir dieAnderung voril;.;

1 1 1
dThey = d (ghw% + 5@03 + §Igw§> = Lwidw; + hwsdws + Iwsdws — (2.4.24)

und damit unter Bercksichtigung von Gl.(2.4.21)

ATy = L-dw . (2.4.25)

Aus der Diskussion von Gl.(2.4.13) ist bekannt, d&f} = const einem Ellipsoid imw-Raum ent-
spricht, das mit einemuf"die drei Hauptachsen einheitlichen Streckungsfaifif,.; ahnlich zum
Tragheitsellipsoid ist (siehe Abb. 2.19)ui€inen Verschiebungsvektdw auf der FAchel s = const

ist dTyoy = 0. Nach GI.(2.4.25) mul3 dann abkrsenkrecht zu diesem Vektor stehen und damit parallel
zur Flachennormalen des dgheitsellipsoids im Durchstol3punkt vansein. Dies ist didPoinsotsche
Konstruktionzur Ermittlung der Richtung voll.. Sie zeigt nochmals geometrisch, daf} bei einem drei-
achsigen Tagheitsellipsoid genau in Hauptachsenrichtiinig ist.

Freie Achsen

Will man einen Korper bei fester Drehachse so rotieren lassen, daf? keafeekétif das Lager der Dreh-

achse wirken, mul die Achse durch den Schwerpunkt gehen. Man saggmper iKiulstatisch gewuch-
tetsein. Andernfalls tritt durch die Rotation des Schwerpunktes um die Drehachse eine Zentrifugalkraft
auf, die vom Lager der Drehachse kompensiert werden mul3 (siehe Abb. 2.20a). Das statische Wuchten
ist aber nicht hinreichend, wenn manaft€ auf die Lager der Drehachse vermeiden will. Selbst bei ei-

ner gleichbrmigen Rotation mésen die Lager i.a. noch ein Drehmom&rauf den Korperubertragen,
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L

0,
()
7
A\'\ Tt = CONSt

o,

Abbildung 2.19: DiePoinsotsche Konstruktion: der Drehimpuls steht senkrecht auf der Ellipsoid-
flacheT}qt = const im Durchstol3punkt vow.

@ ®) o

2 Frz

FTZ

Abbildung 2.20: Zum statischen (a) und dynamischen Wuchten (b).

um die zeitlicheAnderungdL , /dt der zur Achse senkrecht stehenden Komponenten des Drehimpulses
aufzufangen.

Lalt man z.B. das in Abb. 2.20b gezeigte starr verbundene Massenpaar um die Schwerpunktsachse
rotieren, so greift an beiden Massen die Zentrifugalkraft an. Steht die Drehachse nicht senkrecht zu
Verbindungsstange der Massen, so bewirkt die Zentrifugalltas im Drehpunkt ein Drehmoment

T =r x Frz = 2dFry, welches die Achse im Lager zu verkippen sucht. Dieses Drehmoment auf die
Lager verschwindet, wenn die Drehachse mit einer der drei Hagiptitsachsen zusammealtf” Des-

halb wird beimdynamischen Wuchtg.B. von Autoreifen) die Massenverteilung so langeaneiert,

bis die Rotationsachse mit einer Haupgheitsachse zusammatit:”Bei einem statisch und dynamisch
gewuchteten Kiper missen die Lager der Drehachsen keinaftd'mehr aufnehmen. Man kann die

Lager entfernen und derdfper rotiert frei, ohne seinen Rotationszustand zaneein. Man nennt die
Haupttagheitsachsen deshalb addie Achsen

Die Rotation eines starrendfpers um seine freien Achsen unterscheidet sich hinsichtlich der Stabilit”
der Rotationsbewegung. a&kifend die Rotation um die Achsen mit deno@en und dem kleinsten
Haupttagheitsmoment stabil ist, ist die Rotation um die Achse mit dem mittleren Hagp#itsmoment
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labil. Eine beliebig kleine Stfung K3t den Kiper aus der Rotation um diese Achse herauskippen.

Rotation einer Zigarrenkiste:

Versetzt man eine quaderférmige Zigarrenkiste so in Rotation, daf3 die Drehachse mit einer
der drei Haupttragheitsachsen zusammenfallt, so stellt man folgendes fest: Die Rotation ist
um die Achse mit dem kleinsten und grof3ten Tragheitsmoment stabil (Drehachsen parallel
zur grofdten und kleinsten Abmessung der Kiste), wahrend die Rotation um die Achse mit
dem mittleren Tragheitsmoment zu einer eigenartigen Schlingerbewegung flhrt.

Rotation einer geschlossenen Kette:

Man bringt eine geschlossene Kette, die an einer Stelle an einem Faden aufgehangt ist, zur
Rotation. Nach einiger Zeit spannt sich die Kette zu einem Kreis, dessen Flache senk-
recht auf der Rotationsachse steht, wahrend der Faden auf einem Kegelmantel um die
Drehachse umlauft. Die stabile Rotation erfolgt auch hier um die Achse mit dem grof3ten
Tragheitsmoment.

Bei einem rotationssymmetrischen Korper, bei dem zwei Haupttragheitsmomente gleich
sind, ist nur die Rotation um eine Symmetrieachse stabil, d.h. um die Achse, zu der das
dritte (nur einmal vorkommende) Haupttragheitsmoment gehdrt.

Rotation von gekochtem Ei:

Bringt man ein Stopfei oder ein gekochtes Hiihnerei um die Achse senkrecht zur Symme-
trieachse zum Rotieren, so richtet es sich auf. Die stabile Rotation erfolgt nur um die Achse
mit dem kleinsten Tragheitsmoment.

Bewegungsgleichung im Hauptachsensystem

Die Bewegungsgleichung (2.4.1f = dL/dt, gilt nur in einem raumfesten Inertialsystem bzw. in
einem vom Massenmittelpunkt translatorisch mitdetén Bezugssystem. In einem raumfesten Bezugs-
system sind aber die Komponentgp des Tegheitstensors zeitaihgig, so dal bei der Differentiation
von L = I w komplizierte Ausducke auftreten. In einem rotierendeorgéreigenen System sind
dagegen die Egjheitskoeffizienten zeitlich konstant und speziell im Hauptachsensystem ist sogar
Diagonalform. Daher ist esutzlich, die Bewegungsgleichuri = dL/dt in das rotierende System zu
Ubertragen. Dazu mufl3 man lediglich beachten, dal’ ein raumfestentpelfester mito rotierender
Beobachter didnderungsgeschwindigkeit vai unterschiedlich bewerten. Dieses Problem ist bereits
in Abschnitt 1.8.2 bei der Diskussion von Drehbewegungen diskutiert worden. Dort wurde GI.(1.8.38)
v = v/ + w x r’' fur den Zusammenhang der Geschwindigkeiten in einem raum- ameKésten
Bezugssystem abgeleitet. Diese Fornaftlsich auch auf di&nderungsgeschwindigkeifL/dt des
Drehimpulsesibertragen. Mit der Bezeichnungsweist /dt)y fur dieAnderungsgeschwindigkeit von

L im ruhenden System un@L /dt)x fur die Anderungsgeschwindigkeit der Komponenten \oim
korperfesten System ergibt sich

Ll N L A (2.4.26)
dt ) . dt ) .

Mit T = (dL/dt)r und GI.(2.4.21) er&lt man dann di€&ulerschen Gleichungen
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dw
T, = Ild—tl + (I3 — I)w3ws
dw
T, = IQd—; + (I) — I3)wiws
d;
T, = Ig% + (L — [wswr . (2.4.27)

Diese Gleichungen lassen kaum mehr erkennen, dafl} ihr physikalischer Gehalubectdie New-
tonschen Axiome hinausgeht, aus denen sie letztendlich abgeleitet wurden.
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2.5 Kreseprobleme

An einigen Beispielen sollen in diesem Abschnitt die interessanten Bewegungsformi€reisessdis-

kutiert werden, wie sie sich aus der Bewegungsgleiching= dL/dt¢ unter Beticksichtigung von

L = I-w ergeben. Dabei soll die Translationsbewegung vollkommen abgespalten sein, so daR hier
nur die Rotation des &rpers um einen raum- unakerfesten Punkt interessiert. Dieses Problem wird

als Kreiselproblem bezeichnet.

25.1 Der kraftefreie symmetrische Kreisel

Unter einem kaftefreien symmetrischen Kreisel versteht man einenpkr, dessen agheitsellipsoid

eine Rotationssymmetrieachse besitzt. Ein solcherplr ist z.B. der Kinderkreisel mit der “Fi-
gurenachse” als Symmetrieachse. Im folgenden soll die Symmetrieachse die Hauptachse 3 des
Tragheitsellipsoids sein. Die Rotationssymmetriaalt sich dann in der Gleichheit der beiden ande-

ren Haupttagheitsmomente aus. Da bei einemaftefreien Kreisel ferner kein Drehmoment angreifen

soll, gilt

L = b und T=0, (2.5.1)

so dald aus der Bewegungsgleichihg- dL/dt unmittelbar die zeitliche Konstanz des Drehimpulses

‘L = const (2.5.2)‘

folgt. Bei T = 0 verschwindet wegedWW = T - dp unddW = dT;, die zeitlicheAnderung der
Rotationsenergie und damit ist

‘Trot = const . (2.5.3)‘

Im Gravitationsfeld der Erde muf3 der Kreisel im Schwerpudkd/ unterstitzt sein, um die
Kraftefreiheit zu gewhrleisten (siehe hierzu Abb. 2.21a). Man beachte, dal’ die Figurenachse durch
den Schwerpunkt vealift.

Einen anschaulichen Einblick in den Bewegungsablauf defsdfréien symmetrischen Kreisels gewinnt
man anhand ddPoinsotschen Konstruktion von Abb. 2.21b. Der DrehimpLlsdie momentane Winkel-
geschwindigkeits und die Figurenachse liegen immer in einer Ebene. Man kann ferner zeigen, dafl3 die
Tangentialeben& E im Durchsto3punkt vow immer einen konstanten Abstarddron C M hat. Dieser
Abstand ist mit Gl.(2.4.16), SOWIE..; = %w -L = const undL = const gegeben durch

d - i_ l w L w-L 2T
p Tw L ILVI? I2Tw
V2T,
oder d = Lmt = const (2.5.4)

Da weiterhin die Tangentialebene senkrecht zum raumfesten \Bktoron st steht, ist auch die Orien-
tierung der Tangentialebene zeitlich konstant. Die Tangentialebene ist somit insgesamt raumfest und
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(@) () L

CM

Tt = Cconst

Abbildung 2.21: (a) Ein im MassenmittelpunktM unterstitzter keftefreier Kreisel. (b) Bewegung
des kaftefreien Kreisels: das @gheitsellipsoid rollt auf der invarianten Tangentialeb&lie ab, es ist
L = const undd = const.

man nennt sie die “invariante Ebene”. Die Kreiselbewegung ist somit als die Abrollbewegung des
Tragheitsellipsoid auf der invarianten Ebene zu beschreiben, mit festgehaltenem Abstand des Bezugs-
punktesC M zur invarianten Ebene. Da der Bérungspunkt von Ellipsoid und Tangentialebene auf
derw-Achse liegt, in der sich momentan alloierpunkte in Ruhe befinden, rollt das Ellipsoid sogar
ohne Schlupf auf der invarianten Ebene ab. Die Momentanaohgeift dabei auf einem Kreiskegel,

dem sogenannten “Raum- oder Spurkegel”, um die Drehimpulsdch$®ei dieser Bewegung vow

wird zwangséiufig die Figurenachse synchron mitgenommenLda und die Figurenachse in einer
Ebene liegen. Die Wanderung van um L ist zudem gleictdimig, da inT,o; = %IwQ = const

das Tegheitsmomenf wegen des festen Winkels zwischprund der rotationssymmetrischen Haupt-
tragheitsachse 3 konstant und damit

w? = const (2.5.5)

ist.

Vom Korper aus gesehen wanderebenfalls auf einem Kreiskegel, dem sog.otiéér- oder Polkegel”,
um die Figurenachse, und zwar mit der WinkelgeschwindigReitie weiter unten berechnet wird. Die
gemeinsame Beathirungslinie zwischen Raum- unakperkegel ist diev-Achse, in der die ldiperpunkte
momentan ruhen, so dald insgesamt auch dep&r- und Raumkegadhnlich zu oben ohne Schlupf
abrollen (siehe Abb. 2.22).

Fir einen auf3en stehenden Beobachter ist die momentane Drehaalsg damit der Raum- und
Korperkegel schlecht zu erkennen. Dagegen ist die Bewegung der Figurenachse auf einem Kreiske-
gel um die raumfeste Drehimpulsachse deutlich sichtbar (Abb. 2.22). Diese Bewegungsform nennt man
regulare PrazessioroderNutation Entsprechend nennt man den von der Figurenachse beschriebenen
Kegel den “Pazessions- oder Nutationskegel”.
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L = const
Nutationskegel

Raumkegel

— (‘jrperkegel

Abbildung 2.22: Nutationsbewegung einegfkefreien symmetrischen Kreisels: deotgérkegel rollt
auf dem Raumkegel ab, die Figurenacltsé wandert auf dem Nutationskegel U= const.

Die KreisfrequenZ2, mit der die Figurenachse um die Achse im Korpersystem unaliift, laf3t sich mit
Hilfe der Eulerschen Gleichungen (2.4.27) bestimmen. Setzt man daenT, = T35 = 0undl; = I,
so ergibt sich unmittelbar

‘Lg = I3ws = const , (2.5.6)‘

d.h. die Projektion voiL auf die Figurenachse des symmetrischen Kreisels bleibt zeitlich erhalten. Dies
kann direkt aus Abb. 2.22 abgelesen werden. Mit der Konstanten

I, — I
Q = L3 (2.5.7)
I

erhélt man eine Differentialgleichungenrfdie zeitlichéAnderung vony; undw, mit den Losungen

w; = AsinQt und wy = AsinQt . (2.5.8)

Im Hauptachsensystem, po und ps rotiert also der Endpunkt des Vektorpfeilsp; + wops mit
Q = const gleichformig auf einer zur Figurenachse senkrechten Ebene. Wager= const lauft dann
fur einen lorperfesten Beobachter die= w p1 + wep2 + w3 p3 Achse mit konstanter Kreisfrequefiz
auf dem Korperkegel um die Figurenachse.

Die zugelvrige Nutationsfrequenay laldt sich aus dem Vealthis der Mantelundiige von Raum- und
Korperkegel bestimmen, da das Velthis der Umlaufzeitefly = 27 /wy und7 = 27/ gleich dem
Verhdltnis der Kreisurdinge und damit der Radien der beiden Kegaitel ist. Die Radien sind durch
(w?— (w-1)?)'/2 bzw. (w?—w?})'/? gegeben. Nach einiger Algebra findet mandie Nutationsfrequenz
wn Vonw bzw. der Figurenachse um das raumfdste
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L
wy = T . (259)

Es ist wichtig, darauf hinzuweisen, daf bei der Kreiselbewegung die Analogie zur Translationsbewegung
zusammenbricht. Bei der &ftéefreien Translation miF = 0 verschwindet wegel® = dp.,,/dt die
Beschleunigunglve.m /dt. Bei der kéftefreien Kreiselbewegung milf = 0 ist dagegeniw/dt # 0.

Dies ist das eigentlictiberraschende an der Kreiselbewegung. Nur wenn die Drehachse mit einer der
Haupttégheitsachsen zusammelitf 'entarten der Raum- und deoKderkegel zu einer Geraden in der
Drehimpulsachsd.||w und es liegt eine “reine” Rotation mit = const vor. Dies ist z.B. @ir den
Kugelkreisel {; = I, = I3) gegeben.

Polschwankungen des Erdkorpers:

Eine Anwendung finden die obigen Uberlegungen bei der Deutung der Polschwankungen
des Erdkoérpers. Der kinematische Nord- bzw. Sidpol (DurchstoBpunkt der Drehachse)
weicht geringfiigig vom geographischen Nord- bzw. Sudpol (DurchstoR3punkt der Figuren-
achse) ab (um etwa 10 m). Fir die Erde ist aufgrund ihrer Abplattung (I; — I3)/I; = —0.033,
d.h. die Erde ist kein Kugelkreisel und man erwartet eine Nutationsbewegung. Da in erster
N&aherung die Gravitationskrafte der Sonne und des Mondes kein Drehmoment auf die Erde
ausuben, ist zu erwarten, daf3 der kinematische Pol gleichformig mit der Kreisfrequenz 2 um
den geographischen Pol wandert. Mit ws ~ w = 27 /Tag rechnet man eine Nutationsperiode
T =27/ = (1/0.033)Tage ~ 304 Tagen aus (Eulersche Periode). Beobachtet wird dagegen
eine Periode von etwa 430 Tagen (Chandlersche Periode). Es laRt sich zeigen, dal3 die Ab-
weichung zwischen theoretischem und experimentellem Wert durch die Elastizitat der Erde
verursacht wird. Die Erde ist also kein idealer starrer Korper.

2.5.2 Der schwere symmetrische Kreisel

Der schwere symmetrische Kreissl ein Kdrper mit rotationssymmetrischemabfieitsellipsoid { =
1), der in einem KiperpunktP auf der FigurenachsE A (Tragheitsmomeng) auRerhalb des Schwer-
punktes untersitzt wird und sich in einem Schwerefeld befindet. Ein bekanntes Beispiet tfder
Kinderkreisel. Im Schwerefeld greift das Drehmoment

T = Tg=rtem X Mg (2.5.10)

an und die Bewegungsgleichufy= dL/dt besagt, daf3 der Drehimpuls jetzt nicht mehr zeitlich kon-
stant ist. Da aber die Komponerite des Drehmoments in der Vertikalrichtuigwegenz || Mg ver-
schwindet, bleibt die Komponenfe des Drehimpulses konstant:

‘Lz = const . (2.5.11)‘

Entsprechend verschwindet weg#fr.,, die Komponentd; des Drehmoments in Richtung der Haupt-
tragheitsachse 3 bzw. der Figurenachse und ausEdésrschen Gleichungen (2.4.27) folgtrfden
symmetrischen Kreisel mi, = I

‘Lg = const . (2.5.12)‘
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Ein weiterer Erhaltungssatz bezieht sich auf die Gesamtengrgiwach GI.(2.3.36) ist

1 -
E = Ep0t+Tmt:MgH+§w-I-w:const. (2.5.13)

Schneller schwerer Kreisd

Im Gegensatz zum kftefreien Kreisel lassen sichrfden schweren Kreisel nurddérungsisungen an-
geben. Einer elementaren Behandlung ist dabei nur der “schnelle” Kreisaigligi. Darunter versteht
man einen Kreisel der so schnell um seine Figurenachse rotiert, dal? praktisch der gesamte Dkehimpls
und die Winkelgeschwindigkeit in der Figurenachsg; liegen:

L ~ L3ﬁ3=[30)3ﬁ3 (2.5.14)
und w = w3ps (2.5.15)

In dieser Niherung kann man plausibel machen, dal3 der DrehinTpulsd wegen GI.(2.5.14) mit ihm
auch die Figurenachse unter der Wirkung des Drehmonigts= r.,, X Mg um eine raumfeste
Vertikale wandern. Diese Bewegung der Figurenachse Raession

Prazessionskegel $0)-

P

Abbildung 2.23: Pazessionsbewegung des schnellen, schweren symmetrischen Kreisels: der Drehim-
pulsL wandert auf dem RZessionskegel um die Vertikale.

WegenT = dL/dt ist die DrehimpulahderungdL in Abb. 2.23 jeweils parallel zum Drehmomet
gerichtet. Beim schnellen Kreisel steht ferner we@en. r.,,, undL||r¢, das DrehmomerT L L, so
dalRdL L L wird. Damitdndert sich nur die Richtung aber nicht der Betrag des Drehimpulses. Ferner
stehtT 1| Mg, d.h. T und folglichdL liegen immer horizontal. &"'den Drehimpuls und damit die Figu-
renachse bleibt damit nur dieddlichkeit, auf einem Kreiskegel, dem sog. &2essionskegel”, um eine
raumfeste Vertikale durch den Untarsttingspunkt”? umzulaufen. Man sagt, der Kreisel ‘gmédiert”.
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Das Ungewhnliche an dieser Kreiselbewegung ist die Tatsache, dal’ der rotierende Kreisel im Gegen-
satz zu einem nichtrotierendenokoer nicht unter der Wirkung der Schwerkraft umkippt, sondern in
Richtung des Drehmoments “ausweicht”.

Die PréazessionsfrequenalBt sich anhand von Abb. 2.23 bestimmen. Es ist

T = |T|=remMgsinf und |dL| = Lsinfdp (2.5.16)

und wegerdL = T'dt folgt

Lsinfdp = renMgsinfdt (2.5.17)
oder
dp remMg
—/ = . (2.5.18
wr di L ( )

An diesem Ausdruck ist besonders bemerkenswert, daf} diee§sionsfrequenz unabigig vom Nei-
gungswinkeld der Figurenachse ist. Setzt man ndchus GI.(2.5.14) ein, so ergibt sich

d_(P _ remMg
dt I3Q)3 '

(2.5.19)

Je Ioher also der “Spin” des Kreisels istL(bzw. 3 grof3), umso langsamer wird die
Prazessionsbewegung. Dies kann man bei Kinderkreiseln beobachten, bei denen aufgrund von Rei-
bungseffekten mit abnehmendemdie PiEzessionsfrequenz immeragér wird.

Es soll abschlieBend noch die Richtung wgrdiskutiert werden. Aug/L| = L sin 6dy bzw. |dL|/dt =
wpLsin® und der Richtung der VektoredL, wp und L in Abb. 2.23 ersieht madL/dt = wp x L
bzw. mitT = dL/dt

T = wpxL . (2.5.20)

Diese Gleichung bleibt aucluf'andere Drehmomente als das Gravitationsmoriientichtig, solange
nurT L L steht undT in einer raumfesten Ebene liegt.

Die beschriebene gleiotifinige Pezession des Kreisels im konstanten Schwerefeld usthffirei-
chend grol3ev eine nogliche, aber nicht die einzig ogliche Bewegungsform. Gibt man z.B. einem
gleichférmig pridzedierenden Kreisel einen kurzen seitlichen StoR3 auf die Figurenachserisdiéser
DrehmomentstoR zu einer DrehimpaslerungAL. Ein bestimmtes\L resultiert in eineAnderung
der Drehachse umM\w. Da aberl3 # I, = I; ist, mul3 die neue Drehimpulsrichtung nicht mehr
parallel zur neuers-Richtung sein. Man bekommt dann eldberlagerung einer Nutations- und ei-
ner Pezessionsbewegung. D@ffnungswinkel des Rizessionskegels ist jetzt nicht mehr zeitlich kon-
stant, sondern schwingt mit der Frequenzder Nutation. Diese “Nickschwingungibérlagert sich der
Prazession und man spricht vpseudoregérer Prazession



2.5 Kreiselprobleme PYSIK | 241

Kreiselbewegung der Erde:

Die Erdabplattung, die wir uns als Aquatorwiilste auf einer idealen Kugel vorstellen wollen,
zusammen mit der Neigung der Erdachse um 23.5° zur Normalen der Ekliptik (Bahnebene
der Erde um die Sonne) bewirken, daf3 Sonne und Mond ein Drehmoment auf die Erde
ausiiben: die Gravitationskraft auf den sonnennahen Aquatorwulst ist groRer als auf den
sonnenfernen; das resultierende Drehmoment um CM versucht die Erdachse normal zur
Ekliptik zu stellen, aber aufgrund der Erddrehung w um die Figurenachse setzt stattdessen
eine Prazessionsbewegung der Erdachse um die Normale zur Ekliptik ein (siehe Abb. 2.24).
Die Zeit fur einen vollen Umlauf betragt etwa 26 000 Jahre. Diese Prazessionsbewegung
macht verstandlich, dal3 sich die antiken Seefahrer nicht am heutigen Polarstern orientieren
konnten.

Der Prazession der Erdachse sind die Eulerschen Polschwankungen als Nutation aufgela-
gert. Hinzu kommt allerdings noch eine astronomische Nutation der Erdachse. Der Mond ist
zu 2/3 fiur die pseudoregulare Prazession der Erdachse verantwortlich. Die Mondbahn um
die Erde ist aber nicht stationar, sondern unterliegt aufgrund von Storeinflissen durch die
Sonne und die Nachbarplaneten selber einer Prazessionsbewegung: die um 5° gegen die
Ekliptik geneigte Mondbahn prazediert mit einer Periode von 18.6 Jahren um die Normale
zur Ekliptik. Diese Prazession war wahrscheinlich schon den Menschen in der Megalith-
Kultur bekannt. Da die GroRe des vom Mond auf die Erde ausgeilibten Drehmoments von
der Orientierung der Mondbahn relativ zur Erdachse abhangt, lbertragt sich die Mond-
préazession mit einer Periode von 18.6 Jahren als zusatzliche Stérung auf die Erdprazession.
Diese Storung ist sehr klein. Die astronomische Nutation fihrt zu einer Kippschwingung der
Erdachse mit nur etwa 9 Winkelsekunden Amplitude.

Abbildung 2.24: Zur Deutung der Erdgzéssion.

2.5.3 Der Kreiselkompal3

Abb. 2.25a zeigt einen Kreisel kardanischer Auingung bei der der Kiper in drei zueinander senk-

recht stehenden Achsen drehbar gelagert ist. Wird der Kreisel um seine Figurenachse in schnelle Ro-
tation versetzt | L||Figurenachse), so belalt er seinen Drehimpuls und deshalb seine Figurenachse
(d.h. seine Orientierung im Raum) bei, da bei keiner von aul3en aaigtepr Bewegung des kardani-
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schen Gedriges auf den &per ein DrehmomeriT Ubertragen wird. In der Navigation wird deshalb der
kardanische Kreisel als thkistlicher Horizont” eingesetzt, der unainigig von der Schiffs- oder Flug-
zeugbewegung eine feste Raumrichtung anzeigt.

(b) 0]
L, <D

S

Abbildung 2.25: (a) Kardanische Audhgung. (b) Der Kreiselkompalk: versucht sich madlichst par-
allel zuw einzustellen.

Beim Kreiselkompafist dagegen neben der Figurenachse nur noch eine weitere (und zwar die vertikal
stehende) Drehachse vorgesehen. Der Kreisel ist somit in der Horizontalebene der Erde gefesselt (siehe
Abb. 2.25b). In der ldherung des schnellen Kreisels liegt der Drehimjbuils der Figurenachse. Bei der
Rotationw der Erde um ihre eigene Achse wird nun zwangsweise der Kreiselkompal3 um die Erdachse
gedreht, d.h. es wird ein DrehmoméRtjw ausgebt, das beim gefesselten Kreisel am Kreiseglier
angreifen kann. Wegeh = Tdt versucht sich daher der Drehimpdlsund mit ihm die Figurenachse
maoglichst “hoch”, d.h. in Nordrichtung einzustellen. Der Kreiselkompall bringtdieé Navigation
gegeniber der gewhnlichen Kompafinadel den Vorteil, keine magnetische Fehlweisung zu haben.



2.6 Abrollbewegungen HPYSIK | 243

2.6 Abrollbewegungen

Die Bewegungsgleichungen des frei beweglichen starremp&$ sind die Impulsgleichunfi =
dPem/dt fur die Translation und die Drehimpulsgleichuy= dL/dt (mit dem Massenmittelpunkt

als Bezugspunkt)uf'die Rotation. Dabei sind die dynamischeroGeinp und L mit den kinematischen
Grokenvem, undw Uberpem = Mvem UndL = I w verkniipft. Sind die Translations- und Rotati-
onsbewegungallig voneinander entkoppelt, so iBt = dp..,/dt ein Problem der Punktmechanik und

T = dL/dt ein Kreiselproblem. Die Translations- und Rotationsbewegubgrlagern sich unakingig
voneinander. Hufig tritt allerdings der Fall ein, da® Translations- und Rotationsbewegung miteinander
verkoppelt sind (z.B. Bumerang).

Es soll hier nur ein sehr einfacher Bewegungstyp einer gekoppelten Translations- und Rotationsbewe-
gung behandelt werdenanilich die Abrollbewegung, bei der die Vetlgofung uber eine kinematische
Bedingung erfolgt. Unter einer Abrollbewegung versteht man eine Bewegungsform, bei der sich ein
Korper auf einer Unterlage schlupffrei, d.h. ohne zu gleiten, bewegt.

Abbildung 2.26: Abrollbewegung auf der schiefen Ebene.

Bei der kombinierten Translations- und Rotationsbewegung ist die Geschwindigjegies Massenele-
ments gegeben zu
V. = Vtrans + Vrot - (2.6.1)

Mit dem Massenmittelpunkt als Bezugspunkt ergibt sich g@@ri1.(2.1.6) und (2.1.9)

V = Vem+W XTem - (2.6.2)

Betrachtet man einen kugel- oder zylinderfiigen Korper auf einer ebenen Unterlage, so erfordert die
Bedingung eines schlupffreien Abrollens, dal3 die SchwerpunktgeschwindigkeibdesrK éntgegenge-
setzt gleich der Rotationsgeschwindigkeit eines Massenelements auf der Kugel- oder Zylinderoberfl”
ist. Mit dem RadiusR des Korpers muf3 also

Vem = —wXxXR (2.6.3)

gelten. ki die Gesamtenergie deokoers gilt ferner
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E = Tians + Trot + Epot (264)

Mit Tyrans = 3 MvZy Und Ty = 2w - I+ w.

Als erstes Beispiel soll die Abrollbewegung eines Zylinders auf einer schiefen Ebene diskutiert werden
(siehe Abb. 2.26). Der &rper soll sich zuachst am oberen Ende der schiefen Ebene in Ruhe befinden,
d.h. die Gesamtenergie ist gleich der potentiellen Eneilie = MgH. Wird der Korper losgelassen,

so rollt er die schiefe Ebene herunter, wobei die potentielle Energie in kinetische Translations- und
Rotationsenergie umgewandelt wird. Aus der Energieerhaltung folgdli€’ Endgeschwindigkeit am
unteren Ende der schiefen Ebene

1
MgH = §Mv3m+§lw2 . (2.6.5)
Mit v = wR folgt dann
29H
i, = —J— . (2.6.6)
1+ 5772

Setzt man das agheitsmoment fur verschieden Krperformen ein, so edit'man

. AgH
\olizylinder: I = MR2/2 = %, = QT (2.6.7)
Hohlzylinder:I = MR*> = o, = gH . (2.6.8)

Man erkennt, daf3 die Translationsgeschwindigkeit uaagly von Masse und Radius ist, d.h ein Stahl-
und Holzzylinder beliebiger Abmessungen rollen gleich schnell die schiefe Ebene hinunter. Ein Voll-
zylinder hat ein kleineres agheitsmoment als ein Hohlzylinder und damit eioédré Translationsge-
schwindigkeit.



