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Physik der Kondensierten Materie 1

Themen

1 Aufbau von Kristallen:
Klassifizierung von Kristallstrukturen, Richtungen und Ebenen, Defekte, Oberflachen

* 2 Reziprokes Gitter und Strukturanalyse:
Brillouin-Zonen, von Laue- und Bragg-Bedingung, Struktur- und Atomformfaktor, Debye-Waller-Faktor

* 3 Bindungskrafte:
Van der Waals, ionische, kovalente und metallische Bindung, Wasserstoffbriickenbindung

e 4 Elastische Eigenschaften:
Kontinuumsmechanik, Spannung, Dehnung, Elastizitatstensor, elastische Wellen

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

5 Gitterdynamik:
klassische Theorie des Kristallgitters, Dispersionsrelation der Gitterschwingungen, Phononen

6 Thermische Eigenschaften des Kristallgitters:

spezifische Warme (klassisch, quantenmechanisch), Debye- und Einstein-Ndaherung, thermische
Ausdehnung, Warmeleitfahigkeit

www.wmi.badw.de
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Physik der Kondensierten Materie 1

Themen

* 7 Das freie Elektronengas:

Fermi-Gas, Fermi-Energie, Dispersionsrelation, spezifische Warme, elektrische und thermische Leitfahigkeit,
Hall-Effekt

8 Elektronen im periodischen Potenzial:

Bloch-Wellen, Dispersionsrelation und Bandstruktur, Naherung von schwach und stark gebundenen
Elektronen, Metalle/Halbmetalle/Isolatoren, Fermi-Flachen

* 9 Dynamik von Kristallelektronen:

Semiklassiche Beschreibung, Bewegung in elektrischen und magnetischen Feldern, Streuprozesse,
Boltzmann-Transportgleichung, thermoelektrische und thermomagnetische Effekte

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

Fortsetzung: quantenmechanische Beschreibung der Elektronenbewegung

www.wmi.badw.de
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Dynamik von
Kristallelektronen
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9.10 Quantisierung von Elektronenbahnen

* Bewegung von Elektronen im Orts- und k-Raum

* bisher: semiklassische Beschreibung der Elektronenbewegung
- Quantenmechanik liefert (k) und damit v(K) = % Ve (K) Bahnen in Orts- und k-Raum

- klassische Bewegungsgleichungen

e jetzt: quantenmechanische Beschreibung der Elektronenbewegung
—> Elektronen auf geschlossenen Bahnen missen die Bohr-Sommerfeld-Quantisierung erfiillen

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

- Phase darf sich nur um n - 27 bei einem Umlauf andern
= Quantisierung der Bahnen

www.wmi.badw.de
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9.10.1 Freie Ladungstrager

* zuerst: Bewegung von freien Ladungstragern mit Ladung g in Magnetfeld B||Z (Elektronen: g = —e)

» spater: Bewegung von Bandelektronen mit Ladung g in Magnetfeld B||Z

e Schrédinger-Gleichung:.

2
2i(ﬁ_v_qA> Y=cy Eichung: A= (0,Bx,0) » B=VxA=(0,0,B)
m \ i

\ J B-Feld in z-Richtung

Operator des kinematischen Impulses fK:

h
p=hk+qA - hk=p—qA=?V—qA

 mit A = (0, Bx, 0) lautet die Schrodinger-Gleichung:

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

A2 929 K2 (1 d gB )2 A2 92y
X

— _I_ — — —_— =
2m 0x? 2m\idy *h 2m 0z2 -

* Lésungsansatz.

. . - freie Bewegung in z-Richtung parallel zu B, keine Kraftwirkung von B
l]J(x, Y Z) _ u(x) exp[l(ﬁy + kZZ)] - modifizierte Bewegung in xy-Ebene

www.wmi.badw.de
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9.10.1 Freie Ladungstrager

A2 929 K2 (1 d gB )2 A2 92y
x| W =

. _ . . n Lo v
Einsetzen von W(x,y,z) = u(x) expli(By + k,z)] in omax? T 2m\iay & 7 D2
. h® 0%u A’ B \* o B2k | . o
;’. = — > 92 + o g — Tx u=«eu mit € =€ — o (Energie ohne freie Bewegung in z-Richtung)
% * Vergleich mit Bewegungsgleichung eines 1D harmonischen Oszillators
:g h m h
5 hzazu(x)_l_l 252 u(x) = & = fzx——l'z:x——BEﬁ:x—xo
z — —mw:x“u(x) =& u(x
- 2m 0x? 2 ° (%) qB 1 1
P = W, = —
S m
g = u(x) beschreibt Bewegung eines 1D harmonischen Oszillators
Schwingungsfrequenz we = % = 1.758 820 174 (71) x 10** s=! x B [Tesla]
Zyklotronfrequenz
Schwerpunktkoordinate Xog = mhf_ LhB _
eB m We M mit (q = e)

www.wmi.badw.de
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9.10.1 Freie Ladungstrager

* Eigenenergien des 1D harmonischen Oszillators: r w
Hinweis:

1 1 hzkz Spin wird nicht berticksichtigt,

~ . Z 0 2 =\a q

g =|(n+=)hw, =)  Gesamtenergie: en=|(n+=)ho,+ erfolgt spater bei Diskussion der
2 2 2m kmagnetischen Eigenschaften

Kreisbewegung in Ebene L B freie Bewegung || B
um Schwerpunktkoordinate x

=>» parabelformige Energiebander
der freien Elektronen spalten in
Subbander (Landau-Niveaus)
mit Abstand Aw, auf

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

Besetzung der Subbander bei
T = 0 bis zur Fermi-Energie ¢g

www.wmi.badw.de
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== 9.10.1 Freie Ladungstriger

* Wie viele Zustiinde gibt es pro Landau-Niveau, wie grof8 ist die Entartung des Landau-Niveaus ?

Fall B = 0:  freie Elektronen in Potenzialkasten mit Abmessungen Ly, Ly, L, >V =Ly Ly, - L,

2T 2T

Randbedingungen: k, =1 nx, ky = Eny, k, = Mz Txyz =ganze Zahl

Zustand nimmt in k-Raum Volumen (2m)3/V ein = Zustandsdichte fiir eine Spin-Richtung: 1/(2m)>

Fall B+ 0:  z-Richtung: alles gleich = Quantisierung von k, in Einheiten von 21 /L,
in Ebene 1 B: Kreisbewegung um Schwerpunktkoordinate xy = mhp _ 1B
eBm We mMm

Randbedingung:  xy muss innerhalb des Festkérpers liegen 2> 0 < xy < L,

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

=» Randbedingung fir 3: P "L,
mw 2T e P
=>» Anzahl p der moglichen B-Werte: p = ( ‘L ) — | = hw, Dop = L,L,B -
P d P=T )L, “hCEENE Y Znh 20,
L Y ] L Y

g Dyp = = 5575 LxLy magnetischer FIuss?(D\ Flussquant
3 2mh? durch Probenflache 1L B h
E 2D Zustandsdichte by =—
2 . . 2e
2 fir eine Spin-Richtung
3

15



ﬁ
=
VVIMI

9.10.1 Freie Ladungstrager

 Zusammenfassung der wichtigen Fakten

i. jedes Landauniveau/Energieniveau mit Quantenzahl n ist p-fach entartet

ii. Entartung p nimmt mit B und ProbengréRe Ly L, L B zu

iii. Entartung p entspricht 2 x Zahl der Zahl der Flussquanten durch Probenflache L B
(Faktor 2 wegen Verwendung des Flussquants aus der Supraleitung h/2e)

* Darstellung der p Niveaus mit Eigenenergie &,, = (n + %) hw, fiir ein 2D-System (k, = 0)

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021
X XXX X Y]

[ E R LA R L RN NN N

@ oo 7,

3 cece Zeeoose

3. (A LR N N J ...0000‘

g B=0 — — durch B werden Zustande auf B>0
3 an/Ly Landau-Kreise umverlagert
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9.10.1 Freie Ladungstrager

* Im Dreidimensionalen kommt noch freie Bewegung || B dazu:

( 1> h? k2
En = n+§ hw, +

2Zm

Landau-Zylinder
B

2D-Landau-Kreise
= Ve
3D Landau-Zylinder .

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

Lev Dawidowitsch Landau (1908 - 1968)
Nobelpreis flir Physik 1962

www.wmi.badw.de
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9.10.1 Freie Ladungstrager

 die von den Landau-Kreisen/Zylindern umschlossenen * die Flachendifferenz AS = S,,,1 — S,, ist konstant
Fliichen S, = k% , sind quantisiert

Ak
[Entartung p: ) !

Flache in k—Raum

p =

" Zustandsichte in k—Raum

. AS
p= (Zn)Z/LxLy

_ 2meB Lyly
T 4172
e D
p = LxLyB E — r‘)o
. K j AS = Sn+1 - Sn & T[(k_%_,n+1 \ kJZ-,n)
k
aus &, = (n + %) hw, = 2;1'" folgt Kreisradius 1 1\|Z2eB
AS=n[<n+1+§>—<n+§> e

2m 1 1\ 2eB
kin= Gz \nty)hec= (nt3) % ps = 28
h

18



== 9.10.2 Zustandsdichte im Energieraum

VVIMI

* Wie wird Zustandsdichte D (&) durch Magnetfeld modifiziert ?

(a)| _ (b)|

z - —
g “or il )
2 Q Q
= 0 1 2 3 4 5 6
¢ (hw,) £ (hw,)
2D freies Elektronengas 3D freies Elektronengas
LyLyLy (2m)3/? : N
B=0: D(e) = iny (zh—zl) = const. (eine Spin-Richtung) B=0: D(e)= 4;2 (h—T) Ve o +/e (eine Spin-Richtung)
B > 0: D(g) =Summe von §-Funktionen mit B > 0: D(¢&) = Uberlagerung der Zustandsdichte von 2D-

Gewicht p und Abstand Aw, System L B und 1D-Zustandsdichte o 1/+/€ durch
freie Bewegung || B

www.wmi.badw.de
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9.10.3 Kristallelektronen

e Jetzt: Ladungstrédiger im periodischen Potenzial des Kristallgitters

=» Bahnen sind jetzt keine Kreisbahnen mehr
(Abweichungen durch Wirkung des Kristallpotenzials)

Ausgangspunkt: Bohr-Sommerfeld-Quantisierung
Quantisierungsregeln: %95 Dy Ao = h(ft+1), £=01,23,.. (Quantisierung des Dreimpulses)
igﬁpr dr=h(n+vy), n=0123,..

hierbei sind @, p, = mr2¢ und 1, p,, = mi Paare von kanonisch konjugierten Orts- und Impulsvariablen
(die Korrektur y muss durch mit Naherungsverfahren ermittelt werden, fiir harmonischen Oszillatoristy = 1/2)

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

: . 1
insgesamt gilt: %Sﬁ p-dr=hn+y), n=0,123, ..

mit kanonischem Impuls p = ik + gA = gr X B + gA erhalten wir:
(wir benutzen ik = gv X B = gF x B und integrieren ber Zeit)

1 1
%gsp'drzﬂfﬁ(CIpr+qA)-dr=h(n+y), n=0123,..

www.wmi.badw.de
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9.10.3 Kristallelektronen

¢p-dr=9¢(gr xB) -dr + $gA -dr = 2w A(n +y), n=0123,..

T

qji(pr)-/ch',: —gqB-$rxdr=—-2q P $gA-dr=q [ (VxA)-dF = qf B-dF = q®
a-(bxc)=—-c-(bxa) drxdr=24n Satz von Stokes

(A =von der Bahn
umschlossene Flache,
® = A B - n = Fluss durch A)

e Insgesamt erhalten wir

ﬁp -dr = _qCI) = —q BA = 21 h(n + y)’ n=201273,..

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

=» von Bahnen umschlossene Flédchen und der von ihnen eingeschlossene magnetische Fluss sind quantisiert !

_ 2mh(n+y)
n — qB )

h
d, =BA,=(n+ y)a =(n+y) 20, (mit &y = h/2e)

www.wmi.badw.de
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9.10.3 Kristallelektronen

* Zusammenhang zwischen quantisierten Fléichen A,, im Ortsraum und S,, im k-Raum

aus ik = gv x B = gF x B erhalten wir durch Zeitintegration Ak = gr x B bzw. |dr| = qu |dKk| und somit

# 2
An= q_B Sn

mit |A,| = % =n+y) Hh| folgt |S,,| = (n+Y)2maB |\ \d damit fir die Flichendifferenz AS = Sn+1 — Sn
2ntqB
AS=Spi1—Sp=n+1+y—-(m+7y)] n;
2nqgB  2mm, =» gleiches Ergebnis wie . _ _
S = = Wy fiir freie Ladungstrager !! mit w, = qB/m., m, = Zyklotronmasse

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

* fiir Experiment interessant: Welche Feldiinderung ist notwendig, um S,, gleich grof8 wie §,,. 1 zu machen?

aus Spa1 = (n+y + DTLEE =5, = (n+y) Tt = Sfolgt 7~ = (n+y + D und o= (n+1) 5
§ A= 1 _ 1 _ Ziq =>» gleiche Zunahmen in 1/B fiihren zu gleichen Bahnen in k-Raum
g B,.1 B, hS =>» viele physikalsiche Grofien zeigen 1/B — Periodizitdit
: =» Quantenoszillationen
3
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© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

www.wmi.badw.de

9.10.3 Kristallelektronen

Wann kénnen wir Phdinomene, die mit Quantisierung der Bahnen zusammenhdngen, experimentell beobachten?

D(e)

D (g)

£ (hw,) £ (hw,)

=>» der energetische Abstand von Landau-Niveaus muss groRer als die thermische Energie sein

hqB B m

k T
hw, = m > kgT = > c;hB = 0.78 [K] - hohe B und niedrige T

=>» die energetische Verbreiterung der Landau-Niveaus durch die endliche Streuzeit T der Ladungstrager muss kleiner

als hw, sein
B
Ase =~ — < hw, WeT = q—r > 1 - hohe B und reine Proben
T me

23
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* Quantisierung der Bahnen freier Ladungstrdger (q = +e) im Magnetfeld

Wellen auf geschlossenen Bahnen miissen Bohr-Sommerfeld-Quantisierung erfiillen

2
- . 1 (h _
- Schrédinger-Gleichung: T <—_V — qA) Y=gy Eichung: A = (0,Bx,0) - B=VxA=(00,B)
m \ i
Operator des kinematischen Impulses: p =hk+qA > hk =p —qA = %\7 —qA 4,/ hew,
7--
- Lésung ergibt Eigenenergien: 1 h2k?2 | 6+
. . . s, =|ln+-=-\hw. + £ By RS — —
Subbéinder: Landau-Niveaus n 2 ¢t om ‘\ %
4--
Kreisbewegung in Ebene senkrecht zu B freie Bewegung || B 31
. 2+
B 5
Zyklotron-Frequenz: W, = % = 1.758 820 174 (71) x 101! s~1 x B [Tesla] 17

* Entartung der Landau-Niveaus (fir eine Spin-Richtung)

_ mwc heo. D LeLyB - o wie viele Zustande gibt es zu jedem
p= ( A ) /O)CZD Znh zq)o moglichen Wert von k,, in k,k,-Ebene ?

Hé\ 20, (P, =— = Flussquant

D Fluss durch Flache 1 B o (Po= quant)

2D = 2 hz N — —
T (a) (b)
Zustandsdichte | 2D
Landau-Zylinder: im Magnetfeld:

ofx)

o)

¢ (hw,)

24



Zusammenfassung: Teil 1b, 12.04.2021/1

 Bahnquantisierung fiir Kristallelektronen (q = +e) Korrekturfaktor y

- Quantisierungsbedingung wie fir freie Ladungstrager: %sﬁ p-dr=h(n+ m,l,m,

mit kanonischem Impuls p = Ak + gA = gr X B + gA erhalten wir:
=» von Bahnen umschlossene Fléchen und der von ihnen

* Welches AB fiihrt zu gleichen Fléiichen aufeinanderfolgender Landau-Zylinder?

g $p-dr=—qP=—qBA=2mh(n+y), n=0123,.. eingeschlossene magnetische Fluss sind quantisiert !
% n=w, ¢n=BAn=(n+y)g=(n+y) 20, (mitd, = h/2e)

g -aus hk = er X B folgt |dr| = % |dk| folgt: A, = (%)2 s, 5, = (n+ yf?anB

i:i - Flache zwischen benachbarten Landau-Zylindern: AS = ZE;B = Zn:l? W,

- gleiche Zunahme in 1/B fuhrt zu gleichen

2mqBpt1 _ o _ 2mqBy _ oA (1 1\ 2mq Bahnen im k-Raum
aus(n+y+1) R on T (n+7) o folgt A= (Bn+1 Bn) ~ hS = 1/B -Oszillationen von physikalischen
Gréf3en

 Voraussetzungen fiir experimentelle Beobachtung von 1/B Oszillationen

- Abstand benachbarter Landau-Niveaus grof gegen kgT: hw, > kgT > g > m;CI;B

- genigend lange Streuzeit 7: Ae ~ % <hw, 2 wW;T= fn—BT >1 =>» hohe B, tiefe T und reine Proben
Cc

= 0.78 T/K = hohe B/T

www.wmi.badw.de
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