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Physik der 
Kondensierten Materie 1

Rudolf Gross
WS 2020/2021

Teil 10
Vorlesungsstunde: 03.12.2020WMI
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Zusammenfassung: Teil 9, 01.12.2020/1

• elastische Wellen (1D):

mit 𝜎𝑥𝑥 = 𝐶11𝑒𝑥𝑥 = 𝐶11
𝜕𝑠𝑥

𝜕𝑥

• anisotropes Medium
(3D-Fall)

(1D-Fall)

• technische Größen: (iii) Kompressionsmodul B: 𝒑 = −𝝈 = −𝑩
𝚫𝑽

𝑽

(iv) Schub-, Scher- oder Gleitmodul G 𝝈 = 𝑮 tan 𝜶 ≃ 𝑮 𝜶

 Wichtig: nur zwei der 4 Größen sind unabhängig voneinander 

(i) Elastizitätsmodul oder Young-Modul E: 𝝈 = 𝑬
𝚫ℓ

ℓ

(ii) Poissonzahl 𝝂 oder Querzahl 𝝁:  𝝂 =
𝟏

𝝁
=

−𝚫 𝒅/𝒅

𝚫ℓ/ℓ

 kubisches Kristallsystem:  𝐸 =
𝐶11−𝐶12 𝐶11+2𝐶12

𝐶11+𝐶12
,     𝜇 =

𝐶12

𝐶11+𝐶12
,      𝐺 = 𝐶44,      𝐵 =

1

3
𝐶11 + 2𝐶12

Verschiebung 𝒔𝒙 des Würfels durch Nettokraft 𝚫𝑭𝒙

(3D-Fall)

1

𝐵
=
3

𝐸
1 − 2𝜈 𝐺 =

𝐸

2 1 + 𝜈

• epitaxiale Verspannung in Dünnschichtheterostrukturen

Δ𝐹𝑥 = 𝜎𝑥𝑥 𝑥 + Δ𝑥 − 𝜎𝑥𝑥(𝑥) Δ𝑦Δ𝑧 =
𝜕𝜎𝑥𝑥
𝜕𝑥

Δ𝑥Δ𝑦Δ𝑧 𝜌
𝜕2𝑠𝑥
𝜕𝑡2

=
𝜕𝜎𝑥𝑥
𝜕𝑥

𝜕2𝑠𝑥
𝜕𝑡2

=
𝐶11
𝜌

𝜕2𝑠𝑥
𝜕𝑥2

𝜕2𝑠𝑖
𝜕𝑡2

=
1

𝜌
෍

𝑗

𝜕𝜎𝑖𝑗
𝜕𝑗

=
1

𝜌
෍

𝑗,𝑘,𝑙

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
𝜕2𝑠𝑙
𝜕𝑗𝜕𝑘

𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 = 𝑥, 𝑦, 𝑧

(Wellengleichung)

WMI
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Zusammenfassung: Teil 9, 01.12.2020/2

• elastische Wellen in kubischen Kristallen:

(i) in [100] Richtung, longitudinal:        Ansatz: 𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑢0 exp 𝑖 𝑘𝑥 − 𝜔𝑡

(ii) in [100] Richtung, transversal:         Ansatz: 𝑣 𝑥, 𝑡 = 𝑣0 exp 𝑖 𝑘𝑥 − 𝜔𝑡

richtungsabhängige
effektive 
„Elastizitätsmoduln 𝐶eff“

in Voigt-Notation

𝝎𝟐𝝆 = 𝑪𝟏𝟏𝒌
𝟐

𝝎𝟐𝝆 = 𝑪𝟒𝟒𝒌
𝟐

𝒗𝐥𝐨𝐧𝐠 =
𝝎

𝒌
=

𝝎

𝟐𝝅
𝝀 =

𝑪𝟏𝟏
𝝆

𝒗𝐭𝐫𝐚𝐧𝐬 =
𝝎

𝒌
=

𝝎

𝟐𝝅
𝝀 =

𝑪𝟒𝟒
𝝆

𝜕2𝑠𝑖
𝜕𝑡2

=
1

𝜌
෍

𝑗

𝜕𝜎𝑖𝑗
𝜕𝑗

=
1

𝜌
෍

𝑗,𝑘,𝑙

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
𝜕2𝑠𝑙
𝜕𝑗𝜕𝑘

𝑠𝑥 = 𝑢, 𝑠𝑦 = 𝑣, 𝑠𝑧 = 𝑤𝑖, 𝑗, 𝑘. 𝑙 = 𝑥, 𝑦, 𝑧

• Anwendung: Ultraschallanalyse von Materialien, z.B. Rissbildung

Beschreibung mit nur
3 Elastizitätsmoduln: 
𝐶11, 𝐶12, 𝐶44

WMI
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5  Dynamik des Kristallgitters

• Bisher: Betrachtung von Festkörper als elastisches Kontinuum, beschrieben durch elastische Konstanten

• Jetzt: Berücksichtigung der diskreten atomaren Struktur des Kristallgitters

• Beispiel: 
akustische Oberflächenwelle

WMI
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5  Dynamik des Kristallgitters

• Frage: Wie werden Atome durch äußere Kraft aus ihrer Ruhelage ausgelenkt?

• Beantwortung ist im Allgemeinen ein schwieriges Problem: 
quantenmechanische Beschreibung von Vielteilchenproblem  Verwendung von Näherungen

i. adiabatische Näherung
 Entkopplung der Dynamik von Kernen und Elektronen 

Elektronen können Kernbewegung beliebig schnell folgen, Born und Oppenheimer (1927)

ii. harmonische Näherung 
Wechselwirkungspotenzial 𝑈(𝑅) wird durch Parabel angenähert

• dynamische Eigenschaften des Kristallgitters beschreiben:

i. spezifische Wärme

ii. 𝑇-Abhängigkeit des spezifischen elektrischen Widerstands und der Wärmeleitfähigkeit

iii. Supraleitung in Metallen

iv. dielektrische Eigenschaften von Ionenkristallen

v. inelastische Lichtstreuung WMI
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5  Dynamik des Kristallgitters

Max Born (1882 - 1970) 
Nobelpreis für Physik 1954: "for his fundamental research in quantum mechanics, especially for 

his statistical interpretation of the wavefunction"
WMI
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5.1.1  Die adiabatische Näherung

• Quintessenz: Die sehr leichten Elektronen können der Bewegung der viel schwereren Kerne instantan folgen

 wir können die statische Potenzialkurve 𝑈(𝑅) für die unterschiedlichen Kernabstände verwenden

• Hamilton-Operator ist bekannt 

Kerne Elektronen El. – El. – WW Kern – Kern – WW El. – Kern – WW

Schwierigkeit: Summen laufen über eine sehr hohe Zahl von Teilchen

ℋ =෍

𝑘

𝐏𝑘
2

2𝑀
+෍

𝑖

𝐩𝑖
2

2𝑚
+෍

𝑖<𝑗

𝑒2

4𝜋𝜖0 𝐫𝑖 − 𝐫𝑗
+෍

𝑘<𝑙

𝑍𝑒 2

4𝜋𝜖0 𝐑𝒌 − 𝐑𝒍
−෍

𝑖,𝑘

𝑍𝑒2

4𝜋𝜖0 𝐫𝑖 − 𝐑𝒌
+

WMI
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5.1.1  Die adiabatische Näherung

• Übergang zu normierten, dimensionslosen Größen:

෤𝐫 =
𝐫

𝑎B
, ෩𝐑 =

𝐑

𝑎B
mit Bohrschem Radius  𝑎B = 4𝜋𝜖0ℏ

2/𝑚𝑒2 = 0.529 Å

෩ℋ =
ℋ

2𝐸H
mit Rydberg-Energie 2𝐸H = 𝑚𝑒4/ 4𝜋𝜖0

2ℏ2 = 27.2 eV

• normierter Hamilton-Operator:

෩ℋ =
1

2
෍

𝑘

𝑚

𝑀
𝛁𝑘
2 +

1

2
෍

𝑖

𝛁𝑘
2 +෍

𝑖<𝑗

1

෤𝐫𝑖 − ෤𝐫𝑗
+෍

𝑘<𝑙

𝑍2

෩𝐑𝒌 − ෩𝐑𝒍

−෍

𝑖,𝑘

𝑍

෤𝐫𝑖 − ෩𝐑𝒌

= 𝒯 +ℋ𝑎

entscheidend: Massenverhältnis 𝑚/𝑀 ist sehr klein (typischerweise zwischen 1/1836 und 1/500 000)

 wir können den Term 
1

2
σ𝑘

𝑚

𝑀
𝛁𝑘
2 als Störung betrachten

ℋ𝑎
𝒯

adiabatischer Hamilton-Operator kinetische Energie der Kerne

Annahme: die schnellen Elektronen können sich der langsamen Bewegung der Kerne zu jedem Zeitpunkt 
adiabatisch anpassen, so dass sie immer in dem mit ℋ𝑎 bestimmten Gleichgewichtszustand  
bleiben

WMI
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5.1.1  Die adiabatische Näherung

• Konsequenzen der adiabatischen Näherung:

i. die Bewegungen der Elektronen und Kerne werden entkoppelt
ii. Gesamtenergie

iii. potentielle Energie der Elektronen kann für jede Konfiguration der Ionen im Verlauf der 
Ionenbewegung berechnet werden, sie entspricht der jeweils statischen potentiellen Energie 
𝑈el(𝑅)

𝑬tot = 𝑼el + 𝑻ion

WMI
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5.1.2  Die harmonische Näherung

• gesamte potentielle Energie des Elektronensystems: Aufsummieren über alle Paar-Wechselwirkungen

𝑈el =
1

2
෍

𝑛,𝑚,𝛼,𝛽
𝑛𝛼≠𝑚𝛽

𝜙el 𝐫𝑛𝛼 − 𝐫𝑚𝛽

𝑅𝑛:   Position des 𝑛-ten Punkts in Bravais-Gitter
𝑟𝛼: Gleichgewichtsposition des 𝛼-ten Atoms in der Gitterzelle 
𝑟𝑛𝛼:  Position des 𝛼-ten Atoms in 𝑛-ter Gitterzelle
𝑢𝑛𝛼: Auslenkung des 𝛼-ten Atoms in 𝑛-ter Gitterzelle aus seiner     

Gleichgewichtsposition

𝑈el =
1

2
෍

𝑛,𝑚,𝛼,𝛽
𝑛𝛼≠𝑚𝛽

𝜙el 𝐑𝑛 − 𝐑𝑚 + 𝐫𝛼 − 𝐫𝛽 + 𝐮𝑛𝛼 − 𝐮𝑚𝛽

𝜙el: Paarwechselwirkungenergie

WMI
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 Abweichungen von harmonischer Näherung: 
 anharmonische Effekte
 haben große Bedeutung, führen z.B. zur thermischen Ausdehnung von FK

5.1.2  Die harmonische Näherung

• Harmonische Näherung:
Annäherung des oft komplizierten Verlaufs des Paarwechselwirkungspotenzials  𝜙el(𝑅) durch ein 
harmonisches Potenzial um Ruhelage 𝑅 = 𝑅0

𝜙el 𝑅 ∝ 𝑅 − 𝑅0
2

 Näherung ist nur für kleine 
Abweichungen Δ𝑅 = 𝑅 − 𝑅0

𝜙
e
l

(e
V

)
WMI
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5.1.2  Die harmonische Näherung

• Taylor-Entwicklung von 𝜙el 𝑅 um 𝑅 = 𝑅0:

𝑈el =
1

2
෍

𝑛,𝑚,𝛼,𝛽
𝑛𝛼≠𝑚𝛽

𝜙el 𝐫𝑛𝛼 − 𝐫𝑚𝛽

𝑈el =
1

2
෍

𝑛,𝑚,𝛼,𝛽
𝑛𝛼≠𝑚𝛽

𝜙el 𝐫𝑛𝛼
𝟎 − 𝐫𝑚𝛽

𝟎 +
1

2
෍

𝑛,𝑚,𝛼,𝛽

𝐮𝑛𝛼 − 𝐮𝑚𝛽 𝛁𝜙el 𝐫𝑛𝛼
𝟎 − 𝐫𝑚𝛽

𝟎 +
1

4
෍

𝑛,𝑚,𝛼,𝛽

𝐮𝑛𝛼 − 𝐮𝑚𝛽 𝛁
2
𝜙el 𝐫𝑛𝛼

𝟎 − 𝐫𝑚𝛽
𝟎

= 0, da Summe aller Kräfte auf ein Atom 
im Gleichgewichtszustand verschwinden 

muss
𝑈0

𝑈el
harm = 𝑈0 +

1

4
෍

𝑛,𝑚,𝛼,𝛽

𝐮𝑛𝛼 − 𝐮𝑚𝛽 𝛁
2
𝜙el 𝐫𝑛𝛼

𝟎 − 𝐫𝑚𝛽
𝟎

potentielle Energie in harmonischer Näherung
(𝑈0 kann als konstanter Term weggelassen warden)WMI
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5.1.2  Die harmonische Näherung

𝐶𝑛𝛼𝑖
𝑚𝛽𝑗

=
𝜕2𝜙el 𝐫𝑛𝛼

𝟎 − 𝐫𝑚𝛽
𝟎

𝜕𝑟𝑛𝛼𝑖𝜕𝑟𝑚𝛽𝑗
𝑖, 𝑗 = 𝑥, 𝑦, 𝑧 Kopplungskonstanten

Kraft auf Atom 𝛼 in Gitterzelle 𝑛 in Richtung 𝑖
durch Auslenkung von Atom 𝛽 in Zelle 𝑚 in Richtung 𝑗

• verallgemeinerte Federkonstanten als 2. Ableitungen der potentiellen Energie an den Gleichgewichtspositionen

𝐹𝑛𝛼𝑖 = −𝐶𝑛𝛼𝑖
𝑚𝛽𝑗

𝑢𝑚𝛽𝑗 Kräfte auf Atome

• aus Translationsinvarianz des Kristallgitters folgt:

𝐶𝑛𝛼𝑖
𝑚𝛽𝑗

= 𝐶𝛼𝑖
(𝑚−𝑛)𝛽𝑗

Kopplungskonstante zwischen Atomen, die gleichen Abstand haben, ist gleich
 Kopplungskonstante hängt nicht von absoluten Werten von 𝑛 und 𝑚, sondern nur von ihrer Differenz (𝑚 − 𝑛) abWMI
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5.2  Klassische Theorie

• Diskussion der Schwingungen des Gitters mit den Gesetzen der klassischen Mechanik

• Ziel:
Ableiten des Zusammenhangs zwischen Schwingungsfrequenz 𝜔 und Wellenvektor 𝐪

𝜔(𝑞) Dispersionsrelation

quantenmechanische Diskussion: siehe R. Gross, A. Marx: Festkörperphysik (3. Auflage, Anhang A)

klassische und quantenmechanische Diskussion liefern gleiches Ergebnis für Dispersionsrelation

• Erwartung:
Dispersionsrelation 𝜔(𝑞) für 𝑞 → 0 (langwelliger Grenzfall) sollte mit dem Ergebnis der 
Kontinuumsbeschreibung übereinstimmen

WMI
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5.2.1  Bewegungsgleichungen

• Newtonsche Mechanik: Summe der Kopplungskräfte = Summe der Trägheitskräfte

𝑀𝛼

𝜕2𝑢𝑛𝛼𝑖
𝜕𝑡2

+ ෍

𝑚,𝛽,𝑗

𝐶𝑛𝛼𝑖
𝑚𝛽𝑗

𝑢𝑚𝛽𝑗 = 0 Auslenkung 𝑢𝑛𝛼𝑖 eines Atoms 𝛼 in Gitterzelle 𝑛 in Richtung 𝑖 ergibt sich 
aus  Gleichgewicht zwischen Kopplungskräften und Trägheitskräften

Problem: wir haben Festkörper mit 𝑁 Einheitszellen und 𝑟′ Atomen pro Einheitszelle 

 System aus 𝑟 = 3𝑁′ = 3𝑟′𝑁 gekoppelten Differentialgleichungen

Lösung: wir nutzen periodische Struktur des Festkörpers aus 
 geeigneter Ansatz, der zu Entkopplung der Differentialgleichungen führt

• Ansatz: wir schreiben Auslenkungen 𝒖𝒏𝜶𝒊 als ebene Wellen hinsichtlich der Zellkoordinaten

Welle, die nur an den Gitterpunkten 𝐑𝑛 definiert ist𝑢𝑛𝛼𝑖 =
1

𝑀𝛼

𝐴𝛼𝑖 𝐪 𝑒𝑖 𝐪⋅𝐑𝑛−𝜔𝑡

WMI
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5.2.1  Bewegungsgleichungen

• Einsetzen des Lösungsansatzes 𝑢𝑛𝛼𝑖 =
1

𝑀𝛼
𝐴𝛼𝑖 𝐪 e𝑖 𝐪⋅𝐑𝒏−𝜔𝑡 in DGL  𝑀𝛼

𝜕2𝑢𝑛𝛼𝑖

𝜕𝑡2
+ σ𝑚,𝛽,𝑗 𝐶𝑛𝛼𝑖

𝑚𝛽𝑗
𝑢𝑚𝛽𝑗 = 0 liefert

dynamische Matrix 𝐷𝛼𝑖
𝛽𝑗
(𝐪)  nur abhängig von 𝑛 −𝑚, da 𝐶𝑛𝛼𝑖

𝑚𝛽𝑗
= 𝐶𝛼𝑖

(𝑚−𝑛)𝛽𝑗

−𝜔2 𝑀𝛼𝐴𝛼𝑖 𝐪 e𝑖𝐪⋅𝐑𝑛 +෍

𝛽,𝑗

෍

𝑚

1

𝑀𝛽

𝐶𝑛𝛼𝑖
𝑚𝛽𝑗

𝐴𝛽𝑗 𝐪 e𝑖𝐪⋅𝐑𝑚 = 0

−𝜔2𝐴𝛼𝑖 𝐪 +෍

𝛽,𝑗

෍

𝑚

1

𝑀𝛼𝑀𝛽

𝐶𝑛𝛼𝑖
𝑚𝛽𝑗

𝑒𝑖𝐪⋅(𝐑𝑚−𝐑𝑛) 𝐴𝛽𝑗 𝐪 = 0

Reduktion auf homogenes Gleichungssystem der Ordnung 𝟑𝒓′−𝜔2𝐴𝛼𝑖 𝐪 +෍

𝛽,𝑗

𝐷𝛼𝑖
𝛽𝑗
(𝐪) 𝐴𝛽𝑗 𝐪 = 0

• Beispiel: einatomige Basis, 𝑟′ = 1 System aus nur 3𝑟′ = 3 gekoppelten Differentialgleichungen

 Vereinfachung durch Translationsinvarianz des Gitters ist riesig !!

• Mathematik:

det 𝐷𝛼𝑖
𝛽𝑗

𝐪 − 𝜔2 𝟏 = 0

(ein homogenes, lineares Gleichungssystem besitzt nur dann nicht-triviale Lösungen, wenn die Koeffizientendeterminante verschwindet)

 wir erhalten 𝑟 = 3𝑟′ Lösungen 𝜔 𝐪 für jeden Wellenvektor 𝐪
 𝜔 𝐪 nennen wir Dispersionsrelation
 die 𝑟 = 3𝑟′ Lösungen bezeichnen wir als Zweige der Dispersionsrelation

WMI
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5.2.2  Kristallgitter mit einatomiger Basis

i. Longitudinale Gitterschwingungen: 

 Netzebenen des Kristalls schwingen in Richtung ihrer 
Normalen parallel zu Wellenvektor 𝐪

 Auslenkung der Netzebene 𝑛 ist 𝑢𝑛

 vertikalen Kraftkomponenten kompensieren sich: 
1D- Problem

 Kraft auf ein Atom der Netzebene 𝑛 durch Netzebene 𝑚 = 𝑛 + 𝑝

ist in harmonischer Näherung ∝ 𝑢𝑛+𝑝 − 𝑢𝑛

 Gesamtkraft auf ein Atom der Netzebene 𝑛

𝑖, 𝑗: fallen weg wegen 1D-Problem
𝛼, 𝛽 = 1: ein Atom pro Zelle 

𝐹𝑛 =෍

𝑝

𝐶𝑝 𝑢𝑛+𝑝 − 𝑢𝑛

Kopplungskonstante 𝐶𝑛
𝑚 zwischen Netzebenen 𝑛 und 𝑚 wird durch 𝐶𝑝 mit 𝑝 = 𝑚 − 𝑛 ersetzt

möglich, da Kopplung nur vom Abstand der Netzebenen abhängt

𝐹𝑛𝛼𝑖 = −𝐶𝑛𝛼𝑖
𝑚𝛽𝑗

𝑢𝑚𝛽𝑗allgemein gilt: 

WMI
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5.2.2  Kristallgitter mit einatomiger Basis

• Differentialgleichung

 Gleichsetzen von Kopplungskräften und Trägheitskräften:

𝑅𝑝 = 𝑝𝑎 mit 𝑎 = Netzebeneabstand

 aus Symmetriegründen ist 𝐶𝑝 = 𝐶−𝑝:

𝑀
𝜕2𝑢𝑛
𝜕𝑡2

−෍

𝑝

𝐶𝑝 𝑢𝑛+𝑝 − 𝑢𝑛 = 0

 Einsetzen ergibt:

• Lösungsansatz:

𝑢𝑛 = 𝐴 e𝑖 𝑞 𝑝𝑎 −𝜔𝑡

𝑀𝛼

𝜕2𝑢𝑛𝛼𝑖
𝜕𝑡2

+ ෍

𝑚,𝛽,𝑗

𝐶𝑛𝛼𝑖
𝑚𝛽𝑗

𝑢𝑚𝛽𝑗 = 0

−𝜔2𝑀𝐴 e−𝑖𝜔𝑡 −෍

𝑝

𝐶𝑝 𝐴 e𝑖𝑞𝑝𝑎e−𝑖𝜔𝑡 − 𝐴e−𝑖𝜔𝑡 = 0

−𝜔2𝑀 = ෍

𝑝=1

∞

𝐶𝑝 e𝑖𝑞𝑝𝑎+ e−𝑖𝑞𝑝𝑎− 2 = 2෍

𝑝=1

∞

𝐶𝑝 cos(𝑞𝑝𝑎) − 1

−𝜔2𝑀 −෍

𝑝

𝐶𝑝 e𝑖𝑞𝑝𝑎−1 = 0

WMI
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5.2.2  Kristallgitter mit einatomiger Basis
• Dispersionsrelation

 Umschreiben von −𝜔2𝑀 = 2σ𝑝=1
∞ 𝐶𝑝 cos(𝑞𝑝𝑎) − 1 ergibt:

𝜔2 =
2

𝑀
෍

𝑝=1

∞

𝐶𝑝 1 − cos(𝑞𝑝𝑎) Dispersionsrelation für longitudinale Wellen

 oft kann in guter Näherung nur die NN-
Kopplung 𝐶1 berücksichtigt werden

𝜔2 =
2𝐶1
𝑀

1 − cos(𝑞𝑎) =
4𝐶1
𝑀

sin2
𝑞𝑎

2

sin2 𝑥 =
1

2
(1 − cos 2𝑥)

 Dispersionsrelation ist periodisch: 

𝜔 𝑞 = 𝜔 𝑞 + 𝑛 ⋅
2𝜋

𝑎

Periode entspricht der Länge des 
reziproken Gittervektors 𝐺min = 2𝜋/𝑎

 es gilt:  𝜔 𝑞 = 𝜔 −𝑞 WMI
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5.2.2  Kristallgitter mit einatomiger Basis

• Eigenschaften der Dispersionsrelation 𝜔2 =
2𝐶1

𝑀
1 − cos(𝑞𝑎) =

4𝐶1

𝑀
sin2

𝑞𝑎

2

 Gruppengeschwindigkeit: 
Ausbreitungsgeschwindigkeit des Wellenpakets

𝐯𝑔 = 𝛁𝑞 𝜔 𝐪

𝑣𝑔 =
𝐶1𝑎

2

𝑀
cos

1

2
𝑞𝑎

 Grenzfälle: 

i. 𝑞 = 𝜋/𝑎: Rand der 1. Brillouin-Zone

- 𝑣𝑔 → 0 stehende Wellen

- maximale Schwingungsfrequenz 𝜔max = 4𝐶1/𝑀

ii. 𝑞 ≪ 𝜋/𝑎: Zentrum der 1. Brillouin-Zone

- langwelliger Grenzfall: 𝜆 = 2𝜋/𝑞 ≫ 𝑎

- 𝑣𝑔 ≃ 𝐶1𝑎
2/𝑀 ≃ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

- Kontinuumsbeschreibung: 𝑣𝑔 = 𝐶11/𝜌 ≃ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

 Abschätzung: 
aus 𝑣𝑔 ≃ 𝜔max𝑎 ergibt sich mit der typischen Schallgeschwindigkeit 𝑣𝑔 ∼ 4000 m/s und 𝑎 ≃ 0.2 nm 𝜔max ≃ 2 × 1013 1/s

WMI
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5.2.2  Kristallgitter mit einatomiger Basis
• Bedeutung der 1. Brillouin-Zone

Summe über Phasenfaktoren

da 𝐑𝑛 und 𝐑𝑚 Vektoren des Bravais-Gitters sind, ändert sich nichts, wenn wir 𝐪 durch 𝐪 + 𝐆
ersetzen, da exp(𝑖 𝐆 ⋅ 𝐑) = 1

−
𝜋

𝑎
≤ 𝑞 ≤ +

𝜋

𝑎
2𝑞 < 𝐺min =

2𝜋

𝑎

 Fragen: Woher kommt Periodizität von 𝜔(𝐪)? Welcher Bereich der Wellenvektoren 𝐪 ist physikalisch sinnvoll ?

 Tatsache: 𝜔(𝑞) ist periodisch in 𝑞 mit Periode 2𝜋/𝑎

 Periodenlänge im reziproken Raum entspricht minimaler Länge 2𝜋/𝑎 eines reziproken Gittervektors 𝐺min = 2𝜋/𝑎

 dynamische Matrix: 𝐷𝛼𝑖
𝛽𝑗

𝐪 =෍

𝑚

1

𝑀𝛼𝑀𝛽

𝐶𝑛𝛼𝑖
𝑚𝛽𝑗

e𝑖𝐪⋅(𝐑𝑚−𝐑𝑛)

𝐷𝛼𝑖
𝛽𝑗

𝐪 = 𝐷𝛼𝑖
𝛽𝑗

𝐪 + 𝐆 𝜔 𝐪 = 𝜔 𝐪 + 𝐆und

 Zeitumkehrinvarianz (da vor- und zurücklaufende Wellen durch Zeitumkehr miteinander verbunden sind, müssen 
Frequenzen gleich sein)

𝜔 𝐪 = 𝜔 −𝐪

 Folgerung es ist völlig ausreichend, den Bereich der 1. Brillouin-Zone zu betrachtenWMI
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5.2.2  Kristallgitter mit einatomiger Basis
• anschauliche Erklärung dafür, dass es ausreicht, die 1. Brillouin-Zone zu betrachten

Welle mit größerem 𝑞, d.h. kleinerer Wellenlänge 
𝜆 = 2𝜋/𝑞 gibt keine zusätzliche Information, da 
nur die Auslenkung der Gitteratome, nicht aber 
der Wellenverlauf zwischen den Atome 
interessiert

𝜆min =
2𝜋

𝑞max
= 2𝑎

⇒ 𝑞max =
2𝜋

𝜆min
=
𝜋

𝑎
𝜆min =

2𝜋

𝑞max
= 2𝑎

WMI



23w
w

w
.w

m
i.

b
ad

w
.d

e
©

  R
u

d
o

lf
 G

ro
ss

 -
P

h
ys

ik
d

e
r 

K
o

n
d

e
n

si
e

rt
e

n
M

at
e

ri
e

1
 –

W
S 

2
0

2
0

/2
0

2
1

23

5.2.2  Kristallgitter mit einatomiger Basis

ii. Transversale Gitterschwingungen: 

 Netzebenen des Kristalls schwingen senkrecht zu 
Wellenvektor 𝐪

 Auslenkung der Netzebene 𝑛 ist 𝑢𝑛

 horizontale Kraftkomponenten kompensieren sich: 
1D- Problem

äquivalentes Ergebnis für Dispersionsrelation zu 
longitudinalen Wellen mit anderen Kopplungskonstanten 𝑪𝒑

• rein transversale oder longitudinale Wellen sind nur bei 
Ausbreitung entlang von  Symmetrieachsen möglich, 
z.B. [100], [110] und [111] bei kubischem Kristall

• im Allgemeinen erhält man gemischte Wellen WMI
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Zusammenfassung: Teil 10, 03.12.2020/1

(0,0)

ra

rb
umb

Gitterzelle m

Gitterzelle n• Auslenkung 𝒖𝒎𝜷 von Atom 𝜷 in Gitterzelle 𝒎 resultiert in 

Kraft 𝑭𝒏𝜶 auf Atom 𝜶 in Gitterzelle 𝒏

Kopplungskonstanten

• Bewegungsgleichung

Trägheitskraft
Rückstellkräfte durch WW 
mit allen anderen Atomen

Lösungsansatz:

hängen wegen Translationsinvarianz 

von FK nur von 𝑚− 𝑛 ab !!

𝟑𝒓′𝑵 gekoppelte DGLn
𝑁: Zahl der Gitterzellen
𝑟′: Zahl der Basisatome 

• Dynamik des Kristallgitters:
Beschreibung der Bewegung von einzelnen Atomen in Kristallgitter   komplex, da jedes Atom mit jedem über „Federnetzwerk“ wechselwirkt

(i) adiabatische Näherung (Elektronen können Bewegungen der Kerne instantan folgen)
(ii) harmonische Näherung (parabelförmiges Paar-WW-Potenzial, Rückstellkraft  Auslenkung)

𝐹𝑛𝛼𝑖 = −𝐶𝑛𝛼𝑖
𝑚𝛽𝑗

𝑢𝑚𝛽𝑗

𝐶𝑛𝛼𝑖
𝑚𝛽𝑗

= 𝐶𝛼𝑖
(𝑚−𝑛)𝛽𝑗

𝐶𝑛𝛼𝑖
𝑚𝛽𝑗

=
𝜕2𝜙el

𝜕𝑟𝑛𝛼𝑖𝜕𝑟𝑚𝛽𝑗
𝑖, 𝑗 = 𝑥, 𝑦, 𝑧

𝑀𝛼

𝜕2𝑢𝑛𝛼𝑖
𝜕𝑡2

+ ෍

𝑚,𝛽,𝑗

𝐶𝑛𝛼𝑖
𝑚𝛽𝑗

𝑢𝑚𝛽𝑗 = 0

𝑢𝑛𝛼𝑖 =
1

𝑀𝛼

𝐴𝛼𝑖 𝐪 𝑒𝑖 𝐪⋅𝐑𝑛−𝜔𝑡

Reduktion auf homogenes Gleichungssystem der Ordnung 𝟑𝒓′

−𝜔2𝐴𝛼𝑖 𝐪 +෍

𝛽,𝑗

𝐷𝛼𝑖
𝛽𝑗
(𝐪)𝐴𝛽𝑗 𝐪 = 0

 wir erhalten 𝑟 = 3𝑟′ Lösungen 𝜔𝑟 𝐪 für jeden Wellenvektor 𝐪
 𝜔𝑟 𝐪 nennen wir Dispersionsrelation
 die 𝑟 = 3𝑟′ Lösungen bezeichnen wir als Zweige der Dispersionsrelation

WMI
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Zusammenfassung: Teil 10, 03.11.2020/2
• longitudinale Schwingungen: einfachster Fall: 1D-System, einatomige Basis 1 ⋅ 𝑟′ = 1, 𝛼 = 𝛽 = 1, 𝑚 − 𝑛 = 𝑝

Gruppengeschwindigkeit:    𝑣𝑞 =
𝜕𝜔 𝑞

𝜕𝑞
=

𝐶1𝑎
2

𝑀
cos

𝑞𝑎

2

𝑞 ≪ 1/𝑎:  𝜔 =
𝐶1𝑎

2

𝑀
𝑞 = 𝑣𝑠 𝑞

𝑞 = 𝜋/𝑎: 𝜔 =
4𝐶1

𝑀
, 𝑣𝑞 = 0 (stehende Welle) 

Schallgeschwindigkeit 𝒗𝒔
Grenzfälle:

nur NN-WW:
𝒎−𝒏 = 𝒑 = 𝟏

Ansatz: 𝑢𝑛 = 𝐴 e𝑖 𝑞 𝑝𝑎 −𝜔𝑡 𝑅𝑝 = 𝑝𝑎

Lösung: Dispersionsrelation

• 1. Brillouin-Zone:

es ist ausreichend, nur den Bereich der 1. BZ zu betrachten: −𝝅/𝒂 ≤ 𝒒 ≤ +𝝅/𝒂

𝜔 𝐪 = 𝜔(𝐪 + 𝐆) 𝜔(𝐪) = 𝜔 −𝐪

• transversale Schwingungen:

äquivalentes Ergebnis zu longitudinalen Wellen: 𝜔2 =
4𝐶1

𝑀
sin2

𝑞𝑎

2
mit anderem 𝐶1

𝐹𝑛𝛼𝑖 = −𝐶𝑛𝛼𝑖
𝑚𝛽𝑗

𝑢𝑚𝛽𝑗 𝐹𝑛 =෍

𝑝

𝐶𝑝 𝑢𝑛+𝑝 − 𝑢𝑛

𝑀
𝜕2𝑢𝑛
𝜕𝑡2

−෍

𝑝

𝐶𝑝 𝑢𝑛+𝑝 − 𝑢𝑛 = 0

𝜔2 =
2

𝑀
෍

𝑝=1

∞

𝐶𝑝 1 − cos(𝑞𝑝𝑎) 𝜔2 =
2𝐶1
𝑀

1 − cos(𝑞𝑎) =
4𝐶1
𝑀

sin2
𝑞𝑎

2

WMI




