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e epitaxiale Verspannung in Diinnschichtheterostrukturen

* technische Grofien: (i) Elastizitdtsmodul oder Young-Modul E: o = E ATf) (iii) Kompressionsmodul B: p=-o0=-B A—VV
(ii) Poissonzahl v oder Querzahl V= 1_ %‘jéd (iv) Schub-, Scher- oder GleitmodulG o0 =G tana=Ga
u
—  Wichtig: nur zwei der 4 GroRen sind unabhdngig voneinander = B E (1-2v) T 2(1+v)
. . . _ (€11—C12)(C11+2Cqp) _ _Ci2 _ _1
— kubisches Kristallsystem: E = C.teus : . G =Ca, B=3 (C11 + 2C12)

» elastische Wellen (1D):

do 92 0
z OF, = [0 (x + ) = 0 (0] AyAz = — % AxByhz = a:; _ g;x (1D-Fall)
o, (%) \ O, (x+Ax) ) 5y 0°%s Ci; 0°%s .
— L Mit 0y = C11€5x = 611% -> atzx = ;1 6x2x (Wellengleichung)
y Az
.
d%s; 1 dg; 1 d%s
Z . . i ij l ..
N X * anisotropes Medium - == — = — z Cijmi=—= (3D-Fall) Lk l=x7y2z2
i . (3D-Fall) ot p Ji 9% P Jokl 9jok

Verschiebung s, des Wiirfels durch Nettokraft AF ,
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] ] ] ] d0%s; 1 do;; 1
elastische Wellen in kubischen Kristallen: S Jij _ 2 z C

2 .
atc  p ; 0j p

(C“ CiiCiz & 0 o) Ou = Cirex+Cieyy+Cisey

C2CiiCia 0O 0 0 Oyy = CEle.r.r+C22€}r}r+C23eaz
in Voigt-Notation o= |12 €2 Cu 00 0 6; = GCiren+Cieyy+Caey

0 0 0 Cy 0 0 -

0 0 0 0 Cy 0 i

(0 0 0 0 0Cu  _

(i) in [100] Richtung, longitudinal:  Ansatz: u(x,t) = u, exp(i(kx — wt ))

(i) in [100] Richtung, transversal.: Ansatz: v(x, t) = v, exp(i(kx — wt ))

Richtung - [o0)
richtungsabhdngige longitudinal L Cuy
effektive (Kompressionswelle)
yElastizitatsmoduln Cege”  transversal T, Cia Cas
(Torsionswelle) T, Cyy :i(C” -Ci2)

Anwendung: Ultraschallanalyse von Materialien, z.B. Rissbildung

l
ijkl m

w?p = Cy4k?

Lj,k.l=xy2z2 Sx =U,Sy =V,S, =W

Beschreibung mit nur
3 Elastizitatsmoduln:

Cll) C12) C4-4-
w w Cll
2 — A= |—
Ci1k EE) Viong Pl p

[

.-l‘(C“ +2C12 +4Cy4)

$(Cii = Ci2 +Cua)
(€11 = Ci2 +Cua)



© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

www.wmi.badw.de

5 Dynamik des Kristallgitters

Bisher:

Jetzt:
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Betrachtung von Festkorper als elastisches Kontinuum, beschrieben durch elastische Konstanten

Berucksichtigung der diskreten atomaren Struktur des Kristallgitters




5 Dynamik des Kristallgitters

* Frage: Wie werden Atome durch aulSere Kraft aus ihrer Ruhelage ausgelenkt?

e Beantwortung ist im Allgemeinen ein schwieriges Problem:
qguantenmechanische Beschreibung von Vielteilchenproblem =2 Verwendung von Ndherungen

i. adiabatische Ndherung
=>» Entkopplung der Dynamik von Kernen und Elektronen
Elektronen kdnnen Kernbewegung beliebig schnell folgen, Born und Oppenheimer (1927)

ii. harmonische Ndherung
=» Wechselwirkungspotenzial U(R) wird durch Parabel angenahert

* dynamische Eigenschaften des Kristallgitters beschreiben:
i. spezifische Warme
ii. T-Abhangigkeit des spezifischen elektrischen Widerstands und der Warmeleitfahigkeit
iii. Supraleitung in Metallen

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

iv. dielektrische Eigenschaften von lonenkristallen
v. inelastische Lichtstreuung

www.wmi.badw.de
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Max Born (1882 - 1970)
Nobelpreis fiir Physik 1954: "for his fundamental research in quantum mechanics, especially for
his statistical interpretation of the wavefunction”



5.1.1 Die adiabatische Naherung

* Quintessenz: Die sehr leichten Elektronen konnen der Bewegung der viel schwereren Kerne instantan folgen

=>» wir kdnnen die statische Potenzialkurve U(R) fir die unterschiedlichen Kernabstiande verwenden

* Hamilton-Operator ist bekannt

DR 1+ e e
- 2M - 2 47T60|rl k<l47TEO|Rk Rll 47T60|rl Rkl

i<j

) \ SN T

Kerne Elektronen El. — El. - WW Kern — Kern = WW El. — Kern - WW

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

Schwierigkeit: Summen laufen iiber eine sehr hohe Zahl von Teilchen

www.wmi.badw.de
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mit Rydberg-Energie 2Ey = me*/(4mey)?h? = 27.2 eV

normierter Hamilton-Operator:

}T—EZEVZ ZV +Z Z z =T + X,
24aM L “ [E -5 &Ry - R,| ¥ — :

I<j

T H,
a
kinetische Energie der Kerne adiabatischer Hamilton-Operator

entscheidend: Massenverhaltnis m/M ist sehr klein (typischerweise zwischen 1/1836 und 1/500 000)
=>» wir kdnnen den Term — Zk V7 als Stérung betrachten

Annahme: die schnellen Elektronen kdnnen sich der langsamen Bewegung der Kerne zu jedem Zeitpunkt

adiabatisch anpassen, so dass sie immer in dem mit ', bestimmten Gleichgewichtszustand
bleiben
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5.1.1 Die adiabatische Naherung

* Konsequenzen der adiabatischen Naherung:

i. die Bewegungen der Elektronen und Kerne werden entkoppelt
ii. Gesamtenergie

Eiot = Ug + Tion

iii. potentielle Energie der Elektronen kann fur jede Konfiguration der lonen im Verlauf der

lonenbewegung berechnet werden, sie entspricht der jeweils statischen potentiellen Energie
Uel(R)

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021
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« gesamte potentielle Energie des Elektronensystems: Aufsummieren Uber alle Paar-Wechselwirkungen

1
U =5 z Pel(Tng — Tmp) ¢e1: Paarwechselwirkungenergie

nm.a,f

nazmp n-te Einheitszelle

1
Ua = E z (pel(Rn — Ry +14 — g+ Uyq — umﬁ)

nma,f
na+mp

(0,0,0)

R,,: Position des n-ten Punkts in Bravais-Gitter

1. Gleichgewichtsposition des a-ten Atoms in der Gitterzelle

To. Position des a-ten Atoms in n-ter Gitterzelle

Unq - Auslenkung des a-ten Atoms in n-ter Gitterzelle aus seiner
Gleichgewichtsposition

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021
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5.1.2 Die harmonische Naherung

 Harmonische Naherung:
Anndherung des oft komplizierten Verlaufs des Paarwechselwirkungspotenzials ¢¢(R) durch ein

harmonisches Potenzial um Ruhelage R = R,

N T ' T T | T T T T

2 ®e1(R) o< (R — Ro)z

0.01 | |
s —

g — Naherung ist nur fir kleine >

: Hne @ — ~— AR=R—-R,

2 Abweichungen AR = R — R, | ]

g = P |

F < 0.00 \ Ihqrmamsche

% \ J;' Ndherung

g _0.01 i 1 | 1 | | )

— Abweichungen von harmonischer Naherung:
=» anharmonische Effekte
=» haben grolRe Bedeutung, flihren z.B. zur thermischen Ausdehnung von FK

www.wmi.badw.de
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Taylor-Entwicklung von ¢ (R) um R = Ry:
f(r+a)= f(r) +aVf(r) + 3(V-a)*f(r) +...

1
Ug = E z ¢el(rna - rmﬁ)

nma,fB
na+mp

el—E Z ¢el rna_r

nma,f
na+mp

)+3 Z (= )00 (18 = 78) 43 D [(na = )71 et (18 — )

n m,a,f3 nm,a,f

J = (0, da Summe aller Krafte auf ein Atom

Uo

‘ Uharm_U +1

n

im Gleichgewichtszustand verschwinden
muss

2 0
z [(una — umﬁ)V] ¢el(r1(1)a - rmﬁ) potentielle Energie in harmonischer Ndherung

m,a,f8 (Uy kann als konstanter Term weggelassen warden)

12



* verallgemeinerte Federkonstanten als 2. Ableitungen der potentiellen Energie an den Gleichgewichtspositionen

; az¢el(r12a - r‘l?’lﬁ)
— cmEl _ T g —— Kopplungskonstanten
nai 0T 0T o »] Y
naiV' mpj
— E, = —Cr’lr;[;] Umgj Krifte auf Atome

Kraft auf Atom « in Gitterzelle n in Richtung i
durch Auslenkung von Atom £ in Zelle m in Richtung j

e aus Translationsinvarianz des Kristallgitters folgt:

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

mpBj _ ~(m-n)Bj
C _ Cai

nai

Kopplungskonstante zwischen Atomen, die gleichen Abstand haben, ist gleich
=>» Kopplungskonstante hangt nicht von absoluten Werten von n und m, sondern nur von ihrer Differenz (m — n) ab

www.wmi.badw.de
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5.2 Klassische Theorie

* Diskussion der Schwingungen des Gitters mit den Gesetzen der klassischen Mechanik

qguantenmechanische Diskussion: siehe R. Gross, A. Marx: Festkorperphysik (3. Auflage, Anhang A)

e Ziel:
Ableiten des Zusammenhangs zwischen Schwingungsfrequenz w und Wellenvektor q

w(q) Dispersionsrelation

klassische und guantenmechanische Diskussion liefern gleiches Ergebnis fiir Dispersionsrelation

* Erwartung:

Dispersionsrelation w(q) fir g — 0 (langwelliger Grenzfall) sollte mit dem Ergebnis der
Kontinuumsbeschreibung libereinstimmen

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021
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% 5.2.1 Bewegungsgleichungen

* Newtonsche Mechanik: Summe der Kopplungskrafte = Summe der Tragheitskrafte

2 . .
M 0 Ungi + 2 Cmﬁj U ps = Auslenkung u,,,; eines Atoms « in Gitterzelle n in Richtung i ergibt sich
“ mpj aus Gleichgewicht zwischen Kopplungskraften und Tragheitskraften

Problem: wir haben Festkorper mit N Einheitszellen und r’ Atomen pro Einheitszelle

=>» System aus r = 3N’ = 3r'N gekoppelten Differentialgleichungen

Losung: wir nutzen periodische Struktur des Festkorpers aus
=>» geeigneter Ansatz, der zu Entkopplung der Differentialgleichungen fihrt

* Ansatz: wir schreiben Auslenkungen u,,,; als ebene Wellen hinsichtlich der Zellkoordinaten

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

Ungi = —==Agi(q)e @Rn=00 Welle, die nur an den Gitterpunkten R,, definiert ist
VMg

www.wmi.badw.de
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<X 5.2.1 Bewegungsgleichungen

* Einsetzen des Losungsansatzes u,,,; {qRn=w1) jh DGL M 9%tnay + ) cmhI Umpj = 0 liefert

a 52 m,[,J ncu

— \/]t[— «i(Q)e

_wz\/ MaAai(q)eiq.R" + z z \/__ C;lr;ﬁlJA ](q)eiq-Rm =0
B.Jj m

—szm(q)+ZZ Coal el RnRa) 4g,(q) = 0
\/W nal BJ

dynamische Matrix D (q) - nur abhingig von n — m, da P = Cgin_n)ﬁj

nai

—w?Aqi(q) + Z D,; (Q) Agj (@) =0 Reduktion auf homogenes Gleichungssystem der Ordnung 31’

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

* Beispiel: einatomige Basis, r’ = 1 =» System aus nur 3r' = 3 gekoppelten Differentialgleichungen

=>» Vereinfachung durch Translationsinvarianz des Gitters ist riesig !!
e Mathematik: (ein homogenes, lineares Gleichungssystem besitzt nur dann nicht-triviale Losungen, wenn die Koeffizientendeterminante verschwindet)

, — wir erhalten r = 37’ Losungen w(q) fur jeden Wellenvektor q
det {D(fl] (q) — w? 1} =0 - w(q) nennen wir Dispersionsrelation

— dier = 3r' Losungen bezeichnen wir als Zweige der Dispersionsrelation
16
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5.2.2 Kristallgitter mit einatomiger Basis

i. Longitudinale Gitterschwingungen:
o8
3 » Netzebenen des Kristalls schwingen in Richtung ihrer .
§ Normalen parallel zu Wellenvektor q u:h )
2 » Auslenkung der Netzebene n ist u,, ;
P » vertikalen Kraftkomponenten kompensieren sich:
?‘: 1D- Problem .
g — Kraft auf ein Atom der Netzebene n durch Netzebenem =n +p T
E ist in harmonischer Naherung « (un+p — Uy ) :
5 n—-2 n-1
g — Gesamtkraft auf ein Atom der Netzebene n
& 7 = z C.(u —u i,j: fallen weg wegen 1D-Problem alleemein gilt: . _(MmbBJ
° n p( n+p n ) a, f = 1: ein Atom pro Zelle ; . Fnai Cnai Ump;j
p

Kopplungskonstante Cj* zwischen Netzebenen n und m wird durch C, mit p = m — n ersetzt
=>» moglich, da Kopplung nur vom Abstand der Netzebenen abhangt

www.wmi.badw.de
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5.2.2 Kristallgitter mit einatomiger Basis

* Differentialgleichung

— Gleichsetzen von Kopplungskraften und Tragheitskraften:

azu‘n azunai mpj
M otz z Cp (unﬂ? a un) =0 Mg Ot2 + 2 Coqi” Umpj =0
5 .

* Losungsansatz:

u, = A elld ra-wt) R, = pa mit a = Netzebeneabstand

— Einsetzen ergibt:

—a)ZMA e—iwt _ Z Cp (A eiqpae—iwt _ Ae—iwt) =0
p

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

—w?M — z C, (e%—1) =0
p

— aus Symmetriegrinden ist €, = C_,:

www.wmi.badw.de

—w?M = Z C,(e'Pa4 e7tPe — 2) = 2 Z Cplcos(gpa) — 1]
p=1 p=1

18



5.2.2 Kristallgitter mit einatomiger Basis

e Dispersionsrelation

— Umschreiben von —w*M = 2 Y7, Cy[cos(gpa) — 1] ergibt:

sin?x = > (1 — cos 2x)

o /(4C,/M)"?
o o
H ()}

(0 0]
S 2
S w? = MZ Cy[1 — cos(gqpa)] Dispersionsrelation fiir longitudinale Wellen
§ p:]_ e e e e e e e e e e e e T T T T T T 7T
é 1.0 1. Brillouin-Zone -
g — oft kann in guter Naherung nur die NN-
5 Kopplung C; berlcksichtigt werden
g 0.8 F
3 4C qa
5 2 4lg b, 2( )
i w“ =——|1—cos(ga)| = ——sin“ (—
; o L (qa)] = —- >
°

» Dispersionsrelation ist periodisch:

2
o(@=w(q+n-Z)
Periode entspricht der Lange des
reziproken Gittervektors G,in = 2m/a 0.0 eE===2

> esgilt: w(q) = w(—q)

O
N
T

www.wmi.badw.de
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5.2.2 Kristallgitter mit einatomiger Basis

* Eigenschaften der Dispersionsrelation w? = %Cl [1 — cos(qa)] = 4—Clsin2 (%)

M 2

Gruppengeschwindigkeit:
Ausbreitungsgeschwindigkeit des Wellenpakets 0 o 7 o 2P 7 o B

l. q = m/a: Rand der 1. Brillouin-Zone

O
&
T

1.0 1. Brillouin-Zone |
Vg = Vq w(q)
N
1 = 08F
Vg = Eqa §
~
o 0.6F
— Grenzfille: i
~~
3

-y, = 0 2 stehende Wellen
- maximale Schwingungsfrequenz wy,x = +/4C1/M

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

0.2
i. q < m/a:Zentrum der 1. Brillouin-Zone
- langwelliger Grenzfall: A = 2n/q > a 0.0
-vg = C1a?/M = const. 10 05 00 05 10 15 2.0
- Kontinuumsbeschreibung: v, = /C;,/p = const. qa / T

Abschatzung:
aus V; = wmpaxa ergibt sich mit der typischen Schallgeschwindigkeit v, ~ 4000 m/s und a =~ 0.2 nm Wy = 2 X 1013 1/s

www.wmi.badw.de
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5.2.2 Kristallgitter mit einatomiger Basis

 Bedeutung der 1. Brillouin-Zone

— Fragen: Woher kommt Periodizitat von w(q)? Welcher Bereich der Wellenvektoren q ist physikalisch sinnvoll ?

— Tatsache: w(q) ist periodisch in g mit Periode 21t /a

=>» Periodenldange im reziproken Raum entspricht minimaler Lange 2m/a eines reziproken Gittervektors G,i, = 27/a

— dynamische Matrix: pFJ B oiq: R —Ry)

@ =;—Jﬁ el

Summe Uber Phasenfaktoren

da R, und R,,, Vektoren des Bravais-Gitters sind, andert sich nichts, wenn wir q durch q + G
ersetzen, daexp(iG-R) =1

— Dfij(q) = Dfl.j(q + G) und w(q) = w(q+ G)

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

— Zeitumkehrinvarianz (da vor- und zuricklaufende Wellen durch Zeitumkehr miteinander verbunden sind, miissen
Frequenzen gleich sein)

m) o =ow(-q

— Folgerung es ist vollig ausreichend, den Bereich der 1. Brillouin-Zone zu betrachten

2T

T T
= —oSas+- 2q < Gmin = —

www.wmi.badw.de
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e anschauliche Erklarung dafiir, dass es ausreicht, die 1. Brillouin-Zone zu betrachten

Welle mit groBerem g, d.h. kleinerer Wellenlange
A = 2m/q gibt keine zusatzliche Information, da
nur die Auslenkung der Gitteratome, nicht aber
der Wellenverlauf zwischen den Atome
interessiert

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

2 o,
i Qmax

2T T

= Qmax =3 — =7
min

www.wmi.badw.de
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Transversale Gitterschwingungen:

» Netzebenen des Kristalls schwingen senkrecht zu
Wellenvektor q

» Auslenkung der Netzebene n ist u,

» horizontale Kraftkomponenten kompensieren sich:
1D- Problem

aquivalentes Ergebnis fiir Dispersionsrelation zu
longitudinalen Wellen mit anderen Kopplungskonstanten C,

rein transversale oder longitudinale Wellen sind nur bei
Ausbreitung entlang von Symmetrieachsen moglich,
z.B. [100], [110] und [111] bei kubischem Kristall

im Allgemeinen erhalt man gemischte Wellen

23
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* Dynamik des Kristallgitters:
Beschreibung der Bewegung von einzelnen Atomen in Kristallgitter > komplex, da jedes Atom mit jedem Uber ,Federnetzwerk” wechselwirkt

(i) adiabatische Niherung (Elektronen konnen Bewegungen der Kerne instantan folgen)
(ii) harmonische Néherung (parabelformiges Paar-WW-Potenzial, Riickstellkraft oc Auslenkung)

* Auslenkung u,,g von Atom B in Gitterzelle m resultiert in Gitterselle n \I_ L [
. . p N
Kraft F,,, auf Atom « in Gitterzelle n - .
r
mBj 0,,’]_ - I i Gitterzelle m
Frai = —Cppi Umpj & r
~ mpj _ 0%0a S/
Kopplungskonstanten Cgi i OTmp; L] =XY,Z 0: g Z mp
. o : N — ] Vo
Cmﬁj _ C(m—n)ﬁj hangen wegen Translationsinvarianz Qo - mads
nai ~ Cai von FK nurvon m —n ab !! (0,0) 2 =mapt M2t
m
2
* Bewegungsgleichung M 9" Unai + z C™BI oy =0 ’
s 0t2 nai _“mpj 37’ N gekoppelte DGLn

/ m,B,j \ Ruckstellkrafte durch WwW N: Zahl der Gitterzellen

Tragheitskraft mit allen anderen Atomen .
8 r': Zahl der Basisatome

Losungsansatz: Uy = Ay (q)el@Rn-wt)

1
i,

Reduktion auf homogenes Gleichungssystem der Ordnung 37’

5 Bj wir erhalten r = 3r' Lésungen w,-(q) fir jeden Wellenvektor q
—w Ay (q) + z D, (q) Agj (@ =0 —  w,(q) nennen wir Dispersionsrelation
B.j

— dier = 3r’ Lésungen bezeichnen wir als Zweige der Dispersionsrelation 24



Zusammenfassung: Teil 10, 03.11.2020/2

* longitudinale Schwingungen: einfachster Fall: 1D-System, einatomige Basis 2 1-r' =1, a=8=1, m—n=p

Foai = —C,Tlr;lij UmpBj - Fn = Z Cp(un+p =y

. P
g 0%u , _
g MWZ" — z Cp (Uns+p —Un) =0 Ansatz: u,, = A el(@ Pa—®t) R, = pa
® P
i
3 2 WW: 2C AC a
2 ) _ 2 ) . . nur NN-WW: _aly _ 7l 5 (q
ég Losung: w? = MZ Cy,[1 —cos(gpa)l  Dispersionsrelation m-n=p=1 w? = e [1 —cos(qa)] = WSIHZ (7
c p=
g Gruppengeschwindigkeit: v, = aggq) = /C;; cosqz—a L0 H Rt
i; Schallgeschwindigkeit v g
g Grenzfille: g < 1/a: w = q = Vs q S
G o
3 ac <
E g=1/a: w = 71 , Vg = 0 (stehende Welle) ~
© 2
* 1. Brillouin-Zone: w(q) = w(q+ G) w(q) = w(—q)

es ist ausreichend, nur den Bereich der 1. BZ zu betrachten: —1t/a < q < +m/a 10 Dic 0.0 0.5 10 T 20

« transversale Schwingungen: qa/m

www.wmi.badw.de

. . . . . 4C1 . a .
dquivalentes Ergebnis zu longitudinalen Wellen: w? = 7151n2 (q?) mit anderem C;
25





