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Zusammenfassung: Teil 12, 10.12.2020/1

• Gesamtenergie des Phononensystems

𝐸 =෍

𝐪,𝑟

𝑛𝐪,𝑟 +
1

2
ℏ𝜔𝑟(𝐪) 𝑛𝐪,𝑟 = Besetzungszahl (Bose-Einstein-Statistik)

• Phononen:  𝒑 = ℏ𝒒 𝑬 = ℏ𝝎

• Impuls von Phononen
Phononen besitzen keinen wirklichen Impuls  Quasi-Impuls ℏ𝒒

Impuls- und Energieerhaltung bei Streuprozessen:

Impulsübertrag Δ𝐤 = 𝐤′ − 𝐤 des gestreuten Teilchens wird vom gesamten Festkörper aufgenommen, 
der Energieübertrag auf den FK ist allerdings wegen seiner riesigen Masse verschwindend klein

keine kontinuierliche 
sondern nur diskrete
Translationsinvarianz 

• experimentelle Bestimmung der Phononendispersionsrelation

- inelastische Neutronenstreuung: 3-Achsen-Spektrometer (Nobelpreis für Physik 1994)
 Impuls thermischer Neutronen (25 meV) entspricht etwa 𝑞 = 𝜋/𝑎 an Rand der 1. Brillouin-Zone

- inelastische Lichtstreuung: (i)  Brillouin-Streuung (an akustische Phononen)
(ii) Raman-Streuung (an optische Phononen)

 geringer Impulsübertrag durch Photonen (sichtbarer Bereich):

𝑘Photon =
𝜔

𝑐
∼ 105

1

cm
≪

𝜋

𝑎
∼ 108

1

cm
,  da 𝑐 sehr groß ist

Phononen sind die Quanten des Auslenkungsfeldes in einem Kristall. Sie können als 
Teilchen mit Impuls 𝐩 = ℏ𝐪 und  Energie 𝐸 = ℏ𝜔 aufgefasst werden.

𝑬𝐤′ − 𝑬𝐤 = ± ℏ𝝎𝐪

𝐤′ − 𝐤 = ± 𝐪 + 𝐆

 Zugang nur zum Zentrum der 
Brillouin-ZoneWMI
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Zusammenfassung: Teil 12, 10.12.2020/2
- inelastische Röntgenstreuung: 

 großer Impulsübertrag durch Röntgen-Photonen möglich bei großem 𝜔: 

𝑘Photon =
𝜔

𝑐
∼

𝜋

𝑎
für ℏ𝜔 ∼ 1 − 10 keV trotz großem 𝑐, da 𝜔 sehr groß

 relative Energieänderung des Röntgenphotons (∼ 1 − 10 keV) klein wegen 
kleiner Phononenenergie (≤ 10 − 100 meV) 

 erfordert: (i)  monochromatisches Röntgenlicht 
(ii) hochauflösende Spektrometer

- molare Wärmekapazität - spezifische Wärmekapazität

• Wärmekapazität des 
Kristallgitters

𝑑𝑄 = 𝑑𝑈 − 𝑑𝑊 = 𝑑𝑈 + 𝑝𝑑𝑉

- klassische Berechnung von 𝑈 Gleichverteilungssatz, 
1

2
𝑘B𝑇 pro Freiheitsgrad

Gesetz von Dulong und Petit

• Wärmekapazität des Kristallgitters (Basis mit 𝒓′ Atomen  𝟑𝒓′𝑵 wechselwirkungsfreie Schwingungsmoden)

𝑈 = 𝑈eq + 3𝑟′𝑁 ⋅ 2 ⋅
1

2
𝑘B𝑇 = 𝑈eq + 3𝑟′𝑁𝑘B𝑇 𝐶𝑉 = 3𝑟′𝑁𝑘B

# Schwingungsmoden kinetische und potentielle Energie

𝐶 ≡
zugeführte Wärmemenge

Temperaturerhöhung
=
Δ𝑄

Δ𝑇

J

K

𝑐mol ≡
Δ𝑄

Δ𝑇 ⋅ mol

J

K ⋅ mol
𝑐mass ≡

Δ𝑄

Δ𝑇 ⋅ Masse

J

K ⋅ kg
𝑐vol ≡

Δ𝑄

Δ𝑇 ⋅ Volumen

J

K ⋅ m3

𝐶𝑉 =
𝜕𝑄

𝜕𝑇
ቚ
𝑉
=
𝜕𝑈

𝜕𝑇
ቚ
𝑉

𝐶𝑝 =
𝜕𝑄

𝜕𝑇
ቚ
𝑝

𝑐mol = 3𝑟′𝑁𝐴 𝑘B = 3𝑟′ 𝑅 = 3𝑟′ ⋅ 8.31 J/mol ⋅ K 𝑅 = allegemeine Gaskonstante
WMI
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6.1.2  Klassische Diskussion von 𝑪𝑽

• Experimentelle Befunde:

i. gemessener Wert 𝑐𝑝 nähert sich für hohe 𝑇 dem Dulong-Petit-Wert an, liegt aber meist etwas darüber, da 

Dulong-Petit-Wert ja 𝑐𝑉 darstellt

ii. bei tiefen 𝑇 ist das klassische Ergebnis völlig falsch   klassische Betrachtung hier unzulänglich

 quantenmechanische Diskussion notwendig

• Wärmekapazität bei konstantem Volumen:

Gesetz von Dulong und Petit𝐶𝑉 = 3𝑟′𝑁𝑘B

WMI
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6.1.3  Quantenmechanische Diskussion von 𝑪𝑽

• bei tiefen 𝑻 wird Quantisierung der Gitterschwingungen von Bedeutung, da hier ℏ𝝎 ≫ 𝒌𝐁𝑻

• im Gegensatz zu klassischer Beschreibung können die Schwingungszustände nur diskrete Energien annehmen

𝐸𝑛 = 𝑛 +
1

2
ℏ𝜔 𝑛 = 0,1,2,3, …

• klassische Beschreibung immer noch gute Näherung, solange ℏ𝝎 ≪ 𝒌𝐁𝑻

ℏ𝜔 ≫ 𝑘B𝑇:

Oszillator kann aus Wärmebad keine 
Energie aufnehmen und bleibt im  
Grundzustand 

 Ausfrieren der Phononen beim 
Abkühlen

 Berücksichtigung der Besetzungs-
zahl von Schwingungsmode ist 
essentiell

WMI
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6.1.3  Quantenmechanische Diskussion von 𝑪𝑽

• Mittelwert der inneren Energie (System aus 3𝑁 (𝑟′ = 1) harmonischen Oszillatoren gleicher Frequenz 𝜔)
(Normalmoden eines Kristalls, wir nehmend vereinfachend an, dass alle die gleiche Frequenz besitzen)

 klassisch: 𝑈 = 𝑈eq + 3𝑟′𝑁 ⋅ 2 ⋅
1

2
𝑘B𝑇 = 𝑈eq + 3𝑟′𝑁𝑘B𝑇 = 𝑈eq + 3𝑁𝑘B𝑇 (𝑟′ = 1)

 quantenmechanisch:

𝒏 = mittlere Besetzungszahl

𝑈 = 𝑈eq + 3𝑁 ℏ𝜔 𝑛 +
1

2

𝑛 =
1

exp ℏ𝜔/𝑘B𝑇 − 1

Spezialfall der Bose-Einstein-Verteilungsfunktion 

 keine Teilchenzahlerhaltung

hohe 𝑻: 
ℏ𝜔

𝑘B𝑇
≪ 1 ⇒ exp

ℏ𝜔

𝑘B𝑇
− 1 ≃ 1 +

ℏ𝜔

𝑘B𝑇
− 1 ⇒ 𝒏 ∝ 𝑻 WMI
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6.1.3  Quantenmechanische Diskussion von 𝑪𝑽
• Wiederholung: thermodynamischer Mittelwert der inneren Energie 

(quantenmechanisch, einatomige Basis, 3𝑁 Oszillatoren mit gleicher Energie ℏ𝜔):

 mit Energieeigenwerten von harmonischem Oszillator

 Ergebnis:

Bose-Einstein-Verteilungsfunktion

𝛽 = 1/𝑘B𝑇𝑈 = 𝑈eq + 3𝑁
σ𝑛𝐸𝑛 exp(−𝛽𝐸𝑛)

σ𝑛 exp(−𝛽𝐸𝑛)

𝑛 =
1

exp ℏ𝜔/𝑘B𝑇 − 1

𝐸𝑛 = 𝑛 +
1

2
ℏ𝜔 𝑛 = 0,1,2,3, …

𝑈 = 𝑈eq + 3𝑁 ℏ𝜔 𝑛 +
1

2

WMI
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6.1.3  Quantenmechanische Diskussion von 𝑪𝑽

Albert Einstein und Satyendra Nath Bose WMI
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6.1.3  Quantenmechanische Diskussion von 𝑪𝑽
• 3D-Gitter mit mehratomiger Basis:

 3𝑟′𝑁 - Schwingungsmoden

𝑛𝐪𝑟 =
1

exp ℏ𝜔𝐪𝑟/𝑘B𝑇 − 1

 mittlere Besetzungszahl 𝑛𝐪𝑟 des Phonons mit Frequenz 𝜔𝐪 vom Typ 𝑟:

 mittlere innere Energie

𝑈 = 𝑈eq +෍

𝐪,𝑟

1

2
ℏ𝜔𝐪𝑟 +෍

𝐪,𝑟

ℏ𝜔𝐪𝑟

exp ℏ𝜔𝐪𝑟/𝑘B𝑇 − 1

Nullpunktfluktuationen thermische
Anregungen

(nehmen mit 𝑇 stark ab)

 ersetzen der Summen durch Integrale unter Benutzung von Zustandsdichten

𝑈 = 𝑈eq +෍

𝑟

න

0

𝜔D,𝑟
1

2
ℏ𝜔 𝐷𝑟 𝜔 𝑑𝜔 +෍

𝑟

න

0

𝜔D,𝑟
𝐷𝑟 𝜔 ℏ𝜔𝐪𝑟

exp ℏ𝜔𝐪𝑟/𝑘B𝑇 − 1
𝑑𝜔

𝐶𝑉 =
𝜕 𝑈

𝜕𝑇
ቚ
𝑉WMI
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6.1.4  Temperaturverlauf von 𝑪𝑽

𝑈 = 𝑈eq +෍

𝐪,𝑟

1

2
ℏ𝜔𝐪𝑟 +෍

𝐪,𝑟

ℏ𝜔𝐪𝑟

exp ℏ𝜔𝐪𝑟/𝑘B𝑇 − 1
𝐶𝑉 =

𝜕 𝑈

𝜕𝑇
ቚ
𝑉
=෍

𝐪,𝑟

𝜕

𝜕𝑇

ℏ𝜔𝐪𝑟

exp ℏ𝜔𝐪𝑟/𝑘B𝑇 − 1

• Temperaturabhängigkeit der Wärmekapazität für 3D-Gitter mit mehratomiger Basis

 hohe Temperaturen: 𝑘B𝑇 ≫ ℏ𝜔𝐪𝑟

- Entwicklung der Exponentialfunktion ergibt: 𝑛𝐪𝑟 ≃ 𝑘B𝑇/ℏ𝜔𝐪𝑟

 klassisches Ergebnis (es sind keine Freiheitsgrade eingefroren)𝐶𝑉 ≃෍

𝐪,𝑟

𝜕

𝜕𝑇
ℏ𝜔𝐪𝑟

𝑘B𝑇

ℏ𝜔𝐪𝑟
=෍

𝐪,𝑟

𝑘B = 3𝑟′𝑁𝑘B

 tiefe Temperaturen: 𝑘B𝑇 ≪ ℏ𝜔𝐪𝑟

- Aufsummation über Produkte aus Phonon-Energie ℏ𝜔𝐪𝑟und Besetzungszahlen 𝑛𝐪𝑟

𝐶𝑉 =෍

𝐪,𝑟

𝜕

𝜕𝑇
ℏ𝜔𝐪𝑟 𝑛𝐪𝑟 =෍

𝐪,𝑟

𝜕

𝜕𝑇

ℏ𝜔𝐪𝑟

exp ℏ𝜔𝐪𝑟/𝑘B𝑇 − 1
falls die Zustände im 𝑞-Raum dicht liegen (große Kristalle)
 überführen der Summation über 𝐪 in IntegrationWMI
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6.1.4  Temperaturverlauf von 𝑪𝑽
• Temperaturabhängigkeit der Wärmekapazität für 3D-Gitter mit mehratomiger Basis

 tiefe Temperaturen: 𝑘B𝑇 ≪ ℏ𝜔𝐪𝑟 𝐶𝑉 =෍

𝐪,𝑟

𝜕

𝜕𝑇

ℏ𝜔𝐪𝑟

exp ℏ𝜔𝐪𝑟/𝑘B𝑇 − 1

 vereinfachende Annahmen/Näherungen:

i. nur akustische Moden werden berücksichtigt  σ𝑟 → σ𝑖=1
3

ii. Verwenden von linearer Dispersion  𝜔𝑖 𝑞 = 𝑣𝑖𝑞

iii. Überführen der Summation in Integration

iv. Integral über 1. BZ wird durch Integral über alle 𝑞 ersetzt 

(möglich, da 𝑛𝐪𝑟 wird für große 𝑞 bzw. 𝜔 sehr klein)

෍

𝐪,𝑟

→ ෍

𝑟

න

1.BZ

𝑑3𝑞 𝑍(𝐪) =෍

𝑟

න

1.BZ

𝑑3𝑞
𝑉

2𝜋 3

𝐶𝑉 =
𝑉

2𝜋 3

𝜕

𝜕𝑇
෍

𝑖=1

3

න

0

∞

𝑑3𝑞
ℏ𝑣𝑖 𝑞

exp ℏ𝑣𝑖 𝑞/𝑘B𝑇 − 1 WMI



12w
w

w
.w

m
i.

b
ad

w
.d

e
©

  R
u

d
o

lf
 G

ro
ss

 -
P

h
ys

ik
d

e
r 

K
o

n
d

e
n

si
e

rt
e

n
M

at
e

ri
e

1
 –

W
S 

2
0

2
0

/2
0

2
1

12

𝐶𝑉 =
𝑉

2𝜋 3

𝜕

𝜕𝑇
෍

𝑖=1

3

න

0

∞

𝑑3𝑞
ℏ𝑣𝑖 𝑞

exp ℏ𝑣𝑖 𝑞/𝑘B𝑇 − 1
• Auswerten des Integrals unter Benutzung von Kugelkoordinaten

 𝑑3𝑞 = 𝑞2𝑑𝑞 sin 𝜗 𝑑𝜗 𝑑𝜑 = 𝑞2𝑑𝑞 𝑑Ω

 Integral über Raumwinkel 𝑑Ω = sin 𝜗 𝑑𝜗 𝑑𝜑 ergibt 4𝜋

 Abkürzung: 𝑥 = ℏ𝑣𝑖 𝑞/𝑘B𝑇 bzw. d𝑥 = 𝑑𝑞 ℏ𝑣𝑖/𝑘B𝑇

𝐶𝑉 =
𝑉

2𝜋 3

𝜕

𝜕𝑇
෍

𝑖=1

3

න𝑑Ωන

0

∞

𝑑𝑞
ℏ𝑣𝑖 𝑞

3

exp ℏ𝑣𝑖 𝑞/𝑘B𝑇 − 1
=

𝑉

2𝜋 3

𝜕

𝜕𝑇
෍

𝑖=1

3

න𝑑Ω න

−∞

∞

𝑑𝑥
𝑘B𝑇

4

ℏ𝑣𝑖
3

𝑥3

e𝑥 − 1

 Annahme von mittlerer Schallgeschwindigkeit
1

v𝑠
3 =

1

3
෍

𝑖=1

3

න
𝑑Ω

4𝜋

1

𝑣𝑖
3

𝐶𝑉 =
3𝑉

2𝜋2
𝜕

𝜕𝑇

𝑘B𝑇
4

ℏ𝑣𝑠
3
න

0

∞

𝑑𝑥
𝑥3

e𝑥 − 1
න

0

∞

𝑑𝑥
𝑥3

e𝑥 − 1
=
𝜋4

15

𝐶𝑉 = 𝑉
2𝜋2

5
𝑘B

𝑘B𝑇

ℏ𝑣𝑠

3

Wärmekapazität folgt bei tiefen Temperaturen 𝑻𝟑-Gesetz

6.1.4  Temperaturverlauf von 𝑪𝑽

WMI
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6.1.5  Debye- und Einstein-Modell

• Historisch wichtige Modelle: 
erste quantenmechanische Beschreibung der spezifischen Wärme des Kristallgitters über den gesamten 𝑇-Bereich

 unterscheiden sich hinsichtlich Annahmen für die Zustandsdichte 𝐷 𝜔

i. Einstein-Näherung: 
Annahme: alle 𝟑𝑵-Eigeschwingungen haben die gleiche Frequenz 𝝎𝑬

 Zustandsdichte: 𝑫 𝝎 = 𝟑𝑵 𝜹 𝝎−𝝎𝐄

 mittlere innere Energie: 𝑈 = 𝑈eq + 3𝑁ℏ𝜔E
1

2
+

1

exp ℏ𝜔E/𝑘B𝑇 −1

 mit Einstein-Temperatur: ΘE = ℏ𝜔E/𝑘B

𝑈 = 𝑈eq +෍

𝐪,𝑟

1

2
ℏ𝜔𝐪𝑟 +෍

𝐪,𝑟

ℏ𝜔𝐪𝑟

exp ℏ𝜔𝐪𝑟/𝑘B𝑇 − 1

𝐶𝑉
E = 3𝑁𝑘B

ΘE
𝑇

2
exp ΘE/𝑇

exp ΘE/𝑇 − 1 2

- vernünftige Näherung, wenn man nur optische Phononen berücksichtigt
- gute Näherung für einige Materialien bei genügend hohen Temperaturen

WMI
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6.1.5  Debye und Einstein Näherung

𝐶𝑉
E = 3𝑁𝑘B

ΘE
𝑇

2
exp ΘE/𝑇

exp ΘE/𝑇 − 1 2

 bei tiefen 𝑇 keine gute Beschreibung, da ja 
akustische Phononen nicht berücksichtigt 
werden 
(deshalb wird Modell mit experimentellen Daten 
nur für hohe Temperaturen verglichen)

Näherungen:

𝐶𝑉
E = ൞3𝑁𝑘B

ΘE
𝑇

2

exp −ΘE/𝑇 für 𝑇 ≪ ΘE

3𝑁𝑘B für 𝑇 ≫ ΘE

WMI
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ii. Debye-Näherung: 
Annahme: es wird eine lineare Dispersion 𝝎𝒊 = 𝒗𝒊𝒒 für alle Dispersionszweige und einatomige Basis angenommen

(𝒓′ = 𝟏 ⇒ 𝟑𝒓′𝑵 = 𝟑𝑵 Schwingungsmoden)

- vernünftige Näherung, wenn man nur akustische Phononen für kleine 𝑞 berücksichtigt
- Näherung sehr gut für genügend tiefe Temperaturen

 Zustandsdichte: 𝑫𝒊 𝝎 =
𝑽

𝟐𝝅𝟐
𝒒𝟐

𝒗𝒊
=

𝑽

𝟐𝝅𝟐
𝝎𝟐

𝒗𝒊
𝟑

𝑍 𝑞 𝑑3𝑞 =
𝑉

2𝜋 3
4𝜋𝑞2𝑑𝑞 = 𝐷𝑖 𝜔 𝑑𝜔𝑖

𝜔𝑖 = 𝑣𝑖𝑞 →
𝑑𝜔𝑖

𝑑𝑞
= 𝑣i

𝐷𝑖 𝜔 =
𝑉

2𝜋2
𝑞2

𝑣𝑖

3D Zustandsdichte bei linearer Dispersion:

 Einführen von Debye-Wellenzahl 𝒒𝐃, -Frequenz 𝝎𝐃 und -Temperatur 𝚯𝐃

für lineare Dispersion sind Flächen konstanter Frequenz Kugeloberflächen

 Debye-Wellenzahl:

𝑞D = 6𝜋2
𝑁

𝑉

1/3

 Debye-Frequenz:

 Debye-Temperatur:

𝑁 =

4
3
𝜋𝑞D

3

𝑍 𝑞
=
4

3
𝜋𝑞D

3/
2𝜋 3

𝑉
⇒

𝜔D = 𝑞D𝑣𝑠 = 𝑣𝑠 6𝜋2
𝑁

𝑉

1/3

ΘD =
ℏ𝜔D

𝑘𝐵
=
ℏ𝑣𝑠𝑞D
𝑘B

=
ℏ𝑣𝑠
𝑘B

6𝜋2
𝑁

𝑉

1/3

𝑣𝑠: mittlere Schallgeschwindigkeit
der 3 akustischen Moden

6.1.5  Debye und Einstein Näherung

WMI
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6.1.5  Debye und Einstein Näherung

• Wärmekapazität im Debye-Modell: 
Vergleich der Zustandsdichte im Debye-Modell mit der realen Zustandsdichte

 Debye-Modell:

𝑫 𝝎 =
𝟑𝑽

𝟐𝝅𝟐
𝒒𝟐

𝒗𝒔
=

𝑽

𝟐𝝅𝟐
𝝎𝟐

𝒗𝒔
𝟑

 Gesamtzahl der Zustände:

න

𝟎

𝝎𝐃

𝑫 𝝎 𝒅𝝎 = 𝟑𝑵

Zustandsdichte der 3 akustischen
Zweige, die mit mittlerer Schall-
geschwindigkeit 𝑣𝑠 beschrieben werden

WMI
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6.1.5  Debye und Einstein Näherung

Peter Joseph Wilhelm Debye (1884 - 1966)

Nobelpreis für Chemie 1936:
„für seine Beiträge zu unserer Kenntnis der Molekularstrukturen durch seine Forschungen über 
Dipolmomente, über die Beugung von Röntgenstrahlen und an Elektronen in Gasen“ 

WMI
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6.1.5  Debye und Einstein Näherung

• Wärmekapazität im Debye-Modell mit den gemachten Annahmen und Näherungen

𝐶𝑉 =෍

𝐪,𝑟

𝜕

𝜕𝑇
ℏ𝜔𝐪𝑟 𝑛𝐪𝑟 =෍

𝐪,𝑟

𝜕

𝜕𝑇

ℏ𝜔𝐪𝑟

exp ℏ𝜔𝐪𝑟/𝑘B𝑇 − 1𝐶𝑉
D =

𝑉

2𝜋 3

𝜕

𝜕𝑇
෍

𝑖=1

3

න𝑑Ωන

0

𝑞D

𝑞2𝑑𝑞
ℏ𝑣𝑖 𝑞

exp ℏ𝑣𝑖 𝑞/𝑘B𝑇 − 1

mittlere Schallgeschwindigkeit

1

v𝑠
3 =

1

3
෍

𝑖=1

3

න
𝑑Ω

4𝜋

1

𝑣𝑖
3

𝐶𝑉
D =

3𝑉

2𝜋2
𝑘B

𝑘B𝑇
3

ℏ𝑣𝑠
3
න

0

ΘD/𝑇
𝑥4 e𝑥

e𝑥 − 1 2
𝑑𝑥

- Substitutionen: 𝑥 ≡
ℏ𝑣𝑠𝑞

𝑘B𝑇
, 𝑑𝑥 ≡ 𝑑𝑞 ℏ𝑣𝑠/𝑘B𝑇

𝐶𝑉
D =

𝑉

2𝜋 3
෍

𝑖=1

3

න𝑑Ωන

0

𝑞D

ℏ𝑣𝑖𝑞
3𝑑𝑞

(ℏ𝑣𝑖 𝑞/𝑘B𝑇
2) exp ℏ𝑣𝑖 𝑞/𝑘B𝑇

exp ℏ𝑣𝑖 𝑞/𝑘B𝑇 − 1 2
=

𝑉

2𝜋 3
෍

𝑖=1

3

න𝑑Ω 𝑘B
𝑘B𝑇

3

ℏ𝑣𝑖
3
න

0

𝑞D ℏ𝑣𝑖𝑞
𝑘B𝑇

4

exp ℏ𝑣𝑖𝑞/𝑘B𝑇

exp ℏ𝑣𝑖𝑞/𝑘B𝑇 − 1 2

ℏ𝑣𝑖
𝑘B𝑇

𝑑𝑞

- Ableitung nach Temperatur ergibt

𝐶𝑉
D =

𝑉

2𝜋 3
෍

𝑖=1

3

න𝑑Ω 𝑘B
𝑘B𝑇

3

ℏ𝑣𝑖
3

න

0

ΘD/𝑇
𝑥4 e𝑥

e𝑥 − 1 2
𝑑𝑥

- mit ℏ𝑣𝑠
−3 = 6𝜋2

𝑁

𝑉
/ 𝑘BΘD

3 ergibt sich

𝐶𝑉
D = 9𝑁𝑘B

𝑇

ΘD

3

න

0

ΘD/𝑇
𝑥4 e𝑥

e𝑥 − 1 2 𝑑𝑥 Wärmekapazität im Debye-ModellWMI
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6.1.5  Debye und Einstein Näherung

• Wärmekapazität im Debye-Modell

𝐶𝑉
D = 9𝑁𝑘B

𝑇

ΘD

3

න

0

ΘD/𝑇
𝑥4 e𝑥

e𝑥 − 1 2 𝑑𝑥

Näherungen:

i. 𝑇 ≫ Θ𝐷: e
𝑥 ≃ 1, e𝑥 − 1 2 ≃ 𝑥2

ii. 𝑇 ≪ Θ𝐷: Integral ergibt 4𝜋4/15

𝑪𝑽
𝑫 =

𝟏𝟐𝝅𝟒

𝟓
𝑵𝒌𝐁

𝑻

𝜣𝐃

𝟑

∝ 𝑻𝟑

𝑪𝑽
𝑫 ≃ 𝟑𝑵𝒌𝐁

(klassisches Ergebnis, Dulong-Petit)

(Debyesches 𝑇3 - Gesetz)

entspricht der vorher abgeleiteten Tieftem-
peraturnäherung

𝐶𝑉 = 𝑉
2𝜋2

5
𝑘B

𝑘B𝑇

ℏ𝑣𝑠

3

da ℏ𝑣𝑠
−3 = 6𝜋2

𝑁

𝑉
/ 𝑘BΘD

3
WMI
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6.1.5  Debye und Einstein Näherung

• Wärmekapazität im Debye-Modell
Beispiel: spezifische Wärme von Argon-Kristall bei tiefen Temperaturen

anschauliche Erklärung für 𝑻𝟑-Gesetz:

 Zustände sind bis ℏ𝜔 ≃ 𝑘B𝑇 besetzt

 𝑇-Erhöhung liefert neue Zustände
𝑑𝑁 = 𝐷 𝜔 ℏ𝑑𝜔 = 𝐷 𝜔 𝑘B𝑑𝑇

 zugehörige Änderung von innerer Energie 𝑈:
𝑑𝑈 = ℏ𝜔𝐷 𝜔 ℏ𝑑𝜔 = ℏ𝜔𝐷 𝜔 𝑘B𝑑𝑇

 mit 𝐷 𝜔 ∝ 𝜔2 folgt: 

𝑑𝑈 ∝ 𝜔3𝑑𝑇 ⇒
𝜕𝑈

𝜕𝑇
∝ 𝜔3 ∝ 𝑇3

bei hohen 𝑻: 

 alle Zustände besetzt 

 𝑇-Erhöhung liefert keine neuen Zustände, 
sondern nur Änderung der Besetzungszahl 
𝑛 ≃ 𝑘𝐵𝑇/ℏ𝜔 ∝ 𝑇

 𝐶𝑉 = 𝑑𝑈/𝑑𝑇 = const.WMI
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6.1.5  Debye und Einstein Näherung

typische Werte für ΘD:

Metalle: 100 – 500 K

Edelgase: < 100 K

WMI
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6.1.6  Phononenzahl und Nullpunktsenergie

• Wie ändert sich die mittlere Zahl der angeregten Phononen mit der Temperatur?

mit 3D-Zustandsdichte im Debye-Modell 𝐷 𝜔 =
3𝑉

2𝜋2
𝜔2

𝑣𝑠
3 erhalten wir

𝑁ph = න

0

𝜔D

𝐷 𝜔 𝑛(𝜔, 𝑇) 𝑑𝜔

𝑁ph =
3𝑉

2𝜋2𝑣𝑠
3න

0

𝜔D

𝜔2
ℏ𝜔

exp ℏ𝜔/𝑘B𝑇 − 1
𝑑𝜔

mit den Substitutionen 𝑥 ≡
ℏ𝜔

𝑘B𝑇
und 𝑑𝑥 ≡

ℏ𝑑𝜔

𝑘B𝑇
und 𝑥D ≡

ℏ𝜔D

𝑘B𝑇
=

ΘD

𝑇
ergibt sich

𝑁ph =
3𝑉

2𝜋2𝑣𝑠
3

𝑘B𝑇

ℏ

3

න

0

𝑥D
𝑥2

e𝑥 − 1
𝑑𝑥

Näherungen: 
i. 𝑇 ≪ ΘD: 𝑥𝐷 → ∞ und Intergral wird konstant

ii. 𝑇 ≫ ΘD: x ≪ 1 → e𝑥 − 1 ≃ 𝑥 und Integral ergibt
1

2

ΘD

𝑇

2 𝑁ph ∝ ቊ
𝑇3 für 𝑇 ≪ ΘD
𝑇 für 𝑇 ≫ ΘDWMI
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6.1.6  Phononenzahl und Nullpunktsenergie

• Abschätzung der inneren Energie der Nullpunktsschwingungen

𝑈 = 𝑈eq +෍

𝑟

න

0

𝜔D,𝑟
1

2
ℏ𝜔 𝐷𝑟 𝜔 𝑑𝜔 +෍

𝑟

න

0

𝜔D,𝑟
𝐷𝑟 𝜔 ℏ𝜔𝐪𝑟

exp ℏ𝜔𝐪𝑟/𝑘B𝑇 − 1
𝑑𝜔

Nullpunktfluktuationen thermische Anregungen

wir verwenden 3D-Zustandsdichte des Debye-Modells 𝐷 𝜔 =
3𝑉

2𝜋2
𝜔2

𝑣𝑠
3 und erhalten für den Beitrag der Nullpunktsschwingungen

𝑈0 =
3ℏ𝑉

4𝜋2𝑣𝑠
3න

0

𝜔D

𝜔3 𝑑𝜔 =
3ℏ𝑉

4𝜋2𝑣𝑠
3

1

4
𝜔D
4

mit ℏ𝑣𝑠
−3 = 6𝜋2

𝑁

𝑉
/ 𝑘BΘD

3 erhalten wir

𝑈0 =
9

8
𝑁 ℏ𝜔D =

9

8
𝑁 𝑘BΘD

𝑈th =
3ℏ𝑉

4𝜋2𝑣𝑠
3න

0

𝜔D

𝜔3
1

exp ℏ𝜔/𝑘B𝑇 − 1
𝑑𝜔Beitrag der thermischen Anregungen

𝑈th 𝑇 = ΘD ≈ 2𝑈0

da ΘD ∼ 100 − 500 K, sind
bei Raumtemperatur beide
Beiträge in etwa gleich
WMI
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6.1.6  Phononenzahl und Nullpunktsenergie
• Vergleich von Phononen- und Photonengas

es besteht völlige Analogie zwischen System aus nicht-ww Phononen und Photonen, wenn wir für 
die Phononen analog zu den Photonen eine lineare Dispersion annehmen (Debye-Näherung)

• Folge: aus Debye-Näherung kann Plancksches Strahlungsgesetz abgeleitet werden und umgekehrt 

i. 𝑈 𝑇 ergibt sich aus Integral über Debyesches 𝑇3-Gesetz zu 𝑈 𝑇 ∝ 𝑇4

 Stephan-Boltzmann-Gesetz 

ii. Wärmekapazität im Debye-Modell kann aus Planckschem Strahlungsgesetz abgeleitet werden 

𝑢 𝜔, 𝑇 =
ℏ

𝑐3𝜋2
𝜔3

exp ℏ𝜔/𝑘B𝑇 − 1

Integration über alle Frequenzen ergibt

𝑈 𝑇 = න

0

∞

𝑢 𝜔, 𝑇 𝑑𝜔 =
𝜋2

15

𝑘B
4

ℏ𝑐 3 𝑇4 Stephan-Boltzmann-Gesetz 

Wärmekapazität des Photonengases𝐶𝑉
photon

=
𝜕𝑈

𝜕𝑇
ቚ
𝑉
=
4𝜋2

15
𝑘B

𝑘B𝑇

ℏ𝑐

3

Plancksches Strahlungsgesetz 

Vergleich mit Phononengas: 𝑐 → 𝑣𝑠, 2 transversale Photonenmoden → 2 transversale + 1 londitdinale Phononenmoden
WMI
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6.2  Anharmonische Effekte

• Bisher: Behandlung von Gitterschwingungen/Phononen in harmonischer Näherung

• Folgen von harmonischer Näherung:

i. keine thermische Ausdehnung, Schwerpunkt der Schwingungszustände bleibt gleich

ii. elastische Konstanten sind druck- und temperaturunabhängig

iii. 𝐶𝑝 = 𝐶𝑉

iv. keine Wechselwirkung zwischen Gitterschwingungen 
(analog zu elektromagnetischen Wellen: lineare vs. nichtlineare Optik)

𝑼 = 𝑼𝟎 + 𝒂𝒖𝟐 + 𝒃𝒖𝟑 + 𝒄𝒖𝟒 + 𝒅𝒖𝟓 +⋯Paarwechselwirkung:

anharmonischer Anteil wurde bisher vernachlässigt

Rückstellkraft: in harmonischer Näherung𝑭 = −
𝝏𝑼

𝝏𝒖
∝ 𝒖

 steht nicht im Einklang mit experimentellen Befunden

 Vernachlässigung von anharmonischen Effekten zwar bequem, ist aber oft zu grobe Vereinfachung

harmonischer Anteil

WMI
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6.2  Anharmonische Effekte

• Für welche Festkörpereigenschaften spielen anharmonische Effekte eine wichtige Rolle? 

i. Gleichgewichtseigenschaften

 thermische Ausdehnung

 𝑝- und 𝑇-Abhängigkeit der elastischen Konstanten

ii. Nichtgleichgewichtseigenschaften
(z.B. Transporteigenschaften)

 Wärmeleitfähigkeit

WMI
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6.2.1  Anharmonisches Potenzial

• Berücksichtigung von anharmonischen Potenzialtermen

 Taylor-Entwicklung des Wechselwirkungspotenzials um Gleichgewichtsabstand

WW-Potenzial zwischen
benachbarten Atomen ist 

nicht symmetrisch

Abschwächung der Schwingung
bei großen Amplituden

𝑈 = 𝑈 𝑥0 +
1

2

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
ቚ
𝑥0
𝑢2 +

1

6

𝜕3𝑈

𝜕𝑥3
ቚ
𝑥0
𝑢3 +

1

24

𝜕4𝑈

𝜕𝑥4
ቚ
𝑥0
𝑢4 +⋯ 𝜕𝑈

𝜕𝑥
ቚ
𝑥0
𝑢 = 0

• Potenzial insgesamt:

für negative 𝑢, also kleinere Atomabstände, haben wir 
eine Erhöhung des Potenzials und

für große positive Auslenkungen eine Erniedrigung des 
Potenzials

𝑈 = 𝑈0 + 𝑎𝑢2 − 𝑏𝑢3 − 𝑐𝑢4 +⋯ mit 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≥ 0

WMI
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6.2.1  Anharmonisches Potenzial

• Wiederholung: Harmonisches Potenzial und Superpositionsprinzip

 es gilt das Superpositionsprinzip: 

- alle 𝜔 und 𝑞 sind voneinander unabhängig

- falls 𝑢1 𝑥, 𝑡 und 𝑢2 𝑥, 𝑡 Lösungen sind, dann auch jede Linearkombination von beiden

𝑚 ሷ𝑢 = −
𝜕𝑈

𝜕𝑢
= − อ

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
𝑥0

𝑢 = −𝑘𝑢 𝑈 = 𝑈0 +
1

2
อ

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
𝑥0

𝑢2

 für harmonisches Potenzial erhalten wir eine lineare Bewegungsgleichung:

mit harmonischer Lösung 𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑢0e
𝑖 𝑞𝑥−𝜔𝑡

WMI
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6.2.1  Anharmonisches Potenzial
• Anharmonisches Potenzial und 3-Phononen-Prozesse

 mit 𝑢3-Term ergibt sich eine nichtlineare Bewegungsgleichung:

für lineare Kette ergibt dieser Term 

𝑈 = 𝑈0 +
1

2
อ

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
𝑥0

𝑢2 +
1

6
อ

𝜕3𝑈

𝜕𝑥3
𝑥0

𝑢3𝑚 ሷ𝑢 = −
𝜕𝑈

𝜕𝑢
= − อ

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
𝑥0

𝑢 −
3

6
อ

𝜕3𝑈

𝜕𝑥3
𝑥0

𝑢2

3

6
อ

𝜕3𝑈

𝜕𝑥3
𝑥0

𝑢𝑝+1 − 𝑢𝑝
2
− 𝑢𝑝 − 𝑢𝑝−1

2

 es tauchen die Terme 𝑢𝑝+1
2 , 𝑢𝑝+1𝑢𝑝, 𝑢𝑝𝑢𝑝−1, 𝑢𝑝−1

2 auf, die quadratisch in Auslenkung sind

 Superpositionsprinzip gilt nicht mehr

Beispiel: Linearkombination aus zwei ebenen Wellen: 𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑢01e
𝑖 𝑞1𝑥−𝜔1𝑡 + 𝑢02e

𝑖 𝑞2𝑥−𝜔2𝑡

- durch quadratische Terme ergeben sich Beiträge der Form: 𝑢01𝑢02 e
𝑖 (𝑞1+𝑞2)𝑥−(𝜔1+𝜔2)𝑡

- anharmonisches Potenzial führt zu einer Kopplung der beiden Wellen zu einer neuen Welle mit

𝜔3 = 𝜔1 + 𝜔2 𝑞3 = 𝑞1 + 𝑞2 Drei-Phononen-Prozess

- drei-Phononen-Prozesse führen zu WW zwischen Phononen: Kombination von 2 Phononen zu einem oder Zerfall eines 
Phonons in zwei   wichtig für Herstellung des thermischen Gleichgewichts 

- durch Berücksichtigung von 𝑢4-, 𝑢5-, … Termen, werden Vier-, Fünf-, … Phononen-Prozesse möglich
WMI
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6.2.1  Anharmonisches Potenzial
• Energie- und Impulserhaltung für 3-Phononen-Prozesse

• Klassifizierung von 3-Phononen-Prozessen nach Rudolf Peierls

Energieerhaltung: ℏ𝜔1 + ℏ𝜔2 = ℏ𝜔3

Impulserhaltung: 𝐪1 + 𝐪2 = 𝐪3 + 𝐆
Impulserhaltung nur bis auf reziproken Gittervektor 𝐆

Normalprozess: 𝐆 = 0

Umklappprozess: 𝐆 ≠ 0

Normalprozess Umklappprozess

Umklappprozess: - 𝐪1 + 𝐪2 liegt außerhalb der 1. Brillouin-Zone
- durch geeigneten reziproken Gittervektor 𝐆 wird erreicht, dass 𝐪3 wieder in 1. BZ liegt
- 𝐪3 und 𝐪1 + 𝐪2 zeigen quasi in entgegengesetzte Richtungen UmklappprozessWMI
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6.2.1  Anharmonisches Potenzial
• Veranschaulichung eines Umklappprozesses anhand der Dispersionsrelation

Wichtig:

 das Vorzeichen der Gruppengeschwindigkeit
𝜕𝜔/𝜕𝑞 ändert sich durch den Umklappprozess

 entscheidend für den Wärmewiderstand beim
Wärmetransport durch Phononen

WMI
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Zusammenfassung: Teil 13, 15.12.2020/1

- quantenmechanische Betrachtung
Ausfrieren 

der 
Phononen𝑈 = 𝑈eq +෍

𝐪,𝑟

ℏ𝜔𝐪𝑟 𝑛𝐪,𝑟 +
1

2
Besetzungszahl:

Bose-Einstein-Verteilung

Nullpunktsschwingungenthermisch angeregte Gitterschwingungen

𝑛𝑞,𝑟 =
1

e
ℏ𝜔𝐪,𝑟

𝑘𝐵𝑇 − 1

𝑟 = 1,… , 3𝑟′ (Zweige)

• Wärmekapazität des Kristallgitters (Basis mit 𝑟′ Atomen  3𝑟′ ⋅ 𝑁 = 𝑟 ⋅ 𝑁 Schwingungsmoden) 

(ii) 𝑘B𝑇 ≪ ℏ𝜔𝐪𝑟
und für lineare Dispersionsrelation 𝜔 = 𝑣𝑠𝑞
𝑣𝑠 = mittlere Schallgeschwindigkeit

(i) 𝑘B𝑇 ≫ ℏ𝜔𝐪𝑟: 𝐶𝑉 = 3𝑟′𝑁𝑘𝐵

• Einstein-Modell: 𝝎 = 𝝎𝐄 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕.→ 𝑫 𝝎 = 𝟑𝑵 𝜹 𝝎−𝝎𝐄 ,  𝑼 = 𝟑𝑵 ℏ𝝎𝐄 𝒏 ,  𝚯𝐄 = ℏ𝝎𝐄/𝒌𝐁 (𝒓′ = 𝟏)

𝐶𝑉 = 𝑉
2𝜋2

5
𝑘B

𝑘B𝑇

ℏ𝑣𝑠

3

• Debye-Modell:       𝝎 = 𝒗𝒔𝒒 → 𝑫 𝝎 ∝ 𝝎𝟐 (𝒓′ = 𝟏, 𝒗𝒔 = mittlere Schallgeschwindigkeit)

 𝑞D = 6𝜋2
𝑁

𝑉

1/3
Debye-Wellenzahl

 𝜔D = 𝑣𝑠𝑞D Debye-Frequenz

 ΘD =
ℏ𝜔D

𝑘B
=

ℏ𝑣𝑠

𝑘𝐵
6𝜋2

𝑁

𝑉

1/3
Debye-Temperatur

𝑁
2𝜋

𝐿

3

=
4

3
𝜋𝑞D

3

𝐶𝑉 =
𝜕 𝑈

𝜕𝑇
ቚ
𝑉
=෍

𝐪,𝑟

𝜕

𝜕𝑇

ℏ𝜔𝐪𝑟

eℏ𝜔𝐪𝑟/𝑘B𝑇 − 1
෍

𝐪,𝑟

→ ෍

𝑟

න

1.BZ

𝑑3𝑞 𝑍(𝐪) =෍

𝑟

𝑉

2𝜋 3
න

1.BZ

𝑑3𝑞

𝐶𝑉
E = 3𝑁𝑘B

ΘE
𝑇

2
exp ΘE/𝑇

exp ΘE/𝑇 − 1 2
𝐶𝑉
E = ቊ

3𝑁𝑘B ΘE/𝑇
2 exp −ΘE/𝑇 für 𝑇 ≪ ΘE

3𝑁𝑘B für 𝑇 ≫ ΘE

WMI
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Zusammenfassung: Teil 13, 15.12.2020/2

• anschauliche Erklärung 

für T³-Gesetz:

- bei tiefen 𝑻: alle Zustände bis ℏ𝜔 ≃ 𝑘B𝑇 besetzt  T-Erhöhung liefert neue Zustände: 𝐷 𝜔 𝑑𝜔 ≃ 𝐷 𝜔 𝑘B𝑑𝑇/ℏ
 Änderung der inneren Energie:       𝑑𝑈 = ℏ𝜔 𝐷 𝜔 𝑘B𝑑𝑇/ℏ

- mit 𝐷 𝜔 ∝ 𝜔2 folgt: 𝑑𝑈 ∝ 𝜔3𝑑𝑇  𝑪𝑽 = 𝒅𝑼/𝒅𝑻 ∝ 𝝎𝟑 ∝ 𝑻𝟑

- bei hohen 𝑻 sind alle Zustände besetzt  𝑇-Erhöhung liefert keine neuen Zustände, sondern nur Änderung der 
Besetzungszahl: 𝑛 ≃ 𝑘𝐵𝑇/ℏ𝜔 ∝ 𝑇  𝑪𝑽 = 𝒅𝑼/𝒅𝑻 = 𝐜𝐨𝐧𝐬𝐭.

• Anharmonische Effekte:   𝑼 = 𝑼𝟎 + 𝒂𝒖𝟐 − 𝒃𝒖𝟑 − 𝒄𝒖𝟒 mit 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≥ 0

- Superpositionsprinzip gilt nicht mehr
- 3- (und mehr) Phononen-Prozesse werden möglich

nach Rudolf Peierls:

𝐆 = 𝟎 Normalprozess    (a)
𝐆 ≠ 𝟎  Umklappprozess (b)

Rückstellkraft 𝑭 = −
𝝏𝑼

𝝏𝒙
ist nicht mehr linear in Auslenkung 𝒖

- Phonon-Phonon-Wechselwirkung (z.B. Streuung)

ℏ𝜔1 + ℏ𝜔2 = ℏ𝜔3 𝐪1 + 𝐪2 = 𝐪3 + 𝐆

resultieren in:

• thermischer Ausdehnung
• 𝑝- und 𝑇-Abhängigkeit der elastischen Konstanten
• 𝑐𝑝 ≠ 𝑐𝑉
• WW zwischen Gitterschwingungen

• Debye-Modell: 𝝎 = 𝒗𝒔𝒒  𝑫 𝝎 ∝ 𝝎𝟐 (𝒓′ = 𝟏)

𝐶𝑉
D = 9𝑁𝑘B

𝑇

ΘD

3

න

0

ΘD/𝑇
𝑥4 e𝑥

e𝑥 − 1 2
𝑑𝑥 𝐶𝑉

D = ൞

12𝜋4

5
𝑁𝑘B

𝑇

𝛩D

3

für 𝑇 ≪ ΘD

3𝑁𝑘B für 𝑇 ≫ ΘD

𝑥 ≡
ℏ𝑣𝑠
𝑘B𝑇

𝑞

WMI




