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Zusammenfassung: Teil 16, 07.01.2021/1

𝐶𝑉
klassisch = ቤ

𝜕 𝑈

𝜕𝑇
𝑉

= 𝟐 ⋅ 𝟑 ⋅ 𝑁 ⋅
1

2
𝑘B = 3𝑁𝑘B

• freies Elektronengas, spezifische Wärme:

- klassisch: Gleichverteilungssatz, 𝑁 Elektronen  pro kinetischem Freiheitsgrad Beitrag 
1

2
𝑘B𝑇

Spin

um Faktor 𝑻/𝑻𝐅 ≃ 𝟏𝟎𝟎 zu groß !!𝑐𝑉
klassisch =

𝐶𝑉
klassisch

𝑉
= 3𝑛𝑘B

- T-Erhöhung  Umbesetzung der Zustände 
- wegen Pauli-Prinzip kann nur Anteil der Elektronen in
Energieintervall 𝑘B𝑇 um 𝐸F teilnehmen  𝑁th ≃ 𝐷 𝐸F 𝑘B𝑇

- jedes Elektron trägt etwa 𝑘B𝑇 zu 𝑈 bei

- quantenmechanisch:

Sommerfeld-Koeffizient
- genaue Rechnung 

(Sommerfeld-

Entwicklung)

𝑈 ≃ 𝑈 𝑇 = 0 + 𝐷 𝐸F 𝑘B𝑇
2

𝑐𝑉 ≃
𝐷 𝐸F
𝑉

2𝑘B
2 𝑇 = 3𝑛𝑘B

2
𝑇

𝐸F
= 3𝑛𝑘B

𝑇

𝑇F

𝐷 𝐸F =
3

2

𝑁

𝐸F
=
3

2

𝑛𝑉

𝐸F

𝑐𝑉
qm

=
𝜋2

3
𝑘B
2
𝐷 𝐸F
𝑉

𝑇 =
𝜋2

2
𝑛𝑘B

𝑇

𝑇F
= 𝛾 ⋅ 𝑇 ≃ 𝑐𝑉

klassisch
𝑇

𝑇F
𝛾 =

𝜋2

3
𝑘B
2
𝐷 𝐸F
𝑉

=
𝜋2

2

𝑛𝑘B
2

𝐸F

𝑈 =

𝐤,𝜎

𝐸 𝐤 𝑓(𝐸𝐤) = න

0

∞

d𝐸 𝐸 𝐷 𝐸 𝑓(𝐸)

• freies Elektronengas, elektrische Leitfähigkeit: 𝐉𝑞 = 𝜎𝐄 = −𝜎 𝛁𝜙el

Drude-Modell:
(klassisches Teilchengas)       

stationärer Zustand
𝑑𝐯

𝑑𝑡
= 0 :         𝐯D = −

𝑒𝜏

𝑚
𝐄 = −𝜇 𝐄

elektrische Stromdichte:  𝐉𝐪 = −𝑒𝑛𝐯D =
𝑛𝑒2𝜏

𝑚
𝐄 = 𝑛𝑒𝜇 𝑬 𝜎 = 𝑛𝑒2𝜏/m (elektrische Leitfähigkeit)

𝑚
𝑑𝐯

𝑑𝑡
+

𝑚

𝜏
𝐯 = −𝑒𝐄 𝜏 = Impulsrelaxationszeit

𝐯D = 𝐯 = mittlere Drift-Geschwindigkeit aller Elektronen

𝜇 = 𝐯D / 𝐄 (Beweglichkeit) WMI
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Zusammenfassung: Teil 16, 07.01.2021/2

𝜕 𝐤

𝜕𝑡
ቚ
Streuung

= −
𝛿𝐤

𝜏

𝑑 𝐤

𝑑𝑡
=
𝜕 𝐤

𝜕𝑡
ቚ
Kraft

+
𝜕 𝐤

𝜕𝑡
ቚ
Streuung

= 0

thermisches Gleichgewicht:   σ𝐤,𝝈 𝑓𝐤𝐤 = 𝟎

 𝐉𝑞 ≠ 𝟎 nur für σ𝐤,𝝈 𝑓𝐤𝐤 ≠ 𝟎 𝐉𝑞 = −𝑒𝑛
ℏ

𝑚
𝛿𝐤

Sommerfeld-Modell:
(fermionsches Quantengas)

𝛿𝐤 = Abweichung vom therm. Gleichgewicht

𝐉𝑞 =
𝑁(−𝑒)

𝑉
𝐯 = −𝑒𝑛 𝐯 = −𝑒𝑛

ℏ

𝑚
𝐤 = −𝑒𝑛

ℏ

𝑚

1

𝑁


𝐤,𝝈

𝑓𝐤 𝐤 = −𝑒𝑛
ℎ

𝑚
𝛿𝐤

Berechnung der Änderung von 𝛿𝐤 durch äußere Kräfte (E-Feld) und Relaxationsprozesse (Streuung)

Relaxationszeitansatz

(stationärer Zustand)

𝜎 =
𝑛𝑒2𝜏

𝑚
=
𝑛𝑒2ℓ

𝑚𝑣F

Ohmsches 
Gesetz

elektrische 
Leitfähigkeit

𝐉𝑞 =
𝑛𝑒2𝜏

𝑚
𝐄 = 𝑛𝑒𝜇 𝐄

mittlere freie Weglänge: ℓ = 𝑣F𝜏Beweglichkeit: 𝜇 =
𝐯D
𝐄

=
𝑒𝜏

𝑚

𝐉𝑞 = −𝑒𝑛
ℏ

𝑚
𝛿𝐤

𝜕 𝐤

𝜕𝑡
ቚ
Kraft

= −
𝑒

ℏ
𝐄

𝛿𝐤 = −
𝑒𝐄

ℏ
𝜏

typische Feldstärke in Kupferkabel: 𝐸 ∼ 10 V/m

typische Streuzeit: 𝜏 ∼ 10−14 s
⇒ 𝛿𝐤 =

𝑒𝐸𝜏

ℏ
∼ 102 m−1 ∼ 10−9𝑘F

• freies Elektronengas, T-Abhängigkeit der elektrischen Leitfähigkeit:
• Streuung an Phononen
• Streuung an Verunreinigungen
• Streuung an Probenoberfläche
• …..

Matthiessen-Regel: 𝝉−𝟏 = 𝝉𝟏
−𝟏 + 𝝉𝟐

−𝟏 + 𝝉𝟑
−𝟏 +⋯

- hohe T, 𝑇 ≫ Θ𝐷: 𝝆 ∝ 𝒏𝐩𝐡 ∝ 𝑻 (Streuung an Phononen)

- tiefe T, 𝑇 ≪ Θ𝐷: 𝝆 ∝ 𝑻𝟓

- 𝑇 → 0: 𝝆 → 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕. (Streuung an Defekten, Probenoberfläche, …)

(Streuung an Phononen)

(Addition der Streuraten)

WMI
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7.3.2  Thermische Leitfähigkeit

• Definition der thermischen Leitfähigkeit analog zur elektrischen Leitfähigkeit 

 Proportionalitätskonstante zwischen Temperaturgradient (Störung) und der Wärmestromdichte (lineare Antwort)

𝐉h = −𝜅 𝛁 𝑇 analog zu Definition der elektrischen Leitfähigkeit: 𝐉q = −𝜎 𝛁𝜙el = −𝜎𝐄

(im Allgemeinen ist 𝜅 ein Tensor 2. Stufe) (thermisches Feld 𝐄th = −𝛁 𝑇 wird nicht verwendet)

• Transporttheorie 

 vollkommen analoge Beschreibung des Wärmetransports von Elektronen- und Phononengas

𝜅 =
1

3
𝑐𝑉 𝑣 ℓ =

1

3
𝑐𝑉𝑣

2𝜏

𝑐𝑉 =
𝜋2

2

𝑛𝑘B
2

𝐸F
𝑇

 Wärmeleitfähigkeit von Phononengas:

 für Elektronengas müssen wir die entsprechenden Ausdrücke für 𝑐𝑉 und 𝑣 verwenden:

𝑣2 = 𝑣F
2 =

2𝐸F
𝑚

=
2𝑘B𝑇F
𝑚

𝜅 =
𝜋2

3

𝑛𝑘B
2𝜏

𝑚
𝑇 WMI
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7.3.2  Thermische Leitfähigkeit

• Diskussion der thermischen Leitfähigkeit von Metall

 Wie groß ist 𝜅el des Elektronensystems im Vergleich zu 𝜅ph des Gitters (Phononen) ?

𝜅ph,el =
1

3
𝑐𝑉 𝑣 ℓ =

1

3
𝑐𝑉𝑣

2𝜏

 𝑐𝑉,el ist wegen Faktor 
𝑇

𝑇F
∼ 0.01 etwa 102 − 103 mal kleiner als 𝑐𝑉,ph bei nicht allzu tiefen Temperaturen 

 𝑣ph
2 ist wegen 

𝑣F

𝑣ph
∼ 1000 etwa 105 − 106 mal größer als 𝑣el

2 = 𝑣F
2

 𝜏 ist wegen Streuung von Elektronen an Phononen vergleichbar

 in Metallen dominiert thermische Leitfähigkeit des Elektronensystems üblicherweise gegenüber 
derjenigen des Phononensystems

𝑐𝑉,el𝑣el
2 ≫ 𝑐𝑉,ph𝑣ph

2

Gitterwärmeleitfähigkeit in Metallen viel kleiner als in Isolatoren, 
Ursache ist starke Streuung von Phononen an Leitungselektronen WMI
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7.3.2  Thermische Leitfähigkeit

• Wiedemann-Franz Gesetz

𝜅 =
𝜋2

3

𝑛𝑘B
2𝜏

𝑚
𝑇 𝜎 =

𝑛𝑒2𝜏

𝑚
= 𝑛𝑒𝜇

 Elektronen transportieren sowohl Ladung als auch Wärme (und Spin !!)

 materialunabhängiges Verhältnis 𝜅/𝜎 falls gleiche Streuprozesse bei Ladungs- und Wärmetransport vorherrschen,
da sich die materialabhängigen Parameter 𝜏 und 𝑛 wegkürzen

Wiedemann-Franz-Gesetz

Lorenz-Zahl

𝜅

𝜎
=
𝜋2

3

𝑘B
𝑒

2

𝑇

𝐿 =
𝜅

𝜎 𝑇
=
𝜋2

3

𝑘B
𝑒

2

= 2.44 × 10−8
WΩ

K2

 gute elektrische Leiter sind auch gute Wärmeleiter !!

(Beispiel: Kupfer und Edelstahl)WMI
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@ 272 K

7.3.2  Thermische Leitfähigkeit

• Lorenz-Zahl 𝑳 =
𝝅𝟐

𝟑

𝒌𝐁

𝒆

𝟐
= 𝟐. 𝟒𝟒 × 𝟏𝟎−𝟖

𝐖𝛀

𝐊𝟐

WMI
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7.3.2  Thermische Leitfähigkeit

Drudes falsche Schlussfolgerungen (3)

durch zwei falsche Annahmen liefert Drude-Modell richtiges Ergebnis für Wärmeeitfähigkeit 𝜅 von Elektronengas

 richtige Größenordnung von Wärmeleitfähigkeit !

𝑣2 = 𝑣th
2 ≃

3𝑘B𝑇

𝑚

𝜅 =
1

3
𝑐𝑉𝑣

2𝜏

𝑐𝑉 = 3𝑛𝑘B

ist um 𝑇F/𝑇 zu groß ist um 𝑇/𝑇F zu klein

𝑐𝑉 ≃ 𝑐𝑉
klassisch ⋅

𝑇

𝑇F
𝑣2 = 𝑣F

2 ≃ 𝑣th
2 ⋅

𝑇F
𝑇

WMI
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7.3.2  Thermische Leitfähigkeit

aus Wiedemann-Franz-Gesetz 
𝜅

𝜎
= 𝐿 ⋅ 𝑇 folgt:

• Temperaturabhängigkeit von 𝜿

𝜅 𝑇 = 𝐿 ⋅ 𝜎 𝑇 ⋅ 𝑇 = 𝐿 ⋅ 𝑇/𝜌 𝑇

𝜅 𝑇 ∝ 𝜎 ⋅ 𝑇 ∝
𝑇

𝜌 𝑇
∝ ቐ

𝑇 für 𝑇 ⋘ ΘD
𝑇−4 für 𝑇 ≪ ΘD
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. für 𝑇 ≫ ΘD

zum Vergleich: Diamant @ 300 K: 𝜅 = 2300
W

m⋅K WMI
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7.3.3  Thermokraft

 bei Vorhandensein von 𝛁𝑇 in Metall bewegen sich im Mittel  mehr Elektronen von heiß nach kalt als umgekehrt

 Ladungsanhäufung an offenen/elektrisch isolierenden Enden des Metalls

 Aufbau von elektrischem Gegenfeld 𝐄 bis Diffusions- und Driftstrom gleich sind

• Elektronen transportieren immer gleichzeitig Ladung und Wärme (thermoelektrische Kopplung)

 treten bei Wärmetransport durch 𝛁𝑻 auch elektrische Ströme und elektrische Felder auf ?

 wir betrachten elektrischen Leiter (Metall) mit offenen Enden und angelegtem Temperaturgradient (1D-Modell)

𝐄 ≡ 𝑆 ⋅ 𝛁 𝑇 𝑆 = Thermokraft oder Seebeck-Koeffizient WMI
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7.3.3  Thermokraft

• Abschätzung der Thermokraft im Rahmen des Modells des freien Elektronengases  (1D-Modell)

𝑣diff =
𝑣1 − 𝑣2

2
=
1

2
𝑣 𝑥0 − 𝑣𝑥𝜏 − 𝑣 𝑥0 + 𝑣𝜏 mittlere Teilchengeschwindigkeit bei 𝑥0:

𝑣diff =
1

2
𝑣 𝑥0 +

𝑑𝑣

𝑑𝑥
−𝑣𝜏 − 𝑣 𝑥0 −

𝑑𝑣

𝑑𝑥
(𝑣𝜏) Taylor-Entwicklung um 𝑥 = 𝑥0:

𝑣diff = −𝜏𝑣
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= −𝜏

𝑑

𝑑𝑥

𝑣2

2
= −

𝜏

2

𝑑𝑣2

𝑑𝑇

𝑑𝑇

𝑑𝑥

 wegen 𝑣1 ≠ 𝑣2 ist der Mittelwert der 
Teilchengeschwindigkeit bei 𝑥0 nicht mehr null

𝑣 𝑇(𝑥) ≃ 𝑣 𝑥0 +
𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑥 − 𝑥0

 Erweiterung auf 3D-Fall

ersetzen von 𝑣𝑥
2 durch 

1

3
𝑣2: 𝐯diff = −

𝜏

6

𝑑𝑣2

𝑑𝑇
𝛁𝑇 WMI
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7.3.3  Thermokraft

 durch Diffusionsstrom baut sich 𝐄-Feld auf, das 
wiederum in kompensierendem Driftstrom resultiert:

 im stationären Zustand sind beide Ströme gleich

𝐯drift = −
𝑒𝜏

𝑚
𝐄 = −𝜇 𝐄

𝐯diff + 𝐯drift = 0 ⇒ −
𝜏

6

𝑑𝑣2

𝑑𝑇
𝛁𝑇 −

𝑒𝜏

𝑚
𝐄 = 0

1

3

𝑑

𝑑𝑇

𝑚𝑣2

2
𝛁𝑇 + 𝑒𝐄 = 0

 wir benutzen 
𝑑

𝑑𝑇

𝑚𝑣2

2
= 𝑐𝑉/𝑛 (Wärmekapazität pro Teilchen): 𝐄 = −

1

3𝑛𝑒
𝑐𝑉 𝛁𝑇 = 𝑆 ⋅ 𝛁𝑇

 resultierende Thermokraft: 𝑆 = −
1

3𝑛𝑒
𝑐𝑉 = −

𝜋2

6

𝑘B
𝑒

𝑘B𝑇

𝐸F
= −

𝜋2

6

𝑘B
𝑒

𝑇

𝑇F
𝑐𝑉 =

𝜋2

2

𝑛𝑘B
2

𝐸F
𝑇

Zahlenwert für freies Elektronengas: 𝑆 = −142
μV

K
⋅
𝑇

𝑇F
mit 

𝑇

𝑇F
≃ 0.01 folgt typischer Wert von 𝑆 = −1

μV

K
für MetalleWMI
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7.3.3  Thermokraft

 Größenordnung 𝑆 = −1
μV

K
wird für viele einfache Metalle tatsächlich beobachtet

 für manche Metalle wird aber auch ein positives Vorzeichen gemessen
 Erklärung erfordert Einbeziehung des periodischen Gitterpotenzials  Bändermodell

• Experimentelle Werte für Thermokraft

• Anmerkung zum Drude-Modell

 Drude-Modell liefert viel zu großen Wert für 𝑆 = −
1

3𝑛𝑒
𝑐𝑉 ≃

𝑘B

𝑒

 Problem: es wird 𝑐𝑉 = 3𝑛𝑘B angenommen und nicht 𝑐𝑉 ≃ 3𝑛𝑘B
𝑇

𝑇F
, d.h. der Faktor 

𝑇

𝑇F
fehlt

WMI



14w
w

w
.w

m
i.

b
ad

w
.d

e
©

  R
u

d
o

lf
 G

ro
ss

 -
P

h
ys

ik
d

e
r 

K
o

n
d

e
n

si
e

rt
e

n
M

at
e

ri
e

1
 –

W
S 

2
0

2
0

/2
0

2
1

14

7.3.3  Thermokraft

Thomas Johann Seebeck

Th. J. Seebeck

"Magnetische Polarisation der Metalle und Erze durch Temperaturdifferenz„  (1822-23) 

in Ostwald's Klassiker der Exakten Wissenshaften Nr. 70 (1895). 

• Messung des Seebeck-Effekts

Metall A

Metall B

Messtemperatur 𝑻𝟏Vergleichstemperatur 𝑻𝟐

 gemessene Spannung

𝑈 = න

0

1

𝐸𝐵d𝑠 + න

1

2

𝐸𝐴d𝑠 + න

2

0

𝐸𝐵d𝑠 = න

2

1

𝐸𝐵d𝑠 + න

1

2

𝐸𝐴𝑑𝑠

𝑈 = න

2

1

𝑆𝐵
𝜕𝑇

𝜕𝑠
d𝑠 + න

1

2

𝑆𝐴
𝜕𝑇

𝜕𝑠
d𝑠 = න

𝑇1

𝑇2

𝑆𝐴 − 𝑆𝐵 d𝑇

 es wird Differenz der Seebeck-Koeffizienten
zweier Metalle gemessen

 übliches Bezugsmaterial: Platin

 gemessene Spannung 𝑈 ∝ (𝑇2 − 𝑇1)
 ThermoelementWMI

http://www3.interscience.wiley.com/journal/112498569/abstract?
http://books.google.com/books?id=1u0ZWscprXkC&printsec=frontcover
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/4/4d/ThomasSeebeck.jpg
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7.3.3  Thermokraft

• Thermoelektrische Spannungsreihe

R
ef

e
re

n
zm

et
al

l:
 P

la
ti

n

die zur industriellen Temperaturmessung geeigneten Werkstoffe sind in der 
DIN EN 60584-1 genormt (die angegebenen Thermospannungen beziehen 
sich immer auf eine Vergleichsstellentemperatur von 0°C).

@ 100 °C

WMI
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7.3.4  Elektronenbewegung im Magnetfeld

• Diskussion der elektrischen Transporteigenschaften in gekreuztem 𝐄- und 𝐁-Feld

 Kraftwirkung auf Elektronen:  𝐅 = −𝑒 𝐄 + 𝐯 × 𝐁 es wirkt zusätzlich Lorentz-Kraft 𝐅 = −𝒆 𝐯 × 𝐁

 zeitliche Änderung des mittleren Wellenvektors 𝐤 durch wirkende Kraft

mit 𝐅 = −𝑒 𝐄 + 𝐯 × 𝐁 = 𝑚
𝜕 𝐯

𝜕𝑡
= ℏ

𝜕 𝐤

𝜕𝑡
erhalten wir

𝜕 𝐤

𝜕𝑡
ቚ
Kraft

=
𝐅

ℏ
=

−𝑒 𝐄 + 𝐯 × 𝐁

ℏ

 zeitliche Änderung des mittleren Wellenvektors 𝐤 durch Relaxationsprozesse (Streuung)

𝜕 𝐤

𝜕𝑡
ቚ
Streuung

= −
𝐤 − 𝐤 0

𝜏
= −

𝛿𝐤

𝜏
 stationärer Zustand

𝜕 𝐤

𝜕𝑡
ቚ
Kraft

+
𝜕 𝐤

𝜕𝑡
ቚ
Streuung

= 0 ⇒
−𝑒 𝐄 + 𝐯 × 𝐁

ℏ
−
𝛿𝐤

𝜏
= 0 ⇒ 𝛿𝐤 = −

𝑒𝜏

ℏ
𝐄 + 𝐯 × 𝐁

 resultierende mittlere Driftgeschwindigkeit 𝐯D = 𝐯

𝐯D =
ℏ

𝑚
𝛿𝐤 = −

𝑒𝜏

𝑚
𝐄 + 𝐯D × 𝐁

Anmerkung:
In der Lorentz-Kraft erscheint nur die mittlere Driftgeschwindigkeit 𝐯D, da diese
ja eine mittlere Kraft auf alle Elektronen darstellt. 
Für 𝐄 = 0 können wir zu jedem Elektron mit Geschwindigkeit v auch ein Elektron 
mit Geschwindigkeit −v finden, so dass die mittlere Lorentz-Kraft verschwindet

WMI
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• Ausschreiben der kartesischen Komponenten von 𝐯𝑫 für 𝐁||ො𝐳 𝐯D =
ℏ

𝑚
𝛿𝐤 = −

𝑒𝜏

𝑚
𝐄 + 𝐯D × 𝐁

𝑣D,𝑥 = −𝜔𝑐𝜏
𝐸𝑥
𝐵
+ 𝑣D,𝑦

𝑣D,𝑦 = −𝜔𝑐𝜏
𝐸𝑦

𝐵
− 𝑣D,𝑥

𝑣D,𝑧 = −𝜔𝑐𝜏
𝐸𝑧
𝐵

mit 𝜔𝑐 =
𝑒𝐵

𝑚
= 1.76 × 1011 s−1 ⋅ 𝐵 [T] Zyklotronfrequenz

 Elektronen beschreiben Kreisbahnen in Ebene ⊥ 𝐵, 
𝜔𝑐 ist Umlauffrequenz

 für Metalle ist 𝜏 ≃ 10−14𝑠 @ 300 K  𝜔𝑐𝜏 ≪ 1 @ 𝐵 = 1 T 

 auflösen des Gleichungssystems nach 𝑣D,𝑖 und benutzen der Stromdichte 𝐉𝑞 = −𝑛𝑒𝐯D führt auf

𝐽𝑞,𝑥
𝐽𝑞,𝑦
𝐽𝑞,𝑧

=
𝜎0

1 + 𝜔𝑐
2𝜏2

1 −𝜔𝑐𝜏 0
+𝜔𝑐𝜏 1 0

0 0 1 + 𝜔𝑐
2𝜏2

𝐸𝑥
𝐸𝑦
𝐸𝑧

mit 𝜎0 =
𝑛𝑒2𝜏

𝑚

Leitfähigkeitstensor

7.3.4  Elektronenbewegung im Magnetfeld

WMI
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7.3.4  Elektronenbewegung im Magnetfeld

 Ladungsfluss nur in 𝑥-Richtung
 Randbedingung: 𝐽𝑞,𝑦 = 0

 wir drücken 𝐸𝑥 durch 𝐽𝑞,𝑥 aus und erhalten

• Hall-Effekt

𝐽𝑞,𝑥
𝐽𝑞,𝑦
𝐽𝑞,𝑧

=
𝜎0

1 + 𝜔𝑐
2𝜏2

1 −𝜔𝑐𝜏 0
+𝜔𝑐𝜏 1 0

0 0 1 + 𝜔𝑐
2𝜏2

𝐸𝑥
𝐸𝑦
𝐸𝑧

𝐽𝑞,𝑦 =
𝜎0

1 + 𝜔𝑐
2𝜏2

𝜔𝑐𝜏𝐸𝑥 + 𝐸𝑦 = 0 ⇒ 𝜔𝑐𝜏𝐸𝑥 + 𝐸𝑦 = 0

𝐸𝑦 = −𝜔𝑐𝜏𝐸𝑥 = −
𝑒𝐵

𝑚
𝜏 𝐸𝑥 = −𝜇 𝐵 𝐸𝑥 𝜇 =

𝑒𝜏

𝑚
= BeweglichkeitHall-Feld

𝐸𝑦 = −
𝑒𝐵𝜏

𝑚
𝐸𝑥 = −

𝑒𝐵𝜏

𝑚

𝐽𝑞,𝑥

𝜎0
= −

1

𝑛𝑒
𝐵𝐽𝑞,𝑥 = 𝑅H𝐵 𝐽𝑞,𝑥 mit 𝜎0 =

𝑛𝑒2𝜏

𝑚

Hall-Konstante spezifischer Hall-Widerstand

Hall-Winkel

𝑅H = −
1

𝑛𝑒
𝜌𝑥𝑦 =

𝐸𝑦

𝐽𝑞,𝑥
= 𝑅H𝐵 = −

1

𝑛𝑒
𝐵

tan 𝜃H =
𝐸𝑦

𝐸𝑥
= 𝑅H𝜎0 = −

𝑒𝜏

𝑚
𝐵 = −𝜇𝐵 WMI



19w
w

w
.w

m
i.

b
ad

w
.d

e
©

  R
u

d
o

lf
 G

ro
ss

 -
P

h
ys

ik
d

e
r 

K
o

n
d

e
n

si
e

rt
e

n
M

at
e

ri
e

1
 –

W
S 

2
0

2
0

/2
0

2
1

19

7.3.4  Elektronenbewegung im Magnetfeld

Edwin Herbert Hall 
* 7. November 1855 in Great Falls (Maine), † 20. November 1938 in Cambridge (Massachusetts)

1879: Entdeckung des nach ihm benannten Hall-Effekts im Alter von 24 Jahren
1881 – 1921: Forschungsarbeiten zur Thermoelektrizität an der Harvard Universität

(um 1920)

WMI
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7.3.4  Elektronenbewegung im Magnetfeld
• Interpretation des Hall-Effekts

 Ursache der Proportionalität 𝐸𝑦 ∝ 1/𝑛:

 bei vorgegebenem 𝐽𝑞,𝑥 ist 𝑣D,𝑥 = −𝐽𝑞,𝑥/𝑛𝑒 und damit 𝐹L ∝ 𝑣D ∝ 1/𝑛

 bei vorgegebenem 𝐽𝑞,𝑥 müssen sich die LT umso schneller bewegen, je kleiner 𝑛 ist und werden deshalb 

durch 𝐵 umso stärker abgelenkt 
 das kompensierende Hall-Feld muss also mit abnehmendem 𝑛 größer werden

𝐸𝑦 = −
1

𝑛𝑒
𝐵𝐽𝑞,𝑥 = 𝑅H𝐵 𝐽𝑞,𝑥

• Messung des Hall-Effekts

 wichtige Anwendung: Messung des Vorzeichens und der Dichte der Ladungsträger

𝑈H = 𝐸𝑦𝑏 = 𝑅H𝐵 𝐽𝑞,𝑥𝑏 = 𝜌𝑥𝑦𝐽𝑞,𝑥𝑏 = 𝜌𝑥𝑦
𝐼𝑥
𝑑

(𝑑 = Probendicke)

 im Experiment können 𝐵 und 𝐽𝑞,𝑥 (Heizeffekte) nicht 

beliebig erhöht werden, um großes 𝑈H zu bekommen

 große Probenbreite 𝑏
 keine Versetzung der Spannungsabgriffe in Längsrichtung WMI
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7.3.4  Elektronenbewegung im Magnetfeld

 Beobachtung: Widerstand von elektrischen Leitern hängt von 𝐵 ab: 𝜌 = 𝜌(𝐵)

 Magnetowiderstandseffekt (MR-Effekt) 

große Bedeutung für Anwendungen
(z.B. Leseköpfe für Festplatten, Magnetfeldsensoren,…)

• Vertiefungsthema: Magnetwiderstand

longitudinaler Magnetwiderstand 𝜌|| 𝐁 || 𝐉𝑞
transversaler Magnetwiderstand 𝜌⊥ 𝐁 ⊥ 𝐉𝑞

MR =
𝜌 𝐵 − 𝜌(0)

𝜌(0)
=

Δ𝜌

𝜌(0)

 nichtmagnetische Metalle zeigen üblicherweise einen positiven MR

 magnetische Metalle zeigen auch einen positiven MR (aufgrund von Lorentz-Kraft), der aber häufig
durch einen größeren negativen MR überlagert wird

 große MR-Effekte auch bei kleinem 𝐵 und bei Raumtemperatur möglich

 großes Anwendungsfeld: Magnetoelektronik

Δ𝜌 < 0: negativer MR,     Δ𝜌 > 0: positiver MR

WMI
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7.3.4  Elektronenbewegung im Magnetfeld

• Transversaler Magnetwiderstand, 𝐁 ⊥ 𝐉𝐪

 Ladungsfluss nur in 𝑥-Richtung  Randbedingung: 𝐽𝑞,𝑦 = 0

𝐽𝑞,𝑥
𝐽𝑞,𝑦
𝐽𝑞,𝑧

=
𝜎0

1 + 𝜔𝑐
2𝜏2

1 −𝜔𝑐𝜏 0
+𝜔𝑐𝜏 1 0

0 0 1 + 𝜔𝑐
2𝜏2

𝐸𝑥
𝐸𝑦
𝐸𝑧

𝐽𝑞,𝑦 =
𝜎0

1 + 𝜔𝑐
2𝜏2

𝜔𝑐𝜏𝐸𝑥 + 𝐸𝑦 = 0 ⇒ 𝐸𝑦 = −𝜔𝑐𝜏𝐸𝑥

𝐽𝑞,𝑥 =
𝜎0

1 + 𝜔𝑐
2𝜏2

𝐸𝑥 − 𝜔𝑐𝜏𝐸𝑦 =
𝜎0

1 + 𝜔𝑐
2𝜏2

𝐸𝑥 + 𝜔𝑐
2𝜏2𝐸𝑥 =

𝜎0

1 + 𝜔𝑐
2𝜏2

1 + 𝜔𝑐
2𝜏2 𝐸𝑥 = 𝜎0𝐸𝑥

 Ergebnis:   

 𝜌 𝐵 = 1/𝜎0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  kein transversaler Magnetwiderstand im Modell des freien Elektronengases

 Hall-Feld kompensiert 𝐹L, so dass sich die Elektronen mit Driftgeschwindigkeit parallel zu 𝐸-Feldrichtung bewegen können

 freies Elektronengasmodell ist zu einfach, für Metalle wird eigentlich immer 𝜌 𝐵 ≠ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. beobachtet

• Longitudinaler Magnetwiderstand, 𝐁 || 𝐉𝐪

 Verständnis benötigt Kenntnis der 𝐸 𝑘 -Abhängigkeit (Bandstruktur) für Elektronen im periodischem Festkörperpotenzial WMI
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7.3.4  Elektronenbewegung im Magnetfeld

• Plausibilitätsbetrachtung für Auftreten von Magnetwiderstand

 Elektronen werden durch Lorentz-Kraft zwischen zwei Streuprozessen auf kreisförmige Bahnen gezwungen
 bewirkt effektive Verkürzung der mittleren freien Weglänge

𝐵 = 0 𝐵 ≠ 0
 mit ℓ0 = 𝑣F𝜏,

ℓ0

𝑅𝑐
= 𝜑, 𝑅𝑐 = 𝑣F/𝜔𝑐 erhalten wir

für ℓ0 ≪ 𝑅𝑐

ℓ/2

𝑅𝑐
= sin

𝜑

2
≃
𝜑

2
−
1

6

𝜑

2

3

ℓ ≃ 𝑅𝑐𝜑 −
𝑅𝑐
12

𝜑3 = ℓ0 −
𝜑2

24
ℓ0 = ℓ0 −

ℓ0/𝑅𝑐
2

24
ℓ0 = ℓ0 −

𝑣𝐹𝜏/ 𝑣𝐹/𝜔𝑐
2

24
ℓ0 = ℓ0 1 −

𝜔𝑐
2𝜏2

24

 resultierende Änderung des spezifischen Widerstands

Δ𝜌

𝜌0
≃
ℓ0
−1 1 − 𝜔𝑐

2𝜏2/24 −1 − ℓ0
−1

ℓ0
−1 = 1 − 1 − 𝜔𝑐

2𝜏2/24 = 𝜔𝑐
2𝜏2/24

 mit 1/𝜌0 = 𝜎 = 𝑛𝑒2𝜏/𝑚 und 𝜔𝑐 = 𝑒𝐵/𝑚 erhalten wir
Δ𝜌

𝜌0
≃

1

24𝑛2𝑒2
𝐵

𝜌0

2

Kohler-Regel

großer Effekt nur bei hohen 𝐵 und kleinem 𝜌0 (tiefe 𝑇, reine Proben)

Δ𝜌

𝜌0
≪ 1, da 𝜔𝑐𝜏 ≪ 1 für Metalle @ 300 KWMI
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7.3.4  Elektronenbewegung im Magnetfeld

 AMR (Anisotropic MagnetoResistance): 3 … 4 %

 GMR (Giant MagnetoResistance): < 600 %

 CMR (Colossal MagnetoResistance)

 TMR (Tunneling MagnetoResistance): 6 … 100 %

 BMR (Ballistic MagnetoResistance) 

 EMR (Extraordinary MagnetoResistance)

 GMI (Giant MagnetoImpedance)

 SMR (Spin Hall Magnetoresistance

 ……

• Heute gibt es einen ganzen Zoo von MR-Effekten mit unterschiedlichen Ursachen

WMI
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7.3.4  Elektronenbewegung im Magnetfeld

Nobelpreis für Physik 2007
…. für die Entdeckung des 

Riesenmagnetwiderstands (GMR)“

WMI
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Zusammenfassung: Teil 17, 12.01.2021/1
• freies Elektronengas, thermische Leitfähigkeit:

(äquivalent zu Phononengas)

𝑐𝑉 =
𝜋2

2

𝑛𝑘B
2

𝐸F
𝑇 𝑣2 ≃ 𝑣F

2 =
2𝐸F
𝑚

=
2𝑘B𝑇F
𝑚

𝐉ℎ = −𝜅 𝛁𝑇 𝜅 =
1

3
𝑐𝑉𝑣

2𝜏 𝜅 =
𝜋2

3

𝑛𝑘B
2𝜏

𝑚
𝑇

Wiedemann-Franz-
Gesetz:

Lorenz-Zahl: 𝑳 = 𝟐. 𝟒𝟒 × 𝟏𝟎−𝟖
𝐖

𝛀⋅𝐊𝟐

T-Abhängigkeit 

• freies Elektronengas, T-Abhängigkeit der thermischen Leitfähigkeit:

𝜅 =
𝜋2

3

𝑛𝑘B
2𝜏

𝑚
𝑇 𝜎 =

𝑛𝑒2𝜏

𝑚

𝜏 = 𝜏(𝑇)
(gleiche Streuprozesse bestimmen
Wärme- und Ladungstransport)

𝜅

𝜎
=
𝜋2

3

𝑘𝐵
𝑒

2

𝑇
𝜅 = 𝐿 𝜎(𝑇) ⋅ 𝑇 ∝ ቐ

𝑇 für 𝑇 ≪≪ ΘD
𝑇−4 für 𝑇 ≪ ΘD
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. für 𝑇 ≫ ΘD

• Thermokraft/Seebeck-Effekt:

Elektronen bewegen sich in 𝑇-Gradient im Mittel von heiß nach kalt
 Elektronenmangel an heißem Ende
 Elektronenüberschuss an kaltem Ende

⇒ 𝛁𝑇 ist mit elektrischem Feld 𝐄 verknüpft: 𝐄 ≡ 𝑺 𝛁𝑇 𝑺 = Seebeck-Koeffizient

 im stationären Fall ist der Betrag der Diffusionsgeschwindigkeit und der Driftgeschwindigkeit gleich

𝐯diff = −
𝜏

6

𝑑𝑣2

𝑑𝑇
𝛁𝑇 = −𝐯drift = −𝜇𝐄 =

𝑒𝜏

𝑚
𝐄 ⇒ 𝐄 = −

1

3𝑒

𝑐𝑉
𝑛
𝛁𝑇 ⇒ 𝑆 = −

𝜋2

6

𝑘B
𝑒

𝑇

𝑇F
= −142

μV

K
⋅
𝑇

𝑇F

 für einfache Metalle: 𝑆 < 0 in Größenordnung von -1 µV/K @ 300 K 

 für einige Metalle:     𝑆 > 0Modell des freien Elektronengases zu einfach!!  Elektronen im periodischen Potenzial/Bändermodell

WMI
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Zusammenfassung: Teil 17, 12.01.2021/2

𝐽𝑞,𝑥
𝐽𝑞,𝑦
𝐽𝑞,𝑧

=
𝜎0

1 + 𝜔𝑐
2𝜏2

1 −𝜔𝑐𝜏 0
+𝜔𝑐𝜏 1 0

0 0 1 + 𝜔𝑐
2𝜏2

𝐸𝑥
𝐸𝑦
𝐸𝑧

Hall-Konstante

spez. Hall-Widerstand

kein transversaler MR für freies Elektronengas erwartet: 𝝆 𝑩 = 𝐜𝐨𝐧𝐬𝐭
 genauere Beschreibung notwendig: Bändermodell  
 zahlreiche MR-Effekte in magnetischen und nichtmagn. Materialien

Zyklotron-Frequenz

• Hall-Effekt   (Randbedingung: 𝐽𝑞,𝑦 = 0)

𝐽𝑞,𝑦 = 0 = 𝜔𝑐𝜏𝐸𝑥 + 𝐸𝑦 ⇒ 𝐸𝑦 = 𝑅H 𝐵 𝐽𝑞,𝑥

𝑅H = −
1

𝑛𝑒

𝜌𝑥𝑦 =
𝐸𝑦
𝐽𝑞,𝑥

= 𝑅H𝐵

Leitfähigkeitstensor  für 𝐵 ⃦⃦ 𝑧 :

Leitfähigkeitstensor

• Magnetwiderstand MR: 𝝆 = 𝝆(𝑩) longitudinaler Magnetwiderstand 𝜌 ⃦ :𝐵 ⃦ 𝐽𝑞
transversaler Magnetwiderstand 𝜌⊥ : 𝐵 ⊥ 𝐽𝑞

• freies Elektronengas - Elektronenbewegung in E- und B-Feld:

Kraft 𝐅 = −𝑒 [𝐄 + 𝐯 × 𝐁]



stationärer Zustand: 
𝑑 𝐤

𝑑𝑡
= 0 ⇒

𝐅

ℏ
=

〈𝛿𝐤〉

𝜏
=

−𝑒[𝐄+ 𝐯 ×𝐁]

ℏ

𝐯 = 𝐯D =
ℏ〈𝛿𝐤〉

𝑚
= −

𝑒𝜏

𝑚
[𝐄 + 𝐯D × 𝐁] 𝐉𝑞 = −𝑒𝑛𝐯D

MR-Effekt:  
𝜌 𝐵 −𝜌 0

𝜌 0
=

Δ𝜌

𝜌 0

𝜔𝑐 =
𝑒𝐵

𝑚
= 1.76 × 1011 s−1 ⋅ 𝐵 [T]

kann positiv (Δ𝜌>0 ) oder
negativ (Δ𝜌 <0) sein

Hall-Winkel

tan 𝜃H =
𝐸𝑦
𝐸𝑥

= 𝑅H𝜎0 = −𝜇𝐵

WMI




