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Zusammenfassung: Teil 18a, 10.05.2021/2
• Kooperativer Magnetismus

- Wechselwirkung zwischen magnetischen Momenten führt zu Ordnungsstrukturen

- entscheidende WW: (i)  quantenmechanische Austausch-WW (Heisenberg, Dirac: 1926)
Minimierung der Coulomb-WW unter Berücksichtigung von Pauli-Prinzip

(ii) Dipol-Dipol-WW ist von Größenordnung 0.1 meV (∼ 1K)  spielt meist keine Rolle

ℋHubbard = −𝑡 

𝑖.𝑗 , 𝜎

𝑐𝑖,𝜎
† 𝑐𝑗,𝜎 + 𝑐𝑗,𝜎

† 𝑐𝑖,𝜎 +

𝑖

𝑈 𝑛𝑖,↑𝑛𝑖,↓ii. Hubbard-Modell: 

Summation über 
nächste Nachbarn Spin: 𝜎 = ↑, ↓

Hüpfen zwischen Nachbar-
plätzen, Hüpfamplitude 𝑡

Coulomb-Energie für Mehrfach-
besetzung eines Gitterplatzes

• Austauschwechselwirkung zwischen lokalisierten magnetischen Momenten

i. Heisenberg-Modell: 
Wechselwirkung kann durch effektiven Hamilton-
Operator beschrieben, der nur auf Spin-Funktion 
wirkt und richtige Energieabsenkung liefert (nur 
Paar-Wechselwirkungen)

oft ist Summation über 𝑧 nächste Nachbarn mit 
gleichem 𝑟𝑖𝑗 ausreichend: ℋ𝐴,𝑖 = −

𝐽𝐴
ℏ2



𝑗=1

𝑧

𝐒𝑖 ⋅ 𝐒𝑗

ℋ𝐴 = − 

𝑗≠𝑖,𝑖>𝑗

𝐽𝐴 𝑟𝑖𝑗

ℏ2
𝐒𝑖 ⋅ 𝐒𝑗

𝐽𝐴 > 0: ferromagnetische Kopplung

𝐽𝐴 < 0: antiferromagnetische Kopplung

WW von 𝑖-tem Moment mit seinen 𝑧
nächsten Nachbarn

WMI
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Zusammenfassung: Teil 18b, 10.05.2021/2
• Austauschwechselwirkung zwischen lokalisierten magnetischen Momenten

Austausch-Wechselwirkungsarten:
(a) direkte Austausch-WW
(b) Superaustausch
(c) Doppelaustausch
(d) RKKY-Wechselwirkung 

• Dzyaloshinskii-Moriya Wechselwirkung

- es gibt Spin-Spin-Wechselwirkungen, die von höherer Ordnung sind oder eine kompliziertere Form haben 
- Beispiel: Dzyaloshinskii-Moriya Wechselwirkung - tritt nur bei gebrochener Inversionssymmetrie auf, Ursache ist Spin-Bahn-WW

ℋDM = 𝐃𝒊𝒋 ⋅ 𝐒𝒊 × 𝐒𝒋 resultiert in Verkippung von Spins aus kollinearer Anordnung

• Zeeman-Wechselwirkung

ℋZeeman = −𝛍 ⋅ 𝐁ext

(i)  ℋZeeman ≫ ℋ𝑠𝑜: ℋZeeman = 𝑔𝐿
𝜇𝐵

ℏ
𝐋 ⋅ 𝐁ext + 𝑔𝑠

𝜇𝐵

ℏ
𝐒 ⋅ 𝐁ext

(ii) ℋZeeman ≪ ℋ𝑠𝑜: ℋZeeman = 𝑔𝐽
𝜇𝐵

ℏ
𝐉 ⋅ 𝐁ext

klassische Betrachtung: im Ruhesystem des Elektrons erzeugt der um dieses umlaufende Kern mit Ladung 𝑍𝑒
einen Kreisstrom 𝐼 und damit ein Magnetfeld 𝐵orb

• Spin-Bahn-Kopplung

1

𝑟3
∝ 𝑍3 ⇒ 𝑬𝒔𝒐 ∝ 𝒁𝟒𝐁orb =

𝜇0𝛍ℓ
2𝜋𝑟3

=
𝜇0𝑍𝑒

4𝜋𝑚𝑒𝑟
3
𝓵 ℋso = −𝛍𝑠 ⋅ 𝐁orb =

𝑍𝑒2

4𝜋𝜖0𝑚𝑒
2𝑐2𝑟3

𝓵 ⋅ 𝐬 = 𝜆 𝓵 ⋅ 𝐬WMI
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Kapitel 12

Magnetismus

WMI
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12.5.6 Austausch-WW zwischen itineranten Elektronen

• Kooperativer Magnetismus in Systemen mit frei beweglichen Leitungselektronen

 Heisenberg-Modell:

berücksichtigt paarweise WW von 

lokalisierten magnetischen Momenten

 versagt bei der Beschreibung der 

kollektiven WW eines Elektrons mit allen 

anderen Elektronen eines 

Elektronengases

 Kollektive Austauschwechselwirkung:

erlaubt die Beschreibung des 

Bandferromagnetismus und 

Bandantiferromagnetismus in Metallen 

(z.B. Co, Fe, Ni) WMI
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• Tutorial: Austausch-Wechselwirkung zwischen freien Elektronen

12.5.6 Austausch-WW zwischen itineranten Elektronen

 Paarwellenfunktion von zwei Elektronen mit gleichem Spin  erfordert antisymmetrische Ortsfunktion

Ψ𝑖𝑗 =
1

2 𝑉
𝑒𝑖𝐤𝑖⋅𝐫𝑖 𝑒𝑖𝐤𝒋⋅𝐫𝒋− 𝑒𝑖𝐤𝑖⋅𝐫𝑗 𝑒𝑖𝐤𝒋⋅𝐫𝒊 =

1

2 𝑉
𝑒𝑖𝐤𝑖⋅𝐫𝑖 𝑒𝑖𝐤𝒋⋅𝐫𝒋 1 − 𝑒𝑖(𝐤𝑖−𝐤𝒋)⋅(𝐫𝒊−𝐫𝑗)

 Wahrscheinlichkeit, Elektron 𝑖 in Volumenelement 𝑑3𝑟𝑖 und Elektron 𝑗 in Volumenelement 𝑑3𝑟𝑗 zu finden:

Ψ𝑖𝑗
2
d3𝑟𝑖d

3𝑟𝑗 =
1

𝑉2
1 − cos (𝐤𝑖−𝐤𝒋) ⋅ (𝐫𝒊 − 𝐫𝑗) d3𝑟𝑖d

3𝑟𝑗

 Ψ𝑖𝑗
2
d3𝑟𝑖d

3𝑟𝑗 = 0 für 𝐫𝒊 = 𝐫𝑗: zwei Elektronen mit gleichem Spin können nicht am selben Ort sein

 für ein Spin-↑ Elektron können andere Spin-↑ Elektronen wegen reduzierter Dichte Coulomb-Potenzial von 
Ionenrümpfen nicht effektiv abschirmen Erhöhung der Bindungsenergie

… = 𝑘-gemittelte Wahrscheinlichkeit
Mittelung über gesamte Fermi-Kugel

𝑛↑ = 𝑛/2: Dichte der Spin-↑ Elektronen 

 Wahrscheinlichkeit, ein zweites Spin-↑ Elektron in Volumenelement d3𝑟 in Entfernung 𝑟 = 𝑟𝑖 − 𝑟𝑗 von erstem zu

finden

𝑃 𝑟 𝑑3𝑟 = 𝑛↑ 1 − cos (𝐤𝑖−𝐤𝒋) ⋅ (𝐫𝒊 − 𝐫𝑗) d3𝑟

cos 𝑥 =
1

2
𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥

WMI
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12.5.6 Austausch-WW zwischen itineranten Elektronen

 effektive Elektronendichte 𝜌 𝑟 = 𝑒𝑃(𝑟), die Spin-↑ Elektronen sehen

𝜌 𝑟 =
𝑒𝑛

2
1 − cos (𝐤𝑖−𝐤𝒋) ⋅ (𝐫𝒊 − 𝐫𝑗) =

𝑒𝑛

2
1 −

1

4
3
𝜋𝑘𝐹

3
2 න𝑑3𝑘𝑖 න𝑑3𝑘𝑗

1

2
𝑒𝑖(𝐤𝑖−𝐤𝒋)⋅(𝐫𝒊−𝐫𝑗) + 𝑒−𝑖(𝐤𝑖−𝐤𝒋)⋅(𝐫𝒊−𝐫𝑗)

𝜌 𝑟 =
𝑒𝑛

2
1 − 9

sin 𝑘F𝑟 − 𝑘F𝑟 cos 𝑘F𝑟
2

𝑘F𝑟
6

 addieren der räumlich homogenen Elektronendichte 𝑒𝑛/2 der Spin-↓ Elektronen

𝜌eff 𝑟 = 𝑒𝑛 1 −
9

2

sin 𝑘F𝑟 − 𝑘F𝑟 cos 𝑘F𝑟
2

𝑘F𝑟
6

Spin-↓ Elektronen reduzierte Dichte der Spin-↑ Elektronen in der unmittelbaren Umgebung eines Spin-↑ Elektrons

 Austauschloch

 Lösen des Integrals ergibt

WMI
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12.5.6 Austausch-WW zwischen itineranten Elektronen

• Austauschloch in freiem Elektronengas

𝜌eff 𝑟 = 𝑒𝑛 1 −
9

2

sin 𝑘F𝑟 − 𝑘F𝑟 cos 𝑘F𝑟
2

𝑘F𝑟
6

Aufgrund der Austauschwechselwirkung ist die 
Elektronendichte der Elektronen mit gleicher Spin-
Richtung in unmittelbarer Umgebung reduziert. 

Jedes Elektron bohrt sich sozusagen ein 
„Austauschloch“ in die Elektronendichte gleicher
Spin-Richtung.

Austauschloch ist kollektiver Effekt von allen
Elektronen (Mittelung über gesamte Fermi-Kugel)

 energetische Betrachtung: (i)  Absenkung der Coulomb-Energie durch reduzierte Abschirmung

(ii) Erhöhung der kinetischen Energie durch Lokalisierung im Austauschlock

Welcher Beitrag dominiert??
WMI
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12.5.6 Bandferromagnetismus in Metallen 

• Austausch-Wechselwirkung in einem System freier Elektronen: Stoner-Modell

 einfaches Modell zur Diskussion der Entstehung einer endlichen Magnetisierung in einem freien Elektronengas
Austausch führt zu Änderung der Energie der Spin-↑ und Spin-↓ Elektronen

𝐸↑ = 𝜀 𝑘 − 𝐼
𝑁↑ − 𝑁↓

𝑁
𝐸↓ = 𝜀 𝑘 + 𝐼

𝑁↑ − 𝑁↓
𝑁

1. Term: Dispersion von Elektronengas ohne Austausch
2. Term: Beitrag von Austauschwechselwirkung, 𝐼 = Stoner-Parameter

Unter welchen Bedingungen erhalten wir ein Minimum der Gesamtenergie für Spin-Polarisation 𝑷 =
𝑵↑−𝑵↓

𝑵
≠ 𝟎 ? 

 Diskussion der Energieänderung, wenn wir einige Spin-↑ zu Spin-↓
Elektronen machen (bei 𝑇 = 0)

i. kinetische Energie:

Erhöhung der Zahl der Spin- ↑ Elektronen um 𝛿𝑁 =
𝑁↑−𝑁↓

2
=

1

2
𝐷 𝐸F 𝛿𝐸

Δ𝐸kin
𝑉

=
𝛿𝑁

𝑉
𝛿𝐸 =

1

2𝑉
𝐷 𝐸F 𝛿𝐸2 WMI
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ii. potentielle Energie:

𝑁↑,↓ =
𝑁

2
±
1

2
𝐷 𝐸F 𝛿𝐸 𝑛↑,↓ =

𝑁

2𝑉
±

1

2𝑉
𝐷 𝐸F 𝛿𝐸wir benutzen

𝑀𝐴 = −
1

2
𝑔𝑠𝜇B 𝑛↑ − 𝑛↓ = −𝜇B

1

𝑉
𝐷 𝐸F 𝛿𝐸

wir argumentieren, dass 𝑀𝐴 durch ein fiktives Austausch- oder
Molekularfeld 𝐵𝐴 = 𝜇0𝛾𝑀𝐴 entstanden ist (𝛾 = Molekularfeld-Konstante)

Δ𝐸pot

𝑉
= −න

0

𝐵𝐴

𝑀 𝑑𝐵 = −𝜇0𝛾න

0

𝑀𝐴

𝑀 𝑑𝑀 = −
1

2
𝜇0𝛾 𝑀𝐴

2

Δ𝐸pot

𝑉
= −

1

2
𝜇0𝛾 𝜇B

2 𝐷 𝐸F
𝑉

𝛿𝐸

2

= −
1

4𝑉
𝑈 2𝛿𝑁 2 𝛿𝑁 =

𝑁↑−𝑁↓

2
=

1

2
𝐷 𝐸F 𝛿𝐸

𝑈 = 2𝜇0𝛾 𝜇B
2/𝑉

Δ𝐸pot

𝑉
= −

1

4𝑉
𝑈 𝑁↑ − 𝑁↓

2 =
1

4
𝑈𝑉 𝑛↑ − 𝑛↓

2

12.5.6 Bandferromagnetismus in Metallen 

𝑈 = charakteristische Energie, die wir aufgrund der Austauschkopplung für ein Elektronenpaar mit
parallelem Spin gewinnen (z.B. dadurch, das diese Elektronen nicht am selben Platz sein dürfen)WMI
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12.5.6 Bandferromagnetismus in Metallen 

iii. Gesamtenergie:
Δ𝐸

𝑉
=
Δ𝐸kin
𝑉

+
Δ𝐸pot

𝑉
=

1

2𝑉
𝐷 𝐸F 𝛿𝐸2 1 −

1

2
𝑈𝐷 𝐸F

Energieabsenkung, falls

1

2
𝑈𝐷 𝐸F > 1 Stoner-Kriterium

Plausibilität:

 hohes 𝐷 𝐸F :
für bestimmtes 𝛿𝑁 wird Erhöhung von Δ𝐸kin
klein

 hohes 𝑈:
für bestimmtes 𝛿𝑁 wird Erniedrigung von 
Δ𝐸pot groß 

 wir benötigen hohes 𝑫 𝑬𝑭 und hohes 𝑼

 𝑇 > 0:
1

2
𝑈න

0

∞

𝑑𝐸 𝐷 𝐸
𝜕𝑓 𝐸, 𝑇

𝜕𝐸
𝑇

> 1 WMI
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12.5.6 Bandferromagnetismus in Metallen 

• Wie reagiert ein Metall mit ferromagnetischer Austauschkopplung auf ein äußeres Magnetfeld? 

 für 𝐵ext > 0 erhalten wir zusätzlichen Term in Energiedichte

Δ𝐸

𝑉
=

1

2𝑉
𝐷 𝐸F 𝛿𝐸2 1 −

1

2
𝑈𝐷 𝐸F −𝑀 𝐵ext =

1

2

𝑀2

𝜇B
2𝐷 𝐸𝐹 /𝑉

1 −
1

2
𝑈𝐷 𝐸F −𝑀 𝐵ext

𝑀 = −
1

2
𝑔𝑠𝜇B 𝑛↑ − 𝑛↓ = −𝜇B

1

𝑉
𝐷 𝐸F 𝛿𝐸

 Minimum der Energiedichte:

1

𝑉

𝜕Δ𝐸

𝜕𝑀
= 0 =

𝑀

𝜇B
2𝐷 𝐸F /𝑉

1 −
1

2
𝑈𝐷 𝐸F − 𝐵ext

 Auflösen nach 𝑀:

𝑀 =
𝜇B
2𝐷 𝐸F /𝑉

1 −
1
2
𝑈𝐷 𝐸F

𝐵ext 𝜒 = 𝜇0
𝜕𝑀

𝜕𝐵ext 𝑇,𝑉

=
𝜇B
2𝐷 𝐸F /𝑉

1 −
1
2
𝑈𝐷 𝐸F

=
1

1 −
1
2
𝑈𝐷 𝐸F

𝜒P
𝜒P = Paulische
Spin-Suszeptibilität

 durch die Austauschkopplung wird Elektronengas um den Stoner-Faktor 1 −
1

2
𝑈𝐷 𝐸F

−1
leichter magnetisch polarisierbar

 für
1

2
𝑈𝐷 𝐸F → 1 erhalten wir eine Polarisationskatastrophe Übergang in den ferromagnetischen Zustand

(analog zur Polarisationskatastrophe, die zu Ferroelektrizität führt)

Stoner-FaktorWMI
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12.5.6 Bandferromagnetismus in Metallen 

• Sättigungsmagnetisierung

i. Wiederholung: einfache Verhältnisse für Systeme mit nichtwechselwirkenden Momenten gebundener Elektronen:

Kalium-Chrom-Alaun

Eisen-III-Alaun

Gadolinium-Sulfat-
Oktahydrat

KCr(SO4)2

Sättigungsmagnetisierung:

𝑴𝒔 = 𝒏 𝒈𝑱𝝁𝐁𝑱

Beispiele:
(i) Gadolinium-Sulfat-Oktahydrat
Gd3+-Ion: 𝑆 = 7/2, 𝐿 = 0, 𝐽 = 7/2

⇒ 𝑔𝐽 = 2 ⇒
𝑀𝑠

𝑛
= 𝑔𝐽𝜇B𝐽 = 7 𝜇B

(ii) Eisen-III-Alaun
Fe3+-Ion: 𝑆 = 5/2, 𝐿 = 0, 𝐽 = 5/2

⇒ 𝑔𝐽 = 2 ⇒
𝑀𝑠

𝑛
= 𝑔𝐽𝜇B𝐽 = 5 𝜇B

(iii) Kalium-Chrom-Alaun
Cr3+-Ion: 𝑆 = 3/2, 𝐿 = 3 (gequenscht), 𝐽 = 3/2

⇒ 𝑔𝐽 = 2 ⇒
𝑀𝑠

𝑛
= 𝑔𝐽𝜇B𝐽 = 3 𝜇B

 sehr gute Übereinstimmung mit ExperimentWMI
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12.5.6 Bandferromagnetismus in Metallen 

• Sättigungsmagnetisierung in Bandferromagneten

ii. schwierige Verhältnisse für Bandferromagnete:
 Beispiel Nickel 

Ni hat ein Elektron weniger als Cu (volle 3d-

Schale plus ein 4s-Elektron):

- im paramagnetischen Zustand kommt 

Elektron zu 46% aus 4s- und zu 54% aus 3d-

Schale

- im ferromagnetischen Zustand liegen 0.54 

Löcher alle im Spin-↓ Band

 effektives magnetisches Moment pro 

Ni-Atom:

𝑀𝑠/𝑛 = 0.54 𝑔𝐽𝜇B𝐽 ≃ 1.2 𝜇B𝐽

Messung: 𝑀𝑠 = 𝑛𝑔𝐽𝜇B𝐽 = 510 kA/m

⇒ 𝑔𝐽 = 1.2 für 𝐽 = 1/2,

erwartet wird 𝑔𝐽 = 2

WMI
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12.6 Magnetische Ordnungphänomene

• Welche magnetischen Ordnungsphänomene entstehen in Festkörpern aufgrund der Austauschwechselwirkung?

 Können wir magnetische Ordnungsstrukturen für
𝑇 = 0 vorhersagen?

 Welche Magnetfeld- und Temperaturabhängigkeit
haben die Ordnungsphänomene?

Markus Hoffmann et al., "Antiskyrmions stabilized at interfaces by anisotropic
Dzyaloshinskii-Moriya interactions". Nature Communications. 8 (308) (2013)

 Theoretische Beschreibung meist sehr anspruchsvoll

Wechselwirkende Vielteilchensysteme

Wir werden starke Vereinfachungen verwenden, z.B. 

Molekularfeld-Näherung

Beschreibung der Wechselwirkung eines magnetischen 
Moments mit allen anderen durch ein mittleres 
Austausch- oder Molekularfeld (Pierre Weiss, 1907) WMI
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12.6.1 Magnetische Ordnungsstrukturen

• Beispiele für magnetische Ordnungsstrukturen von lokalisierten magnetischen Momenten

a. Ferromagnetische Ordnung

b. Antiferromagnetische Ordnung

c. Ferrimagnetische Ordnung

d. Zykloidale Ordnung

e. Helikale Ordnung

WMI
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12.6.1 Magnetische Ordnungsstrukturen

• Wie können wir magnetisch Ordnungsstrukturen in Systemen mit itineranten Ladungsträgern beschreiben?

 Beschreibung der Ordnungsstruktur durch Spin-Dichte

𝑠𝑧 𝐫 =
1

2
𝑛↑ 𝐫 − 𝑛↓ 𝐫

 ferromagnetischen Metalle:

න𝑠𝑧 𝐫 d3𝑟 > 0

 antiferromagnetischen Metalle:

න𝑠𝑧 𝐫 d3𝑟 = 0

(für eine bestimmte Richtung)

(für jede beliebige Richtung)

WMI
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Zusammenfassung: Teil 19a, 11.05.2021/1

• Austauschwechselwirkung zwischen freien Elektronen

effektive Ladungsdichte, die von Spin-↑-Elektron gesehen wird:

 Austauschloch durch
Pauli-Prinzip

 fehlende Spin-↑-Elektron 

Reduktion der Gesamtenergie durch Austauschloch:  
parallele Spin-Ausrichtung

Erhöhung der Gesamtenergie durch Austauschloch:  
antiparallele Spin-Ausrichtung

𝜌eff 𝑟 = 𝑒𝑛 1 −
9

2

sin 𝑘F𝑟 − 𝑘F𝑟 cos 𝑘F𝑟
2

𝑘F𝑟
6

• Bandferromagnetismus in Metallen: Stoner-Modell

- Erhöhung der Dichte einer Spin-Sorte um 
𝛿𝑁

𝑉
=

1

2

𝐷 𝐸𝐹

𝑉
𝛿𝐸

 Erhöhung von 𝐸kin

 Erniedrigung von 𝐸pot

Energiegewinn pro Elektronenpaar:
𝑈 = 2𝜇0𝛾 𝜇𝐵

2/𝑉

Δ𝐸kin
𝑉

=
𝛿𝑁

𝑉
𝛿𝐸 =

1

2𝑉
𝐷 𝐸F 𝛿𝐸2

Δ𝐸pot = 0−
𝐵𝐴𝑀 𝑑𝐵 = −𝜇0𝛾 0

𝑀𝐴𝑀 𝑑𝑀 = −
1

2
𝜇0𝛾 𝑀𝐴

2 Molekularfeld 𝐵𝐴 = 𝜇0𝛾𝑀𝐴

Δ𝐸pot

𝑉
= −

1

4
𝑉 𝑈

𝐷 𝐸F
𝑉

𝛿𝐸

2

Molekularfeldkonstante 𝛾WMI



19w
w

w
.w

m
i.

b
ad

w
.d

e
©

  R
u

d
o

lf
 G

ro
ss

 -
P

h
ys

ik
d

e
r 

K
o

n
d

e
n

si
e

rt
e

n
M

at
e

ri
e

2
 –

SS
 2

0
2

1

19

Zusammenfassung: Teil 19b, 11.05.2021/1

• Magnetische Ordnungsphänomene

 Änderung der Gesamtenergie:

Stoner-Kriterium

Δ𝐸 = Δ𝐸kin + Δ𝐸pot =
1

2𝑉
𝐷 𝐸F 𝛿𝐸 2 1 −

1

2
𝑈𝐷 𝐸F < 0 für

1

2
𝑈𝐷 𝐸F > 1

• Bandferromagnetismus in Metallen: Stoner-Modell

- gebundene Elektronen: Ordnungsstruktur der lokalisierten magnetischen Momente

- itinerante Elektronen: Beschreibung der Ordnungsstruktur durch Spin-Dichte

𝑠𝑧 𝐫 =
1

2
𝑛↑ 𝐫 − 𝑛↓ 𝐫

𝜒 =
𝜇𝐵
2𝐷 𝐸𝐹 /𝑉

1 −
1
2
𝑈𝐷 𝐸F

=
1

1 −
1
2
𝑈𝐷 𝐸F

𝜒PSuszeptibilität: 
 Divergenz der magnetischen 

Suszeptibilität für 
1

2
𝑈𝐷 𝐸F → 1: „Magnetisierungskatastrophe“

Stoner-Faktor

𝜒P = Paulische Spin-Suszeptibilität

• Metall mit ferromagnetischer Austauschkopplung in externem Magnetfeld

WMI




