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2 * Beispiele fiir Bandstrukturen und Zustandsdichten
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z.B. Cu = 3d Ubergangsmetall:
im Vergleich zu den 4s-Elektronen ist der Uberlapp der 3d-Elektronen klein

Energie (eV)

=>» breites 4s-Band, geringe Zustandsdichte
=» schmale 3d-Bander, hohe Zustandsdichte
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Zusammenfassung: Teil 21, 26.01.2021/2

- Methoden zur Bestimmung der Bandstruktur E(K)

* ARPES: Angle Resolved Photoelectron Spectroscopy %"'m"ef'q"t‘”e \/\Amﬂisator hw = ®p + Eyin + Ey
! ié Photonenergie f gemessen oo 1 nesenergie der El
Detektor (bekannt) Austrittsarbeit . . g '
(bekannt) im Festkorper
* Energiellicke von Halbleitern (= Kapitel 10) * Zustandsdichte bei Eg
— T-Abhangigkeit von Ry und o bzw. p — T-Abhangigkeit von ¢, des Elektronensystems
— optische Absorption *  Fermi-Flache (= Kapitel 9)
» effektive Zustandsdichtemasse — de Haas —van Alphen — Effekt, Magnetotransport

— T-Abhangigkeit von ¢y,

2.82 Fermi-fliche 2. BZ
d Knistaflelehtror

 qualitative Anderungen beim Ubergang von freien zu fast freien Elektronen:
— Energiellicken an Randern der BZ
— E(K)-Kurven schneiden Rander der BZ senkrecht
— scharfe Strukturen am Rand der BZ werden abgerundet
— von Fermi-Flache eingeschlossenes Volumen bleibt gleich
& Zahl der Elektronen

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

* Fermi-Fldichen von Metallen

— Fermi-Flache E(K) = Ef trennt bei T = 0 die besetzten Lt
von den unbesetzten Zustanden

— Form der Fermi-Flache besitzt flr die Eigenschaften von
Metallen grol3e Bedeutung

— far Bandelektronen: Fermi-Flachen # Kugeloberflachen

www.wmi.badw.de




ﬁ
i
VVIMI

9 Dynamik von Kristallelektronen

* bisher:
» Beschaftigung mit Energieeigenwerten E (K)
- folgen aus zeitunabhangiger Schrodinger-Gleichung
» Besetzung der Zustdande unter Berlicksichtigung von Pauli-Prinzip
—> Fermi-Energie, Fermi-Fléichen
* jetzt:

» Diskussion des Verhaltens der Elektronen unter Wirkung dufRerer Krafte (z.B. durch E- oder B-Feld)
- macht Ubergang zu zeitabhingiger Schrédinger-Gleichung notwendig

» Beschreibung von Transportphdnomenen, Verhalten in elektrischen und magnetischen Feldern

» Transportphanomene wurden bereits im Rahmen des Drude-Sommerfeld-Modells fiir freie Elektronen
behandelt

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

=>» jetzt Ausdehnung auf Bandelektronen
=>» viele Konzepte kdnnen libernommen werden (Boltzmann-Transporttheorie)
=>» wichtig: zusditzlich zu dufSeren Kréiften wirken Kréifte durch Gitterpotenzial

www.wmi.badw.de
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9 Dynamik von Kristallelektronen

Gegeniiberstellung: freie Elektronen (Drude/Sommerfeld) < Bandelektronen (Bloch)

Quantenzahlen

Bereich der
Quantenzahlen

Energie
Geschwindigkeit

Wellenfunktion

Sommerfeld

Wellenvektor k
(hk ist Impuls)

k vertrdaglich mit Randbedingungen,
sonst beliebig grof}

h'k’
e(k) = o

1 de  hk
Vk —

“hok  m

ebene Welle:

tk-r
&
Yi(r) =

Vi

Bloch

Wellenvektor k, Bandindex n
(hk ist Kristallimpuls)

k vertriaglich mit Randbedingungen,
beschrinkt auf 1. BZ

en(k) =e(k+Gy)
1 0e,(k)

Vuk = T

h Jdk

Bloch-Welle:
Wk (r) =ty (1) e'®T  mit
Unk(r) = u,k(r+R)

wir verwenden im Folgenden £(K) flr Bandstruktur, um Verwechslungen mit elektrischem Feld E zu vermeiden
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9 Dynamik von Kristallelektronen

e zu diskutierende Punkte:

» Glltigkeitsbereich des verwendeten semiklassischen Modells
=» guantenmechanische Berechnung von Bandstruktur, klassische Bewegungsgleichungen

» Bewegung von Kristallelektronen in elektrischen und magnetischen Feldern
» Streuprozesse fir Kristallelektronen

» Boltzmann-Transporttheorie

» Transportkoeffizienten (z.B. elektrische Leitfahigkeit, Warmeleitfahigkeit, ...)

» experimentelle Methoden zur Bestimmung von Fermi-Flachen

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021
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9.1 Semiklassisches Modell

* Dynamik von freien Elektronen wurde mit Gesetzen der klassischen Mechanik beschrieben (Kapitel 7)

dr p nk
Bewegungsgleichungen: dtdk m-m q = —e fur Elektronen
hE=F=CI(E+VXB)

e zur Beschreibung der Dynamik von Kristallelektronen verwenden wir semiklassisches Modell

i. quantenmechanische Berechnung der Bandstruktur &,,(K)

ii. Beschreibung der Dynamik mit klassischen Bewegungsgleichungen

Problem: Kristallelektronen haben wir durch Bloch-Wellen beschrieben, die vollkommen delokalisiert sind

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

=>» bereitet Probleme bei der Diskussion der Bewegung von ,Teilchen” mit
klassischen Bewegungsgleichungen

=>» Losung: Konstruktion eines Wellenpakets aus Blochwellen

www.wmi.badw.de
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* Wiederholung: Wellenpakete

. . . . Ak Ak

Konstruktion von Wellenpaket durch lineare Uberlagerung von Bloch-Wellen mit k-Werten aus Intervall [k - k + -
J i[kr—2 ¢
() = ) alk) () e/l
= Ak
k=7
>
>
= )
£ < |
é t = 2t0 ngt() -

1 1 | 1 1 L J
-2 0 2 4 6 8 10 12

die griinen Punkte bewegen sich mit Gruppen-
geschwindigkeit, der rote mit Phasengeschwindigkeit M\/\NMV\N\M\/V\WWW

www.wmi.badw.de
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* Wiederholung: Wellenpakete

» Unscharferelation: Ap - Ax = hAk - Ax > R
ruppengeschwindigkeit: vy = —
T w (k)
» Phasengeschwindigkeit: vy, = —

» Dispersion (ZerflieBen des Wellenpakets):
falls Wellen mit unterschiedlichem k
unterschiedliche Phasengeschwindigkeit besitzen

Re ¥, ¥

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

* Gruppengeschwindigkeit von Bloch-Wellenpaket: S ——

L dwp(K)  10e,(K) X
0k h 0k

Vn

www.wmi.badw.de
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© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021
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9.1 Semiklassisches Modell

Beschreibung von Transportprozessen:

Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit des semiklassischen Modells:

Beschreibung der Bewegung der Bloch-Elektronen zwischen Streuprozessen

=» mit semiklassischem Modell méglich

Beschreibung von StolSprozessen
=» keine Antwort durch semiklassisches Modell

da Ak < 2m/a sein sollte, ist wegen Ar - Ak > 1

dann Ar > a

=>» die Ausdehnung des Wellenpakets muss groR
gegenilber dem Gitterabstand a sein

klassische Beschreibung der Bewegung zwischen

den StolRen

=> mittlere freie Weglange € und
charakteristische Wellenlange A der externen

Felder grold gegen die Ausdehnung des
Wellenpakets

=» Streuintegrale

Ausdehnung a
des Wellenpakets — f—

Wellenldnge des externen Feldes

10
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* Beschreibung der Bewegung von Kristallelektronen mit semiklassischem Modell

=>» beschreibt die Bewegung von Kristallelektronen, allerdings nur zwischen Streuprozessen

=> erfordert nur die Kenntnis der Bandstruktur &,,(K)

=» unter der Wirkung von du3eren Kraften konnen sich GréRRen dndern

=> wir werden allerdings Einschrankungen machen

1. Bandindexn

2. klassiche Bewegungsgleichungen: zeitliche Entwicklung von r und k

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

dr 1 agn (k) zum Vergleich: freie Elektronen
8 ar - =5k dr _ o o M 10:00
= h——=F,t) = q [E(r,t) + v, (k) X B(r, )] h—-=F=q(E+VXB)
:
:

* wir konnen jedem Kristallelektron eine Ladung g, einen Ort r, eine Wellemzahl k und einen Bandindex n zuordnen

der Bandindex n ist eine Konstante der Bewegung: semiklassisches Modell beschreibt keine Band-Band-Uberginge

11



9.1 Semiklassisches Modell

3. effektive Masse

aus v, (K) = ;lagglik) folgt fur die Zeitableitung der i-ten Geschwindikeitskomponente
3
dv,;(K) 1d aen(k) 1 0%¢e, (k) dk;
dt  hdt i_h L 0k;0k; dt

mit hi—l: = F(r, t) folgt

dvni (K) _ 1 N\ 9% (K)

= — T F
dt 12 L okok;
j=1 g

Beziehung ist dquivalent zu klassischer Bewegungsgleichung v = m™! F, falls wir die skalare Masse m durch
effektiven Massetensor ersetzen

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

. 1 1 9%¢,(K) Transformation auf Hauptachse . h?

3 [m*~( )] " 72 ok;ok; mE=) = 3 effective Massen in —p i = 92¢, (K)
E_ Hauptachsenrichtung T okZ
g

§ dynamische Masse von Kristallelektronen isotroper Festkorper

12
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9.1 Semiklassisches Modell

3. effektive Masse: Beispiel fiir 1D-Band mit unterschiedlicher Bandbreite

be(k)
» am Rand der BZ ist Krimmung negativ
=>» negative effektive Masse
=>» duBere Kraft bewirkt Abnahme der
Geschwindigkeit (Ursache ist
. . Rickstreuung durch WW mit Gitter)
0.5 10-10 -05 0.0 05 1.0

» schmale/breite Bander sind mit
groBer/kleiner effektiven Masse verbunden

> Kristallelektron kann wie freies Teilchen mit
effektiver Masse m* betrachtet warden

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

=>» WW mit Gitter steckt in m”*

www.wmi.badw.de
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9.1 Semiklassisches Modell

4. Kristallimpuls

» Wellenvektor K ist nur bis auf reziproken Gittervektor G wohldefiniert
=» Elektronen mit Wellenvektoren k und k + G kénnen nicht unterschieden werden

=>» Beschrankung auf 1. Brillouin-Zone moglich

» die GroRRe K ist nur ein Quasi-Impuls oder Kristallimpuls

s " . : . . dk
=>» zeitliche Anderung von Quasi-Impuls resultiert nur aus den duReren Kraften hE = F(r,t)

=>» zeitliche Anderung des Impulses von Kristallelektronen resultiert aus Summe von duBeren Kriften
und Gitterkraften

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

www.wmi.badw.de
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<X 9.1 Semiklassisches Modell

5. Fermi-Statistik

> der Beitrag von Elektronen aus Band n und Volumenelement d3k zur Zustandsdichte ist gegeben durch

3
2 7(k) d3k f| £, (k),T] = 2 d'k

|4
/ \ " exp [t 4
\

Spin Zustandsdichte im k-Raum Fermi-Dirac-Verteilung

— Anmerkung: Dichte der Elektronen im 6-dimensionalen (r, K) Phasenraum ist Z(K) /V

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

zk) 2
v (21)3

www.wmi.badw.de
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9.1 Semiklassisches Modell

* Giltigkeit des semiklassischen Modells

> angelegte Felder miissen so klein sein, dass sie keine Band-Band-Uberginge verursachen kénnen

2
s, (k : .
GroRe der duReren Felder:  e|E|a < M kein elektrischer Durchbruch .
EF (ohne Beweis)
[£,00)]°
hw, < 98— kein magnetischer Durchbruch
F

Abschitzung: |E| = 100V/m, a =~ 0.1 nm = e|E|a =~ 1078 eV
da g = einige eV muss g, > 10™* eV sein =» fast immer erfiillt

IB| = 1T, hw, = 10™* eV
da &g = einige eV muss g, > 1072 eV sein =» oft sehr gut erfillt

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

> Frequenz der duBeren Felder muss klein genug sein, um keine Band-Band-Uberginge zu induzieren

ho < g4(K)

www.wmi.badw.de

16



ﬁ
i
VVIMI

9.2 Bewegung von Kristallelektronen

* Diskussion mit zwei Grundannahmen:

i.  Wir betrachten nur ein Band und lassen den Bandindex weg

ii. WirdiskutierenFallT =0 = f(e,T) = f(g, T =0)

* vollkommen gefiillte Bander

— Wiederholung: Liouville Theorem

Das Phasenraumvolumen bleibt wahrend einer klassischen Bewegung erhalten

da wir die Dynamik der Kristallelektronen im semiklassischen Modell mit klassischen
Bewegungsgleichungen beschreiben, andert sich unter der Wirkung von aulSeren Kraften die
Konfiguration eines gefillten Bandes nicht

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

=» ein volles Band bleibt ein volles Band

www.wmi.badw.de
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9.2.1 Strome in vollkommen gefullten Bandern

e Strome in vollkommen gefiillten Bandern

— Beitrag der Elektronen aus k-Raumelement d3k zur Teilchenstromdichte J:

d3k . 1
dj =n- v(k) = (2 Z(K)d3k)/V - v(k) = v(K) 2 = Vi e(k)d*k  mitv(k) =~ Vi e(k)
A (2m)3  4Am3h
Geschwindigkeit Volumenelement im k-Raum n = Teilchendichte

Zustandsdichte im k-Raum

elektrische Stromdichte J, = q - J ergibt sich durch Integration tGber die 1. Brillouin-Zone

. q
Jg = Am3h

f Vi g(k)d3k fur Elektronen: g = —e (pro Teilchen transportierte Ladungsmenge)
1.BZ

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

Warmestrodichte J; = (¢ — u) - J ergibt sich analog zu

Jh = 47‘[13h j [e(K) — u] Vi g(k)d3k (e — u) = pro Teilchen transportierte Warmemenge

1.BZ
Hinweis: dU = TdS + udN = dQ = dU — udN

www.wmi.badw.de
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9.2.1 Strome in vollkommen gefullten Bandern

e Strome in vollkommen gefiillten Bandern

— da e(k) = e(k + G) eine periodische Funktion ist, verschwindet das Jq = 47?3h f Vi e(K)d3k
Integral Gber ihren Gradienten 1Bz
1.0 % 1 3
g(k) i Jh = ATT3R j [e(K) — u] Vx e(K)d°k

1.BZ

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

1-1.0. T .-O.S. T .0.0‘ T ‘0.5. ‘l ‘1.01
k (m/a)

Der Beitrag von gefiillten Bandern zur elektrischen und zur Warme-
stromdichte von gefiillten Bandern verschwindet. Elektrische und
Warmeleitung kommt nur durch teilweise gefiillte Bander zustande.

www.wmi.badw.de
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9.2.2 Strome in teilweise gefullten Bandern

Strome in teilweise gefiillten Bandern

elektrische Stromdichte J, = q - J ergibt sich durch Integration Gber die besetzten Zustande

q
41t3h

lq=

j v, e(k)d3k

besetzt

far Elektronen: g = —e (pro Teilchen transportierte Ladungsmenge)

die Stromdichte ], verschwindet nach wie vor im thermischen Gleichgewicht, da Zustdnde mit v(k) und v(—K)
gleich besetzt sind

|
|
I
!
t
|
|
|
I
I
!
|
)
v
|
|
\J
i

(k)

-1.0

-0.5

k (t/a)

0.0 0.5 1.0

durch angelegtes elektrisches Feld wird Gleichbesetzung
von v(K) und v(—Kk) aufgehoben

=» endliche elektrische Stromdichte

20
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9.2.2 Strome in teilweise gefullten Bandern

Bewegung im elektrischen Feld

— Anderung der Wellenzahl bei Abwesenheit von Streuprozessen

k(t) = k(0) + 6k(t) = k(0) — %t

— da sich Wellenzahl pro Zeiteinheit um den gleichen Betrag andert, folgt fir Geschwindigkeit

vik(t)] =v [k(O) — %t]

=» da v(K) eine beschrankte Funktion in k-Raum
ist, ist v[K(t)] eine beschrankte Funktion in
der Zeit

in der Ndhe des Zonenrands nimmt v(K) bei einer

Erhéhung von K ab

=» Beschleunigung des Elektrons ist duRerer Kraft
entgegengerichtet

=» Ursache: es wirkt nicht nur externe Kraft,
sondern auch Gitterkrafte

-1.0

-0.5

00
k (r/a)

0.5

1.0

21
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9.2.2 Strome in teilweise gefullten Bandern

* Beispiel: Bloch-Oszillationen

— wir gehen von einfacher 1D Tight-Binding Bandstruktur e(k) = A cos(ka) aus und vernachlassigen Streuung

" _ 1foe(k)|  Aa | "

m) v )—g YR —TSIH( a)
t

=) x(t) = j v[k(t)]dt" = x(0) — A’ cos wgt mit wg = eaFE /h k(t) = —%t
0

ein von aullen angelegtes statisches elektrisches Feld fiihrt zu einer oszillierenden Elektronenbewegung

=» Bloch-Oszillationen

| 1.0

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

mit a ~ 4 A wird mit E ~ 103 V/m bereits wg ~ 10° 1/s erreicht

=» GHz bis THz-Oszillatoren

=» Schwingsamplitude =~ :)—F ~ 100 pm @ 10° 1/s
B

- sehr reine Materialien notwendig

www.wmi.badw.de
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9.1 Semiklassisches Modell

* Bloch-Oszillationen

PHYSICAL REVIEW B VOLUME 51, NUMBER 23 15 JUNE 1995-1

Bloch oscillations at room temperature

T. Dekorsy, R, Ott, and H. Kurz o i i
Institut fur Halbleitertechnik, Rheinisch-Westfalische Technische Hochschule Aachen, D-52056 Aachen, Germany treten nurin Seh rremnen

Materialien auf
K. Kohler
Fraunhofer-Institut fur Angewandte Festkorperphysik, D-79108 Freiburg, Germany
(Received 10 March 1995)

* praktische Anwendung:

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021

1.0 . . . . _ ] _ ' _ . Erzeugung von THz-Strahlung
U=-2.9V 1 § 1.0k 1.7V 25V -31V |
o T= 300 K =
| -
= 05} - <
<] o
) =
9 r g > 0.5 = -
7
e
0.0 — o
=
-0.5 0.0 0.5 1.0 28 2 4 6 8 10 12
Time Delay (ps) Frequency (THz)

www.wmi.badw.de
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Zusammenfassung: Teil 22, 28.01.2021/1

* Dynamik von Kristallelektronen:

bisher:

jetzt:

- Diskussion des Verhaltens der Elektronen unter Wirkung dulRerer Krafte

* Gegeniiberstellung von freien Elektronen und Kristallelektronen:

Quantenzahlen

Bereich der
Quantenzahlen

Energie
Geschwindigkeit

Wellenfunktion

Sommerfeld

Wellenvektor k
(hk ist Impuls)

k vertriglich mit Randbedingungen,
sonst beliebig grof

h2k?
e(k) = o
1 d¢  hk

SRk

ebene Welle:

tk-r
e
‘{’k(r) =

Vi

Bloch

Wellenvektor k, Bandindex »
(hk ist Kristallimpuls)

k vertriglich mit Randbedingungen,

beschriankt auf 1. BZ

en(k) =e(k+Gy)

_ 1 0e,(k)
Yk = T ok
Bloch-Welle:

W, k(1) =ty k(1) e'kT
Upk(r) = t,x(r+R)

Bewegung von Kristallelektronen unter Wirkung aulSerer Krafte

- Beschaftigung mit Energieeigenwerten (k) - Bandstruktur (einzelne Elektronen in periodischem Potenzial)

- Besetzung der Zustande unter Berticksichtigung von Pauli-Prinzip = Fermi-Energie, Fermi-Flachen

- Beschreibung von Transportphdanomenen = Verhalten in elektrischen und magnetischen Feldern

- Transportphanomene wurden bereits im Rahmen von Drude-Sommerfeld-Modell fir freie Elektronen behandelt
- jetzt Ausdehnung auf Bandelektronen

- viele Konzepte kbnnen Gibernommen werden (Boltzmann-Transporttheorie)

=>» wichtig: zusatzlich zu duBeren Kraften wirken Krafte durch Gitterpotenzial

mit
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© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 1 — WS 2020/2021
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=» quantenmechanische Berechnung der Bandstruktur &,,(K)
=» Beschreibung der Dynamik mit klassischen Bewegungsgleichungen

dr p hk
freie dt - m_ m Kristall-
Elektronen dk Elektronen
h—=F=q(E+vXxB)
dt
=>» effektive Masse
] = lazgn(k) effektive
m* (K| =125k ok
7 19 Massetensor

- hohe effektive Masse
- kleine effektive Masse

schmale Bander
breite Bander

=» Bandindex ist Konstante der Bewegung = keine Band-Band-Uberginge

=» Beschreibung von Transportprozessen:
(i) Beschreibung der Bewegung der Bloch-Elektronen zwischen StoBprozessen
(ii) Beschreibung von StoRBprozessen (= keine Antwort durch semiklassisches Modell)

=» Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit des semiklassischen Modells:

(i) da Ak < 2m/a sein sollte, ist wegen Ak - Ar = 1dannAr > a
=>» Ausdehnung des Wellenpakets > Gitterabstand a

(ii) klassische Beschreibung der Bewegung zwischen den StofRen erfordert, dass
mittlere freie Weglange £ und charakteristische Wellenlange A der externen Felder
grol} gegen die Ausdehnung des Wellenpakets ist

« semiklassisches Modell zur Beschreibung der Dynamik von Kristallelektronen

dr
dt
dk
d

)

= Vn (k) =

(k)

19¢,(K)

h Ok

)

Zusammenfassung: Teil 22, 28.01.2021/2

h—t = F(r,t) = q [E(T, t) + v,(K) X B(r, t)]

e(k)

Ausdehning

des Wellenpokets

Wellenlange des externen Feldes

a

-

-—




Zusammenfassung: Teil 22, 28.01.2021/3

« Bewegung von Kristallelektronen (nur ein Band, T = 0)

1
[ Weetod  n= g [ 1200 - ViesG0EK

1.BZ 1.BZ

q
413h

gefiillte Bdnder Jqg =

da e(K) = e(K + G) eine periodische Funktion ist, verschwindet das Integral (iber ihren Gradienten

=» der Beitrag von gefiillten Bandern zur elektrischen und Warmestromdichte verschwindet
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