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== Zusammenfassung: Teil 25a, 31.05.2021/1

VVIMI

* Grundlegende Eigenschaften

d. Typ-l und Typ-Il Supraleitung, Shubnikov-Phase
=>» Typ-l Supraleiter zeigen perfekte Feldverdrangung fir Bayi < Bcth
=>» Typ-Il Supraleiter zeigen Mischzustand mit nur partieller Feldverdrangung in Feldbereich
B:1 < Bext < By wobei B,y < Bewn < Bes

e. Fluss-Quantisierung:

=>» der in einem supraleitendem Hohlzylinder eingefangene magnetische Fluss ist quantisiert

®=n -, D= % — 2.067 833 636(81) x 1015 Vs

f. Josephson-Effekt:

=» Suprastrom zwischen schwach gekoppelten Supraleitern (Tunneln von Cooper-Paaren)

Josephson-Gleichungen: J, = J.sin ¢, Z—‘f = zeTU (¢ = Phasendifferenz)
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Zusammenfassung: Teil 25b, 31.04.2021/1

* Thermodynamische Eigenschaften von SL

- geeignetes thermodynamisches Potenzial: freie Enthalpie G, freie Enthalpiedichte g, = G /V

dGs = —=SdT + Vdp — m - dBqy (unabhéingige Variablen: T, p, Beyxt), m =V M
- thermodynamische GroRen (Entropie, Volumen, magnetisches Moment)
_ (%’:)pﬂ =S <g_g>r,3 =V — <Z—g>w= m m) c, =T <Z_;>p,3 =-T (%)p'?/drmekapazitdt
» Typ-I Supraleiter im Magnetfeld
~ Bext < Bewn: M= 3= —Heg = ——2

— Differenzial der freien Enthalpie: dGy = —SdT + Vdp —m - dBgyy = —m -ldBext

! !
@ p = const., T = const.

. 1
mit m = =V Bext /U folgt: dgs = —M - dBeyt = H_oBeXt - dBext

— Integration ergibt: @s(Betn, T) — 95(0,T) = fOBCthB’ dB' = BZ, /21,
m) Ag(T) =g,(0,T) — gs(0,T) = B, (T)/21y  Kondensationsenergiedichte

— EntrOpIedIChtel - TS TC: Bcth -0 > As >0 undATQ = TCA"S -0

‘M?f’) _ _Bcth9Beth | - T 50 ag—cTth -0 = As— 0gemaR 3. Hauptsatz
aT p;Bext “0 aT

~0<T<T: >0 DAs>0,dh. s, > s

A8(T) = 8,(T) — 55(T) = — (
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Zusammenfassung: Teil 25c¢, 31.05.2021/1

* Typ-I Supraleiter im Magnetfeld

— Wérmekapazitdt: aus Ag(T) = ¢,(0,T) — g5(0,T) = B /2o und ¢, =T (

T 2B 0Bewh )
dc=cn=cs= = [B cth ( Cth) Rutgers-Formel

o | a7 oT

* T =T_: Sprung der spezifischen Wéirme

Te

2
aB th
Acy—t, = (cn — CS)T=TC = __< 6’;" >
Ho T=T

c

* T < T,.: Bestimmung des Sommerfeld-Koeffizienten y = C?” Ac

Ac 1 azBcth 2 Bcth(o)
V=== =

= B —— =
T Ho “th T2 Ho T¢

aus T, und B, (T = 0) kann y bestimmt werden:

_ 4 Bi(0) _m? 2 D(Er)

CTZ 2u 3 By

» Typ-Il Supraleiter im Magnetfeld

— gleiches Verhalten wie Typ-I SL fir Beyt < B.1 (Meillner-Phase)
— flir B,y < Bext < B, (Shubnikov-Phase) etwas komplexeres Verhalten

molare Warmekapazitat (mJ/ mol K)
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13.3 Phanomenologische Modelle

* Entwicklung der ersten mikroskopischen Theorie der Supraleitung dauerte mehr als 45 Jahre
=» zuerst Beschreibung mit phanomenologischen Modellen

I. London-Modell (Zweifliissigkeiten-Modell)
Il. Supraleitung als makroskopisches Quantenphanomen

lll. Ginzburg-Landau Theorie

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021
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=X 13.3.1 London-Modell
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Beschreibung der perfekten Leitfahigkeit und des Meil3ner-Ochsenfeld-Effekts mit London-Gleichungen (1935)
— Ausgangspunkt ist Bewegungsgleichung flir Ladungstrager mit Masse m und Ladung g und mittlerer Streuzeit T

—+—=gqE
mdt T 1

— Annahme: Wir kdnnen Ladungstrager in ,zwei Fliissigkeiten” aufteilen

n=ns+n, mit n, >0 undng—->n furT -0
mit n, >nundn, >0 furT > T,

. . . ) ngq?t
far SupraflUssigkeit wird T — o0 angenommen, damit g, = Bs4sT o

mg

— mit allgemeinem Ausdruck J; = n.q,v, ergibt sich sofort die 1. London-Gleichung

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

ms 0]

: =" mit A = = = London-Koeffizient
qsns 0t AsTts

=» beschreibt widerstandslosen Stromtransport

Problem: fir T = oo geht auch £ = vpT - ®©
=» Verwendung von lokalen Beziehungen zwischen ], E und b ist problematisch
=>» nichtlokale Verallgemeinerung wurde von Pippard vorgenommen (1953)

www.wmi.badw.de
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13.3.1 London-Modell

Beschreibung der perfekten Leitfahigkeit und des Meil3ner-Ochsenfeld-Effekts mit London-Gleichungen (1935)

— mit Faradayschem Induktionsgesetz V X E = —db/dt ergibt sich mit 1. London-Gleichung
(um besser zwischen der Flussdichte auf einer mikroskopischen Skala und makroskopischen Mittelwerten zu unterscheiden, wird fur die lokale
Flussdichte b und fir den makroskopischen Mittelwert B verwendet)

a(A]s) _E o 3 [V v (A ) n b] B Gleichung gilt allgemein fir alle idealen Leiter:
ot o ot ]5 _ magnetischer Fluss durch eine beliebige Flache innerhalb bleibt zeitlich unverandert

— Beobachtung von MeilBner-Ochsenfeld-Effekt
=>» in Supraleiter muss nicht nur die zeitlich Anderung der Flussdichte, sondern diese selbst verschwinden
=» Klammerausdruck [] selbst und nicht nur seine Zeitableitung muss verschwinden

2. London-Gleichung
VX (AJ)) +b=0
=>» beschreibt perfekte Feldverdringung

zusammen mit den Maxwell-Gleichungen beschreiben die beiden London-Gleichungen das Verhalten von
Supraleitern in elektrischen und magnetischen Feldern



=X 13.3.1 London-Modell
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Umformung der 2. London-Gleichung

» wir benutzen Maxwell-Gleichung V X b = u,] (wir vernachlassigen Verschiebungsstrom dD/dt)

» wir bilden von Rotation und benutzen die 2. London-Gleichung:

A A
VX(AJg)+b=0 = VX(M_VXb>+b=0 = b=—M—V><(V><b)
0 0

— mMitVXVxb=V(V-b)—V?bundV b = 0 erhalten wir

A mg

Vb —

J7i 1
b =V2b - /l_zb =0 mit A = Londonsche Eindringtiefe

A L Ho ,uonsqf

(im Wesentlichen bestimmt durch Dichte
der “supraleitenden” Ladungstrager)

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

— Wichtig: durch Messung von A}, kdnnen wir nicht auf Cooper-Paare schliel3en!

ng — g, qs = 2e,mg > 2m, = A= Lsz bleibt unverandert

Ns(qs

www.wmi.badw.de



=X 13.3.1 London-Modell
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— Beispiel: Bqy: || Z, Supraleiter in Halbraum x > 0:

dzbz 1 ]y,O (
axz 2P AW B,
g. Lﬁsung: bZ (X) - Bext,z exp(—x//IL) “1 ’(\’ \\ 7 “1 : Y
é ,f" | |\ ’)‘,, L
: — aus V x (AJ,) + b = 0 folgt: B, = —
g ]s,y (X) — ]s,y (O) eXp(_x/)lL)
E Bext z/.uO \
0) = —extz/ 0 / , N~ R
:

=» sowohl Magnetfeld als auch Stromdichte klingen exponentiell im Inneren des Supraleiters ab

=>» charakteristische Langenskala ist London-Eindringtiefe: typische Werte liegen zwischen 0.01 und 1 um

_ A.,(0)
J1=(T/T)*

— Temperaturabhangigkeit: AL (empirische Formel: Gorter & Kasimir, 1934)

Ay (T) divergiert fiirT — T,

www.wmi.badw.de
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=X 13.3.1 London-Modell
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— Beispiel: dlnner supraleitender Film

cosh(x/A;)

b =B
2(%) XtZ cosh(d /22y) Bext,z

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

=>» supraleitender Film mit Dicke d < A; kann keine vollstdndige Feldverdrangung aufzeigen!

www.wmi.badw.de
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13.3.2 SL als makroskopisches Quantenphanomen

Beschreibung des supraleitenden Zustands durch eine makroskopische Wellenfunktion

— Herleitung der London-Gleichungen durch die Annahme maoglich, dass der supraleitende Grundzustand mit einer
makroskopischen Wellenfunktion beschrieben werden kann

— Fritz London (1948): Ableitung der London-Gleichungen mit grundlegenden quantenmechanischen Konzepten
— Beleg fir Gultigkeit diesen Ansatzes: Fluss-Quantisierung, Josephson-Effekt
— Theoretische Begriindung durch BCS-Theorie (1957)

— Grundhypothese: es existiert eine makroskopische Wellenfunktion

o (r, t) = Po(r, t) ef®D)

welche die Gesamtheit der supraleitenden Elektronen beschreibt

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

— Normierung:

]¢; (r, t)lps (r,t) dV = N bzw. |l/)s(l', t)| = l/);(l‘, t)lps(r: t) = ng

Wichtig: Im Gegensatz zur (iblichen Interpretation von |1 (r, t)|? als quantenmechanische Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen am
Ort r zur Zeit t aufzufinden, assoziieren wir |1, (r, t)|? jetzt mit der Teilchenzahldichte ng(r, t).

www.wmi.badw.de
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13.3.2 SL als makroskopisches Quantenphanomen

Wiederholung: Schrodinger-Gleichung fiir geladenes Teilchen in einem Magnetfeld

— wir verwenden: J0A U 0A
E=———V|{Qat+_|=—7"-Vo d(r,t) = pei(r,t) + u(r, t)/q
(elektrochemisches Potenzial)
b=VXxXA

— Schrodinger-Gleichung fiir geladenes Teilchen in Magnetfeld:

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

2
1 (h ow(r,t
— =V —qA(,t) | ¥, t)+ [qde(r,t) + ulr, )] P(r,t) = ih 0
2m\ i ot
— Madelung-Transformation: wir machen folgende Ersetzungen W(r,t) - (rt) =1P,(rt)efmn
m — 1
q = s

01)s(r, t)
dt

1 (h ?
Zm (?V B CISA(I', t)> lpS(r’ t) + [QSQbel(r» t) + u(r, t)] lps(r; t) — lh

www.wmi.badw.de
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13.3.2 SL als makroskopisches Quantenphanomen

Einsetzen der makroskopischen Wellenfunktion und Aufspalten in Real- und Imaginarteil liefert folgende Beziehungen
(langliche Rechnung: siehe Gross & Marx, Anhang H.1)

w2 (r,t A
I.  Imaginarteil: Wo(r,t) =-V. (—0 [AVO(r, t) — q A(r, t)])
ot mg
_ on, /ot = ngvs =,

=>» Kontinuitdtsgleichung % + V-], = 0 fur die Teilchenstromdichte J ,

> Ubergang zur elektrischen Stromdichte J; = q,J,

h
Jo(r,t) = qny(r,t) {; Vo(r,t) — %A(r, t)} Strom-Phasen-Beziehung (eichinvariant)
S S

\ )
!

Vs

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

Jo(r,t) = qsns(r, t)h {

S

vor,0) - La, t)}
\ Y ]
eichinvarianter Phasengradient V@' — %A’ = Vo — %A

» Suprastromdichte ist proportional zu eichinvariantem Phasengradienten (im Normalleiter istJ,, x —V¢ = E)

www.wmi.badw.de
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13.3.2 SL als makroskopisches Quantenphanomen

Il. Realteil:

00(r,t) 1 flezl/JO(r, t) m

h + AZ(r,t) + r,t) = A = == = London-Koeffizient
at Zns ]S( ) qS(p( ) stlpo(l‘, t) qgns
\ Y J
kann fur raumlich homogene Systeme vernachlassigt werden

00(r,t) r . :

hT =7 ANc(r,t) + qedpe (1, t) + u(r, t) Energie-Phasen-Beziehung
S

\ )
|

Gesamtenergie

=>» Beziehung wird Energie-Phasen-Beziehung genannt, da d0/dt « Gesamtenergie

=>» da h8 = S (Wirkung) folgt dS/dt = —H (Aquivalenz zur Hamilton-Jacobi-Gleichung der klassischen Physik)

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

— Anwendung des makroskopische Quantenmodells sowohl fiir die Beschreibung von geladenen als auch von
ungeladenen Quantenflissigkeiten

2 qgs =k - g ms=k-m ng =n/k

2

2 L. q=-—e k=2: klassischer Supraleiter mit g = —2e,mg; = 2Zmund ng = n/2

§_ i. qg=0k=1: neutrale Bose-Supraflissigkeit mit ng = n,mg; = m (suprafluides “He)

§ i, q=0, k=2: neutrale Fermi-Supraflissigkeit mit ng = n/2, m; = 2m (suprafluides 3He)

15
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13.3.2 SL als makroskopisches Quantenphanomen

Herleitung der London-Gleichungen aus der Strom-Phasen- und der Energie-Phasen-Beziehung

— Ausgangspunktist  J(r, t) = qsng {% Vo(r,t) — %A(r, t)} =) AJ(r, t) = — {A(r, t) — iVe(r, t)}

S S S

A= q72n‘rsl = London-Koeffizient
— Anwenden von V x auf beiden Seiten der Strom-Phasen-Beziehung: o

VX AJg(r,t) + V x A(r,t) =V x {Eve(r, t)} =0

S

=) VXAl (r,t)+b(rt) =0 2. London-Gleichung

— Anwenden von d/dt auf beiden Seiten der Strom-Phasen-Beziehung:

0A(r, t 1 hol(r,t
(r )——V L wirbenutzenEz—a—A—V(¢e1+E>
ot qs ot ot q

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

d A B
a ]S(rit)__ {

00(r,t 1
a(z = {Z_%Alsz(r» t) + qspel(r,t) + u(r, t)}

= und h

0 1
=) — AJ.(r,t) =E-— V(EA]§> 1. London-Gleichung

at

SH1S
v

kann fast immer vernachlassigt werden = linearisierte 1. London-Gleichung

www.wmi.badw.de
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13.3.2 SL als makroskopisches Quantenphanomen

Interpretation und Bedeutung der London-Gleichungen

» Die London-Gleichungen kdonnen direkt aus dem allgemeinen Ausdruck fiir die Suprastromdichte J; abgeleitet
werden, der wiederum direkt aus der Tatsache folgt, dass der supraleitende Zustand durch eine makroskopische
Wellenfunktion beschrieben werden kann.

» Die London-Gleichungen beschreiben zusammen mit den Maxwell-Gleichungen das Verhalten von Supraleitern
in elektrischen und magnetischen Feldern

» London-Gleichungen beschreiben zeitabhangige Phdanomene, sind aber nicht geeignet zur Beschreibung von
raumlich inhomogenen Situationen (bei Herleitung wurde [, (r, t)|? = const. angenommen)

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021
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13.3.2 SL als makroskopisches Quantenphanomen

Fluxoid- und Fluss-Quantisierung

— Konsequenz der makroskopischen Wellenfunktion:
Quantisierung des magnetischen Flusses in mehrfach zusammenhangendem Supraleiter (z.B. Hohlzylinder)

» Phase darf sich bei Umlauf nur um n - 2w dndern, damit stationarer Zustand erhalten wird

» Analogie zu Bohr-Sommerfeld-Quantisierung in Atommodell

30

0] P 0

o 10 -

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

r/a

0180
10 A

207 910\

30+

200 T 300

www.wmi.badw.de
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Herleitung der Fluxoid- und Fluss-Quantisierung aus der Strom-Phasen-Beziehung

h S o« o
— Ausgangspunkt ist wiederum = AJs(r, t) = — {A(r, t) ——Vo(r, t)} A= an = London-Koeffizient
S S'*S
hi
— Ausflihren von Ringintegral (a) gescPf::sgner (b)

jLA]S d{’+ A- df_—j@ve(rt) de

Stokesscher Satz: / \

J(VxA)-ﬁ dF = j b-f dF = & jLVH(r,t)-dﬁzrlirr; [0(r,,t) — 0(ry, t)] =27 - n
2T
F F C

geschlossener
Pfad C

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

ds

h : ..
f AJg - df + j b-AidF=n-—=n-d, Fluxoid-Quantisierung
C F

Fluxoid Flussquant: ®, = h/|qs| = h/2e = 2,067 833 831(13) x 10~ 5 Vs

www.wmi.badw.de
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13.3.2 SL als makroskopisches Quantenphanomen

Fluss-Quantisierung vs. Fluxoid-Quantisierung
— Wichtig:

» Fluxoid-Quantisierung gilt immer

> Fluss-Quantisierung erhalten wir nur, wenn f) AJg-df =0 => Integrationspfad, entlang dem J; = 0,

z.B. tief im Inneren eines Supraleiters
Cc

h

7(>A]S-d{’+jb-ﬁ dF=n-q—=n-CI>O ) Jb-ﬁszd):n-CDO Fluss-Quantisierung
S

C F F

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

H ot magnetische
— Beispiel: Supraleitender Hohlzylinder, Wanddicke gréRer als Ay, iy
» Anlegen von By, Wahrend des Abkihlens:
Abschirmstrome auf dulRerer und innerer Zylinderwand

» Menge des eingefrorenen Flusses muss Fluxoid-Quantisierung erfiillen T
) » Wanddicke > A;: Integrationsweg kann tief im Inneren des SL gewahlt | \ » | '\R',Zﬁli'mm
E werden, wo J; = 0 . | r
.“é » Ausschalten des Feldes nach Herunterkiihlen _ - duBerer
2 => eingefrorener Fluss = ganzzahliges Vielfaches von Fluss-Quant |y _ | 11~ Wandstrom
S s S T g
Bl e el 20




* Phdinomenologische Modelle: A. London-Modell und London-Gleichungen

Zweiflussigkeiten-Modell: n = n,, + n, furT - 0:ng—->n, furT > T,:ng >0
dv v : 0
m—-+—-=qE mit7 > und Jg = ngqsvs  m=) ~Al;=E 1 London-Gleichung
mS
A= > London-Parameter
Nsqs

9 [VX (AJs) +b] =0

Einsetzen von 1. London-Gl. inV X E = —db/dt = 3
t

Experiment: Klammerausdruck [...] selbst muss verschwinden, nicht nur% [...]
m=) VX (AJ) +b=0 2 London-Gleichung

mit Vxb = s = VX Vxb=Vx (uls) =2b
undVxVxb=V(V-b)—V?b=-V?bfolgt

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

op Moy a1
V<b Ab—\7b )L%b 0

=) exponentielles Abklingen von Bey; in SL:

www.wmi.badw.de

A ms o '"
A= [—= 5 Londonsche Eindringtiefe
Ho HoNs(qs . . .
(typische Werte: 0.01 — 1 um, klein wegen hoher LT-Dichte ny)

21
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* Phdnomenologische Modelle: B. Supraleitung als makroskopisches Quantenphdnomen
i6(r,t)

— Beschreibung von SL mit makroskopischer Wellenfunktion 1 (r,t) = 1, (r,t) e
- beschreibt Gesamtheit aller supraleitenden Elektronen

— Normierung: jllJ;(l‘, t)s(r,t) dV = Ny |5 (r, )| = Y3 (x, ) (r, t) = ng
— Schrodinger-Gleichung fiir geladenes Teilchen in em-Feld b=VxA
JA u
1 (n : . 0¥(r,t) E=_§—V<¢e1+5>
S\ 7V A D) ) (o) + [q¢a(nt) + ulr, )] ¥(rt) = in

2m ot

elektrochemisches Potenzial ¢

— Einsetzen von makroskopischer Wellenfunktion in Schrédinger-Gl. = Madelung-Transformation
— Aufspalten in Real- und Imaginarteil ergibt

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

h

Jo(r,t) = gsng(r, t) {— Vo(r,t) — &A(r, t)} Strom-Phasen-Beziehung

ms ms Hl — H VE i‘_ \

\ J N ;-! /

GeschV\;indigkeit A eichinvarianter Phasengradient VO’ — A’ = vg — LA
h ¢ Al = ALV
20(r,t) 1 . ] _
h—— =15, Ns (r,t) + gsdei(r,t) + u(r,t);  Energie-Phasen-Beziehung h® = S = Wirkung > dS/dt = —H:
Ns Aquivalenz zur Hamilton-Jacobi-Gleichung

\ J

Gesamten'ergie der klassischen Physik

— Anwendung auf geladenen und ungeladenen Quantenflissigkeiten: q; = k- q, mg = k-m, ng =n/k
- Supraleiter:q = —e, k=2, 3He:q=0, k=2

www.wmi.badw.de
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=C= Zusammenfassung: Teil 26¢, 31.05.2021/2
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* Folgerungen aus Strom-Phasen- und Energie-Phasen-Beziehung

1. Herleitung der London-Gleichungen durch Bildung der Rotation und partiellen Zeitableitung von

AJ (r,t) = — {A(r, t) — iVé?(r, t)}

S

» Bildung von Rotation: 2. London-Gleichung  V X AJs(r,t) + b(r,t) =0
» Bildung von partieller Zeitableitung: 1. London-Gleichung % AJg(r,t) = — {OAE(;;’ 2 - ;—v(haea(:’ t)>}
_;aA(t)—E 1V1A2
— ot Js(r.t) = ngqs \2 Js
wichtig:

» direkte Ableitung der London-Gleichungen aus makroskopischem Quantenmodell
» London-Gl. beschreiben zusammen mit den Maxwell-Gleichungen das Verhalten von SL in elektrischen und magnetischen Feldern

2. Herleitung der Fluxoid-Quantisierung

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

Ringintegral A
} ) ng]S-d€+ng-d€=q—3€V9(r,t)'d{’
S
C

AJ (r,t) = — {A(r, t) —qEVB(r, t)
C C

S

h
fA]S-dHfb-ﬁdF:n-—:n-cpo
F

. TN

C
1
Fluxoid

h
Dy == 2.067 833 831(13) x 107> Vs Fluss-Quant
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Fluss-Quantisierung: fF b-ndF=®=n-®, (falls]; =0,zB.entlang Integrationsweg tief in massivem SL)

\.(f VO(r,t) - df = lim [0(ry,t) — (1, t)] =21 -n
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