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=C= Zusammenfassung: Teil 28b, 01.06.2021/2
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* Mikroskopische Theorie

— Problem: (i) kinetische Energie der Leitungselektronen: = einige eV (bzw. einige 10 000 K)
(ii) WW-Starke: = einige meV (bzw. einige Kelvin)
=» finde WW, die trotz hoher kinetischer Energie zu Ordnung in Elektronensystem fiihrt

— Cooper (1956): selbst schwache attraktive WW zwischen Leitungselektronen fihrt zu Instabilitdat des Fermi-Gases k.+q,0,
—> Paarbildung - Cooper-Paare \

k:-qlo-]
- welches Austauschboson fihrt in Festkérper zu attraktiver /k ”

Y1
a;

WW zwischen Leitungselektronen?
- Phonon, Magnon, Polariton, Plasmon, Polaron, Bipolaron, etc. ??

L4
"\

. . . . Ausy,
— allgemeine Beschreibung von WW mit Feynman-Diagramm: .\/\a”/’filx
q
kS
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N Sn
* Isotopen-Effekt (1951/1952): osm 87 )
‘Oo_
— Sprungtemperatur von Sn-Isotopen: T, < 1/\/ﬁ < R o& I
da Phononenfrequenz wyp, & 1/VM e | z"‘é:“:" 0
9 TC OC wph = 3 O Sennetol : 3
falls attraktive WW auf Austausch virtueller Phononen basiert - %b\.
* BCS-Theorie g bel. Enh)
3 - qualltatlvta Diskussion den: WW: trage Reaktion der lonen (a) @ (b) (c) ®
2 - retardierte Wechselwirkung | - _ B A
= * ® £ LS L)
8 N / - . * L ®
E — Reichweite der Wechselwirkung = vgt = vg/() P, @ thctond cloctin e
< 6 §3 Y -F/ b il ™ = - ¥ .
§ vgp = 10°m/s, Qp = 10°s™ > Reichweite = 100 nm + I * - 2 Ig - . :
3 * o - 3






ﬁ
i
VVIMI

13.5.1 Attraktive Elektron-Elektron-WW

Grundlegendes

— intuitive Annahme:
Supraleitung resultiert aus Ordnungphdnomen der Leitungselektronen

— Problem:
- Leitungselektronen haben sehr grofie (Fermi) Geschwindigkeit aufgrund von Pauli-Prinzip:
~ 10°m/s =~ 0.01 ¢
- die entsprechende (Fermi) Temperatur liegt oberhalb von 10 000 K
- im Gegensatz dazu liegt die supraleitende Sprungtemperatur im Bereich von 1 — 10 K (= meV)

— Aufgabe:
- finde Wechselwirkungsmechanismus, der in Ordnung der Leitungselektronen trotz ihrer hohen
kinetischen Energie resultiert
- die ersten Versuche schlugen fehlt:
- Coulomb-Wechselwirkung (Heisenberg, 1947)
- magnetische Wechselwirkung (Welker, 1929)
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- BCS-Theorie: Elektron-Elektron-Wechselwirkung durch Austausch virtueller Phononen
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13.5.1 Attraktive Elektron-Elektron-WW

Zwischen welchen Elektronen wird die attraktive Wechselwirkung maximal?

— Gedankenexperiment:
> wir addieren 2 zusatzliche Elektronen zu Fermi-Gas bei T = 0

> Elektronen kdnnen durch Austausch von Phononen wechselwirken

— Streuprozesse:
> Elektron 1: k, > ki =k;+q
> Elektron 2: k, > K, =k, —q
» Gesamtimpuls: K=k;+k, =kj+k, =K

— Fermi-GasbeiT =0 :
» nur Zustande mit E > Eg sind zuganglich
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> da wpy < wp, spielt sich WW in Energieintervall [Ef, Ef + fiwp] ab

» zugehoriger k-Raum-Bereich:

h2kE A% (kg + Ak)?  h2(kE + 2kpAk
U < W 000 (R 2kl

2m 2m

=) Ak = mwp/hkg
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13.5.1 Attraktive Elektron-Elektron-WW

Zwischen welchen Elektronen wird die attraktive Wechselwirkung maximal?

— Erhaltung des Gesamtimpulses
=>» Wellenvektoren in Schnittflache von zwei Kreisscheiben der Dicke Ak liegen
=» maximale Schnittflache fir K = 0

_ mawp

,Ak_ kg
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K:k1+k2>0 K:kl"l‘kZ:O

WW iiber Austausch virtueller Phononen ist fiir Elektronenpaare mit entgegengesetztem Impuls optimal:
Cooper-Paare (k, —Kk)
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13.5.1 Attraktive Elektron-Elektron-WW

Abschédtzung der Cooper-Paar-Wechselwirkung (1)

— Ansatz fur Paarwellenfunktion: Produkt von ebenen Wellen

Y(ry,r,) = aexp(ik; - 1) exp(ik, - 1r,) = aexp(ik - r) mitk; = —k, oderk; = k k, = -k r=r,—r;

— wegen standiger Streuung in neue Zustande aus Intervall [kg, kg + Ak]: Uberlagerung von Produktwellenfunktionen
kg+Ak

Y(r,r,) = z ay exp(ik - r) lai|?> = Wahrscheinlichkeit fiir Realisierung von Elektronenpaar (K, —K)
k=kp

— Annahme: Wechselwirkungspotenzial V(r) hangt nur von Relativkoordinate ab = Schrédinger-Gleichung

hZ
T om (712 + ‘722) Y(r,ry) +V(r) ¥Y(r,r,) = EW¥(ry,rp)
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— Einsetzen von Lésungsansatz, sowie Multiplikation mit exp[—i(k’ - )| und Integration Gber Volumen

B2 2 kp+dk kp+Ak kp+Ak
— Z a, exp(ik - r) exp[—i(k" - r)|dV + f V(r) Z a, exp(ik - r) exp[—i(k" - r)|dV = fE z a, exp(ik - r) exp[—i(k" - r)| dV
k=k k=K k=kg

www.wmi.badw.de
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13.5.1 Attraktive Elektron-Elektron-WW

Abschédtzung der Cooper-Paar-Wechselwirkung (2)

— Integral Gber exp[i(k — K') - r] verschwindet fur k # k' und ist gleich Q fir k = K’

2K kp+Ak kp+Ak kp+Ak

— Z a, exp(ik - r)exp[—i(k" - r)|dV + f V(r) z a, exp(ik - r) exp[—i(k" - r)|dV = fE Z a, exp(ik - r) exp[—i(K" - r)| dV
k=kp k=kp k=kg
| ) | ) 1 )
1 T Y
722 kg+Ak Ea;()
— Q) > f V(r) expli(k — K') - 1] dV
k’=kF
Streuintegral
— wir benutzen die Abklrzung
) 1 . 1 . : ,
Vi = Vi = VK= K) = V(@ = 5 [ VI explitk =KD 1] &V = [ Vi explia- 1] av mitks =kl =~k g =k-k
hzkz kg+Ak
(E — ) ax = Z ay Vicx! =>» zur Lésung missen wir alle Matrixelemente 1y .» kennen
m ’ )
k'=kg
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Anziehende Wechselwirkung durch Austausch virtueller Phononen: Wie sieht Matrixelement V} \/ = Vj_y, 4 aus?

— reine Coulomb-Wechselwirkung:

2
positives Matrixelement = rein repulsive Wechselwirkung

V(q) = e

— abgeschirmte Coulomb-Wechselwirkung:
2
e

V(q, w) = > negatives Matrixelement falls e(q, w) < 0 = attraktive Wechselwirkung
e(q, w)€oq

— abgeschirmte Coulomb-Wechselwirkung in Metallen:

e? e? w2
Vi ) = = () [1+——=
(@©) =g e <k§+q2>< wZ—QZ(cn)
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) )
- i- - h k2
Thomas-Fermi q abh.IPIasmafrequgnz der 2(q) = 02(q) [1 +_;]
Wellenvektor abgeschirmten lonen in Metall) q

fur kleine Energiedifferenz (E, — E,/)/h= w < ﬁp(q) der beteiligten Elektronen
- Nenner wird negativ  =» attraktive Wechselwirkung
=>» Abschneidefrequenz: w = ﬁp ~ wp (Debye-Frequenz)

www.wmi.badw.de
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13.5.1 Attraktive Elektron-Elektron-WW

Abschédtzung der Cooper-Paar-Wechselwirkung (3)

— vereinfachende Annahme

Vo, = —Vo firk' > kg k < kg + Ak mit Ak = ==
R sonst Rl
H2K2 kp+Ak B v, kpt+Ak
E— m &= z A View! e #2)2 Ay’

k'=kp (E “Tm ) k'=kp

— Aufsummieren Uber alle k und ausnutzen, dass Ergebnis nicht von Benennung der Summationsindizes abhangt:
Dk A = Dpr Q!

kg+Ak kp+Ak kp+Ak kg+Ak
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1 1
Zak=VoZ 2k’ Z“k’ = 1=V°Z 2k
k=kg k=kg ( m _E) k'=kg k=kg ( m —E>
— wir fithren Paarzustandsdichte D(E) = @ ~ D(Eg)/2 ein und fihren Summation in Integration tber

3 Epthw

3 _ D(EF) T de . h2k2

E 0T (2e — E) mite =—0

3 Ep

3

3

3
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13.5.1 Attraktive Elektron-Elektron-WW

Abschatzung der Cooper-Paar-Wechselwirkung (4)

— Integrieren und Aufloésen nach E ergibt

Ep+hwp Ept+hw
; D(E de D(Ep) 1 F+hwp Cdx 1
g 1=V, (Er) =, (F)-—ln|2£—E| mit [ — = ~]ax + b|
3 2 (2¢ — E) 2 2
b Eg Eg
4 2Ex — E
2 — = In|2Ep + 2hwp — E| —In|2Eg —E| = ————— =1n |2Er — E|
VoD (Er) VoD (Eg) |2E + 2hwp — E|
g G N o =) |2E;+ 2hwp — E = |2Ep — E]
P\ VoD (Ep)) ~ 12Er + 2hwp — EI 12Er + 2hwp — B exp| —yprps | = 12Er
2E E|[1 ( _ 1 )] 2h ( LA )
£ - —exp| — = 2hwp exp | —
g ( 4 ) ’ VoD (Ef) > VoD (Er)
3 ex —_——
. P\ VoD (Ep)

E = ZEF - Zth

1 —exp (— ﬁ)

» Paarbindungsenergie «< hwyp

e 4
— fur schwache WW (VyD(ER) < 1): E = 2Ep — 2hwp exp (— m) > da hwp < Ep und exp (_

VOD(EF)> K 1,ist

Paarbindungsenergie sehr klein

www.wmi.badw.de
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13.5.1 Attraktive Elektron-Elektron-WW

Abschédtzung der Cooper-Paar-Wechselwirkung (5)

— Hinweis:

» Elektronen mit k < kg kdnnen nicht an Wechselwirkung teilnehmen, da alle Zustande fiir E < Ey besetzt sind
(keine freien Streuzustdande)

» Supraleiter |6st dieses Problem dadurch, indem er die Fermi-Verteilung selbst bei T = 0 aufweicht
=>» Supraleiter muss zunéchst kinetische Energie bezahlen, um energetisch héher liegende Zustinde zu
besetzen und damit Zustande unterhalb von Ef frei zu machen

=» Energieaufwand wird durch gewonnene Paar-Wechselwirkungsenergie (potentielle Energie)
uberkompensiert

=» Gesamtenergie wird insgesamt abgesenkt

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

www.wmi.badw.de

13




13.5.1 Attraktive Elektron-Elektron-WW

Abschatzung der Reichweite der Wechselwirkung aus Unscharferelation

mwp Wp 1 Vp
Ak = = > Ax=—=—
hkF Vfr x Ak wp

— mit vg ~ 10° m/s und wp ~ 1013 s =» Reichweite R ~ 100 nm

— die “GroRRe” eines Copper-Paares ist in etwa durch %nRB’ gegeben:
Wie viele weitere Cooper-Paare halten sich in diesem Volumen auf?
> Elektronendichte in Metall: ~ 1028 eV !m™3

4
o N=10"28.0.1-=m(1077)3 ~ 10°
» relevantes Energieintervall: hwp ~ 0.1 eV 3

=>» starker raumlicher Uberlapp der Cooper-Paare

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

=>» Ausbildung von kohédrentem Vielteilchenzustand

www.wmi.badw.de
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13.5.1 Symmetrie der Paarwellenfunktion

Welche Symmetrie besitzt die Paarwellenfunktion?

— Wichtig: Paar besteht aus Fermionen = antisymmetrische Gesamtwellenfunktion

- 1 . ) Rs = (1'1 + rZ)/Z
g Y(ry,64,12,02) = — e KsBs f(K 1) y(64,02) = —¥(r3,0,11,61)
2 /\/77 ‘ \ r=(r,—ry)
z:f Schwerpunktbewegung Orbitalanteil Spin-Anteil Ks = (ky +k3)/2
g Relativbewegung k = (k; — ky)
é — mogliche Spin-Funktionen y (o4, 6, ) fur Elektronenpaare
£ 0 mg=0 y% = ﬁ (TL=11) Singulett-Paarung, antisymmetrische Spin-Funktion
s (-1 xs=U
E: o 1
© 1 mg= { 0 yS5= E(TH_”) Triplett-Paarung, symmetrische Spin-Funktion
S —
\ +1 =1

www.wmi.badw.de
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Welche Symmetrie besitzt die Paarwellenfunktion?

— mogliche Kombinationen mit orbitalen Wellenfunktionen f (K, r)

Singulett-Paarung L=024,.. symmetrische orbitale Wellenjunktion

. . > Metallische Supraleiter:
S=0L=0

- - » Hochtemperatur-Supraleiter:
S=0,L=2

. > Suprafluides 3He:
S=1L=1

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

: L=0 L=1 L=2:

'g' s-Wellen- p-Wellen- d-Wellen-
3 Supraleiter Supraleiter Supraleiter
3
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Zusammenfassung: Teil 29a, 07.06.2021/1

* Attraktive Elektron-Elektron-Wechselwirkung

— attraktive WW Uber Gitterschwingungen (Austausch virtueller Phonor12en: Frohlich, Bardeen)

— Streumatrixelement: (i) reine Coulomb-WW: V(q) = e_z (immer positiv = rein repulsive WW)
€oq
o2 02 w2
ii) abgeschirmte Coulomb-WW: V(q, w) = = 1+——mF
(ii) abg (q ) e(q, a))quZ kSZ + q2>< w2 — -QZ(Q)

Thomas-Fermi-
Wellenvektor

fur kleine Energiedifferenz Ey, — E}r = hw < hﬁp(q) der beteiligten Elektronen:
- Nenner wird negativ —> negatives Matrixelement - attraktive WW

- Abschneidefrequenz: w = ﬁp =~ wy (Debye-Frequenz)
* Cooper-Paare

— Gedankenexperiment:
wir addieren 2 zusatzliche Elektronen zu Fermi-Gasbei T = 0
— Elektronen kénnen durch Austausch von Phononen mit
Wellenzahl g wechselwirken
— Streuung: Elektron 1: k; - k7 = kg +q
Elektron 2: k, - k; =k, — q
Gesamtimpuls K= k; + k, = k] + k; =K’
— nur Zustande mit E > Ef sind zuganglich, da wp, < wp spielt sich WW in Intervall
T — kp + Ak ab

[EF, EF + fl(,()D] bzw. kF < k < kF + nk
F
— wegen Erhaltung des Gesamtimpulses miissen Wellenvektoren in Schnittflache von zwei Kreisscheiben der Dicke
Ak liegen - maximale Schnittfliche/Phasenraum fiir K = 0 bzw. k; = —Kk,
—> Cooper-Paare (k, —Kk)

)

q-abh. Plasmafrequenz der
abgeschirmten lonen in Metall

17



Zusammenfassung: Teil 29b, 07.06.2021/1

* Cooper-Paar-Wechselwirkung kp+Ak

— Ansatz: Paarwellenfunktion = Uberlagerung aus Produktfunktionen W(ry,r,) = z apexp(ik'r) r=r-—-n

K=k
h? F

— Schrodinger-Gleichung: — o (V2 + V) W(ry, ) + V() P(ry, 1) = E ¥Y(r,rp)

: —Vo firk' > kg k <kp+ Ak . _ mwp
— Vereinfachung: Vi = 0 F» F mit Ak =

| ne ok { 0 sonst hkg

4
— Gesamtenergie: E = 2Ep — 2hwp exp | —o—77~ fir schwache WW (VD (Ep) < 1)
s VoD (Er)

Energieabsenkung proportional zu Phononenenergie hwy
— Unschéarfe-Relation: Ak Ax > 1 = Ax < A—lk =" ~ 100 nm

wp

» Symmetrie der Paar-Wellenfunktion
— Fermionen = Gesamtwellenfunktion muss antisymmetrisch sein

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

0 mg=0 Xt = E(N—”) Singulett-Paarung
Singulett-Paarung L=024,. 1 x5 =1l
1
___ 11 m= {0 potauem Tibetpaarun
s X \/E( ) p g
L +1 =1

— Beispiele: metallische SL: S = 0, L = 0, Hochtemperatur-SL: S = 0, L = 2, suprafluides3He: S =1, L =1

www.wmi.badw.de
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