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Zusammenfassung: Teil 29a, 07.06.2021/1

* Attraktive Elektron-Elektron-Wechselwirkung

— attraktive WW Uber Gitterschwingungen (Austausch virtueller Phonor12en: Frohlich, Bardeen)

— Streumatrixelement: (i) reine Coulomb-WW: V(q) = e_z (immer positiv = rein repulsive WW)
€oq
o2 02 w2
ii) abgeschirmte Coulomb-WW: V(q, w) = = 1+——mF
(ii) abg (q ) e(q, a))quZ kSZ + q2>< w2 — -QZ(Q)

Thomas-Fermi-
Wellenvektor

fur kleine Energiedifferenz Ey, — E}r = hw < hﬁp(q) der beteiligten Elektronen:
- Nenner wird negativ —> negatives Matrixelement - attraktive WW

- Abschneidefrequenz: w = ﬁp =~ wy (Debye-Frequenz)
* Cooper-Paare

— Gedankenexperiment:
wir addieren 2 zusatzliche Elektronen zu Fermi-Gasbei T = 0
— Elektronen kénnen durch Austausch von Phononen mit
Wellenzahl g wechselwirken
— Streuung: Elektron 1: k; - k7 = kg +q
Elektron 2: k, - k; =k, — q
Gesamtimpuls K= k; + k, = k] + k; =K’
— nur Zustande mit E > Ef sind zuganglich, da wp, < wp spielt sich WW in Intervall
T — kp + Ak ab

[EF, EF + fl(,()D] bzw. kF < k < kF + nk
F
— wegen Erhaltung des Gesamtimpulses miissen Wellenvektoren in Schnittflache von zwei Kreisscheiben der Dicke
Ak liegen - maximale Schnittfliche/Phasenraum fiir K = 0 bzw. k; = —Kk,
—> Cooper-Paare (k, —Kk)

)

q-abh. Plasmafrequenz der
abgeschirmten lonen in Metall




Zusammenfassung: Teil 29b, 07.06.2021/1

* Cooper-Paar-Wechselwirkung kp+Ak

— Ansatz: Paarwellenfunktion = Uberlagerung aus Produktfunktionen W(ry,r,) = z apexp(ik'r) r=r-—-n

K=k
h? F

— Schrodinger-Gleichung: — o (V2 + V) W(ry, ) + V() P(ry, 1) = E ¥Y(r,rp)

: —Vo firk' > kg k <kp+ Ak . _ mwp
— Vereinfachung: Vi = 0 F» F mit Ak =

| ne ok { 0 sonst hkg

4
— Gesamtenergie: E = 2Ep — 2hwp exp | —o—77~ fir schwache WW (VD (Ep) < 1)
s VoD (Er)

Energieabsenkung proportional zu Phononenenergie hwy
— Unschéarfe-Relation: Ak Ax > 1 = Ax < A—lk =" ~ 100 nm

wp

» Symmetrie der Paar-Wellenfunktion
— Fermionen = Gesamtwellenfunktion muss antisymmetrisch sein

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

0 mg=0 Xt = E(N—”) Singulett-Paarung
Singulett-Paarung L=024,. 1 x5 =1l
1
___ 11 m= {0 potauem Tibetpaarun
s X \/E( ) p g
L +1 =1

— Beispiele: metallische SL: S = 0, L = 0, Hochtemperatur-SL: S = 0, L = 2, suprafluides3He: S =1, L =1
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(X 13.5.2 BCS-Grundzustand

VVIMI

Wie sieht der Grundzustand des gesamten Elektronensystems bei Anwesenheit einer attraktiven WW aus?

— Erwartung:
» Paar-Wechselwirkungsmechanismus geht so lange weiter, bis sich der Fermi-See signifikant gedndert hat
» Paarungsmechanismus stoppt, sobald die gewonnene Paarungsenergie gegen Null geht

» detaillierte theoretische Beschreibung ist schwierig = Diskussion von Grundlagen

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021
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(X 13.5.2 BCS-Grundzustand

VVIMI

Formalismus der 2. Quantisierung - Dirac, Fock, Jordan et al., ab 1927 (1)

— Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren:

.I.

» fermionischer Erzeugungsoperator: Ck.o

» fermionischer Vernichtungsoperator ¢y

— Antikommutationsrelationen:

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

{0 CJ,,O,} = Ck,oCJ/'Ur + Cil,a,Ck,a = Okk'Ooo’
{o o} = {C;:av CJ,'U,} =0
fernergilt: ¢ _[0) = [1), Go|0) =0, G ,11) =0, Goll) = |0)
— Teilchenzahloperator: CJ,aCk.G = Nk,o Ck-UC:,a =1— 1o
— Pauli-Prinzip: CJ,OCE'G =0 CGoCko=0

www.wmi.badw.de
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(X 13.5.2 BCS-Grundzustand

VVIMI

Formalismus der 2. Quantisierung (2)

— Operator zur Beschreibung der Streuung von Zustand (k'o4, —k'05) in Zustand (ko1, —ko5)

Pt
E Vkk' G0y Cokon C—K.02CK 01
k.k',o1,0o g P

:
A == \

— Paar-Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Wechselwirkungspotenzial Vi, = V(k—k') = V(q)

1 / 1 [
= — 1(k—k')-r i 1q-r
Q/ V(r)e dv Q/\/(r)e A%

— Paar-Erzeugungs und Paar-Vernichtungsoperatoren gehorchen Kommutationsrelationen

[P Pe] =0 [PT, P’C] —0

[P, Pl = C—k.ong.al_ C—K .0, Ck' .01 C—k.0»Ckoy, = O

— die beiden letzten Operatoren des 1. Terms auf der rechten Seite kbnnen
durch einer gerade Permutation nach vorne gezogen werden
=>» Vorzeichen bleibt erhalten

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021
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13.5.2 BCS-Grundzustand

Formalismus der 2. Quantisierung (3)

] — fo ot
[Pk’ Pk] o C"kvgz Ck,ol Ck,cn C—k,ag - Ck.m C—k,O’g C—k.az Ck,01

= —cf P A
o C—k,Ug (1 Ck.O'l Ck'ol) C—k.O'g Ck.0'1 C—k,O’g C—k.O’;} Ck,O’;

_ 1 f T f
p— (1 - Ck,O'l Ck.O'l C_k'o-:, C—k,O’Q - Ck,O'l C—k,O'Q C_k_a',: Ckvo'l

— f f LA
= (1 — Ce.oy Ckigl) (1 - c_k_azc_k,az) — G 0y, C—k 0, C—k,02 k0

= 1— ko, — Nko,
Man beachte:

» einige der Kommutationsrelationen der Paar-Operatoren sind denen von Bosonen dhnlich, obwohl die
Paar-Operatoren nur aus fermionischen Operatoren bestehen

> [Pk, PRT] # 0 aber ungleich 6kk, wie es fir Bosonen der Fall ist
=» Paar-Operatoren kommutieren nicht, sind aber keine bosonischen Operatoren

— Potenzen der Paar-Operatoren:

2
tpt Py AF i _ (RS B f -
RoR= (Pk) = Ck,al—k,o'g = T %01 %01 k02 Ckon T 0
N | |

=0 =0

= Antisymmetrie der fermionischen Wellenfunktion erfordert, dass Potenzen der Paar-Operatoren verschwinden



Grundlegende Definitionen und Annahmen

o e meon
1. Schwache, isotrope WW: Vi jr = { (;/o fir k° > kch;rlfsf kp+ Ak mit Ak =02, VoD(Ep) < 1

- statistischer Mittelwert
2. Paar- (Gorkov) Amplitude: gyy o, = (C—k01Ck0'2> £ )

<CT|'(O">CkO'> 74 O

Pauli-Prinzip = Paaramplitude ist anti-symmetrisch beziglich Vertauschung von k und o

gk(TlO’Q

g—kﬂ'gﬂ'l — _gkﬂ'lﬂ'g

4. Spin-Anteil erlaubt die Unterscheidung zwischen Singulett- und Triplett-Paarung:

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021
w

0. m.=20 Singulett-Paarung
1, m.=—1,0,+1 Triplett-Paarung

= Z Vk k! gk’alo'o
statistischer Mittelwert der Paar-
| = Wechselwirkun
Ak’ 2 = _kakgkalaj g

5. Paar-Potenzial: Dkiioo

www.wmi.badw.de
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(X 13.5.2 BCS-Grundzustand

VVIMI

Hamilton-Operator und BCS-Wellenfunktion

— Hamilton Operator: h2k?2

_ ot mMit$p = & — U = — U
:]-[BCS = z fk Nk o + z Vk,k’ CrrCokl C—g"1Cr1 Zm
ko Kk Nk o = c,lLack(I = Teilchenzahl-Operator

— Losung der Schrodinger-Gleichung
N /2 Teilchen auf M
Platzen:

Wn) =) glki,... ,kl)CiiTCikil---c};TkaN|0) M

[M — (N/2)]! (N/2)!
Problem: riesige Zahl von Realisierungen, typischerweise 101020(/

=>» “Mean Field” Ansatz: Besetzungswahrscheinlichkeit von Zustand k hangt nur von
mittlerer Bestzungswahrscheinlichkeit der anderen Zustande ab

- allgemeinste Form der N-Elektron-Wellenfunktion:

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

— Bardeen, Cooper und Schrieffer benutzten folgenden Ansatz:

YBcs = 1_[ (ug + vicicl,,)10)
k=k1,k2,...,kM
|u, | = Wahrscheinlichkeit, dass Paarzustand (K T, —k ) nicht besetzt ist

2 . . . |ug|? + [vie|*=1
|vi | = Wahrscheinlichkeit, dass Paarzustand (k T, —K |) besetzt ist

www.wmi.badw.de
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(X 13.5.2 BCS-Grundzustand

VVIMI

Wie konnte man die BCS-Vielteilchen-Wellenfunktion erraten?

Ypcs = 1_[ (uy + vkc,}cfkl)lm

k=kq,kp,.... Ky

= Wir machen die Annahme, dass die makroskopische Wellenfunktion ¥ (r, t) = ¥, (r, t)e?®D durch einen
kohdrenten Vielteilchen-Zustand von Fermionen beschrieben werden kann

— kohdirenter bosonischer Vielteilchen-Zustand

wurde zuerst von Erwin Schrédinger (1926) diskutiert, als er nach einem Zustand fur den
guantenmechanischen harmonischen Oszillator suchte, der am besten das Verhalten eines klassischen
harmonischen Oszillators beschreibt

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

E. Schrodinger, Der stetige Ubergang von der Mikro- zur Makromechanik, Die Naturwissenschaften 14, 664-666 (1926).
Weiterentwicklung durch Roy J. Glauber = Ubertragung auf Fock-Raum
R. J. Glauber, Coherent and Incoherent States of the Radiation Field, Phys. Rev. 131, 2766-2788 (1963).

Nobel Prize in Physics 2005 "for his contribution to the quantum theory of optical coherence",
with the other half shared by John L. Hall and Theodor W. Hansch.

www.wmi.badw.de
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Fock-Zustands-Darstellung eines koharenten bosonischen Zustands

— koharenter Zustand |a) wird durch eine Linearkombination von unendlich
: ” 1 n
vielen Fock-Zustanden |¢,,) = N (a*) |0) dargestellt

bosonischer Erzeugungsoperator Vakuum-Zustand
o0
|a1’| la2| aal)” la?| - _
=e" Z ) =e" 2 ( |) 0) = e~ = e@@)|0) Schrodinger (1926)
—0 nt
NormaI|S|erung a = |a|e'? ist eine komplexe Zahl

— Wabhrscheinlichkeit fir die Besetzung von n Teilchen ist durch Poisson-Verteilung gegeben

|al2n

Pl elal?
n!

P(n) = [(¢n|a)|* =

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

- Erwartungswert des Teilchenzahl-Operators: N = |a|?, AN =|a| =+VN > 1

- relative Standardabweichung: ATN = \/i_ K1 (daN > 1)
- Unscharferelation: AN Ap = —, Ap <1

— Anwendung: koharenter photonischer Zustand (Laser-Licht)

www.wmi.badw.de
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(X 13.5.2 BCS-Grundzustand

VVIMI

Poisson-Verteilung P(n) fiir unterschiedliche Erwartungswerte N = (n)

g 04 } = 10-
= | - 2
g AN 03¢} = 75-
£ C
v
:; o 02 F -
N
A
§ C 01 B =
V
; 00 fF-----

-1 0 1 2 3

www.wmi.badw.de
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Fock-Zustands-Darstellung eines koharenten fermionischen Zustands

— koharenter bosonischer Zustand a) = e T exp (aaT) 0)

— koharenter fermionischer Zustand  |Wgcs) = ¢ exp (Z akPJ) 10)
k

— Wwir nutzen aus, dass hohere Potenzen von fermionischen Erzeugungsoperatoren wegen Pauli-Prinzip
verschwinden (entscheidender Unterschied zu bosonischem System):

2
Tpt T . T T i _ T 1 T T _
PP = (Pk) = oy C—k0o S0y C—kion —  Skioy koo © ¢ =0

—k,O'Q —k,UQ

m) |Wgcs) = ¢ exp (Z OtkPJ) 0) = HGXD (OlkPkT) 0) =a H (1 + akPkT) 0)
k k k \

0 P =1_[—1 (1 + a,P1|0)
BCS ) 1+|ak|2 k'k

/

erfullt, falls alle Faktoren=1 =2 1= ¢ {0/(1+ aFR,) (1 + OtkPJ) 0) = ¢f (1+ |aw|?)

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

— Normierung: (Wies|Waes) =1 = ¢ <

1:[ (1 4+ apF) (1 + akPJ)

www.wmi.badw.de
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(X 13.5.2 BCS-Grundzustand

VVIMI

BCS-Grundzustand als koharenter bosonischer Zustand

1 i
VAT
' Ok ..
— (Wgcs) = H (uk -} VkCJTCiki) 10) o - Kohdrenzfaktoren
k Vk =
\/1 + |k |? |

kohdrente Superposition von Paarzustinden

2 __
=» nur mittlere Zahl von Paaren ist festgelegt | the| + [vie|” =1

AN =N >» 1
AN 1 _

= K1 Unscharfe von N ist bei grolSer mittlerer Teilchenzahl N verschwindend klein
N VN

AN Ap > % =>Ap K1 Unschérfe von ¢ ist bei groBem N ebenfalls verschwindend klein

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

— U und vy, sind komplexe Wahrscheinlichkeitsamplituden

|ux|? = Wahrscheinlichkeit, dass Paarzustand (k T, —k l) nicht besetzt ist
|v,.|> = Wahrscheinlichkeit, dass Paarzustand (K T, —K 1) besetzt ist

www.wmi.badw.de
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(X 13.5.2 BCS-Grundzustand

VVIMI

Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsamplituden

— Aufgabe: bestimme die Wahrscheinlichkeitsamplituden u; und v}, in selbstkonsistenter Weise durch Minimerung von

(Egcs) = (Wcs|Hpes — 1Ny [pcs) mit (V) = (T o ko) = N
\ J
|
»Mean-Field” BCS Hamiltonian Hpcs = z & Ng,o T z Vi k! C;Tcikl C_k'1C%"1
k,o kk'

— Minimierung des Erwartungswerts mittels Variationsrechnung:

T .1 _
) <¢BCS| Zk,a Sk Ng g+ Zk,k’ Vk,k’ Cri1Cl C_k’lck'7|l/)BCS> =0

| ) \ )
1 1

kinetische Energie Wechselwirkungsenergie

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

hierbei ist &, die Einteilchenenergie bezogen auf das chemische Potenzial
h?k?
2m

Sk = &g — 1= — U

www.wmi.badw.de
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© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021
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13.5.2 BCS-Grundzustand

1 &
2 _ = 1 — 2=
|V | 2| Ey
1] &
2=—|14 =
| | 5 Ep
g iR Je+ Il
UV = G = .
k :
Paaramplitude
u*v R Ak
kVk = Yy 2E,

> |vk|?: Wahrscheinlichkeit, dass Paarzustand
(k T,—Kk l) besetzt ist, ist auch bei T = 0 um Ef
ausgeschmiert
=>» Erhohung der kinetischen Energie

(interessant: |v |2 (&) = (&, T =T,))

» Verschmierung ist notwendig, um Paarwechselwirkung

zu ermoglichen
=>» Reduktion der potenziellen Energie > Erhéhung der
kinetischen Energie

Ergebnis (Herleitung siehe R. Gross & A. Marx, Festkorperphysik, 3. Auflage bzw. Spezialvorlesung ,,Supraleitung®)

=» vergleiche Bandferromagnetismus

17
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© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021
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_ T T
Hpcs = z Sk Ni,o + z Viek' CirC_il €’ 1Cin
k,o

kk'

13.5.2 BCS-Grundzustand

Hpes = Z[fk — E, + glAk] + z Ek[“l“k — ,3;1,31(]
K K

» Grundzustandsenergie

» weicht von derjenigen des
Normalzustands um
Kondensationsenergie ab

>

Qi

(6]
Qy

1.
k

Bogoliubov-Transformation

Vie CJT + U C_ky
UkC:T — WCk|

Vk Ckt + Uk ci Kl

Umschreiben des BCS-Hamiltonian mit Hilfe von Ausdriicken fir u;, vy, E; (Rechnung siehe Gross & Marx, Festkérperphysik)

.

spinlose Anregungen aus dem Grundzustand mit
.I.

Teilchenzahloperatoren a; a; und ,8};,8,{ und Energien Ej, und —E,

Anregungen (Quasiteilchen) sind spinlos, da sie Linearkombinationen
von Elektronen und Lochern mit entgegengesetztem Spin sind

2 Spin-Freiheitsgrade - 2 Linearkombinationen von Elektron-Loch-

Spin-Singuletts

E, = \/f,% + |Ag|? ist Anregungsenergie von Quasiteilchen

|A| ist Licke im Anregungsspektrum

18
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(X 13.5.2 BCS-Grundzustand

VVIMI

Quasiteilchenanregungen

T l
ok = U Cet — VQ‘CL(l k=0 o = 1/\/§(CKT_CL<¢) O - @
Bl = W+ uchy, = ol =5 = 1/v2 (ckT + cikl) o +
o = UGy~ VCoi — af = 1/V2 (CJT - C—ki) o -

B« = v.fqiT + U Cky 6 = 1/v2 (CJT N C-u) ® + O

= symmetrische und anti-symmetrische Superposition von Elektron- und Lochzustdnden mit entgegengesetzter Spin-Richtung

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

L = reduziert Gesamtimpuls um k und Gesamtspin um A /2
lochartige Anregung
O + @
© ® - O . . :
3 —> erhéht Gesamtimpuls um k und Gesamtspin um A /2
§ ® + O teilchenartige Anregung
s
3

19
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13.5.2 BCS-Grundzustand

Anregungsspektrum der Quasiteilchen und Energiellicke

o T T T T T T T v

Quasiteilchenanregung: Superposition von Elektron- und Loch-Zustdnden
Grund: Einteilchenanregung mit k kann nur dann existieren, wenn
gleichzeitig ein Loch mit —k existiert, ansonsten wiirde Paarzustand vorliegen

Anregungsenergie

Ey =E_) = \/51% + [Ag|?

Energiellicke |A,| muss durch Minimierung
der freien Energie hinsichtlich Variation von
A bestimmt werden:

oF oF

=0, —=0
oAV 0A£

Energieliickengleichung

tanh(E ' /kgT)
Ak = _Z Vk,k’Ak, 2E .1
k' K

20
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13.5.2 BCS-Grundzustand

Temperaturabhangigkeit der Energiellicke

0.0

0.2

0.4

0.6
T/ T

0.8

1.0

- fUI’ Vk,k’ = _Vo, Ak = A:
Energieliicke bei T = 0 (VyD(Ef) < 1)

A(0) =~ 2 hwp e~ 2/VoD(EF)

Sprungtemperatur T (VoD (ER) < 1)

kgT, =~ 1.134 hwp e~%/VoP(EF)

A(0)

‘ kBTc

~ 1.764

zentrale Vorhersage der BCS-Theorie

21



13.5.2 BCS-Grundzustand

Verhaltnis von Energiellicke und Sprungtemperatur

T (K) 2A(0) (meV) 2A(0)/ksT: T, (K) 2A(0) (meV) 2A(0)/kp T
] Al 1.19 036  35+0.1 In 3.4 105 35+0.1
: 9.25 2.90 3.6 Hg 4.15 165  4.6+0.1
H b 7.2 270  43+005 Sn 3.72 115 35+0.1
T 429 130  35+01 Tl 2.38 075  3.6+0.1
NbN 16 4.65 3.6 NbsSn 18 6.55 4.2
| Nbse, 7 2.2 37  MgBs 40 3.6-15 1.1-4.5

2A(0)

~ 3.528
kBTc

Vorhersage der BCS-Theorie:

www.wmi.badw.de
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13.5.2 BCS-Grundzustand

Grundzustandsenergie

1 } . N
Erond(0) = (Hpcs) — (H,) = _ZD(EF)AZ(O) D(Eg): DOS fur beide Spin-Richtungen
;; — Zahl der Cooper-Paare: D(fF) A(0)
E — mittlerer Energiegewinn pro Cooper-Paar: —A(0)/2
:g 2
3 — Vergleich mit der Thermodynamik Gs — gn = B2, (0) /21 =) B.,(0)= \/MOD(EF)A (©)
- 2V
§ — Abschatzung der mittleren Energieabsenkung pro Elektron in einem Metall
° 2 2
mit 2E8) _ 37 hg A0 _ g 764 folgt: Ede(O) — _EnA (0) — 1167 n (kgTec)
74 2EF kBTC V 8 EF " EF
§ Ekond(o) . Ekond(o) . kBTc
3 w o N el Eg
§ Energieskala der WW Anteil der teilnehmenden Elektronen

23
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(= Zusammenfassung: Teil 30a, 07.06.2021/2

VVIMI

* BCS Grundzustand

— Benutzung der Schreibweise der 2. Quantisierung

= Elektronenerzeugungs- und Vernichtungsoperatoren: C,I o' Ck.o

— Operator fir Streuung eines Elektronenpaars aus Zustand  (k'o;, —k’0, )Zustand (koy, —kos)

T = Z :
Z Vk.k' Lk.m"—k.o; C_k’,05 Ck’, 0,
k.k’',0,,07 e S !
I)T )l\’ .
Paarerzeuger "k Paarvernichter

Erwartungswerte flir Paarerzeuger und Paarvernichter 2 Paaramplitude (kann als OP betrachtet werden)

=== N o 1 Y 5 I | :
Ekojor = <¢—kn’_, Cko,) #0; gkma: = (Ckm(-...kﬁz> #0

Pauli-Prinzip erfordert (antisymmetrisch bezlglich Austausch von g; , und k; ;)

g-koroy = —Lkoy 0> —> Spin-Singulett: symmetrisch bez. Austausch von k; und k,
Spin-Triplett: antisymmetrisch bez. Austausch von k; und k,

alternativ zu Paaramplitude kann Paarpotenzial als OP verwendet werden

_ ; _ f _ i
Akom: =i Z ""k,k'gk'mn; ) Ak'”l”: = z vk,k'gkmm
k! k

© Rudolf Gross - Physik der Kondensierten Materie 2 — SS 2021

* BCS Vielteilchenwellenfunktion

— phanomenologische Beschreibung war gut mit makroskopischer Wellenfunktion, also koharentem
Vielteilchenzustand, moglich:

y(r,t) = yo(r, t)e’?)

— Aufgabe: konstruiere kohdrenten Zustand fiir supraleitendes Elektronensystem

www.wmi.badw.de
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Zusammenfassung: Teil 30b, 07.06.2021/2

— Aufgabe: konstruiere koharenten Zustand fir supraleitendes Elektronensystem
»  Aufgabe waére einfach flr Bosonen:
- idealer kohidrenter Zustand |a) als Uberlagerung von Zustidnden fester Teilchenzahl (Fock-Zustinde)
- unendliche Linearkombination von Fock-Zustdnden |¢,,) = \/% (aJr )n |0) mit fester Teilchenzahl

o

la) = —"_!"_ i \/—|¢> Voo 2l i (aa’)" 0) = _e("‘“"’;o)

n=0 o N

» Wabhrscheinlichkeit fur die Besetzung von n Teilchen entspricht Poisson-Verteilung
- Erwartungswerte: N = |a|?, Unscharfe: —N = \/_ (wird klein bei groBem N), AN Agp = %

- Verwendung von |a) fir bosonischen Grundzustand. e.g. Laserlicht, Bose-Einstein-Kondensat

— Analoge Aufgabe: konstruiere dquivalenten koharenten Zustand aus den fermionischen Wellenfunktionen der Elektronen eines freien Elektronengases

» wir bendtigen die Eigenschaften von Potenzen der Paarerzeuger
2
tpt ¥ N | T T T _ T i ] T _
PR = ('Dk) = G0, C—k.0» k.01 C—kio» = ~Ck0y Ckooy C—k.05 Cokiop = O

» in Analogie zu Zustand |a) erhalten wir unter Benutzung der Vertauschungsrelationen fiir die Paarerzeuger

|Wecs) = c1exp (Z OtkPJ) 10) =a Hexp (akP:) 10) =c H <1 + akP:) |0) alle Terme mit Potenzen > 2 verschwinden (Pauli-Prinzip)
k k k
O>

|Wecs) = H (Uk + VkCJTC k¢) 0) mit so genannten ,Kohédrenzfaktoren Uk =
k

» Normierung: (Vgcs|Wecs) =1=¢ <O

. t
1:[ (14 apF) (1 + akPk)

=>» BCS-Vielteilchenwellenfunktion

1.,,.-"1+|C!k|2 w..f].-|-|ﬂ‘k|2 k Ykl =

Koharenzfaktoren |u,|? und |v,|? geben die Wahrscheinlichkeiten dafiir an, dass ein Paarzustand mit Wellenvektor k unbesetzt bzw. besetzt ist



_

=C= Zusammenfassung: Teil 30c, 07.06.2021/2
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—  Wichtig:
» die Wellenfunktion |Wgcs) stellt eine kohdrente Superposition von Zustanden mit 0, 1, 2, 3, ...
Elektronenpaaren dar = nur die mittlere Teilchenzahl N ist festgelegt!!

AN 1 . . . . . : . = . .
» da = =7 ist die relative Unscharfe von N bei grol3er mittlerer Teilchenzahl N vernachlassigbar klein

\/ﬁl
» esgilt ferner AN Ap = %, da AN sehr grof3, ist Phasenunscharfe A sehr klein

* Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsamplituden u; und v, durch Variationsrechnung

(Egcs) = (¥Bcs|Hies — #Ny|wacs)
Hpcs = Z[Sk — By + giA] +ZEk[a;£ak —BiB] ’
k

k chemisches Potenzial = Gesamtteilchenzahl
t ot h2k?
6 <¢Bcs| Yk Sk Mo + Zk,k’ Viek! CkrC-gy C_k'lck'7|¢Bcs> =0 =&, —pu= T U
1 $k 1 $k
Ergebnis: |u.|? ==|1+ = ]2 ==|1-2= : =/2 2
geb S | kl 2[ Ek | kl 2 Ek mit Ek gk + |Ak|

* Anregungen aus dem Grundzustand (Quasiteilchen), Energieliicke und Kondensationsenergie
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— _ T T __pt
= E k E
Hpcs [k — Ex + 90l ] + ) Exlafer — BB ]
7

1 k J [ )
. Grundzustandsen;rgie spinlose An'regungen aus dem Grundzustand: E,, = E_j, = /f,? + |Ag|?
% — fur Vi = =Vo, A = At Energieliicke bei T = 0 A(0) = 2 hwp e~2/VoD(Er) AQ0) 3
g Sprungtemperatur T kgT. ~ 1.134 hwp e~ 2/VoP(Er) = keTe
% Kondensationsenergie Exond(0) = (Hgcs) — (H,) = —D(Eg)A%(0)/4
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