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Zusammenfassung: Teil 5, 17.11.2020/1

• allgemeine Beugungstheorie:  Wie groß ist die Streuamplitude 𝚿𝐁 bzw. Streuintensität |𝚿𝐁|
𝟐 am Beobachtungspunkt B? 

𝑆𝐆 =෍

𝑗

e−𝑖𝐆⋅𝐫𝑗 න

Atom

𝜌𝐴
𝑗 ෤𝐫 e−𝑖𝐆⋅෤𝐫 𝑑3 ǁ𝑟 = ෍

𝑗

𝑓𝑗 e
−𝑖𝐆⋅𝐫𝑗

Gitterpunkt R
Basisatom jrj

r~

Gitter: 𝒈 𝐫 = σ𝐑 𝛿(𝐫 − 𝐑) Basis: 𝒃 𝐫 = σ𝐣 𝛿(𝐫 − 𝐫𝑗) Streudichte von Atomen in Basis: 𝜌𝐴
𝑗 ෤𝐫

Strukturfaktor

Gitter wählt mögliche Streuvektoren Δ𝐤
aus: von Laue Bedingung

 Peakposition liefert Information über Gitter

Strukturfaktor bestimmt Intensität der Streupeaks
 Peakintensität liefert Information über Basis

Streuamplitude  𝚿𝐁 = 𝐅𝐓 𝐠⊗ 𝒃⊗𝝆𝑨 = 𝐅𝐓 𝐠 ⋅ 𝐅𝐓 𝐛 ⋅ 𝐅𝐓 𝛒𝐀

Interferenzfunktion des Gitters

FT

FT 𝑔 𝐫 = න෍

𝐑

𝛿(𝐫 − 𝐑) 𝒆−𝑖Δ𝐤⋅𝐫 𝑑3𝑟

=෍

𝐑

𝒆−𝑖Δ𝐤⋅𝐑 = ቊ
𝑁 für Δ𝐤 = 𝐆
0 für Δ𝐤 ≠ 𝐆

FT

Interferenzfunktion der Basis

FT 𝑏 𝐫 = න

Zelle

෍

𝑗

𝛿(𝐫 − 𝐫𝑗) e
−𝑖𝐆⋅𝐫 𝑑3𝑟

=෍

𝑗

e−𝑖𝐆⋅𝐫𝑗

Atomformfaktor

FT

FT 𝜌𝐴
𝑗
෤𝐫 =

𝑓𝑗 = න

Atom

𝜌𝐴
𝑗
෤𝐫 e−𝑖𝐆⋅෤𝐫 𝑑3 ǁ𝑟

WMI
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Zusammenfassung: Teil 5, 17.11.2020/2

 Abnahme der Streuintensität mit steigendem T durch Zunahme von inelastischen Streuprozessen

 Streupeaks bleiben scharf
 diffuser Untergrund durch inelastische Streuung

• Debye-Waller Faktor:  

𝐼ℎ𝑘ℓ = 𝐼0 exp −
1

3
𝐺2 𝑢2 𝑡 = 𝐼0 exp −

𝑘B𝑇

𝑀𝜔2 𝐺
2

1

2
𝑘 𝑢2 𝑡 =

1

2
𝑀𝜔2 𝑢2 𝑡 =

3

2
𝑘B𝑇 ⇒ 𝑢2 𝑡 =

3𝑘B𝑇

𝑀𝜔2

• experimentelle Methoden zur Strukturbestimmung:  

- Wellentypen: (i) Photonen:   𝜆 = ℎ𝑐/𝐸 (ii) Materiewellen: 𝜆 = ℎ/ 2𝑀𝐸

• Methoden der Röntgendiffraktometrie:  

- Erfüllen der Bragg-Bedingung

Variation von 𝜃 Variation von 𝜆

- Laue-Verfahren: 𝜃 fest, 𝜆 kontinuierlich

- Drehkristallmethode: 𝜃 variabel, 𝜆 fest

- Debye-Scherrer-Verfahren: 𝜃 kontinuierlich, 𝜆 fest

𝝀 ≤ 𝟐𝒅 ≃ Å Röntgenstrahlung Elektronen,   Neutronen

 150 eV  80 meV 15 keV

𝟐𝒅 𝐬𝐢𝐧 𝜽 = 𝒏𝝀

WMI
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3  Bindungskräfte in Festkörpern

• relevante WW-Kraft: nur elektrostatische WW, Gravitation bzw. starke und schwache WW spielen keine Rolle

i. Van-der-Waals-Bindung
Bindung zwischen neutralen Atomen 
mit Edelgaskonfiguration

ii. Ionische Bindung
Bindung zwischen positiven und 
negativen Ionen, z.B. NaCl

iii. Metallische Bindung 
Atome geben Teil der Elektronen ab 
„See“ von freien Elektronen

iv. Kovalente Bindung
Bindung zwischen neutralen Atomen, 
die keine Edelgas-konfiguration 
haben, mehrere Atome „teilen“ 
Elektronen

v. Wasserstoffbrückenbindung
weitgehend ionischer Charakter
stark unterschiedliche Größe der 
Ionen bedeutend für organische 
Substanzen

i. ii.

iii. iv.

WMI
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3.1  Grundlagen

Bindungsenergie:

• entspricht der Energiedifferenz zwischen der Summe der Energie aller freien Atome/ Moleküle und der 
Gesamtenergie des aus diesen Atomen/Molekülen aufgebauten kristallinen Festkörpers

• entspricht der Arbeit, die wir verrichten müssen, um Festkörper in seine atomaren Bestandteile zu zerlegen

3.1.1  Bindungsenergie und Schmelztemperatur

 Bindungsenergie variiert um 3 Größenordnungen, z.B. 
Ne: 1.92 kJ/mol

W: 859 kJ/mol

 Bindungsenergie ist in etwa proportional zur Schmelztemperatur

 Bindungsenergie ist in etwa umgekehrt proportional zur Kompressibibiltät 𝜅 ∝ 𝑑𝑉/𝑑𝑝

kleine Bindungsenergie  weicher FK, große Kompressibilität 𝜅
große Bindungsenergie  harter FK, kleine Kompressibilität 𝜅 WMI
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3.1.1  Bindungsenergie und Schmelztemperatur

WMI
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3.1.2  Elektronische Struktur der Atome

• kurze Wiederholung der wichtigsten Aspekte

 Schrödinger-Gleichung für Zentralpotenzial 𝑉 𝑟 = −
𝑍𝑒2

𝑟

 Lösungen:

 einfache Lösungen nur für H-Atom (Zweikörperproblem)

 andere Atome: Näherung als effektives Zweikörperproblem mit einem Elektron und einem effektiven 
Zentralpotenzial 𝑉eff(𝑟) (durch restliche Elektronen abgeschirmtes Kernpotenzial)

ℋ Ψ 𝐫 = −
ℏ2

2𝑚
𝛁2 + 𝑉(𝑟) Ψ 𝐫 = 𝐸 Ψ 𝐫

Ψ𝑛𝑙𝑚 𝐫 = Ψ𝑛𝑙𝑚 𝑟, 𝜗, 𝜑 = 𝑅𝑛𝑙 𝑟 ⋅ 𝑌𝑙𝑚(𝜗, 𝜑)
𝑅𝑛𝑙 𝑟 = Radialfunktion
𝑌𝑙𝑚 𝜗, 𝜑 = Kugelflächenfunktionen

WMI
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3.1.2  Elektronische Struktur der Atome

• Klassifizierung der Zustände mit Quantenzahlen 𝑛, 𝑙, 𝑚:

• Spin wird von nicht-relativistischer Schrödinger-Gleichung 

nicht erfasst, zusätzliche Spin-Quantenzahl 𝑚𝑠 = ±
1

2

• mit Spin gibt es zu jeder Hauptquantenzahl 

2 ⋅ σℓ=0
𝑛−12ℓ + 1 = 2 ⋅ 𝑛2 Zustände

Unterschale

n Schale
𝒍 = 0

s
1
p

2
d

3
f

1 K 2

2 L 2 6

3 M 2 6 10

4 N 2 6 10 14
WMI
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3.1.2  Elektronische Struktur der Atome

• einige Kugelflächenfunktionen 𝒀𝒍𝒎(𝝑,𝝋)

WMI
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3.1.2  Elektronische Struktur der Atome

• radiale Aufenhaltswahrscheinlichkeit

𝑊 𝑟 𝑑𝑟 = න
0

𝜋

𝑎න
0

2𝜋

Ψ𝑛ℓ𝑚
2 𝑟2𝑑𝑟 sin 𝜗 𝑑𝜗𝑑𝜑

𝑊 𝑟 𝑑𝑟 = 𝑟2𝑅𝑛ℓ
2 𝑟 𝑑𝑟

 Wahrscheinlichkeit, Elektron in Kugelschale mit 
Radius 𝑟 und Dicke 𝑑𝑟 zu finden 

 𝑊 𝑟 𝑑𝑟 unterscheidet sich von Radialfunktion 
𝑅𝑛𝑙 𝑟 durch Multiplikation mit 
Kugelschalenvolumen 𝑟2𝑑𝑟

 da 𝑟2𝑑𝑟 → 0 für 𝑟 → 0, geht auch 𝑊 𝑟 𝑑𝑟 → 0, 
obwohl 𝑅𝑛𝑙 0 endlich sein kann WMI
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3.1.2  Elektronische Struktur der Atome
• Klassifizierung der elektronischen Zustände der Hüllenatome  Periodensystem der Elemente

 auffüllen der Zustände 
(Fermionen!) beginnend mit  
niedrigster Energie

 7 Perioden (Reihen): 
(Hauptquantenzahl 𝑛)

 8 Spalten: 
nach zwei s-Elektronen kommen 
sechs 𝑝-Elektronen 

 Nebengruppen:
zehn 𝑑-Elektronen 

 Lanthaniden, Actiniden: 
vierzehn 𝑓-Elektronen

WMI
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3.1.2  Elektronische Struktur der Atome

• Wasserstoffatom: 

𝐸𝑛 = −
𝑚𝑒4

4𝜋𝜖0 22ℏ2
1

𝑛2
= −13.6 eV ⋅

1

𝑛2

(Rydberg-Energie)

𝑎B =
4𝜋𝜖0ℏ

2

𝑚𝑒2
≃ 0.529 Å

(Bohrscher Radius)

• Besonderheiten beim Auffüllen der Schalen:

• 3𝑝 → 4𝑠 → 3𝑑 (ebenso für 4𝑑 und 5𝑑)

• 6𝑠 → 4𝑓 (ebenso für 5𝑓)

• Grund: 
𝑠-Elektronen haben endliche 
Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Kern

• kleinerer Abschirmeffekt der übrigen 
Elektronen

• niedrigere Energieniveaus 
 Abweichung vom H-Atom!

WMI
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3.2  Van der Waals Bindung

Beobachtung:

• geringe Bindungsenergie: ≃ 0.1 eV / Atom für neutrale Atome mit kugelsymmetrischer Ladungsverteilung (Edelgase)

• Vorschlag von van der Waals: induzierte Dipol-Dipol-Wechselwirkung

Johannes Diderik Van der Waals (1837 - 1923)
Nobelpreis für Physik 1910

„für seine Arbeiten über die Zustandsgleichung der 
Gase und Flüssigkeiten“ (Van-der-Waals-Gleichung)“ WMI
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3.2  Van der Waals Bindung

• neutrales Atom in 𝐄-Feld, mittleres Dipolmoment verschwindet: 𝐩A = 𝟎

• Annahme: 
𝐄-Feld wird erzeugt durch Ladung 𝑞B eines Ions B im Abstand 𝑅

• potentielle Energie des Atoms A

𝐩A
ind = 𝛼𝐴 𝐄

𝐩A
ind = 𝛼A𝐄B,ion = 𝛼A

𝑞𝐵
4𝜋𝜖0𝑅

෡𝐑

𝐸pot = −𝐩A
ind ⋅ 𝐄B,ion = − 𝛼𝐴𝐄B,ion ⋅ 𝐄B,ion ∝ 𝐄B,ion

2

Proportionalitätskonstante ist Polarisierbarkeit 𝛼A des Atoms A

𝐩A = 𝟎

 induziertes Dipolmoment 𝐩A
ind ∝ 𝐄

WMI
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3.2.1  WW zwischen fluktuierenden Dipolen

• Annahme: 
- Feld 𝐄 𝐩𝐵 am Ort des Atoms A wird erzeugt durch neutrales Atom B mit Dipolmoment 𝐩B
- 𝐄 𝐩𝐵 induziert Dipolmoment 𝐩A von Atom A, welches wiederum Feld 𝐄 𝐩𝐴 am Ort des  Atoms B erzeugt

𝐄 𝐩𝐵 =
1

4𝜋𝜖0𝑅
3 3𝑝𝐵 cos 𝜗𝐵 ෡𝐑 − 𝐩𝐵

𝐄 𝐩𝐴 =
1

4𝜋𝜖0𝑅
3 3𝑝𝐴 cos 𝜗𝐴 ෡𝐑 − 𝐩𝐴

• Wechselwirkungsenergie  (gleiche Atome: 𝑝A = 𝑝B = 𝑝, 𝛼A = 𝛼B = 𝛼)

𝐸pot
dd 𝑅 ∝ −

𝑝𝐴 𝑝𝐵
𝑅3

= −
𝑝

𝑅3
𝛼 𝑝

𝑅3
∝ −

𝛼 𝑝2

𝑅6
𝐸pot
dd 𝑅 =

1

4𝜋𝜖0

𝑝𝐴𝑝𝐵 − 3 ෡𝐑 ⋅ 𝐩𝐴 ෡𝐑 ⋅ 𝐩𝐵
𝑅3

𝐸pot
dd 𝑅 = −𝐶

𝛼

𝑅6
induzierte Dipol-Dipol-Wechselwirkung

 attraktive Wechselwirkung
 schwach
 kurzreichweitigWMI
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• Überlapp der Wellenfunktionen für kleine Abstände 𝑅 führt zu Abstoßung  Pauli-Prinzip

 Elektronen müssen auf energetisch höherliegende Zustände ausweichen

3.2.2  Abstoßende Wechselwirkung

• empirische Beschreibung der Abstoßung durch 𝑏/𝑅12-Term  𝐸pot 𝑅 =
𝑏

𝑅12
−

𝑎

𝑅6

𝐸pot 𝑅 = 4𝜖
𝜎

𝑅

12

−
𝜎

𝑅

6

𝜖 und 𝜎 sind intuitivere Variablen (Potenzialtiefe und Gleichgewichtsabstand)

𝑎 = 4𝜖𝜎6

𝑏 = 4𝜖𝜎12

Lennard-Jones-Potenzial (Paarwechselwirkung)

• Potenzialminimum:

𝜕𝐸pot

𝜕𝑅
= 0 = 4𝜖

6𝜎

𝑅7
−
12𝜎

𝑅13

෨𝑅0 = 21/6 ⋅ 𝜎 = 1.1225 𝜎

𝐸pot ෨𝑅0 = −𝜖

Gleichgewichtsabstand 
für Paarwechselwirkung WMI
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3.2.3  Gesamtbindungsenergie

• Festkörper besteht nicht aus isolierten Atompaaren, sondern aus einem Gitter
 Aufsummieren über alle Paarwechselwirkungen im Gitter

Gittersummen, charakteristisch für Gittertyp

𝑈tot =
𝑁

2
෍

𝑖≠𝑗

4𝜖
𝜎

𝑟𝑖𝑗

12

−
𝜎

𝑟𝑖𝑗

6

mit 𝑟𝑖𝑗 = 𝛼𝑖𝑗𝑅, 𝑅 = Abstand nächster Nachbarn𝑈tot(𝑅) = 2𝑁𝜖 𝐴12
𝜎

𝑅

12

− 𝐴6
𝜎

𝑅

6

𝐴𝑘 =෍

𝑖≠𝑗

1

𝛼𝑖𝑗
𝑘 , 𝑘 = 6, 12

Hinweis: 
Die Summe beschreibt gerade die Bindungsenergie eines einzelnen Atoms 𝑗, 
das mit allen anderen Atomen 𝑖 wechselwirkt. Um die Gesamtenergie zu 
erhalten, müssen wir diesen Beitrag mit 𝑁/2 multiplizieren

WMI
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3.2.3  Gleichgewichtsgitterkonstante

• Gleichgewichtsatomabstand 𝑅0

𝜕𝑈tot
𝜕𝑅

= 0 = −2𝑁𝜖 12𝐴12
𝜎12

𝑅13
− 6𝐴6

𝜎6

𝑅7
𝑅0 = 2

𝐴12
𝐴6

1/6

⋅ 𝜎

• Gesamte Bindungsenergie 𝑈tot(𝑅0)

𝑈tot 𝑅0 = 2𝑁𝜖 𝐴12
𝜎

𝑅0

12

− 𝐴6
𝜎

𝑅0

6

𝑈tot 𝑅0 = −
1

2
𝑁𝜖

𝐴6
2

𝐴12

Hinweis:
Edelgase haben fcc-Struktur statt hcp-Struktur, obwohl 𝑼𝒕𝒐𝒕 größer für hcp-Struktur

 Nullpunktschwingungen spielen eine nicht vernachlässigbare Rolle
 genauere Bandstrukturrechnungen werden benötigt 

(Modifizierung der van der Waals Bindungsenergie durch den Überlapp von angeregte atomaren Zuständen 
mit den Nachbaratomen im Kristall) 

𝑈tot 𝑅0 = −𝑁𝜖 ቊ
8.61016 fcc − Struktur
8.61107 hcp − Struktur

𝑅0 = 1.09 ⋅ 𝜎

• fcc- versus hcp-Struktur

WMI
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• Effekt von Nullpunktsfluktuationen

3.2.3  Gleichgewichtsgitterkonstante

1

2
𝑘𝑥max

2 =
1

2
𝑀𝜔2𝑥max

2 =
ℏ𝜔

2
⇒ 𝑥max

2 =
ℏ

𝑀𝜔
𝑥max ∼ 0.3 − 0.4 × Gitterkonstante für He

 He wird bei Normaldruck nicht fest !! 

• in harmonischer Näherung können wir Federkonstante 𝑘 = 𝜕2𝑈tot/𝜕𝑅
2

𝑅=𝑅0verwenden

𝐸0 =
ℏ𝜔

2
=
ℏ

2

𝑘

𝑀
=
ℏ

2

𝜕2𝑈tot/𝜕𝑅
2

𝑅=𝑅0

𝑀
Nullpunktsenergie

exp. Bindungsenergie -20           -81         -116         -166

Materialparameter von Edelgaskristallen

𝑅0
exp

≥ 𝑅0 = 1.09 ⋅ 𝜎 wegen NullpunktsfluktuationenWMI
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3.2.4  Kompressibilität

 innere Energie bei 𝑇 = 0:  𝑑𝑈 = 𝑇𝑑𝑆 − 𝑝𝑑𝑉 = −𝑝𝑑𝑉
 mit 𝑝 = −𝜕𝑈/𝜕𝑉 erhalten wir:

Bulk-Modul wird durch Krümmung des Potenzials bestimmt (bei 1D harmonischem Oszillator entspricht dies der Federkonstante)

• Definition:

𝜅 = −
1

𝑉
ቤ

𝜕𝑉

𝜕𝑝
𝑇=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

=
1

𝐵
𝜅 = Kompressibilität,  𝐵 = Kompressions- oder Bulk-Modul

(gibt Kraft/Fläche an, die pro relativer 𝑉-Änderung benötigt wird)

• Zusammenhang mit innerer Energie:

𝐵 = −𝑉
𝜕𝑝

𝜕𝑉
= 𝑉

𝜕2𝑈

𝜕𝑉2
= 𝑣

𝜕2𝑢

𝜕𝑣2
𝑢 = 𝑈/, 𝑣 = 𝑉/𝑁

• Bulk-Modul von fcc-Gitter (ohne Rechnung):

𝐵0 =
4𝜖

𝜎3
𝐴12

𝐴6
𝐴12

5/2

= 75.2
𝜖

𝜎3 WMI
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3.3  Ionische Bindung

• elektrostatische Wechselwirkung zwischen entgegengesetzt geladenen Ionen

• wichtig:

i. Ionisationsenergie 𝑰
Energie, die benötigt wird, um Atom ein Elektron zu nehmen

ii. Elektronenaffinität 𝑨
Energie, die gewonnen wird, wenn man Atom ein zusätzliche Elektron gibt
äquivalent: Energie, die erforderlich ist, um ein Elektron aus einem einfach 
negativ geladenen Ion zu lösen  Ionisierungsenergie eines Anions

• Energiebilanz für NaCl-Kristall:

Madelung-Energie:
resultiert aus elektrostatischer WW der negativen und positiven Ionen

Ionisationsenergie: 𝑰 𝐍𝐚 = 𝟓. 𝟏𝟒 𝐞𝐕

Elektronenaffinität: 𝑨 𝐂𝐥 = −𝟑. 𝟔𝟏 𝐞𝐕
1. Na → Na+ + e− + 𝐼
2. e− + Cl → Cl− + 𝐴
3. Na+ + Cl− → Na+Cl− + 𝑬𝐌𝐚𝐝

Größenordnung der Madelung-Energie:

WW zwischen Punktladungen: 𝐸Mad =
𝑞1𝑞2

4𝜋𝜖0𝑎
= −

𝑒2

4𝜋𝜖0𝑎
≃ −5 eV für 𝑎 ≃ 2.8 Å

Bindungsenergie: 𝐸B = 𝐸Mad + 𝐴 + 𝐼 WMI
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3.3  Ionische Bindung

K

L

M

günstiger Fall für ionische Bindung

geringe 
Ionisationsenergie

hohe 
Elektronenaffinität

WMI
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3.3.1  Madelung-Energie

Erwin Rudolf Madelung (1881 - 1972)

• Coulomb-Wechselwirkung ist langreichweitig
 gesamte Bindungsenergie durch Aufsummieren über alle Ionen

bei Aufsummation über 
Ionenpaare fehlt der Faktor ½ !

 empirisches Born-Mayer oder Buckingham-Potenzial zur 
Berücksichtigung der kurzreichweitigen Abstoßung wegen Pauli-Prinzip

 𝜆, 𝜌:  empirische Material-Konstanten

𝑈tot =
𝑁

2
෍

𝑖≠𝑗

∓
𝑞2

4𝜋𝜖0𝑟𝑖𝑗
+ 𝜆𝑒−𝑟𝑖𝑗/𝜌

 van der Waals Wechselwirkung zwischen Na+ - und Cl- -Ionen wird 
vernachlässigt (um 2 GO kleiner)

WMI
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 Reichweite der abstoßenden WW sehr klein
 Aufsummation nur über Zahl ZNN der NN

𝑟𝑖𝑗 = 𝑅 (Abstand nächster Nachbarn)

𝑈𝑃 𝑅 =
𝑁

2
𝑍NN 𝜆e

−𝑅/𝜌

𝑈tot =
𝑁

2
෍

𝑖≠𝑗

∓
𝑞2

4𝜋𝜖0𝑟𝑖𝑗
+ 𝜆𝑒−𝑟𝑖𝑗/𝜌

• Diskussion der verschiedenen Beiträge

 Beitrag von Coulomb-Wechselwirkung
 benutzen von 𝑟𝑖𝑗 = ෤𝛼𝑖𝑗 𝑅

Madelung-Konstante

𝑈𝐶 (𝑅) = −
𝑁

2

𝑞2

4𝜋𝜖0𝑅
෍

𝑖≠𝑗

±
1

෤𝛼𝑖𝑗
= −𝛼

𝑁

2

𝑞2

4𝜋𝜖0𝑅

𝜶 =෍

𝑖≠𝑗

±
1

෤𝛼𝑖𝑗

3.3.1  Madelung-Energie

WMI
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• Bindungsenergie pro Ionenpaar ෩𝑼(𝑹)
teilen von 𝑈tot durch 𝑁/2

3.3.1  Madelung-Energie

Coulomb-Energie von 
benachbarten Ionenpaaren 
multipliziert mit Madelung-
Konstante 𝛼

෩𝑈(𝑅) = −𝛼
𝑞2

4𝜋𝜖0𝑅
+ 𝑍NN𝜆𝑒

−𝑅/𝜌

෩ 𝑈
(e

V
)

WMI
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• Berechnung der Madelung-Konstante für NaCl-Struktur (fcc)

3.3.1  Madelung-Energie

 Madelung-Konstante hängt ab von Kristallstruktur

Beispiel: Na im NaCl
 6 Cl--Ionen im Abstand 𝑅 = 𝑎/2

 12 Na+-Ionen im Abstand 𝑅 2

 8  Cl--Ionen im Abstand 𝑅 3

 6  Na+-Ionen im Abstand 𝑅 4
 …

 𝜶 = 𝟔 −
𝟏𝟐

𝟐
+

𝟖

𝟑
−

𝟔

𝟒
+⋯ = 𝟏. 𝟕𝟒𝟕𝟓𝟔𝟓

WMI
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3.3.1  Madelung-Energie

Madelung-Konstante ist für CsCl (sc) -Struktur am größten 

 alle Ionenkristalle sollten CsCl-Struktur haben, was aber 
nicht der Fall ist

 Problem: Verhältnis der Radien der beteiligten Ionen

 unterschiedlich geladenen Ionen müssen sich „berühren“ 
können, da sonst Bindungsenergie reduziert ist

• Madelung-Konstante für verschiedene Kristallstrukturen

𝑟𝐴
𝑟𝐵

< 1.366

sc fcc

𝑟𝐴
𝑟𝐵

> 1.366

𝑟𝐴
𝑟𝐵

=
1

3 − 1
= 1.366

(umgekehrter Farbcode !!)
WMI
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3.3.1  Madelung-Energie

• Herleitung des kritischen Ionenverhältnisses

CsCl-Struktur nur dann optimal, wenn sich blaue und rote Kugeln berühren können

 𝑎 ≥ 2𝑟𝐴

 kritisches Radienverhältnis

Raumdiagonale: 𝑎 3 = 2(𝑟𝐴 + 𝑟𝐵)

2 𝑟𝐴 + 𝑟𝐵 = 𝑎 3 ≥ 2𝑟𝐴 3

𝑟𝐴
𝑟𝐵
+ 1 ≥

𝑟𝐴
𝑟𝐵

3
𝑟𝐴
𝑟𝐵

≤
1

3 − 1
= 1.366

sc fcc

H F Cl Br I

Li

Na

K

Rb

Cs

NaCl

CsCl

𝑟𝐴
𝑟𝐵

=
1

3 − 1
= 1.366

WMI
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3.3.2  Gleichgewichtsgitterkonstante

 wir müssen 𝜆 und 𝜌 kennen, um 𝑅0 zu bestimmen
 in der Praxis bestimmt man 𝜆 und 𝜌 durch Messung von 𝑅0 und Kompressibilität 𝜅

• Bestimmung von Gleichgewichtsgitterkonstante 𝑹𝟎 durch Maximierung der Bindungsenergie

 Bindungsenergie pro Ionenpaar: ෩𝑈(𝑅) = −𝛼
𝑞2

4𝜋𝜖0𝑅
+ 𝑍NN𝜆e

−𝑅/𝜌

𝜕෩𝑈 𝑅

𝜕𝑅
= 0 = 𝛼

𝑞2

4𝜋𝜖0𝑅
2 −

1

𝜌
𝑍NN𝜆e

−𝑅/𝜌

𝑅0
2 e−𝑅0/𝜌 = 𝜌𝛼

𝑞2

4𝜋𝜖0𝑍NN𝜆

 Einsetzen von Ausdruck für e−𝑅0/𝜌 in Ausdruck für ෩𝑈 ergibt:

෩𝑈 𝑅0 = 𝐸Mad = −𝛼
𝑞2

4𝜋𝜖0𝑅0
1 −

𝜌

𝑅0 WMI
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3.3.3  Kompressibilität und Bulk-Modul

𝐵 =
1

𝜅
= −𝑉

𝜕𝑝

𝜕𝑉
= 𝑉

𝜕2𝑈

𝜕𝑉2
= 𝑣

𝜕2𝑢

𝜕𝑣2
• Kompressibilität 𝜿 und Bulk-Modul 𝑩

𝐵 =
1

𝜅
= 𝑉

𝜕2𝑈

𝜕𝑉2
= 𝑉

𝜕

𝜕𝑉

𝜕𝑈

𝜕𝑅

𝜕𝑅

𝜕𝑉
= 𝑉

𝜕2𝑈

𝜕𝑅2
𝜕𝑅

𝜕𝑉

2

+
𝜕𝑈

𝜕𝑅

𝜕2𝑅

𝜕𝑉2

 Berechnung erfordert etwas Aufwand

 nach einigen Rechenschritten erhalten wir für NaCl (fcc-Struktur)

𝐵 =
1

𝜅
=

1

18𝑅0

𝑍NN𝜆

𝜌2
e−𝑅0/𝜌 −

𝛼𝑞2

2𝜋𝜖0𝑅0
3

WMI
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3.3.3  Kompressibilität und Bulk-Modul

Wichtig: wir können einen Ionenkristall nicht einfach in seine Bestandteile zerlegen
 Experimentelle Bestimmung von ෩𝑈 indirekt über Born-Haberschen Kreisprozess

Zum Vergleich:

Bindungsenergie von 
van der Waals-Kristallen

Ne: ෩𝑈exp = − 20 meV
Ar: ෩𝑈exp = − 81 meV
Kr: ෩𝑈exp = − 120 meV
Xe: ෩𝑈exp = − 166 meV

𝜌 ∼ 0.1 𝑅0  abstoßendes Potenzial ist sehr kurzreichweitig

WMI
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Zusammenfassung: Teil 6, 19.11.2020/1

• Bindungsenergie

• Bindungstypen:           van der Waals, ionisch, metallisch, kovalent, Wasserstoffbrückenbindung

• Van der Waals Bindung

 attraktive WW:  induzierte Dipol-Dipol-WW

 repulsive Abstoßung wegen Pauli-Prinzip:         
empirische Beschreibung durch 1/𝑅12 Term 

 Lennard-Jones Potenzial
(Paarwechselwirkung)

𝐸pot 𝑅 = −𝐶
𝛼

𝑅6

𝐸pot 𝑅 = 4𝜖
𝜎

𝑅

12

−
𝜎

𝑅

6

• entspricht der Energiedifferenz zwischen der Summe der Energie aller freien Atome/ Moleküle und der 
Gesamtenergie des aus diesen Atomen/Molekülen aufgebauten kristallinen Festkörpers

• entspricht Arbeit, die wir verrichten müssen, um Festkörper in seine atomaren Bestandteile zu zerlegen

• Van der Waals Bindung: gesamte Bindungsenergie   Aufsummieren über Gitter

 Aufsummieren über alle Paare i,j in Gitter:

Gittersummen  𝑨𝒌

𝑈tot =
𝑁

2
෍

𝑖≠𝑗

4𝜖
𝜎

𝑟𝑖𝑗

12

−
𝜎

𝑟𝑖𝑗

6

𝑈tot =
𝑁

2
෍

𝑖≠𝑗

4𝜖 𝐴12
𝜎

𝑅

12

− 𝐴6
𝜎

𝑅

6

 mit 𝑟𝑖𝑗 = 𝛼𝑖𝑗𝑅 und 𝐴𝑘 = σ𝑖≠𝑗
1

𝛼𝑖𝑗
𝑘 , 𝑘 = 6,12

Gittersummen  𝑨𝒌WMI
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Zusammenfassung: Teil 6, 19.11.2020/2

Edelgase haben fcc-Struktur statt hcp-Struktur, obwohl 𝑈tot maximal 
für hcp-Struktur 
 Nullpunktschwingungen und Überlapp der Elektronenhüllen nicht 

berücksichtigt



Abschätzung: aus    
1

2
ℏ𝜔 =

1

2
𝑘𝑥max

2 folgt   𝑥max
2 = ℏ/𝑀𝜔 (𝑥max ∼ 0.3𝑎 für He  wird nicht fest)

Kompressions-Modul

• Gleichgewichtsabstand

𝑅0 = 2
𝐴12
𝐴6

1/6

⋅ 𝜎 𝑈tot 𝑅0 = −
1

2
𝑁𝜖

𝐴6
2

𝐴12

• Kristallstruktur

• Nullpunktsschwingungen

• Kompressibilität:

𝜅 = −
1

𝑉
ቤ

𝜕𝑉

𝜕𝑝
𝑇=const

=
1

𝐵
𝐵 = −𝑉

1

𝑉
ቤ

𝜕𝑝

𝜕𝑉
𝑇=const

= 𝑉 อ
𝜕2𝑈

𝜕𝑉2
𝑇=const

𝑈tot 𝑅0 = −𝑁𝜖 ቊ
8.61016 fcc − Struktur
8.61107 hcp − Struktur

WMI
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Zusammenfassung: Teil 6, 19.11.2020/3

 Größenordnung der Madelung-Energie:

 Bindungsenergie eines Ionenpaares:

• Madelung-Konstante

 Aufsummieren über alle Paar-WW im Gitter:

empirisches Born-Mayer oder Buckingham-Potenzial
zur Berücksichtigung der kurzreichweitigen Abstoßung

 Beitrag von Coulomb-WW, mit 𝑟𝑖𝑗 = ෤𝛼𝑖𝑗 𝑅 (𝑅 = NN-Abstand) 

Madelung-Konstante 𝜶 (hängt von Kristallstruktur ab, für CsCl-Struktur am größten, trotzdem andere 
Kristallstrukturen möglich wegen Fehlanpassung der Ionenradien)

• Bindungsenergie pro Ionenpaar

• Ionische Bindung

 Energiebilanz für  NaCl-Ionenbindung:

Madelung-Energie:  resultiert aus elektrostatischer 
WW der negativen und positiven Ionen

𝐸Mad =
𝑞1𝑞2

4𝜋𝜖0𝑎
= −

𝑒2

4𝜋𝜖0𝑎
≃ −5 eV für 𝑞1,2 = ±𝑒 und  𝑎 ≃ 2.8 Å

𝐸B = 𝐸Mad + 𝐴 + 𝐼

Ionisationsenergie: 𝑰 𝐍𝐚 = 𝟓. 𝟏𝟒 𝐞𝐕
Elektronenaffinität: 𝑨 𝐂𝐥 = −𝟑. 𝟔𝟏 𝐞𝐕

(nur nächste Nachbar-WW relevant wegen kurzer Reichweite)

1. 𝐍𝐚 ⇒ 𝐍𝐚+ + 𝐞− + 𝑰
2. 𝐞− + 𝐂𝐥 ⇒ 𝐂𝐥− + 𝑨
3. 𝐍𝐚+ + 𝐂𝐥− ⇒ 𝐍𝐚+𝐂𝐥− + 𝑬𝐦𝐚𝐝

𝑈tot =
𝑁

2
෍

𝑖≠𝑗

∓
𝑞2

4𝜋𝜖0𝑟𝑖𝑗
+ 𝜆𝑒−𝑟𝑖𝑗/𝜌

𝑈𝐶 (𝑅) = −
𝑁

2

𝑞2

4𝜋𝜖0𝑅
෍

𝑖≠𝑗

±
1

෤𝛼𝑖𝑗
= −𝛼

𝑁

2

𝑞2

4𝜋𝜖0𝑅

𝑈𝑃 (𝑅) =
𝑁

2
𝑍NN𝜆𝑒

−𝑅/𝜌

෩𝑈(𝑅) = −𝛼
𝑞2

4𝜋𝜖0𝑅
+ 𝑍NN𝜆𝑒

−𝑅/𝜌 ෩𝑈 𝑅0 = 𝐸Mad = −𝛼
𝑞2

4𝜋𝜖0𝑅
1 −

𝜌

𝑅0

 Beitrag von abstoßender  WW

WMI




