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3.1 Grundvorstellungen zur Materiestruktur. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246

3.2 Elastomechanik von Festk¨orpern . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251

3.2.1 Spannung und Dehnung . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251
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Vorwort

Das vorliegende Skript ist der erste Teil einer Zusammenstellung des Stoffes der klassischen Experi-
mentalphysik, wie er in den Vorlesungen Physik I bis III f¨ur Studierende der Physik und Mathematik
angeboten wird.

Das Skript entstand aus der Vorlesung Physik I f¨ur Studierende der Physik und Mathematik, die von Prof.
Gross erstmals im Wintersemester 1999/2000 an der Universit¨at zu Köln gehalten wurde. Es beinhaltet
nicht den Stoff der mathematischen Erg¨anzungsvorlesung. Die vorliegende Stoffzusammenstellung soll
den Studienanf¨angern zum einen dabei helfen, den Vorlesungen konzentrierter folgen zu k¨onnen, zum
anderen soll sie einen Anhaltspunkt f¨ur die Stoffauswahl beim notwendigen Nacharbeiten der Vorlesun-
gen anhand von den meist sehr umfangreichen klassischen Lehrb¨uchern geben.

Das Vorlesungsskript enth¨alt ohne Zweifel noch einige Fehler. Der Autor ist f¨ur Hinweise auf solche
Fehler dankbar.

München, Oktober 2001 R. Gross
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Einleitung

Exakte Wissenschaften

Die Mathematik und die Naturwissenschaften z¨ahlt man zu denexakten Wissenschaften, d.h. zu den
Wissenschaften, die nach exakten Kriterien vorgehen. Im Unterschied zur Mathematik sind die Natur-
wissenschaften aber dadurch ausgezeichnet, daß das Kriterium f¨ur den Wahrheitsgehalt einer Aussage
ihre Nachpr¨ufbarkeit in einem Experiment ist. Argumente wie dergesunde Menschenverstandoder die
mathematische Eleganz einer physikalischen Theoriehaben keinerlei Beweiskraft. Ein Experiment soll
objektivsein. Es soll vor allem unabh¨angig vom speziell gew¨ahlten Versuchsaufbau und vom das Expe-
riment durchführenden Experimentator sein. Das heißt, ein Experiment mußreproduzierbarimmer zum
selben Ergebnis f¨uhren. Hierbei muß die Meßgenauigkeit der verwendeten Apparatur im Rahmen einer
Fehlerrechnung bewertet werden.

Einer der ersten Naturforscher, der in der Neuzeit dieses Prinzip in Anlehnung an Aristoteles formuliert
hat, war wohl Paracelsus:

“Alein die erfarenheit bleibt in der warheit”

Übersetzt man hierbei “erfarenheit” mit “Experiment”, so hat man eine gute Definition f¨ur das, was
Naturwissenschaft ist.1

Naturgesetze

Schon immer haben Menschen die Natur beobachtet und die beobachteten Erscheinungen gesammelt,
geordnet und teilweise in k¨unstlerischen Bildern und dichterischer Sprache beschrieben. Zunehmend
bestand aber das Bed¨urfnis, die Naturerscheinungen (z.B. Jahreszeiten, Ebbe und Flut, Feuer, Frieren
und Sieden von Wasser) nicht nur beschreiben, sondern auch verstehen zu k¨onnen. Heute ist es ein
zentrales Anliegen der Naturwissenschaften, die Gesetze, nach denen die vielf¨altigen Vorgänge in der
Natur ablaufen, zu verstehen. Hierbei betrifft die zentrale Frage das “Wie” und nicht das “Warum” —
letztere Frage f¨allt in den Bereich der Philosophie.

Hinter dem Wunsch des Menschen, die Naturerscheinungen zu verstehen und auf allgemein g¨ultige
Gesetze zur¨uckzuführen, steht sowohl der reine Erkenntnisdrang (Grundlagenforschung) als auch die
Hoffnung, sich die Natur dienstbar zu machen (anwendungsbezogene Forschung). Bei der Suche nach
allgemeinen Regeln, nach denen Prozesse in der Natur ablaufen, muß man sich dar¨uber im Klaren sein,

1Es sei hier angemerkt, daß eine Sache, die keine Wissenschaft ist, nicht notwendigerweise schlecht ist. Zum Beispiel ist
die Liebe keine Wissenschaft (jedenfalls keine exakte). Wenn also gesagt wird, irgendeine Sache sei keine Wissenschaft, so
bedeutet das nicht, daß diese Sache etwas Schlechtes ist, sondern daß es eben einfach keine Wissenschaft ist.

11
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daß diese Regeln nicht die vollst¨andige Wahrheit sind, sondern wahrscheinlich nur eine N¨aherung. Es ist
anzunehmen, daß wir heute noch nicht alle Gesetze kennen und daß wir unseren Wissensstand von Jahr
zu Jahr durch das Finden neuer Gesetze erweitern werden. Dabei kann es sich herausstellen, daß die heu-
te bekannten Gesetze teilweise falsch sind. Damit stellt sich nat¨urlich sofort die unumg¨angliche Frage,
warum man heute Gesetzm¨aßigkeiten lernen soll, die sich eventuell in Zukunft als falsch herausstellen
werden. Die Antwort darauf ist einfach: Wir lernen neue Gesetzm¨aßigkeiten nur durch die Erweiterung
unseres heutigen Kenntnisstands.2 Die Gesetze, die wir heute lernen, entsprechen unserem heutigen
Wissensstand, d.h. sie erkl¨aren alle bis zum heutigen Tage beobachteten Naturvorg¨ange. Es ist trotzdem
klar, daß sie vielleicht eines Tages aufgrund von neuen Beobachtungen revidiert werden m¨ussen, da sie
sich nur als N¨aherung f¨ur einen ganz bestimmten Fall herausgestellt haben und eigentlich falsch waren.3

Um anschaulich klarzumachen, wieso eine aus der Beobachtung gewonnene Gesetzm¨aßigkeit falsch sein
kann, sei hier eine auf den PhysikerFeynmannzurückgehende Anekdote angef¨uhrt:

Angenommen es versucht jemand die Regeln des Schachspiels zu verstehen, indem er das
Schachspiel sorgfältig beobachtet. Dabei stellt er z.B. fest, daß sich einer der Läufer nur auf
weißen und der andere nur auf schwarzen Feldern bewegen darf. Der Beobachter schließt fol-
gerichtig, daß die L̈aufer nur diagonal ziehen dürfen. Dieses Gesetz scheint auch nach langer
Beobachtungszeit zu stimmen. Eines Tages stellt er aber fest, daß ein Spielerzwei L̈aufer auf
schwarzen Feldern und keinen auf einem weißen Feld hat – wie ist das möglich ? Es scheint
nun, daß das vorher gefundene Gesetz falsch ist. Dies ist aber nicht so – der Beobachter hat
vielmehr eine Regel noch gar nicht gekannt, nämlich die der Bauernumwandlung: Der Läufer
auf dem weißen Feld war geschlagen worden, ein Bauer hat die gegnerische Grundlinie er-
reicht und wurde in einen L̈aufer auf einem schwarzen Feld umgewandelt. Der Grund war
also nicht, daß das alte Gesetz “Läufer bewegt sich diagonal” falsch war, sondern daß es ein
weiteres, f̈ur den Beobachter bis dahin unbekanntes Gesetz “Bauernumwandlung” gibt.

Ein weiteres Grundprinzip der Naturwissenschaften ist die Suche nach derMinimalzahl an Grundgeset-
zen, mit denen man durch Kombinatorik alle beobachteten Naturph¨anomene erkl¨aren kann. Die Grund-
gesetze selbst werden nicht weiter hinterfragt und sind meist idealisierte Extrapolationen, die in der Natur
von Störeinflüssen verdeckt werden. Diese Grundgesetze bilden als Axiomensystem4 die Grundlage f¨ur
die theoretische Durchdringung eines Wissensgebiets. Alle Folgerungen aus einem solchen Axiomensy-
stem müssen experimentell ¨uberprüfbar sein.

Es wurde versucht, ¨ahnlich wie die Mathematik auch die Physik auf einem Axiomensystem aufzubauen,
was allerdings nicht gelang. Als Axiome der Physik kann man aber auchPrinzipienoderErhaltungss̈atze
ansehen. Diese stellenheuristische(d.h. erfundene) S¨atze dar, die durch Erfahrung zu best¨atigen
sind. Wichtige Beispiele sind dasEnergieprinzip(= Erhaltung der Energie), dasKausaliẗatsprinzip
(= jede Wirkung hat ihre Ursache), das Prinzip vonactio = reactio (Wirkung = Gegenwirkung), das
Trägheitsprinzip, dasNewtonsche Grundgesetz der Dynamik oder dasPaulische Prinzip.5

Als weitere Forderungen, die nicht beweisbar sind, gibt es diePostulate. Ihr Geltungsbereich ist ein-
geschränkt, wie z.B. dieBohrschen Postulate, die sich auf dasBohrsche Atommodell beziehen. Im

2Als Beispiel sei hier das Gesetz von der Konstanz der tr¨agen Masse angef¨uhrt. Erst als man Massen auf sehr hohe Ge-
schwindigkeiten beschleunigen konnte, hat man festgestellt, daß die tr¨age Masse geschwindigkeitsabh¨angig ist. Dadurch ist
also das alte Gesetz f¨ur hohe Geschwindigkeiten zwar falsch, es ist aber eine sehr gute N¨aherung f¨ur Geschwindigkeiten, die in
unserem t¨aglichen Leben vorkommen.

3So könnte es z.B. mit der heute angenommenen Stabilit¨at des Protons sein. Es sind zur Zeit Experimente im Gange, den
Zerfall des Protons nachzuweisen.

4Setzt man eine allgemein g¨ultige Aussage als wahr voraus, ohne daß man sie beweisen kann, so spricht man von einem
Axiom (griechisch = Forderung). Ein solches Axiom ist z.B. in der Geometrie, daß sich zwei parallele Geraden niemals
schneiden. Man kann dies nicht beweisen.

5Es gibt aber auch Prinzipien, die nicht auf bestimmte Gebiete beschr¨ankt sind und auch beweisbar sind, wie dasArchi-
medische Prinzip oder dasFermatsche Prinzip.
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allgemeinen wird die G¨ultigkeit von Postulaten durch die Ergebnisse der Theorie, deren Ergebnisse mit
den Experimenten ¨ubereinstimmen, gerechtfertigt.

Physik

Die Physik ist neben der Chemie, Biologie und den Geowissenschaften ein Teilgebiet der Naturwis-
senschaften. Es ist schwierig, eine pr¨agnante Definition f¨ur “Physik” zu geben. Das griechische Wort
“physis” bedeutet Ursprung, Naturordnung, das Geschaffene (Welt, Gesch¨opf). Das Wort Physik hat sich
daraus entwickelt. Wir verstehen darunter die geistige, quantitative Erfassung aller Erscheinungen in der
unbelebten Natur unter Zur¨uckführung auf allgemein g¨ultige Gesetzm¨aßigkeiten. In der Chemie wer-
den dagegen die Zusammensetzung sowie Umsetzungen der Materie, die als Verbindung der chemischen
Elemente verstanden wird, untersucht. In der Biologie werden Lebensvorg¨ange erforscht.

Wenn wir das Wort Physik f¨ur ein Lexikon definieren m¨ußten, könnten wir folgendes angeben:

Physik ist die grundlegende Naturwissenschaft, die einerseits nach den wenigen,
grundlegenden Prinzipien zur Beschreibung der unbelebten Natur sucht und ande-
rerseits die Naturerscheinungen dadurch verstehen will, daß sie diese als notwen-
dige Konsequenz solcher Prinzipien nachweist. a

aFür die anderen Naturwissenschaften mag diese Definition ¨uberheblich klingen, sie ist aber eher als an-
spruchsvoll zu bezeichen. Biologen und Chemiker d¨urfen zu recht darauf hinweisen, daß Physiker noch nicht
einmal den Grashalm verstehen oder das Wasser. Das ist zur Zeit noch zu schwer.

Wenn wir das Wort Physik einem Nicht-Naturwissenschaftler erkl¨aren müssen, w¨are vielleicht folgende
Definition angebracht:

Physik ist, unsere Natur und Umgebung mit offenen Augen aufmerksam zu betrach-
ten und nie aufzuhören, die Frage “Wie” zu stellen.

Die Physik ist sicherlich die fundamentalste unter den Naturwissenschaften. Die Physik hat immer einen
wichtigen Einfluß auf die Entwicklung aller Naturwissenschaften (Chemie, Biologie, Geowissenschaf-
ten) gehabt, die auf den Gesetzen der Physik aufbauen. Die von den Menschen vorgenommene Untertei-
lung der verschiedenen naturwissenschaftlichen Disziplinen ist aber k¨unstlich und fließend. Die Natur
selbst kennt eine solche Aufteilung nicht, sie ist eine Einheit.6

Naturwissenschaft und Technik

Die stürmische Entwicklung der Naturwissenschaften, insbesondere der Physik, hat in den letzten etwa
200 Jahren zu einer rasanten Entwicklung der Technik gef¨uhrt. Umgekehrt hat aber auch die techni-
sche Entwicklung einen betr¨achtlichen Einfluß auf die naturwissenschaftliche Forschung gehabt, da vie-
le Experimente nur durch den technischen Fortschritt erm¨oglicht wurden. Es besteht also eine st¨andige,
befruchtende Wechselwirkung zwischen Naturwissenschaften und Technik. W¨ahrend das Ziel der Natur-
wissenschaften es ist, die Ursachen und Zusammenh¨ange der Naturvorg¨ange zu erfassen und zu verste-
hen, ist das Ziel der Technik, die Anwendung dieses Kenntnisse (hoffentlich) zum Wohle der Menschheit.

6Eine sch¨one Darstellung der Beziehung der Physik zu den anderen Naturwissenschaften ist inR. P. Feynman, Vorlesungen
über Physik, Band I, Oldenburg Verlag M¨unchen gegeben.



14 R. GROSS UNDA. M ARX EINLEITUNG

Methodik

Um die Naturvorg¨ange zu beobachten, zu verstehen, durch bestimmte Gesetzm¨aßigkeiten zu beschreiben
und diese in geeigneten Experimenten zu ¨uberprüfen, bedarf es einer geeigneten Methodik. Vereinfacht
läßt sich das methodische Vorgehen eines Naturwissenschaftlers wie folgt beschreiben:

Tätigkeit Ziel

1 Beobachten Sammeln von Erfahrungen
2 Nachdenken ¨uber geeignetes Experiment Auswahl eines Meßverfahrens
3 Durchführen des Experiments, messen Verifizierung von Zusammenh¨angen
4 Diskussion von Meßfehlern Belegen der Zuverl¨assigkeit des durch-

geführten Experiments
5 Aufsuchen von Gesetzm¨aßigkeiten Formulieren einer Hypothese
6 Nachprüfen der sich aus der Hypothese erge-

benden Konsequenzen
Kontrolle der Hypothese

7 Mathematische Formulierung der HypotheseErhebung der Hypothese zum Gesetz
8 Zurückführen von mehreren Ge-

setzmäßigkeiten auf wenige Grundgesetze
Ableitung einer Minimalzahl von Grundge-
setzen

Die Hilfsmittel des Naturwissenschaftlers sind einerseitsMeßger̈ate, die ständig weiterentwickelt wer-
den, und andererseits daskausal-logische Denken. Dabei sind folgende 3 Prinzipien zu beachten:

1. Es muß eine Verkn¨upfung zwischen Ursache und Wirkung geben!Kausalitätsprinzip (siehe
Abb. 1).

Black
Box

Fe

Beobachtete Wirkung:
Fe-Körper wird nach unten gezogen

Ursache:
zunächst unklar, da Black Box nicht einsehbar

Aha-Erlebnis:
In Black Box ist Schalter, Kabel
und Elektromagnet !!

Abbildung 1: Beobachtung einer Wirkung — Suche nach der Ursache.

2. Voraussetzung f¨ur eine mathematische Beschreibung (Theorie) ist eine Idealisierung der Ergebnis-
se von Experiment und Beobachtung!Modellvorstellung.

3. Das Ergebnis des Experiments h¨angt von der Art des Experiments selbst ab – es liefert nur Teil-
wahrheiten (z.B. Teilchen-Welle Dualismus bei Licht).

Im Gegensatz zur Mathematik ist in den Naturwissenschaften das Experiment der Pr¨ufstein allen Wis-
sens, d.h. entscheidend f¨ur den Wahrheitsgehalt einer Gesetzm¨aßigkeit ist ihre Nachpr¨ufbarkeit in einem
Experiment. Theorien sind nur dann sinnvoll, solange sie im Einklang mit den Ergebnissen von Experi-
menten sind. Theorien, die durch Experimente nicht nachpr¨ufbar sind, sind zun¨achst sinnlos (und k¨onnen
dem Bereich der Philosophie zugeordnet werden). Dem Experiment kommt in den Naturwissenschaften
deshalb eine besondere Bedeutung zu. Experimente m¨ussen ferner mit gr¨oßter Sorgfalt durchgef¨uhrt
werden, um zuverl¨assige Aussagen zu liefern.7

7Schlechte Experimente bzw. unvorsichtige und unkritische Experimentatoren haben immer wieder zufalschenEntdeckun-
gen geführt. Für die jüngere Vergangenheit ist hierbei die Entdeckung einer 5. Naturkraft (E¨otvös-Experiment), freier Quarks,
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Beobachtungsprozeß

Jede Beobachtung geht ¨uber unsere Sinnesorgane (Augen, Ohren, Nase, Tastsinn, etc.). Dabei spielt
das Auge eine besonders große Rolle. Man f¨uhrt deshalb m¨oglichst viele Vorgänge auf sichtbare
Veränderungen zur¨uck (Ausschlag von Meßger¨at, Oszilloskop, Computer-Bildschirm, etc.). Es ist des-
halb sehr wichtig klarzustellen, inwieweit man sich auf das Sinnesorgan Auge verlassen kann. In Abbil-
dung 2 wird gezeigt, wie sehr manoptischen T̈auschungenunterliegen kann.8

(b)

(c)

(a)

(f)

(d)

(e)

Abbildung 2: Optische T¨auschungen: (a), (b) Die beiden Geraden sind parallel, erscheinen aber durch
die schrägen Linien geknickt. (c) Die beiden Strecken sind gleichlang, erscheinen aber durch die Pfeile
verschieden. (d), (e) Die beiden inneren Kreise haben den gleichen Durchmesser. (f) Die beiden Formen
haben dieselbe H¨ohe.

Abbildung 2 und verschiedene Versuche zu optischen T¨auschungen mahnen zur Vorsicht bei der Aus-
wertung von Beobachtungen. Manchmal versagen unsere Sinnesorgane – wir nehmen die Wirklichkeit
subjektivund deshalb h¨aufig falsch wahr. Wir brauchen also Beobachtungshilfsmittel – Meßger¨ate – die
objektiv sind und den Meßbereich unserer Sinnesorgane erweitern.

Lernprozeß

Jene wagemutigen jungen Leute, die ein Studium der Physik beginnen und ein Skript f¨ur Anfangsseme-
ster haben ein gemeinsames Problem: Es besteht noch keineÜbereinkunft, wie man sich verst¨andigen

der kalten Fusion oder von 14 keV Neutrinos zu nennen. Allerdings setzt sich die Wahrheit immer sehr schnell durch, da
wichtige Entdeckungen sofort ¨uberprüft werden.

8Weitere Demonstrationsversuche zu optischen T¨auschungen:
1. Exnersche Spirale
2. Machsche Streifen
3. Farbige Schatten
4. Schefflerscher Igel
5. Adrion sche Zwerge
6. Erkennung von Mustern
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kann. Die Umgangssprache ist meist zu ungenau, die Vorkenntnisse aus der Schule sind zu verschie-
den und es bestehen unglaublich falsche Vorstellungen, worauf es beim Studium ankommt. Dieses
Verständigungsproblem muß im Rahmen von Gespr¨achen und Diskussionen gel¨ost werden.

Ein großer Teil der Studienanf¨angerInnen wird sich auch auf einen neuen Lernstil umstellen m¨ussen.
In der Schule wurde der Lernstoff von den Lehrern quasi eingetrichtert, d.h. solange vorgekaut, bis er
verstanden wurde. Der Dozent an einer Hochschule versteht sich dagegen als Vermittler von Fakten, er
zeigt Zusammenh¨ange auf und versucht, Interesse am Lernstoff zu wecken. Dieser muß aber von den
Hörern selbst anhand von Lehrb¨uchern und Skripten weiter aufgearbeitet werden, um ihn zu begreifen.



Kapitel 1

Mechanik des Massenpunktes

Die Mechanik ist die Lehre von der Bewegung und der Form¨anderung von K¨orpern unter dem Einfluß
äußerer Kr¨afte. Die Aufgabe der Mechanik ist es, die Bewegung und Verformung von K¨orpern unter
der Einwirkung von Kräften quantitativ zu beschreiben. Die Natur der Kr¨afte (Gravitations-, elektroma-
gnetische oder Kernkr¨afte) ist hierbei von untergeordneter Bedeutung. In diesem Sinne ist die Mechanik
grundlegend f¨ur die gesamte Physik.

In der Antike besch¨aftigten sich die Naturforscher wieAristoteles, Archimedes oder Ptolem̈aus
hauptsächlich mit mechanischen Problemen wie z.B. den Hebelgesetzen oder dem Auftrieb. Die antike
Tradition wurde im frühen Mittelalter von den Arabern fortgesetzt und an die Neuzeit weitergegeben.
Durch die systematische Erforschung der Naturgesetze durch Experimentieren beginnt in der Neuzeit
die Entwicklung der modernen Physik. Stellvertretend f¨ur viele andere soll hierGalilei (1564 – 1642,
Trägkeitsgesetz, Fallgesetze) genannt werden. Eine wesentliche Erkenntnis dieser Zeit war, daß die irdi-
sche und die Himmelsmechanik denselben Gesetzen gen¨ugen (Kopernikus, Brahe, Kepler). Die erste
vollständige Formulierung der Grundgesetze der Mechanik (und der Gravitation) erfolgte dann durch
Newton (1643 – 1727). Bis etwa Mitte des 19. Jahrhunderts war dann der formale Aufbau der klas-
sischen theoretischen Mechanik zu einem vorl¨aufigen Abschluß gekommen (d’Alembert, Lagrange,
Hamilton ). Anfang des 20. Jahrhunderts brachte die spezielle Relativit¨atstheorie vonEinstein (1906)
eine einschneidende Revision des Raum-Zeit-Begriffs. Schließlich wurde in den Arbeiten vonBohr,
Schrödinger, Heissenbergu.a. gezeigt, daß die klassische Mechanik als Grenzfall einer allgemeineren
Theorie, der Quantenmechanik, betrachtet werden kann.

Der in folgendem behandelte Stoff umfaßt die klassischeNewtonsche Mechanik und ist in vier Haupt-
abschnitte gegliedert:

1. Mechanik des Massenpunktes

2. Mechanik des starren K¨orpers

3. Mechanik deformierbarer Medien

4. Schwingungen und Wellen

In der Mechanik des Massenpunktes sieht man von der r¨aumlichen Ausdehnung eines K¨orpers, sei-
ner Form, Orientierung oder Drehung um eine k¨orpereigene Achse ab. Man idealisiert den K¨orper als
massebehaftetes, punktf¨ormiges Objekt. Dadurch reduziert sich die Mechanik auf die Beschreibung
der Bewegung von Massepunkten unter dem Einfluß ¨außerer Kr¨afte. Diese in der Punktmechanik ge-
machte Näherung ist f¨ur die Beschreibung der Bewegung von K¨orpern auf Bahnen gut, solange der
Krümmungsradius der Bahnen groß gegen¨uber dem Durchmesser der betrachteten K¨orper bleibt.

17
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1.1 Vektoren

Es soll in diesem Abschnitt zun¨achst der Begriff des Vektors eingef¨uhrt werden. Es wird sich sp¨ater
herausstellen, daß sich durch die Vektorschreibweise physikalische Gesetze in einer vom speziellen Be-
zugssystem unabh¨angigen Darstellung ausdr¨ucken lassen, in der bestimmte Symmetrien bzw. Invarian-
zen der Naturgesetze zum Ausdruck kommen. Um den Gang der physikalischen Argumentation sp¨ater
nicht allzusehr zu unterbrechen, erscheint es sinnvoll, einige allgemeine Bemerkungen zum Vektorbegriff
voranzustellen.

1.1.1 Skalare und Vektoren

1.1.2 Komponentendarstellung von Vektoren

1.1.3 Koordinatensysteme

1.1.4 Produkte von Vektoren
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1.2 Physikalische Gr̈oßen

1.2.1 Größen, Einheit und Dimension

Definition einer physikalischen Größe

Alle in der Natur vorkommenden Eigenschaften (z.B. L¨ange, Zeit, Temperatur, etc.), die durch eine
physikalische Meßvorschrift erfaßt werden k¨onnen, nennt manphysikalische Größen. Das Prinzip jeder
Messung ist der Vergleich der physikalischen Gr¨oße mit einerMaßeinheit, wobei ihr eineMaßzahlzu-
ordnet wird, d.h. das Ergebnis einer Messung ist dieMaßzahl. Man kann dann eine physikalische Gr¨oße
A quantitativ mit einer Gr¨oßeB gleicher Qualität vergleichen.

Eine physikalische Gr¨oße wird folglich immer durch ein ProduktMaßzahlmal Maßeinheitcharakteri-
siert:

Gr�o�e = Ma�zahl�Ma�einheit

symbolisch : A = fAg � [A] (1.2.1)

Beispiel : L = 2; 0m

Unter [A] wird also die Maßeinheit der Gr¨oßeA und unterfAg ihre Maßzahl verstanden. Man kann
selbstverst¨andlich verschiedene physikalische Gr¨oßen gleicher Qualit¨at addieren, auch dann wenn sie
verschiedene Maßeinheiten besitzen (z.B. kann eine L¨ange von 1 km zu einer L¨ange von 1 Meile addiert
werden). Man kann allerdings keine physikalischen Gr¨oßen unterschiedlicher Qualit¨at (z.B. Länge und
Zeit oder Zeit und Temperatur) addieren.

Eine physikalische Gr¨oße ist generell unabh¨angig von der Wahl der benutzten Einheit. Die L¨ange eines
Stabes ¨andert sich nicht, wenn sie mit verschiedenen Maßst¨aben bestimmt wird. Es kann also festgestellt
werden, daßeine physikalische Größe invariant gegen̈uber dem Wechsel der Einheit ist.Aus diesem
Grund werden physikalische Gesetze immer in Form von Gr¨oßengleichungen (z.B. Geschwindigkeit =
Länge pro Zeit) und nicht in Form von Zahlenwertgleichungen formuliert.

Internationales Einheitensystem

Im Jahre 1790 begann man (im Geist der franz¨osischen Revolution) solche Einheiten zu suchen, die
nicht von der zuf¨alligen Größe des menschlichen K¨orpers (z.B. Elle, Fuß) abh¨angen. Man w¨ahlte für
die Längeneinheit den vierzigmillionsten Teil des durch Paris gehenden Erdmeridians. Da eine sol-
che Messung schwer durchzuf¨uhren ist und lange dauert, hat man in Paris einen Maßstab dieser neuen
Längeneinheit angefertigt, das sogenannteUrmeter.1

Seit langer Zeit bem¨uht man sich, f¨ur alle Arten von physikalischen Gr¨oßen international g¨ultige Einhei-
ten festzulegen. Das Ziel ist dabei, mit m¨oglichst wenigenGrund- oderBasiseinheitenauszukommen.
Es hat vor der Festlegung der Einheiten zahlreiche Diskussionen ¨uber die Wahl der Basiseinheiten gege-
ben, deren Wahl nicht von grundlegender physikalischer Bedeutung ist. Bei der Festlegung der Einheiten
haben vielmehr praktische Gr¨unde den Ausschlag gegeben. Man hat darauf geachtet, daß die Basisein-
heiten

1Später wurden 20 gleiche und verbesserte Exemplare aus einer best¨andigen Legierung von 90% Platin und 10% Iridium
hergestellt und in die wichtigsten L¨ander verteilt. Eines blieb in Paris und wurde die international g¨ultige Längeneinheit.
Im Jahr 1875 ist ein Staatsvertrag (Internationale Meterkonvention) in Kraft getreten, welcher die Schaffung und einheitliche
Verwendung von Maßeinheiten anstrebt. Dieser Vertrag gilt noch heute.
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� allgemein bekannt,

� gut reproduzierbar,

� und bequem anwendbar sind.

Alle Größen der Mechanik lassen sich auf 3 Grundeinheiten zur¨uckführen. Nimmt man die anderen Ge-
biete der Physik hinzu, so gen¨ugen insgesamt 7 Grundeinheiten. Diese Basiseinheiten dienen dann zur
Bildung aller anderen sogenanntenabgeleiteten Einheiten. Abgeleitete Einheiten sind z.B. [Geschwin-
digkeit] = [Länge]/[Zeit] oder [Fläche] = [Länge]2 etc..

Auf der Conf́erence Ǵeńeral des Poids et Mesures (CGPM)im Jahre 1960 und 1971 wurde dasInter-
nationale Einheitensystem (Système Internationale d’Unités: SI)beschlossen. Es basiert auf folgenden
Grundgrößen:2

Basisgr̈oße und Zeichen SI-Einheit und Zeichen

Länge l Meter m
Masse m Kilogramm kg
Zeit t Sekunde s
elektrische Stromst¨arke I Ampere A
thermodynamische TemperaturT Kelvin K
Lichtstärke I Candela cd
Stoffmenge � Mol mol

Die Einführung einer Gr¨oßeüber eine Meßvorschrift nennt manRealdefinition. Dabei sind in der klas-
sischen, nichtrelativistischen Mechanik L¨ange und Zeit unabh¨angige Gr¨oßen, während in der relativisti-
schen Mechanik L¨ange und Zeit miteinander verkoppelt sind.

In den einzelnen Gebieten der Physik ist es oft notwendig, Vielfache oder Teile der Grundeinheiten zu
verwenden. Deshalb wurde f¨ur alle Einheiten eine dekadische Unterteilung eingef¨uhrt:

Zehnerpotenz Vorsilbe KurzzeichenZehnerpotenz Vorsilbe Kurzzeichen

10�1 Dezi d 101 Deka da
10�2 Zenti c 102 Hekto h
10�3 Milli m 103 Kilo k
10�6 Mikro � 106 Mega M
10�9 Nano n 109 Giga G
10�12 Piko p 1012 Tera T
10�15 Femto f 1015 Peta P
10�18 Atto a 1018 Exa E

Es ist oft zweckm¨aßig, statt einer bestimmten Einheit allgemeiner dieDimensioneiner physikalischen
Größe anzugeben. Mit dem Begriff Dimension3 charakterisiet man eine physikalische Gr¨oße, indem

2Das auf den Grundgr¨oßen Länge, Masse, Zeit und elektrische Stromst¨arke bestehende Einheitensystem nennt man
MKSA -System (Meter,K ilogramm,Sekunde,Ampere), Physiker benutzen h¨aufig das heute nicht mehr zul¨assigecgs-System
(Centimeter,Gramm,Sekunde)

3Unglücklicherweise wird der Ausdruck Dimension auch f¨ur den Begriff “Ausmaß, Abmessung” benutzt.
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man unter Weglassung aller Maßzahlen und Einheiten angibt, wie sich die betreffende Gr¨oße aus den
Grundgrößen zusammensetzt. Zum Beispiel kann man die Geschwindigkeit in km/h, m/s, cm/s etc.
angeben. Gibt man nun die Dimension der Geschwindigkeit an, so ist diese L¨angel dividiert durch Zeit
t und man schreibt hierf¨ur kurz:

dim v =
l

t
: (1.2.2)

Eine solcheDimensionsgleichungist sehr vorteilhaft. Sie f¨uhrt zurÜbersichtlichkeit und man kann
die Richtigkeit von Gleichungen leicht anhand solcher Dimensionsgleichungen pr¨ufen. Es gibt auch
Größen, die keine Dimension besitzen, z.B. sogenannte Verh¨altnisgrößen (Verh¨altnis zweier Längen,
Geschwindigkeiten etc.). Man sagt hier, die Gr¨oße habe dieDimension “Eins”.

1.2.2 Länge und Längenmessung

Bei einer Längenmessung bestimmt man den Abstandl zwischen zwei RaumpunktenA und B oder
allgemeiner die Bogenl¨ange einer Raumkurve (z.B. den Umfang eines Kreises). Als Einheit dient das
willk ürlich im 18. Jahrhundert eingef¨uhrte Meter. Es entsprach urspr¨unglich dem10�7-ten Teil der
Entfernung zwischen Pol und̈Aquator auf der Erdoberfl¨ache. Diese Einheit wurde als das Meter

[l] := 1 Meter := 1m (1.2.3)

definiert, als Urmeter aus einer chemisch und physikalisch resistenten Platin-Iridium-Legierung gefertigt
und unter festgelegten Umweltbedingungen (0oC, 760 Torr) in Paris aufbewahrt.

(a) (b)

Abbildung 1.1: (a) Das Ende eines der 30 gleichen Urmeterst¨abe. Man erkennt drei feine Strichmarken,
von denen die mittlere das Ende des Meters markiert. (b) Eine der beiden entscheidenden Strichmarken
auf einem Urmeterstab. Die Aufnahme zeigt die Ungenauigkeit der Ablesung durch die Breite und
Unregelmäßigkeit der Strichmarke.

Das Urmeter hatte allerdings den Nachteil, daß es nicht der unbelebten Natur entnommen wurde und
bei einer Naturkatastrophe zerst¨ort werden konnte. Aus diesem Grund wurde bereits fr¨uh von Babi-
net (1827) undMaxwell (1870) vorgeschlagen, die Wellenl¨ange des Lichts einer bestimmten Farbe als
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Längeneinheit zu verwenden. Außerdem ergaben genaue Messungen am Urmeter, daß trotz sorgf¨altiger
Aufbewahrung st¨andig umweltbedingte L¨angenänderungen auftraten. Ferner waren die auf dem Urmeter
angebrachten Ritzmarken zu ungenau. Deshalb wurde 1960 diese Definition des Meters aufgegeben und
durch einen atomaren Standard ersetzt, der sich sehr viel genauer reproduzieren l¨aßt. Man nahm als Maß
die Wellenlänge des Lichtes, welches durch das angeregte Edelgasisotop86

36Krypton beimÜbergang vom
Atomzustand 5d5 nach 2p10 ins Vakuum ausgesandt wird. Es ergibt sich somit die Definition

[l] := 1 Meter := 1 650 763:73 � �vac(5d5 � 2p10) : (1.2.4)

Bei der einfachsten L¨angenmessung vergleicht man direkt das Objekt mit einem passend dezimal unter-
teilten Maßstab. Technisch verfeinerte mechanische Maßst¨abe sind die Schieblehre oder die Mikrome-
terschraube (siehe Abb. 1.6). Zum experimentellen Anschluß der L¨ange eines Meters an die Wellenl¨ange
der Kryptonlinie dient dasMichelson-Interferometer. Mit Hilfe dieser interferometrischen Methode kann
das Meter mit einer Genauigkeit von10�8 überall auf der Welt reproduziert werden.

Michelson-Interferometer:
Der Lichtstrahl einer Lichtquelle LQ trifft unter einem Winkel von 45o auf einen halb-
durchlässigen Spiegel, der als Strahlteiler ST wirkt (siehe Abb. 1.2). Das reflektierte Licht
wird vom Spiegel SP I, das durchgelassene vom Spiegel SP II reflektiert. Beide Strahlen
werden nach nochmaligem Passieren bzw. nochmaliger Reflektion am Strahlteiler ST am
Beobachtungspunkt D zur Überlagerung (Interferenz) gebracht. Die relative Phasenlage der
beiden Lichtschwingungen im Punkt D bestimmt, ob es zu einer gegenseitigen Verstärkung
oder Abschwächung der elektromagnetischen Wellen kommt. Durch Verschieben des Spie-
gels SP II kann die relative Phasenlage variiert werden. Verschiebt man SP II gerade um
das Stück l = �=2 (oder ein ganzzahliges Vielfaches n davon, wobei � die Wellenlänge
der Strahlung sein soll), so muß der Lichtstrahl beim Hin- und Rückweg die Wegstrecke
2l = � (oder 2l = n�) zusätzlich durchlaufen und man erhält wieder das ursprüngliche Inter-
ferenzmuster. Durch einfaches Abzählen der an D durchlaufenen Interferenzmaxima (oder
Minima) kann damit die Wegstrecke l in einer bestimmten Anzahl n von Wellenlängen aus-
gedrückt werden. Bei bekannter Wellenlänge (in Metern) kann somit die Wegstrecke l (in
Metern) gemessen werden. Die Meterdefinition in Gl.(1.2.4) entspricht genau der Festle-
gung einer Wellenlänge in Metern für eine definierte Lichtstrahlung.

O = n λ/2

SP I

SP IISP IIST

D

LQ

x

Intensität

x

λ/2

Abbildung 1.2: Das Michelson-Interferometer.

Seit 1983 wird das Meter durch die Festlegung der NaturkonstanteLichtgeschwindigkeitauf c =
299 792 458m/s über die Zeit definiert. Die Strecke von 1 m ergibt sich in dieser Definition als die
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Strecke, die das Licht im Vakuum in einer Zeit von 1/299 792 458 Sekunden durchl¨auft. Man erh¨alt
somit eine neue Definition f¨ur die Längeneinheit

[l] := 1 Meter :=
1

299 792 458
s � c[m=s] : (1.2.5)

Man hat damit die L¨angenmessung auf eine Zeitmessung zur¨uckgeführt. Da die Zeit momentan dieje-
nige Einheit ist, die mit gr¨oßter Genauigkeit reproduziert werden kann,4 hat man durch Festlegung von
Naturkonstanten andere Einheiten an die Zeiteinheit angebunden.5 Die Größe der Naturkonstanten wird
auf internationalen Konferenzen der nationalen Eich¨amter festgelegt.

Laufzeitmessungen

Aus der obigen Definition des Meters ergeben sich auf nat¨urliche Weise zur Ermittlung von Entfernun-
gen einsetzbare Meßverfahren, die sogenanntenLaufzeitmessungen. Hierbei wird im PunktA zur Zeitt0
ein Schall-, Radar- oder Lichtpuls ausgesandt, im PunkteB reflektiert und dann wieder am PunktA zur
Zeit t0 +�t registriert. Aus der Laufzeit�t und der bekannten Laufgeschwindigkeit der verwendeten
Wellen läßt sich der AbstandAB bestimmen (z.B. Echolot-Verfahren, Radarpeilung). In der Astronomie
wurden mit dieser Methode mit Hilfe von Laserpulsen Pr¨azisionsmessungen des Abstands Erde-Mond
und Erde-Venus gewonnen. Solche Messungen sind enorm wichtig, da man aus denKeplerschen Ge-
setzen (siehe Abbschnitt 1.5.3) aus einer Messung von Planetenlaufzeiten nur auf die Verh¨altnisse von
Planetenbahnradien schließen kann. Eine einzige Absolutmessung des Abstands zweier Planeten lie-
fert dann einen Absolutmaßstab f¨ur die Bahndaten (u.a. ergibt sich der Absolutwert der astronomischen
Einheit, die Entfernung Erde-Sonne, siehe unten)

Echolot-Verfahren:
Abbildung 1.3 zeigt die Anordnung zur Bestimmung von Längen mittels Laufzeitmessungen.
Ein Lautsprecher strahlt kurze Sinuspakete der Grundfrequenz 4 kHz ab. Diese werden in
einem Kanal des Oszilloskops angezeigt. Das an einer Reflektorplatte zurückgeworfene
Signal wird von dem Hohlspiegel auf ein Mikrophon fokusiert, mit diesem registriert und
im zweiten Kanal des Oszilloskops angezeigt. Aus der zeitlichen Verschiebung der beiden
Signale läßt sich die Entfernung zur Reflektorplatte bestimmen.

Im Zusammenhang mit Laufzeitmessungen bietet sich die Einf¨uhrung einer astronomischen
Längeneinheit, demLichtjahr (Abkürzung: 1 Lj) an. 1 Lj ist die L¨ange, die Licht im Vakuum in ei-
nem Jahr zur¨ucklegt. Es gilt

1Lj = 1; 94 � 1015m : (1.2.6)

Messung großer L̈angen

Ein für große Längen geeignetes Meßverfahren, das in der Geod¨asie und der Astronomie verwendet
wird, ist die Triangulierung. In den Entfernungsbereichen auf der Erde und im Kosmos, die durch

4In Caesiumatomuhren mit lasergek¨uhlten Cs Atomen k¨onnen heute Genauigkeiten von etwa10�15 erreicht werden.
5Neben dem Meter, durch Festlegung der Lichtgeschwindigkeit, hat man das Volt durch Festlegung des Flußquants�0 =

h=2e an die Zeit bzw. die Frequenz� = 1/Zeit (vergleiche Gl. 1.2.19) angebunden (aufgrund des Josephson-Effekts gilt:
V = �0�, wobei� die Frequenz ist).
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Generator

Oszilloskop

A
B

Hohlspiegel Reflektor

M

Lautsprecher
Mikro-
phon

Abbildung 1.3: Prinzip des Echolot-Verfahrens.

Triangulierung noch zug¨anglich sind, konnten experimentell keine Abweichungen von der euklidischen
Geometrie nachgewiesen werden. Dennoch wird in der allgemeinen Relativit¨atstheorie angesetzt, daß die
euklidische Geometrie nicht f¨ur das gesamte Universum G¨ultigkeit besitzt, sondern der Raum vielmehr
gekrümmt ist.

Triangulierung:
Abbildung 1.4a zeigt das Meßprinzip. Bei bekannter Basislänge AB = c lassen sich die
unbekannten Entfernungen BC = a und AC = b durch eine Messung der Winkel � und �
bestimmen. Nach dem Sinussatz der (ebenen, euklidischen) Geometrie gilt

a

sin�
=

b

sin�
=

c

sin 

(1.2.7)

wobei 
 = � � (� + �) : (1.2.8)

Mit Hilfe der Triangulierung kann bei Halbmond bei bekanntem Abstand dME zwischen Er-
de und Mond der Abstand dSE zwischen Sonne und Erde bestimmt werden (siehe Abbil-
dung 1.4b). Bei Halbmond ist der Winkel 
 = 90o und man erhält dSE = dME= cos�. Man
muß also nur den Winkel � messen.

A

C

Bc

b a

γ

βα
Sonne

Mond

ErdedSE

b dME
γ

βα

(a) (b)

Abbildung 1.4: Prinzip der Triangulierung: messec, � und�; berechnea undb.

Die Entfernungen zwischen Erde und Mond oder Erde und den Planeten, die der Erde nahe kommen,



1.2 Physikalische Gr¨oßen PHYSIK I 25

lassen sich mit einer BasisAB auf der Erde mittels Triangulierung bestimmen. F¨ur Entfernungen außer-
halb unseres Planetensystems ist man auf eine gr¨oßere Basisl¨angeAB angewiesen, n¨amlich den Radius
r der Erdbahn um die Sonne. Betrachtet man von der Erde aus erdnahe Sterne vor dem Hintergrund weit
entfernt liegender Sterne, so scheinen die erdnahen Sterne im Laufe eines Jahre eine Ellipsenbahn zu
durchlaufen. Winkelmessungen ¨uber ein Jahr hinweg erlauben die Bestimmung des trigonometrischen
Parallaxenwinkelsp, d.h. des Winkels, unter dem die große Halbachse der elliptischen Sternbahn von
der Erde aus erscheint. Die Parallaxe stimmt nach Abb. 1.5 mit dem Winkel ¨uberein, unter dem ein Be-
obachter vom Stern aus die große Halbachse der f¨ur ihn elliptischen Erdbahn um die Sonne sehen w¨urde.
Bezeichnet man den Abstand Gestirn Sonne mitl, so ergibt sich aus Abb. 1.5:

tan p =
r

l
bzw: l =

r

tan p
(1.2.9)

Stern

Erde

Sonner

r

p
�

Abbildung 1.5: Der Parallaxenwinkelp eines Sterns.

Die genaue Kenntnis des Erdbahnradiusr, derastronomischen Einheit, ist von zentraler Bedeutung f¨ur
Entfernungsmessungen im Kosmos. Gleichung (1.2.9) gibt Anlaß zur Einf¨uhrung einer in der Astrono-
mie gebräuchlichen Längeneinheit, derParallaxensekundeoder kurzParsec(Abbkürzung: 1 pc). Ein
Stern hat die Entfernung 1 Parsec von der Sonne, wenn sein Parallaxenwinkelp gleich einer Bogense-
kunde wird. In Metern ausgedr¨uckt ergibt sich

1 pc = 3:086 � 1016m = 3; 26Lj (1.2.10)

Schon der unserer Sonne n¨achste Stern (� Proxima Centauri) hat einen Parallaxenwinkelp < 100. Da die
Fehler bei der Parallaxenbestimmung heute unter�0; 0100 liegen, erlaubt die Triangulierungsmethode
Entfernungsmessungen bis ¨uber 100 pc.

Für noch größere Entfernungsmessungen ist man auf indirekte Methoden angewiesen, die an Sternen
innerhalb des mit der Triangulierungsmethode abgedeckten Bereichs geeichtet werden m¨ussen. So be-
steht z.B. ein systematischer Zusammenhang zwischen der Farbe und der absoluten Leuchtkraft eines
Sterns (Hertzsprung-Russel Diagramm) sowie (f¨ur bestimmte in der Helligkeit pulsierende Sterne) zwi-
schen Pulsationsdauer und absoluter Helligkeit. Da sich Farbe und Pulsationsdauer auf der Erde genau
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bestimmen lassen, kann man mit Hilfe dieser Zusammenh¨ange und der auf der Erde gemessenen schein-
baren Leuchtkraft der Sterne, die mit dem Quadrat der Entfernung abnimmt, die Entfernung von Sternen
abschätzen.

Als weitere Methode sei hier auf die Bestimmung der Rotverschiebung hingewiesen. Sehr entfernte
Galaxien erscheinen punktf¨ormig. Ihre Entfernung kann nur noch ¨uber die kosmologische Vorstellung
eines expandierenden Weltalls aus ihrer Fluchtgeschwindigkeit angegeben werden, die auf der Erde aus
der Rotverschiebung der Sternspektren (Dopplereffekt) nachweisbar ist.

Messung kleiner Längen

Mit bloßem Auge nicht mehr sichtbare Objekte lassen sich mit dem Lichtmikroskop (bis herab zu
l ' 0:1�m) bzw. mit dem Elektronenmikroskop (bis herab zul ' 0:1nm) ausmessen. Mit den Raster-
sondentechniken (Rastertunnel- und Rasterkraftmikroskop) lassen sich an Oberfl¨achen von Festk¨orpern
Abstände im atomaren Bereich bestimmen. Im subatomaren Bereich ist man schließlich auf Streuexpe-
rimente mit Röntgenstrahlen, Neutronen, Elektronen u.a. angewiesen. So kann z.B. der mittlere Abstand
von Atomen in einem Kristallgitter mit Hilfe der R¨ontgenbeugung mit einer Genauigkeit von besser als
0.1 pm bestimmt werden. Gebr¨auchliche Längenskalen im atomaren und subatomaren Bereich sind

1 Å (Ångström ) = 10�10m : (1.2.11)

1 fm (Fermi) = 10�15m : (1.2.12)

Der in der klassischen Physik eingef¨uhrte Begriff der Länge st¨oßt vor allem im atomaren und subatoma-
ren Bereich an seine G¨ultigkeitsgrenze. Die Frage, wie genau man letztendlich den Ort eines Teilchens
bestimmen kann, wird in der Quantenmechanik durch dieHeissenbergsche Unsch¨arferelation

�px�x � h (1.2.13)

beantwortet. Hierbei isth = 6; 626 075 7 � 10�34 Js dasPlancksche Wirkungsquantum. Sie besagt,
daß die Unsch¨arfe�x in der Ortsbestimmung an die Unsch¨arfe�px in der Festlegung des Impulsespx
gekoppelt ist. Eine pr¨azise Ortsbestimmung f¨uhrt also zu einer großen Unsch¨arfe bei der Impulsbestim-
mung und umgekehrt. Dies ist mit der klassischen Orts- und Impulsmessung nicht vereinbar.

Längenspektrum

Folgende charakteristischen L¨angen kommen in der Natur vor (sie erstrecken sich ¨uber mehr als 40
Größenordnungen):
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Schieblehre

Nonius

Sphärometer

Mikrometerschraube

Kathetometer

Abbildung 1.6: Werkzeuge zur Messung von L¨angen.
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ca.1026 m Ausdehnung des Weltalls
1; 56 � 1021 m Entfernung zur n¨achsten Galaxie (Magellansche Wolke)

3� 1020 m Abstand Sonne – galaktisches Zentrum
4� 1016 m Entfernung zum n¨achsten Stern (� Proxima Centauri)

1; 496 � 1011 m Abstand Sonne – Erde (astronomische Einheit)
6; 96 � 108 m Radius der Sonne
6; 378 � 106 m Radius der Erde (Äquatorebene)
8; 85 � 103 m höchster Berggipfel (Mt. Everest)

1; 80 m homo sapiens
1� 10�4 m Sandkorn

10�6 m Größe von Bakterien
5� 10�7 m Wellenlänge des sichtbaren Lichts

10�10 m typischer Durchmesser der Atomh¨ulle
3� 10�15 m typischer Durchmesser eines Atomkerns

1.2.3 Fl̈achen-, Raum- und Winkelmessungen

Aus der Grundgr¨oßeLängeund ihrer EinheitMeter lassen sichabgeleitete Gr̈oßenund ihre Einheiten
gewinnen (siehe Abb. 1.7):

Fl�ache A = a � b [A] = 1m2

Volumen V = a � b � c [V ] = 1m3 (1.2.14)

ebener Winkel � = s=r [�] = 1rad (Radiant)

Raumwinkel 
 = A=r2 [
] = 1sr (Steradiant) (1.2.15)

A

rr

aa

c
ba

α s
b

Abbildung 1.7: Flächen-, Raum- und Winkeleinheit.

Der ebene Winkel und der Raumwinkel sind Verh¨altnisgrößen mit Dimension1, die zur Kennzeichnung
den ZusatzRadiant(rad) undSteradiant(sr) erhalten. 1 rad entspricht dem Winkel, der auf dem Einheits-
kreis mit Radiusr = 1m die zugeh¨orige Bogenlänge von 1 m herausschneidet. Genauso entspricht 1 sr
dem Raumwinkel, der aus einer Kugel mit Einheitsradius von 1 m die Fl¨ache von 1 m2 herausschneidet.
Neben diesen SI-Einheiten f¨ur die Winkelmessung werden h¨aufig die Einheiten im Gradmaß verwendet.
Wegen2� � rad = 360o und4� � sr = (360o)2 gilt:

1 rad = 360o=2� = 57:2928o

1 sr = (360o)2=4� = 10 313:2(o)2 (1.2.16)

Hierbei wird 1(o)2 als ein Quadrat-Altgrad bezeichnet.
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1.2.4 Zeit und Zeitmessung

Bei der Zeitmessung wird das Zeitintervallt bestimmt, das zwischen zwei EreignissenA undB ver-
streicht. Ähnlich wie für die Lage im Raum kann man keine “absolute” Zeit angeben.6 Man kann also
nur die Zeitdifferenz zwischen zwei Ereignissen, d.h. eine Zeitspanne, durch eine Meßvorschrift definie-
ren. Ein Zeitintervall kann am besten durch den Vergleich mit der Dauer einesperiodischen Vorgangs
gemessen werden. Setzen wir die Dauer einer Periode gleich unserer Zeiteinheit, so bedeutet die Bestim-
mung eines Zeitintervalls zwischen zwei Ereignissen das Abz¨ahlen der Anzahl der Perioden des als Uhr
benutzten periodischen Vorgangs.

Hierbei stellt sich nat¨urlich sofort das Problem, wie man entscheidet, ob ein physikalischer Vorgang
streng periodisch ist. Diese Frage kann nur beantwortet werden, indem man Ger¨ate zur Zeitmessung
(Uhren), die nach verschiedenen Prinzipien funktionieren, untereinander vergleicht. Die Ganggenauig-
keit der genauesten Uhren kann nur aus dem Gleichlauf mehrerer gleichartiger Uhren beurteilt werden.

Entsprechend wie urspr¨unglich die Längeneinheit an die r¨aumliche Ausdehnung der Erde angeschlossen
wurde, wurde die Zeiteinheit ebenfalls mit einem irdischen Maß, n¨amlich mit der Periode der Erddrehung
um ihre eigene Achse (1 Tag := 1 d) bzw. mit der Bewegung der Erde um die Sonne (1 Jahr := 1 a)
verknüpft. Damit ergab sich folgende Definition f¨ur die Sekunde (sogenannteEphemeriden-Sekunde):7

[t] := 1 Sekunde = 1 s :=
mittlerer Sonnentag

24 � 60 � 60 : (1.2.17)

Mit fortschreitender Technik erwies sich diese Definition als zu grob. Z.B. f¨uhrt die Ellipsenbahn der Er-
de um die Sonne zu variablen Bahngeschwindigkeiten, die auch bei konstanter Rotationsgeschwindigkeit
der Erde um ihre eigene Achse im Laufe eines Jahres zu unterschiedlichen Dauern eines Sonnentages
führen. Deshalb muß die Dauer eines Sonnentages ¨uber ein Jahr gemittelt werden. Erschwerend kommt
hinzu, daß durch die Gezeitenwirkung die Erde in 100 Jahren um 1,6 ms langsamer rotiert und wegen der
Präzession und Nutation der Erdachse diese keineswegs konstant im Raum orientiert bleibt. Man hatte
außerdem gelernt, viel genauere Zeitmesser (Uhren), die auf periodischen Vorg¨angen beruhen, zu bauen
(siehe z.B. Abb. 1.8). Als Beispiel seien hier die Pendeluhren, Torsionsuhren, Quarzuhren und die heute
von den Eich¨amtern verwendeten Atomuhren genannt. Die Erfindung der Atomuhren hat dazu gef¨uhrt,
daß man sich f¨ur das SI-System im Jahre 1967 zur Einf¨uhrung eines atomaren Zeitstandards entschieden
hat. Danach ist die Sekunde ein bestimmtes Vielfaches der SchwingungsdauerT der elektromagneti-
schen Strahlung, die von dem Isotop133

55 Cs (KernspinI = 7=2) beimÜbergang zwischen den beiden
Hyperfeinstrukturniveaus (F = 4; M = 0 ! F = 3; M = 0) des Grundzustands2S1=2 ausgesandt
wird:

[t] := 1 s := 9 192 631 770 T � 9:19� 109 T (13355 Cs) (1.2.18)

Die SchwingungsdauerT ist die Zeit, die während einer vollen Schwingung (Hin- und R¨uckschwingung)
verstreicht. Der Kehrwert vonT gibt die Anzahl der Schwingungen pro Zeiteinheit an und wird als
Schwingungsfrequenz� bezeichnet. Die Einheit der Frequenz im SI-System ist 1 s�1 und wird auch mit
1 Hertz (Abkürzung: 1 Hz) bezeichnet:

6Man kann ohne Bezugssystem f¨ur zwei PunkteA undB keine absolute Lage im Raum angeben, nur ihr Abstand l¨aßt sich
genau angeben.

7Im Jahr 1960 wurde die Ephemeridensekunde zu1 s = (1=31 556 925; 9747)� topisches Sonnenjahr am 01. 01. 1900
festgelegt. Ein mittleres Sonnenjahr (Umlauf der Erde um die Sonne) hat 365,2422 Tage. Die Genauigkeit der hiermit festge-
legten Sekunde betr¨agt etwa10�9.



30 R. GROSS UNDA. M ARX Kapitel 1: Mechanik des Massenpunktes
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Abbildung 1.8: (a) Fadenpendel: die Schingungsdauer betr¨agtT ' 2�
p
l=g, wobeig die Erdbeschleu-

nigung ist. Am 50. Breitengrad erh¨alt manT = 1 s bei l = 0:248m. (b) Federpendel: die Schwin-
gungsdauer betr¨agt T = 2�

p
m=k, wobei k die Federkonstante ist. (c) Schwinggabel: die typische

Schwingungsdauer ist10�3 s. (d) Schwingquarz: die typische Schwingungsdauer ist10�7 s. (e) Atom-
uhr basierend auf Amoniak (NH3). Die Inversionsschwingung hat eine Frequenz von� = 23870; 4MHz
mit einer Genauigkeit von��=� = 10�9. Nicht gezeigt ist das Drehpendel (Unruhe in Armbanduhren).

� :=
1

T
und [�] = 1=s := 1Hertz = 1Hz : (1.2.19)

Die Definition der Sekunde nach Gl. (1.2.18) entspricht genau der Festlegung der Frequenz der133
55 Cs-

Strahlung auf� =9.192 631 770 GHz.

Die Ganggenauigkeit von Uhren wird durch den Quotient�t=t aus Abweichung�t und Zeitintervall
t angegeben. Die besten Pendeluhren erreichen�t=t = 10�8, die besten Quarzuhren�t=t = 10�10,
die Amoniakatomuhr�t=t = 10�9 und die besten Cs-Atomuhren (z.B Atomuhr CS2 bei der Physi-
kalisch Technischen Bundesanstalt in Braunschweig)8 etwa�t=t = 10�14. Ganz neue Entwicklungen
mit lasergek¨uhlten Cs Atomen erlauben eine weitere Verbesserung der Ganggenauigkeit um etwa eine
Größenordnung. Hierbei wird die mittlere thermische Geschwindigkeit der Cs-Atome von etwa 100 m/s
durch Wechselwirkung mit Laserstrahlung auf etwa 1 m/s reduziert.

8Nach dem Zeitgesetz von 1978 ist die PTB mit der Darstellung und Verbreitung der gesetzlichen Zeit beauftragt. Diesen
Auftrag erfüllt die PTB vor allem durch ihre Zeitsignal- und Normalfrequenzaussendungen ¨uber den Langwellensender DCF77.
Das Zeitsignal wird mit einer Leistung von 50 kW abgestrahlt und ist in weiten Teilen Europas (Reichweite etwa 2000 km) zu
empfangen. Die Tr¨agerfrequenz 77,5 kHz des DCF77 ist eine hochstabile Normalfrequenz, die zur Nachsteuerung von Normal-
frequenzoszillatoren verwendet werden muß. Das Zeitsignal der PTB wird f¨ur die Uhren der Bahn AG, der Rundfunkanstalten,
für Funkuhren, aber auch f¨ur Verkehrs¨uberwachungsger¨ate und zur Steuerung von Prozeßabl¨aufen verwendet.
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Messung sehr kurzer Zeiten

Bei bekannter Geschwindigkeit eines Objekts lassen sich sehr kurze Zeiten elegant durch Messung der
zurückgelegten Wegstrecke bestimmen. Dies funktioniert insbesondere dann sehr gut, wenn sich Objekte
sehr schnell (z.B. mit Lichtgeschwindigkeit) bewegen. Ein Beispiel ist die Bestimmung der Lebensdauer
des�0-Mesons durch eine Blasenkammeraufnahme.�0-Mesonen werden bei der Reaktion�� + p+ !
�0+n erzeugt und zerfallen in der mittleren Zeit� in eine Elektron, ein Positron und ein
-Quant:�0 !
e+ + e� + 
. Das�0-Meson bewegt sich praktisch mit Lichtgeschwindigkeit und seine Lebensdauer
kann deshalb aus der in der Blasenkammer zwischen Erzeugung und Zerfall zur¨uckgelegten Streckes
zu � = s=c bestimmt werden. Da die kleinste meßbare Streckes etwa1�m ist, kann man Zerfallszeiten
� � 3� 10�15 s messen.

Messung sehr langer Zeiten

Neben periodischen Vorg¨angen kann im Prinzip jeder physikalische Prozeß, der einer zeitlichen Ge-
setzmäßigkeit gen¨ugt, zur Zeitmessung herangezogen werden. Ein antikes Beispiel ist die Sanduhr, ein
modernes der radioaktive Zerfall instabiler Elementarteilchen, Atomkerne etc.. Der radioaktive Zerfall
wird insbesondere zur Altersbestimmung (Messung sehr langer Zeiten) in der Arch¨aologie und der Geo-
logie herangezogen. Der Zerfall folgt der Gesetzm¨aßigkeit

N(t) = N0 exp(� t

�
) ; (1.2.20)

wobei � die mittlere Zerfallszeit undN0 die Anfangszahl der zerfallenden Teilchen ist. Sind� und
N0 bekannt, so kann durch Messung vonN(t) auf die seit dem Anfangszustand verstrichene Zeitt
geschlossen werden. Bekannte Radionukliduhren sind14C, die K-Ar-Uhr und die U-Pb-Uhr.

Der soeben diskutierte Begriff der Zeit in der klassischen Physik bedarf einer Revision, die von der
Quantenmechanik vorgegeben ist und insbesondere im atomaren Bereich wirksam wird. Analog zur
Unschärferelation für Ort und Impuls in Gl. (1.2.13) sind auch die Zeitt und die EnergieE über eine
Unschärferelation verbunden:

�t ��E � ~ : (1.2.21)

Diese Relation besagt, daß entgegen der klassischen Annahme die Zeit nicht beliebig genau festgelegt
werden kann, ohne daß dadurch eine andere wichtige Eigenschaft eines Zustands, die EnergieE, beliebig
unscharf wird (umgekehrt gilt dies genauso). Unsere Kenntnis der Welt l¨auft damit auf einen Kompromiß
hinaus, mit welchen Genauigkeiten Ort, Impuls, Zeit und Energie eines Zustandes angebbar sind.

Zum Schluß sollen einige charakteristische Zeitskalen, die in der Natur auftreten, aufgelistet werden:
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ca.1010a Alter des Universums
4; 5 � 109 a Alter der Erde
2� 108 a Laufzeit der Sonne um das galaktische Zentrum

1; 75 � 106 a Alter der Menschheit
3; 156 � 107 s Umlaufzeit der Erde um die Sonne
8; 64 � 104 s Dauer eines mittleren Sonnentages

1 s Herzschlag
1� 10�3 s SchwingungsdauerT des Schalls im empfindlichsten Bereich des

menschlichen Geh¨ors
1� 10�8 s SchwingungsdauerT von elektromagnetischen Wellen im UKW

Bereich
1; 6 � 10�15 s SchwingungsdauerT des sichtbaren Lichts

10�21 s Dauer einer Atomkernschwingung
10�23 s Dauer, die Licht zum Durchlaufen des Durchmessers eines Atom-

kerns ben¨otigt

Positionsbestimmung ¨uber Laufzeitmessungen – das Global Positioning System (GPS)

Ortung und Navigation sind f¨ur den Menschen schon immer von großer Bedeutung gewesen. Der Begriff
Navigation ist von lateinischnavis, Schiff, abgeleitet, da Seeleute f¨ur die Bestimmung ihrer Position und
ihrer Fahrtrichtung auf dem Meer schon seit der Antike technische Hilfsmittel entwickelt haben. Durch
die Entwicklung der Satellitentechnik und ultrapr¨aziser Uhren, wurden in den letzten Jahrzehnten globale
Positionsbestimmungssysteme entwickelt, die auf Laufzeitmessungen beruhen.

Ab 1973 entwickelten die USA das sogenannteGlobal Positioning System (GPS), das aus 24 Satelli-
ten besteht, die in einer H¨ohe von 20 000 km in kreisf¨ormigen Bahnen in jeweils 12 Stunden die Erde
umkreisen. Die Satelliten sind auf 6 Bahnebenen so verteilt (siehe Abb. 1.9), daß von jedem Punkte
der Erde aus Signale von mindesten 4 Satelliten empfangen werden k¨onnen. Jeder Satellit enth¨alt 3
hochgenaue Atomuhren, die von einer Leitzentrale auf der Erde (Colorado Springs) synchronisiert und
überwacht werden. Die GPS-Satelliten identifizieren sich durch Abstrahlung eines Codes (Abstrahlfre-
quenz = 1.6 GHz), der verschiedene Informationen wie z.B. die genauen Bahndaten des Satelliten und
weitere technische Informationen enth¨alt. Dieses charakteristische Signal wird, synchronisiert mit der
hochpräzisen Atomuhr des Satelliten, jede Millisekunde wiederholt. Empf¨angt ein GPS-Empf¨anger auf
der Erde das Signal eines der 24 Satelliten, so synchronisert er sich zuerst mit diesem und kann dann
die Signallaufzeit zwischen Satellit und Empf¨anger und damit die EntfernungR1 zum Satelliten bestim-
men. Die Position des Empf¨angers liegt dann auf der Oberfl¨ache einer Kugel mit RadiusR1. Dieser
Vorgang kann mit zwei weiteren Satelliten wiederholt werden. Dadurch ergeben sich zwei weitere Ku-
geln mit RadiusR2 undR3. Die drei Kugeloberfl¨achen schneiden sich in 2 Punkten, von denen einer
meist ausgeschlossen werden kann (da er z.B. nicht auf der Erdoberfl¨ache liegt). Somit kann durch
Laufzeitmessungen zu 3 Satelliten die Position des Empf¨angers prinzipiell bestimmt werden.

Ein Problem besteht aber darin, daß die Uhr des Empf¨angers im Vergleich zu den Atomuhren der Satel-
liten sehr ungenau ist (die Empf¨anger sollen billig sein). Die Frage stellt sich also, wie man ¨uberhaupt
eine Synchronisation erreichen kann. Die L¨osung besteht darin, daß der Gangunterschied zwischen
Empfängeruhr und Satellitenuhr als weitere Unbekannte wie eine der drei Standortkoordinaten betrach-
tet wird. Um diese vierte Unbekannte zu eliminieren, muß eine Laufzeitmessung zu einem vierten Sa-
telliten gemacht werden. Mathematisch ergibt sich mit den gemessenen Laufzeiten(TE � TS) zwischen
Empfänger und Satellit folgendes Gleichungssystem:
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(a) (b)

(c)
2 2 2

Abbildung 1.9: (a) Seit 1993 umkreisen 24 Satelliten in etwa 20 000 km H¨ohe die Erde, die zusam-
men mit einer Bodenstation die Grundausstattung des Global Positioning Systems (GPS) bilden. Je-
weils 4 Satelliten haben eine gemeinsame Bahnebene. Die Umlaufbahnen sind um jeweils55o ge-
genüber demÄquator geneigt. (b) Geometrische Darstellung der Positionsberechnung per GPS. Die
Empfängerposition ist einer der zwei Schnittpunkte von 3 Kugeloberfl¨achen. (c) Zur Positionsbestim-
mung mit GPS.

Ri = c � (TE � TS;i) =
q
(xE � xS;i)2 + (yE � yS;i)2 + (zE � zS;i)2

+c � b+ ei i = 1 : : : 4 (1.2.22)

Hierbei ist (xE ; yE ; zE) die Empfängerposition,(xS;i; yS;i; zS;i) die Position des i-ten Satelliten (i =
1 : : : 4), b der Uhrenfehler des Empf¨angers,c die Lichtgeschwindigkeit undei restliche Systemfehler
der einzelnen Satelliten. Um die vier UnbekanntenxE, yE, zE und b zu bestimmen, ben¨otigt man vier
Gleichungen, d.h. Laufzeitmessungen zu vier Satelliten.

Durch ständigeÜberwachung und Korrektur der Satellitenuhren mit Hilfe der Bodenstation wird die
Abweichung der Satellitenuhren gegen¨uber einer vorgegebenen GPS-Zeit auf< 5 � 10�9s reduziert,
was einem Fehler in der Abstandsmessung von weniger als 1,5 m entspricht. Zusammen mit anderen
Fehlern (Satellitenposition, Ionosph¨are, Empfängerrauschen, etc.) erh¨alt man heute eine Genauigkeit
von etwa 5 m.9

9Durch spezielle Meßtechniken (Ausnutzung des Dopplereffekts) lassen sich heute aber wesentlich genauere Ortsbestim-
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Das GPS wurde urspr¨unglich haupts¨achlich für militärische Zwecke entwickelt. Eine zivile Nutzung
wurde zwar vorgesehen, aber nur mit h¨oherer Fehlertoleranz. So steht heute die hohe Genauigkeit nur
dem Militär zur Verfügung. Für zivile Nutzer wurden die abgestrahlten Satellitensignale k¨unstlich ver-
schlechtert (selective availability), so daß nur eine Genauigkeit von etwa 100 m erreicht werden kann.
Dieses Problem wurde durch die Entwicklung des differentiellen GPS (DGPS) umgangen. Beim DGPS
wird der künstlich aufgepr¨agte Fehler der Satellitensignale durch eine zus¨atzliche Laufzeitmessung zu
einer auf der Erde befindlichen Referenz mit bekannter Position wieder reduziert, so daß man Genauig-
keiten von etwa 10 m erreicht.

1.2.5 Meßfehler

Wiederholte Messungen einer physikalischen Gr¨oße führen im allgemeinen nicht zu gleichen Ergeb-
nissen. So ergeben sich z.B. Unterschiede durch Sch¨atzungen von Meßwerten, die zwischen zwei
Teilstrichen auf einer Skala liegen oder durch Parallaxen bei der Ablesung (siehe Abb. 1.10). Diese
zuf̈alligen Fehlerlassen sich durch eine Fehlerrechnung ausgleichen. Man erh¨alt dann einen wahrschein-
lichsten Wert für das Ergebnis und einen mittleren Wert f¨ur den Fehler. Eine Grundvoraussetzung f¨ur die
Durchführung einer Fehlerrechnung ist nat¨urlich das Vorhandensein mehrerer Messungen.

0 2 4 6 8 10

α

Zeiger

Beobachter 
A

Beobachter 
B

Skala

Abbildung 1.10: Parallaxenfehler: Der Zeiger von Meßger¨aten hat meist einen endlichen Abstand von
der Skala, weshalb durch das Ablesen der Skala unter endlichem Winkel der sogenannte Parallaxenfehler
entsteht. Zur Vermeidung von Parallaxenfehlern k¨onnen verspiegelte Skalen verwendet werden, bei
denen der Zeiger mit seinem Spiegelbild zur Deckung gebracht werden muß.

Neben denzuf̈alligen Fehlernkönnen auchsystematische Fehlerauftreten, die z-B. auf eine falsche
Meßskala, durch ein fehlerhaftes Meßinstrument oder durch Bedienungsfehler des Experimentators ver-
ursacht werden k¨onnen. Diese systematischen Fehler k¨onnen nicht durch eine Fehlerrechnung korrigiert
werden.

Bei einer wiederholten Messung wird der wahrscheinlichste Wert durch Bildung des arithmetischen Mit-
tels gewonnen. Dasarithmetische Mittelist der Wert, für den die Summe der Quadrate der Abweichun-
gen ein Minimum ist (Ausgleichsprinzip vonGauß, Methode der kleinsten Quadrate). Istn die Zahl der
durchgeführten Messungen, dann ist dermittlere absolute Fehlerder Meßreihe gegeben durch

�x = �
sP

(xi � x)2

n(n� 1)
: (1.2.23)

mungen vornehmen. F¨ur geodätische Messungen wie z.B. die Bestimmung der Bewegung der Kontinentalplatten konnten
Genauigkeiten von einigen Millimetern erreicht werden.
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Hierbei istxi das Resultat einer Einzelmessung undx =
P

xi=n das arithmetische Mittel. Der mitt-
lere absolute Fehler liefert eine Wertung des Meßergebnisses. Ist die Streuung groß und die Zahl der
Messungen klein, so ergibt sich ein großer Fehler und umgekehrt.

Die Größe des mittleren absoluten Fehlers muß aber auch im Verh¨altnis zum Wert der gemessenen Gr¨oße
betrachtet werden. Ist z.B. der mittlere absolute Fehler bei einer L¨angenmessung�x = 0:01m, dann ist
dieser Fehler ohne Zweifel klein, wenn die gemessene L¨angex = 100m beträgt. Er ist dagegen groß,
wenn die gemessene L¨ange nur 10 cm betr¨agt. Aus diesem Grunde ist es besser denrelativen Fehlerzu
betrachten, den man durch Bildung des Verh¨altnisses�x=x aus mittlerem Fehler und mittlerem Meßwert
erhält. Man gibt den relativen Fehler meist in Prozent an, wie z.B.

�x

x
=

0:01m

100m
= 0:01% : (1.2.24)

Der relative Fehler gibt sofort eine Auskunft ¨uber die Genauigkeit von Messungen ganz unterschiedlicher
Art (z.B. Länge, Zeit, etc.) an.

Sehr häufig setzt sich ein Meßergebnis aus mehreren Einzelmessungen zusammen. Setzt sich das Ergeb-
nisK aus der Summe von zwei Einzelmessungenx undy zusammen, so muß man bei der Betrachtung
des Fehlers die mittleren absoluten Fehler der Einzelmessungen addieren:�K = �x +�y.10 Ist das
ErgebnisK eine Funktion der gemessenen Gr¨oßex, dann ist der mittlere absolute Fehler des Ergeb-
nisses�K = dK=dx � �x. Dies kann an dem einfachen Beispiel der Bestimmung einer Kreisfl¨ache
verdeutlicht werden. Durch mehrmaliges Messen des Durchmessers wurde ein mittlerer Durchmesser
x = 2; 00m mit einem mittleren absoluten Fehler von�x = 0:01m bestimmt. Die mittlere Fl¨ache ist
damitK = 3; 14m2 und der mittlere absolute Fehler betr¨agt

�K =
�K

dx
��x =

�

4
2x ��x = �0; 03m2 : (1.2.25)

Das heißt, daß aus dem Fehler f¨ur den Durchmesser auch der Fehler f¨ur die Kreisfläche berechnet wer-
den konnte. Der relative Fehler f¨ur den Kreisdurchmesser betr¨agt �x=x = 0:2%, derjenige f¨ur die
Kreisfläche jedoch�K=K = 1%.

Nimmt man allgemein an, daß der Zusammenhang des ErgebnissesK mit den Einzelmessungenx, y, z,
: : : durch eine Funktionf(x; y; z; : : :) gegeben ist, so ergibt sich der relative Fehler zu

�K

K
=

1

K

s�
@f

dx
��x

�2

+

�
@f

dy
��y

�2

+

�
@f

dz
��z

�2

+ : : : : (1.2.26)

IstK z.B. das Volumen eines Zylinder mit Grundfl¨ache�x2=4 und Höhez und werden der Durchmesser
x und die Höhez des Zylinders in Einzelmessungen bestimmt, so ergibt sich mitf(x; z) = �x2z=4 der
relative Fehler zu

�K

K
=

s�
2
�x

x

�2

+

�
�z

z

�2

: (1.2.27)

10Man muß den ung¨unstigsten Fall betrachten.



36 R. GROSS UNDA. M ARX Kapitel 1: Mechanik des Massenpunktes

1.2.6 Skalare und vektorielle Meßgr̈oßen

Zur Beschreibung physikalischer Vorg¨ange werden dimensionsbehaftete Gr¨oßen ben¨otigt. Diese können
sich durch die Anzahl von Angaben unterscheiden, die zu ihrer eindeutigen Festlegung notwendig sind.
Größen, die bei vorgegebener Maßeinheit durch eine einzige Zahlenangabe festgelegt sind, heißenSka-
lare. Hierzu geh¨oren z.B. Länge, Fläche, Volumen, Zeit, Masse oder Temperatur. Skalare Gr¨oßen sind
also ausschließlich durch ihre Menge (Maßzahl und Einheit) gekennzeichnet, womit sich f¨ur die Länge
folgende Darstellung ergibt:

l = flg � [l]
skalare Gr�o�e = fMa�zahlg � [Dimension] : (1.2.28)

Größen, die bei vorgegebener Maßeinheit durch eine Zahl undeine Richtung charakterisiert sind, heißen
Vektoren. Hierzu geh¨oren z.B. Geschwindigkeit, Kraft, Impuls, Magnetfeld oder elektrisches Feld. Wie
in Abschnitt 1.1.1 gezeigt wurde, k¨onnen Vektoren in Betrag und Einheitsvektor (Maßzahl und Richtung)
zerlegt werden. Somit sind vektorielle Gr¨oßen durch die Maßzahl, die Dimension und die Richtung
gekennzeichnet, wodurch sich z.B. f¨ur die Geschwindigkeit folgende Darstellung ergibt:

v = fvg � [v] � ê
vektorielle Gr�o�e = fMa�zahlg � [Dimension] � Richtung : (1.2.29)

Hierbei gilt für den Einheitsvektorjêj = 1 und êkv, d.h. die Maßzahl des Einheitsvektors ist eins und
seine Richtung parallel zuv.
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1.3 Kinematik des Massenpunktes

Die Kinematik ist die Lehre von den Bewegungen von K¨orpern in Raum und Zeit. Die Ursache der
Bewegung bleibt dabei außer Betracht. Im Rahmen der Kinematik werden Bewegungen nur beschrieben.
Im Gegensatz zurKinematikist die Dynamikdie Lehre vom Zusammenhang zwischen Bewegung und
Kraft, wobei dann eine Antwort auf die Ursache von Bewegungs¨anderungen gegeben wird. Man kann
also in der Mechanik unterscheiden zwischen

Kinematik = Beschreibung der Bewegung

Dynamik = Beschreibung des Zusammenhangs zwischen

Bewegung und Kraft :

In diesem Abschnitt sollen nur punktf¨ormige Objekte betrachtet werden. Als wichtige neue Begriffe
sollen dieGeschwindigkeitund dieBeschleunigungeingeführt werden. Unter einempunktf̈ormigen Ob-
jekt verstehen wir dabei einen K¨orper mit räumlicher Ausdehnung Null aber endlicher Masse – man
spricht von einemMassenpunkt. Im Gegensatz zu einem Massenpunkt spricht man von einemstarren
Körper, wenn das betrachtete Objekt eine endliche r¨aumliche Ausdehnung besitzt, wobei aber alle Teile
des ausgedehnten Objekts einen festen Abstand haben (starr: keine Vibrationen, keine Deformation).
Wie in Abb.1.11 gezeigt ist, l¨aßt sich jede Bewegung eines starren K¨orpers als einëUberlagerung einer
fortschreitenden Bewegung (Translation) desSchwerpunktsdes Körpers und einer Drehbewegung (Ro-
tation) auffassen. Die reine Translationsbewegung eines starren K¨orpers ist deshalb identisch mit der
Bewegung eines Massenpunktes.

Abbildung 1.11: Die Bahn des Schwerpunkts eines starren K¨orpers entspricht der Bewegung eines Mas-
senpunktes.

Bezugs- und Koordinatensysteme

Die Bahnkurven eines punktf¨ormigen Objekts werden in einemBezugssystemdurch den zeitabh¨angigen
Ortsvektorr(t) des Objekts beschrieben. Bei einem Wechsel des Bezugssystems ¨andert sich die Dar-
stellung der Bahnkurve und f¨ur gegeneinander bewegte Bezugssysteme ¨andert sich sogar die Bewe-
gungsform eines Objekts, je nachdem von welchem Bezugssystem aus wir das Objekt betrachten. So
ruht z.B. eine in einem fahrenden Zug sitzende Person im Bezugssystem, das mit dem Zug mitbewegt
wird, wogegen sich die Person in einem relativ zur Erde ruhenden Bezugsystem bewegt. W¨urde man
das Bezugssystem nicht an die Erde koppeln, sondern an die Sonne, so w¨urde sich durch die zus¨atzliche
Bahnbewegung der Erde um die Sonne in diesem Koordinatensystem eine wiederum andere Bewegungs-
form ergeben. Daraus kann man ablesen, daß sich die Suche nach einem ausgezeichneten Bezugssystem,
von dem aus die “Absolutbewegung” eines Objekts beobachtet werden kann, als erfolglos herausstellt.
Es macht nur Sinn, von der Bewegung eines K¨orpers relativ zu einem mehr oder weniger willk¨urlich
gewähltenBezugssystemzu sprechen.11

11Sitzt man in einem Eisenbahnwaggon und blickt auf einen fahrenden Gegenzug, so kann man oft nicht feststellen, ob sich
nur der Gegenzug bewegt oder ob sich der eigene Zug ruckfrei in Bewegung gesetzt hat.
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Kölner Stadtanzeiger, September 1999

Abbildung 1.12: Zur Bedeutung von Bezugssystemen: “Der l¨angste Putt”.

Es macht also keinen Sinn vonabsoluter RuheoderBewegungzu sprechen. Aus der Tatsache, daß man
nur Relativbewegungen von K¨orpern gegen¨uber Bezugssystemen beobachten kann und keines dieser
System bevorzugt ist, leitet man die Gleichberechtigung einer ganzen Klasse von Bezugssystemen, den
Inertialsystemen, ab. Weitere Details hierzu werden in Abbschnitt 1.8.1 im Zusammenhang mit der
Galilei-Invarianzdiskutiert.12

Zur Beschreibung der Bewegung eines Massenpunktes braucht man also

� ein Raumsystem als Bezugssystem (dreidimensional)

� die Zeit (eindimensional)

Zur Festlegung von Punkten, L¨angen und Bewegungen benutzt man sogenannteKoordinatensysteme, die
im Bezugsystem fest verankert sind. Das Koordinatensystem w¨ahlt man meist so, daß die mathematische
Beschreibung von Bewegungen in einem Bezugsystem m¨oglichst einfach wird. Einige gebr¨auchliche
Koordinatensysteme sind in Abb. 1.13 gezeigt, n¨amlich daskartesische Koordinatensystem(x; y; z), das
zylindrische Koordinatensystem(�; '; z) und dasKugelkoordinatensystem(r; �; '). Ein und derselbe
RaumpunktP läßt sich durch die Koordinaten(x; y; z), (�; '; z) oder (r; �; ') charakterisieren. Die
verschiedenen Koordinaten lassen sich auf folgende Weise ineinander umrechnen:

12Es sei hier angemerkt, daß imptolemäischen Weltbildangenommen wurde, daß die Erde ruht und der Fixsternhimmel
sich bewegt. Imkopernikanischen Weltsystemwurde dagegen der Fixsternhimmel als ruhend angenommen. W¨ahrend es nach
den Gesetzen der Mechanik unzul¨assig wäre, anzunehmen, daß die Erde ruht und der Fixsternhimmel sich bewegt, ist die
umgekehrte Annahme mit ihnen vertr¨aglich. D.h. das ptolem¨aische Weltsystem widerspricht unserer Mechanik, w¨ahrend das
kopernikanische mit ihr im Einklang ist.
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Kartesische Koordinaten : x; y; z

Zylinderkoordinaten : �; '; z

x = � cos'

y = � sin'

z = z

Kugelkoordinaten : r; �; '

x = r sin � cos'

y = r sin � sin'

z = r cos � (1.3.1)

y

x

z

z

x

y

r

ρϕ

θ

P(x,y,z)
P(ρ,ϕ,z)
P(r,θ,ϕ)

Abbildung 1.13: Kartesisches Koordinatensystem(x; y; z), zylindrisches Koordinatensystem(�; '; z)
und Kugelkoordinatensystem(r; �; ').

Im kartesischen Koordinatensystem ist der Abstandr eines Punktes vom Koordinatenanfangspunkt ge-
geben durch

r =
p
x2 + y2 + z2 : (1.3.2)

Den Abstandd zweier Punkte erh¨alt man zu

d =
p
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 + (z1 � z2)2 : (1.3.3)

1.3.1 Geschwindigkeit

Gleichförmige, geradlinige Bewegung

In einem vorgegebenen kartesischen Koordinatensystem soll zun¨achst die nach dem Zustand der Ruhe
einfachste Bewegungsform, diegleichf̈ormige Bewegungdiskutiert werden. Darunter versteht man die in
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Abb. 1.14a gezeigte Bewegung eines K¨orpers, der auf einer geradlinigen Bahn in gleichen Zeitabst¨anden
�t gleiche Bahnabschnitte�s durchläuft, d.h.�s / �t (das Zeichen/ steht für “proportional zu”).
Der Proportionalit¨atsfaktor heißtGeschwindigkeitv (von lat. “velocitas”):

�s = v ��t : (1.3.4)

Die Geschwindigkeit ist demnach die pro Zeiteinheit zur¨uckgelegte Wegstrecke:

v :=
�s

�t
=

zur�uckgelegter Weg

verstrichene Zeit
[v] =

m

s
: (1.3.5)
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Abbildung 1.14: (a) Die geradlinige gleichf¨ormige Bewegung. (b) Weg-Zeit-Diagramm der
gleichförmigen Bewegung.

In dem in Abb. 1.14b gezeigten Weg-Zeit-Diagramm bedeutetv die Steigung der Geraden. F¨ur die
Steigung gilt:

v :=
�s

�t
= tan� : (1.3.6)

Je steiler die Gerade, desto gr¨oßer ist also die Geschwindigkeit. Aus dem Weg-Zeit-Diagramm ergibt
sich außerdem sofort die auf dem Fahrstrahl zur¨uckgelegte Streckes als Funktion der verstrichenen Zeit
t zu

s = s0 +
X

�s = s0 +
X

v�t = s0 + v
X

�t ; (1.3.7)

da die Konstantev vor die Summe gezogen werden kann. Beginnend beim Zeitpunktt0 liefert die
Summation der Zeitintervalle�t aber gerade

P
�t = (t�t0), so daß man den zur Zeitt zurückgelegten

Weg wie folgt ausdr¨ucken kann:

s(t) = s0 + v(t� t0) : (1.3.8)

Diese int lineare Funktion ist in Abb. 1.14b dargestellt.
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Messung von Geschwindigkeiten

A: Bestimmung der Geschoßgeschwindigkeit:

Auf der verlängerten Achse eines Elektromotors sind zwei Pappscheiben im Abstand d an-
gebracht, die mit der Drehzahl U (Umdrehungen pro Minute) des Motors rotieren. Feuert
man aus einem Gewehr eine Kugel parallel zur Achse des Motors ab, so durchschlägt die
Kugel die beiden Pappscheiben. Aufgrund des Abstands der Pappscheiben und der nur
endlichen Geschwindigkeit des Geschosses, hat sich die zweite Pappscheibe bereits um
den Winkel � weitergedreht, bis sie von der Gewehrkugel durchschlagen wird. Da der in der
Sekunde durchlaufene Winkel 360o � U=60s beträgt, erhält man für den in der Zeit t durch-
laufenen Winkel

� [o] = t[s]
U [Umdrehungen pro Minute]

60
� 360 :

Für die Flugzeit t des Geschosses zwischen den beiden Scheiben und die Geschoßge-
schwindigkeit ergibt sich

t =
� � 60
360 � U

v =
d

t
=

d � 360 � U
� � 60 :

Für eine Geschoßgeschwindigkeit von 300 m/s, einem Scheibenabstand von 1 m und einer
Motordrehzahl von 2400 Umdrehungen/min ergibt sich ein Winkel von etwa 45, der bequem
gemessen werden kann.

α

v

U

d

Kugel

Abbildung 1.15: Experimentelle Anordnung zur Bestimmung der Geschwindigkeit eines Geschosses.
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B: Messung der Schallgeschwindigkeit in Luft:

Ein Lautsprecher erzeugt einen kurzen Ton, wodurch eine Quarzuhr gestartet wird. Im Ab-
stand d vom Lautsprecher befindet sich ein Mikrofon, das den eintreffenden Schall registriert
und die Uhr nach der Zeit t stoppt. Durch Messung von d und t erhält man dadurch die
Schallgeschwindigkeit in Luft bei Atmosphärendruck zu etwa 330 m/s.

.
C: Messung der Lichtgeschwindigkeit – Geschichtliche Entwicklung:

1. Olaf Römer (1676):Die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts wurde erstmals von Olaf
Römer mittels einer astronomischen Methode nachgewiesen, bei der große Entfernungen
und deshalb große Laufzeiten des Lichts auftreten. Römer untersuchte die Verfinsterung der
Jupitermonde. Die Umlaufzeit eines Jupitermondes sei T . In der Stellung A der Erde in der
Bahn um die Sonne werde zu einem bestimmten Zeitpunkt t0 eine Verfinsterung beobachtet
(siehe Abb. 1.16a). In der Zeit, in der sich die Erde von der Stellung A in die Stellung B be-
wegt, macht der Mond eine bestimmte Anzahl n von Umläufen um den Jupiter.a Es läßt sich
also die Zeit t = t0 + nT vorausberechnen, wann der Mond in der Erdstellung B in den Ju-
piterschatten treten sollte, falls die Lichtgeschwindigkeit unendlich groß ist. Tatsächlich stellt
man aber fest, daß dieses Ereignis um 1000 s später als vorausberechnet eintritt. Dieses
Ergebnis läßt sich dadurch erklären, daß das Lichtsignal, das in der Stellung B den Eintritt
der Verfinsterung angibt, 1000 s benötigt, um den Durchmesser der Erdbahn d = 3� 1011 m
zu durchlaufen. Damit ergibt sich die Lichtgeschwindigkeit zu c = 3�1011=103 = 3�108 m/s.

aDie Umlaufzeit des dem Jupiter am n¨achsten Mondes betr¨agt 42 Stunden 28 Minuten und 36 Sekunden.

.
2. Fizeau (1849):Die Lichtgeschwindigkeit wurde erstmals von Fizeaumit irdischen Lichtwe-
gen gemessen (siehe Abb. 1.16b). Die von Fizeauverwendete Zahnradmethode enthält das
Prinzip aller modernen Meßverfahren. Das von der Lichtquelle Q ausgehende Licht wird
von einem halbdurchlässigen Spiegel reflektiert und tritt durch die Lücke eines Zahnrades.
Nach dem Weg l wird es an einem Spiegel reflektiert und gelangt zum Beobachter. Wird das
Rad mit einer bestimmten Umlaufzeit T gedreht, so kann gerade der nächste Zahn an die
Stelle der Lücke gerückt sein, während das Licht zum Spiegel hin- und wieder zurückläuft.
Es wird dann vom Zahnrad abgefangen, das Gesichtsfeld des Beobachters bleibt dunkel. Ist
die Frequenz � = 1=T und hat das Zahnrad N Zähne (wobei Zähne und Lücken gleich breit
sein sollen), so ist t = 1=2N� die Zeit, die das Licht zum Durchlaufen der Strecke 2l benötigt.
Damit ergibt sich die Lichtgeschwindigkeit zu c = 2l=t = 4Nl�. Im Experiment von Fizeau
war l = 8; 6km, N = 720 und � = 12:6s�1. Daraus ergab sich c = 3:13� 108 m/s. Moderne
Messungen verwenden polarisiertes Licht und statt des Zahnrades eine Kerr-Zelle, die mit
Wechselstrom betrieben wird, als Lichtschranke (siehe unten).

.
3. Foucault (1869): Ein anderes Verfahren zur Messung der Lichtgeschwindigkeit ist die
Drehspiegelmethode, die erstmals 1869 von Foucault verwirklicht wurde. Das Prinzip ist
in Abb. 1.16c gezeigt. Das von Q ausgehende Lichtbündel läuft nach Reflexion an den
Spiegeln in sich zurück, wenn der Drehspiegel ruht. Bei Rotation des Drehspiegels mit
der Winkelgeschwindigkeit ! wird jedoch eine Verschiebung �s des Bildes Q0 gegenüber
Q festgestellt. Diese kommt dadurch zustande, daß sich der Drehspiegel in der Zeit �t, in
der das Licht vom Drehspiegel die Strecke b zum festen Spiegel und wieder zurück läuft,
um den Winkel � = !�t gedreht hat. Die Verschiebung �s entspricht dann dem Winkel
2� zwischen einfallendem und reflektiertem Strahl. Somit ist c = 2b=�t = 2b!=�. Mit
2� ' �s=a folgt c = 4ab!=�s. Foucault erhielt für b = 20m, ! = 2� � 8� 102 s�1 und a = 1m
eine Verschiebung �s = 1; 34mm, woraus er c = 3� 108 m/s erhielt.
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Abbildung 1.16: Zur Messung der Lichtgeschwindigkeit nach R¨omer (a), Fizeau (b) und Foucault (c).

.
D: Messung der Lichtgeschwindigkeit – Laborexperimente:

1. Laufzeitexperiment mit Kerr-Zelle: Eine intensive Lichtquelle erzeugt einen intensiven
Lichtstrahl, aus dem mit Hilfe eines schnellen Schalters (“Kerr-Effekt”) zur Zeit t = 0 ein
kurzer Lichtpuls herausgeschnitten wird. Nach Durchlaufen der Strecke d wird der Lichtpuls
mit einem schnellen Photodetektor registriert. Die Laufzeit t des Lichtimpulses über die
Strecke d wird mit Hilfe eines Oszilloskops gemessen (etwa 100 ns für d = 30m). Man
erhält somit die Lichtgeschwindigkeit zu c ' 3� 108 m/s.

2. Mikrowellen-Interferometer: Ein Mikrowelleninterferometer funktioniert wie das in
Abb. 1.2 beschriebene Michelson-Interferometer. Bei bekannter Frequenz � (� 100GHz)
der Mikrowelle wird die Wellenlänge � aus der Verschiebung des Spiegels zwischen zwei
Intensitätsmaxima gemessen. Da die typische Wellenlänge der Mikrowellen im Bereich von
0.1 bis 1 cm liegt, kann die Verschiebung bequem gemessen werden. Die Lichtgeschwin-
digkeit ergibt sich zu c = � � �. Eine abgewandelte Methode stellt die Hohlraum-Resonator
Methode dar. Ein Mikrowellen-Resonator wird z.B. durch zwei planparallele Platten im
Abstand l = n � � gebildet. Durch Messung von l kann � bestimmt werden und man erhält
wiederum c = � � �.

Es soll hier nochmals darauf hingewiesen werden, daß seit 1983 die Lichtgeschwindigkeit aufc =
299 792 458m/s als Naturkonstante festgelegt ist und dadurch die L¨angeüber die Naturkonstantec
an die Zeitdefinition gekoppelt wurde (vergleiche hierzu Abschnitt 1.2.2).

Ungleichförmige, geradlinige Bewegung

Im Gegensatz zu der bisher betrachteten gleichf¨ormigen Bewegung legt ein K¨orper bei einer un-
gleichförmigen Bewegung in gleichen Zeitabschnitten�t keinegleichen Strecken�s zurück (siehe
Abb. 1.17). Im Weg-Zeit-Diagramm ist die Kurves(t) gekrümmt, d.h. sie besitzt keine konstante Stei-
gung mehr. Damit wird die Geschwindigkeit selbst eine Funktion der Zeit:v = v(t). Während für
eine gleichförmige Bewegung bei der Bestimmung der Geschwindigkeit aus dem Weg-Zeit-Diagramm
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die Länge des verwendeten Zeitintervall gleichg¨ultig war, erhält man für die ungleichf¨ormige Bewegung
für verschiedene Zeitintervalle verschiedene Geschwindigkeiten. Der Wert derMomentangeschwindig-
keit v(t) ergibt sich, wenn man zu immer kleineren (in der Grenze “infinitesimalen”) Meßintervallen
übergeht. Daher liegt es nahe, in Verallgemeinerung von Gl.(1.3.5) die Geschwindigkeitv zu definieren
als

v(t) := lim
�t!0

s(t+�t)� s(t)

�t
=

ds

dt
= _s : (1.3.9)

Hierbei läßt sich der Differentialquotientds=dt im Weg-Zeit-Diagramm als Steigung der Tangente an
die Kurves(t) interpretieren.

so+2∆s
so+∆s

so

to to+∆t to+2∆t

s(t)

s

t

Tangente

Abbildung 1.17: Weg-Zeit-Diagramm der nichtgleichf¨ormigen Bewegung.

Nicht-geradlinige Bewegung

Bei der Betrachtung von geradlinigen Bewegungen gen¨ugt eine skalare Betrachtungsweise, da das Ko-
ordinatensystem immer so gew¨ahlt werden kann, daß eine Achse (s-Achse) parallel zur Bahn ist. Dann
wird der Bewegungsvorgang zu einem eindimensionalen Problem, die einzelnen Bahnabschnitte ent-
sprechen den Koordinatenabschnitten auf ders-Achse. Bei einer nicht-geradlinigen oder krummen Be-
wegung läßt sich diese Vereinfachung nicht mehr machen. Die Bahnkurve muß durch einen zeitlich
veränderlichen Ortsvektorr im dreidimensionalen Ortsraum beschrieben werden (siehe Abb. 1.18).

Zum Zeitpunkttwird die Lage des betrachteten K¨orpers durch den Ortsvektorr(t), zum Zeitpunktt+�t
durch den Vektorr(t + �t) festgelegt. In der Zeit�t hat sich der K¨orper auf der Bahnkurve um das
Wegstück�s weiterbewegt und die Lage des K¨orpers hat sich um�r = r(t +�t)� r(t) verschoben.
Die mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall�t ist dannv = �r=�t. In Verallgemeinerung der oben
bei der geradlinigen Bewegung verwendeten Geschwindigkeitsdefinition (Gl.(1.3.9)) definiert man die
Momentangeschwindigkeitentlang der Bahnkurve zu

v(t) := lim
�t!0

r(t+�t)� r(t)

�t
= lim

�t!0

�r

�t
=

dr

dt
= _r : (1.3.10)

Für infinitesimale Meßintervalle�r und�t stellt das Verh¨altnis�r=�t tatsächlich die zum Zeitpunkt
t herrschendeMomentangeschwindigkeitv(t) dar. Gleichung (1.3.10) gibt somit eine allgemeine Defi-
nition der Geschwindigkeit auch f¨ur Bewegungen, bei denen sich die Geschwindigkeit nach Betrag und



1.3 Kinematik des Massenpunktes PHYSIK I 45

z

yx

r(t)

v(t)

∆s

r(t+∆t)
∆r

v(t+∆t)

0

Bahn

Abbildung 1.18: Zur Definition der Geschwindigkeit bei einer ungleichf¨ormigen, nicht-geradlinigen
Bewegung.

Richtung zeitlichändert. Da im Limes�t ! 0 der Verschiebungsvektor�r für infinitesimal benach-
barte Bahnpunkte tangential zur Bahn gerichtet ist, folgt aus der Definitionsgleichung (1.3.10), daß die
Geschwindigkeit immer in Richtung der Tangente an die Bahnkurve weist (siehe Abb. 1.18). Da ferner
�r ein Vektor und�t ein Skalar ist, ist die Geschwindigkeitv selbst ein Vektor. In kartesischen Ko-
ordinaten erh¨alt man folgende Ausdr¨ucke für die Komponentenvx, vy und vz sowie den Betragv der
Geschwindigkeit:

vx =
dx

dt
; vy =

dy

dt
; vz =

dz

dt
; (1.3.11)

v =

s�
dx

dt

�2

+

�
dy

dt

�2

+

�
dz

dt

�2

: (1.3.12)

Mit Hilfe des Betragsv der Geschwindigkeit l¨aßt sich der Geschwindigkeitsvektor mit Hilfe desTan-
genteneinheitvektorŝt als

v(t) = v(t) � t̂ (1.3.13)

ausdrücken. Diese Schreibweise zeigt explizit, daß die Geschwindigkeitv(t) immer tangential an die
Bahnkurve gerichtet ist.13

Mit Hilfe der in Gl.(1.3.10) gegebenen Definition kann man ausgehend vom Ortsvektorr0 = r(t0) zur
Zeit t0 bei bekannter Geschwindigkeitv(t) den Ortsvektorr(t) zur Zeitt berechnen zu

r(t) = r0 +

Z t

t0

v(t0)dt0 (1.3.14)

Das Zeitintegral der Geschwindigkeit auf der rechten Seite von Gl.(1.3.14) ergibt damit die Verschiebung
�r(t) = r(t)�r0. Weiterhin erh¨alt man den entlang der Bahn zur¨uckgelegten Weg�s = s(t)�s(t0) =
s(t)� s0 durch Integration des Betragsv der Geschwindigkeit:

13Der Tangenteneinheitsvektor ist durcht̂ := dr(s)=ds definiert. Er ist also tangential an die Bahnkurve gerichtet und wie
sich leicht zeigen l¨aßt istjt̂j = 1.
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s(t) = s0 +

Z t

t0

v(t0)dt0 bzw: �s(t) =

Z t

t0

v(t0)dt0 : (1.3.15)

Ein Vergleich von Gl.(1.3.14) und Gl.(1.3.15) macht klar, daß z.B. f¨ur eine hin- und herpendelnde Bewe-
gung die Verschiebung�r(t) immer wieder zu Null wird, die Funktion�s(t) dagegen monoton mit der
Zeit ansteigt. Von einem willk¨urlichen Nullpunkts(t0) = 0 auf der Bahn aus gibt�s(t) dieBogenl̈ange
der Bahnkurve an.

Zusammensetzung und Zerlegung von Bewegungen

Der vektorielle Charakter der Geschwindigkeit schließt die M¨oglichkeit ein, die Geschwindigkeit in
Komponenten zu zerlegen oder zwei Geschwindigkeiten zu einer zusammenzusetzen, wie allgemein in
Abb. 1.19 gezeigt ist.

vy v

y

xvx

v

v1

v2

(a) (b)

Abbildung 1.19: Komponentenzerlegung (a) und Addition (b) von Geschwindigkeiten.

Ein Beispiel für die Zerlegung von Geschwindigkeiten ist in Abb. 1.20 gegeben: ein Schwimmer
durchquert einen Fluß, der mit der Geschwindigkeitv1 strömt, relativ zum Fluß bewegt sich der
Schwimmer mit der Geschwindigkeitv2. Die resultierende Gesamtgeschwindigkeit des Schwimmers
(vom Ufer aus betrachtet) ist dannv = v1 + v2. Ein wichtiger Satz zur Zerlegung von Geschwin-
digkeiten lautet, daß Bewegungen, die senkrecht zueinander erfolgen, unabh¨angig voneinander sind.
Schwimmt der Schwimmer genau senkrecht zur Str¨omung des Flusses, so wird er unabh¨angig von der
Strömungsgeschwindigkeitv1 des Flusses immer nach der gleichen Zeit das andere Ufer erreichen, da
hierfür nur die senkrecht zuv1 gerichtete Schwimmgeschwindigkeitv2 maßgebend ist.

v2v2

v1v1v1

vv
v2

v

Abbildung 1.20: Ein Schwimmer in einem Fluß der Str¨omungsgeschwindigkeitv1 hat relativ zum Fluß
die Geschwindigkeitv2 und relativ zum Ufer die Geschwindigkeitv = v1 + v2.

1.3.2 Beschleunigung

Eine Bewegung, bei der sich der Geschwindigkeitsvektorv im Laufe der Zeitändert, nennt man eine
beschleunigte Bewegung. Deshalb ist jede ungleichf¨ormige Bewegung eine beschleunigte Bewegung.
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Experiment: Freier Fall und schiefer Wurf:

Man betrachtet 2 Kugeln A und B (siehe Abb. 1.21a). Kugel A erhält eine Anfangsgeschwin-
digkeit vx in x-Richtung, wobei für Kugel B vx = 0 gilt. Sobald Kugel A die Rampe verläßt
und frei fallen kann, wird auch Kugel B in gleicher Höhe losgelassen. Da die Horizontal-
und Vertikalgeschwindigkeit getrennt betrachtet werden können, kann man sofort folgende
Schlußfolgerungen treffen. (i) Beide Kugeln erreichen zur selben Zeit den Boden. (ii) Da die
Höhe z für beide Kugeln zu allen Zeiten gleich groß ist (gleiche Fallbewegung), stoßen die
Kugeln unabhängig von der Horizontalgeschwindigkeit vx immer zusammen.
In Abb. 1.21b ist ein weiteres Experiment zur Demonstration der gleichen Fallzeiten beim
horizontalen Wurf gezeigt. Ein Hammer schlägt auf eine Blattfeder und verursacht somit eine
Horizontalgeschwindigkeit von Kugel A. Gleichzeitig fällt Kugel B senkrecht nach unten.
Unabhängig von der mit dem Hammer erzeugten Horizontalgeschwindigkeit schlagen beide
Kugeln immer gleichzeitig am Boden auf.

Bvx

z

x

A

(a) B

A

(b)

Abbildung 1.21: Freier Fall von zwei KugelnA undB mit unterschiedlichen Horizontalgeschwindig-
keitenvx.

Für die Beschleunigung verwendet man h¨aufig das Symbola von lat. “acceleratio”.

Es ist naheliegend, die Beschleunigung als dieÄnderung der Geschwindigkeit�v im Verlauf des Zeit-
intervalls�t, dividiert durch das Zeitintervall�t zu definieren. Anhand von Abb. 1.23 erh¨alt man

v(t+�t) = v(t) + �v ) �v = v(t+�t)� v(t) (1.3.16)

und (t+�t) = t+�t ) �t = (t+�t)� t (1.3.17)

Um wie bei der Geschwindigkeit auch bei der Beschleunigung den Momentanwert zur Zeitt zu erfassen,
geht man mit dem Meßintervall�t gegen Null. Die Beschleunigung ergibt sich somit zu

Experiment: Welche Kugel ist schneller am Ziel ?

Man betrachtet 2 Kugeln A und B (siehe Abb. 1.22). Beide Kugeln haben die gleiche Hori-
zontalgeschwindigkeit vx. Man würde deshalb erwarten, daß beide Kugeln gleichzeitig am
Ziel ankommen würden (für die Horizontalbewegung ist nur vx maßgebend) oder daß Kugel
B später ankommt, da sie einen längeren Weg zu durchlaufen hat. Im Experiment werden
diese Erwartungen allerdings widerlegt. Kugel B erhält durch die Mulde in der Bahn eine
zusätzliche Beschleunigung und läuft deshalb einen Teil der Wegstrecke mit höherer Ge-
schwindigkeit als Kugel A und erreicht somit trotz des längeren Wegs als erste das Ziel. Die
genaue Berechnung erfordert etwas Zeit.
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vx

vx

Ziel

A

B

Abbildung 1.22: KugelB erreicht trotz des l¨angeren Wegs als erste das Ziel, da sie durch die Mulde eine
zusätzliche Beschleunigung erf¨ahrt.
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Abbildung 1.23: Beschleunigte Bewegung.

a(t) = lim
�t!0

v(t+�t)� v(t)

�t
= lim

�t!0

�v

�t
=

dv

dt
(1.3.18)

[a] =
m

s2
: (1.3.19)

Laut dieser Definition ist die Beschleunigung ein Vektor. Es sei darauf hingewiesen, daß eine Beschleu-
nigunga 6= 0 auch dann vorliegt, wenn der Betrag der Geschwindigkeit konstant bleibt, sich aber die
Richtung des Geschwindigkeitsvektors ¨andert. Die spezielle Bewegungsform mita = const: heißt
gleichf̈ormig beschleunigte Bewegung.

Als Differentialquotient geschrieben wird aus Gl.(1.3.19)

a(t) :=
dv(t)

dt
: (1.3.20)

und mit Hilfe von Gl.(1.3.10) ergibt sich

a(t) :=
d2r(t)

dt2
: (1.3.21)

Die Beschleunigung ist also die erste Ableitung der Geschwindigkeitv(t) bzw. die zweite Ableitung des
Ortsvektorsr(t) nach der Zeit. In Komponenten lauten die Gln.(1.3.20) und (1.3.21)

ax =
dvx
dt

=
d2x

dt2
; ay =

dvy
dt

=
d2y

dt2
; az =

dvz
dt

=
d2z

dt2
; (1.3.22)
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und für den Betrag der Beschleunigung erh¨alt man

a =

s�
dvx
dt

�2

+

�
dvy
dt

�2

+

�
dvz
dt

�2

=

s�
d2x

dt2

�2

+

�
d2y

dt2

�2

+

�
d2z

dt2

�2

: (1.3.23)

In Gl.(1.3.13) wurde gezeigt, daß die Geschwindigkeit immer tangential an die Bahnkurve gerichtet ist.
Mit v = v � t̂ erhält man:

a =
dv

dt
=

d(v � t̂)
dt

=
dv

dt
t̂+ v

dt̂

dt
(1.3.24)

Die Beschleunigung l¨aßt sich also somit in zwei Teile zerlegen: Der erste Summand gibt die Tangen-
tialkomponente der Beschleunigung an, deren Gr¨oße derÄnderung des Betrags der Geschwindigkeit
entspricht. Die Bedeutung des zweiten Summanden wird nur nach einigen Umformungen ersichtlich.
Mit Hilfe von

dt̂

dt
=

dt̂

ds

ds

dt
(1.3.25)

folgt

v
dt̂

dt
= v2

dt̂

ds
= v2

d2r

ds2
: (1.3.26)
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Abbildung 1.24: Tangentenvektort̂ und Hauptnormalenvektor̂n an einem Punkt der Bahnkurve.

Um den Ausdruckdt̂=ds zu berechnen, betrachtet man die in Abb. 1.24 gezeichnete Bahnkurve. Die
Bahnkurve wird im Bereich zwischen den Bahnpunktenr(t) und r(t + �t) für kleine�t durch einen
Kreis approximiert, der sich optimal der Bahnkurve anpassen soll. DieserKr̈ummungskreisbesitzt den
RadiusR. Für den Winkel�' gilt nach Abb. 1.24

�' =
�s

R
' j�t̂j

jt̂j = j�t̂j (1.3.27)

und damit erh¨alt man

j�t̂j
�s

=
1

R
und damit

djt̂j
ds

=
1

R
(1.3.28)
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Vom PunktM aus erscheint das Bogenst¨uck �s auf der Bahn unter dem Winkel�' und im Limes
�s ! 0 ist �s = R�', wenn�' im Bogenmaß gemessen wird. Die Richtung vond̂t=ds kann man
aus folgender̈Uberlegung gewinnen: Daĵtj = 1 folgt t̂2 = 1. Da die Ableitung einer Konstanten Null
ergibt, erhält man:

dt̂2

ds
= 2t̂

dt̂

ds
= 0) dt̂

ds
? t̂ : (1.3.29)

Mit demHauptnormalenvektor̂n, der vom Bahnpunktr(t) zum KrümmungsmittelpunktM gerichtet ist
und den Betrag 1 hat, l¨aßt sichd̂t=ds schreiben als

dt̂

ds
=

1

R
n̂ : (1.3.30)

Der zweite Summand in Gl.(1.3.24) gibt also dieNormalkomponenteder Beschleunigung an, deren
Betrag durch das Quadrat der Bahngeschwindigkeit dividiert durch den Kr¨ummungsradius gegeben ist.
Somit kann die Beschleunigung grunds¨atzlich in eineTangentialkomponenteat undNormalkomponente
an zerlegt werden

a(t) =
dv(t)

dt
=

dv

dt
t̂+

v2

R
n̂ = at + an : (1.3.31)

Zum Abschluß sollen einige Sonderf¨alle diskutiert werden:

Geradlinige Bewegung:

In diesem Fall sind Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung immer kollinear. Die Normalkompo-
nente der Beschleunigung ist Null, nur die Tangentialkomponente bleibt ¨ubrig. Ist die Beschleunigung
bekannt, so kann durch Integration die Geschwindigkeit, der Ortsvektor und der zur¨uckgelegte Weg be-
rechnet werden:

v(t) =

Z t

t0

a(t0)dt0 (1.3.32)

r(t) =

Z t

t0

v(t0)dt0 (1.3.33)

s(t) =

Z t

t0

v(t0)dt0 (1.3.34)

Für eine zeitlich konstante Beschleunigunga(t) = const: (gleichf̈ormige Beschleunigung) erhält man

v(t) = v0 + a(t� t0) (1.3.35)

r(t) = r0 + v0(t� t0) +
1

2
a(t� t0)

2 (1.3.36)

s(t) = s0 + v0(t� t0) +
1

2
a(t� t0)

2 : (1.3.37)
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Hierbei sindr0 = r(t0), v0 = v(t0) und s0 = s(t0) der Ortsvektor, die Geschwindigkeit und die
Wegstrecke zur Zeitt = t0. Im speziellen Fallt0 = 0, v0 = 0 unds0 = 0 ergibt sich

v(t) = at (1.3.38)

s(t) =
1

2
at2 : (1.3.39)

Bei der gleichförmig beschleunigten Bewegung nimmt also die Geschwindigkeit linear und der
zurückgelegte Weg quadratisch mit der Zeit zu, d.h. die Funktions(t) ist eine Parabel.

Experiment: Luftkissen-Bahn:

Messung von v und s mit Hilfe einer geneigten Bahn, auf der sich ein Fahrzeug mit ver-
nachlässigbarer Reibung auf einem Luftkissen bewegt. Man kann experimentell die in
Gl.(1.3.39) hergeleiteten Zusammnehänge verifizieren.
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Experiment: Freier Fall:

Ein einfaches Beispiel für eine geradlinige, gleichförmig beschleunigte Bewegung ist der
freie Fall. Die vertikale Beschleunigung ist durch die Erdbeschleunigung g = 9:81m/s2

gegeben (der genaue Wert hängt vom Ort auf der Erdoberfläche ab und ist unabhängig von
der Masse, eine genaue Erklärung folgt später). Aufgrund der Unabhängigkeit von g von
der Masse fallen alle Körper gleich schnell. Die im Alltagsleben für unterschiedliche Körper
(z.B. Feder und Bleikugel) beobachteten unterschiedlichen Fallgeschwindigkeiten hängen
nur mit der Luftreibung zusammen.

(a) Läßt man eine Styroporkugel in einem evakuierten Rohr fallen (keine Luftreibung
mehr), so fällt sie so schnell wie eine gleichgroße Bleikugel.

(b) Experiment mit Fallschnüren:
An zwei Schnüren werden Eisenkugeln befestigt und zwar an Schnur A in gleichen
Abständen und an Schnur B in Abständen, die sich wie 1:4:9:16:25 verhalten. Beide
Schnüre werden an der Decke so aufgehängt, daß die unterste Kugel fast den Boden
berührt. Schneidet man dann die Schnüre ab, so schlagen die Kugeln nacheinander auf
dem Boden auf. Bei Schnur A geschieht dies in immer kürzeren Zeitabständen, während
die Kugeln von Schnur B in gleichmäßigen Zeitintervallen auf dem Boden aufschlagen.

(c) Experiment zur Bestimmung der Erdbeschleunigung – der Fall auf der schiefen
Ebene (siehe Abb. 1.25):
Läßt man eine Kugel in einer Rille eine schiefe Ebene herunterrollen, so rollt sie umso
langsamer, je kleiner der Neigungswinkel � der schiefen Ebene ist. Die senkrecht nach
unten wirkende Beschleunigung g des freien Falls läßt sich in die beiden Komponente
g sin� und g cos� zerlegen. Da die senkrecht zur Bahn wirkende Komponente keine
Bewegung hervorrufen kann, wirkt allein die Größe g sin� als Beschleunigung. Diese ist
aber kleiner als g, d.h. die Fallgeschleunigung auf der schiefen Ebene kann herabgesetzt
werden und dadurch die Fallbewegung verlangsamt werden. Die kleineren Geschwin-
digkeiten können dann besser gemessen werden.a Mit v = gt, s = 1

2
(g sin�)t2 und

s = h= sin� ergibt sich die Endgeschwindigkeit nach Durchlaufen der schiefen Ebene
zu v =

p
2(g sin�) � (h= sin�) =

p
2gh. Dies ist exakt dieselbe Geschwindigkeit, die ein

Körper beim senkrechten freien Fall erreicht. D.h., die Endgeschwindigkeit eines aus einer
bestimmten Höhe fallenden Körpers hängt nicht davon ab, ob er frei fällt oder auf einer
beliebig geneigten Ebene herabgleitet.b

aGalilei hat diese Methode benutzt, um die Fallgesetze abzuleiten. Er benutzte zur Zeitmessung Wasseruhren,
bei denen die Zeit ¨uber das Gewicht des ausgelaufenen Wassers bestimmt wird.

bBei dieserÜberlegung wird vernachl¨assigt, daß bei einer rollenden Kugel aufgrund der auf der schiefen Ebe-
ne erhaltenen endlichen Rotationsenergie die Endgeschwindigkeit nach Durchlaufen der schiefen Ebene geringer
ist als diejenige beim freien Fall.

Gleichförmige Kreisbewegung

Bei einer gleichf¨ormigen Kreisbewegung l¨auft ein Körper mit konstantem Geschwindigkeitsbetragv
auf einem Kreis mit RadiusR. Er legt in gleichen Zeiten�t gleiche Bogenl¨angen�s zurück. Nach
Gl.(1.3.31) verschwindet daher die Tangentialbeschleunigungat und es existiert nur eine von Null ver-
schiedene Normalkomponentean der Beschleunigung. Das heißt, nur die Richtung der Geschwindigkeit
ändert sich, w¨ahrend der Geschwindigkeitsbetrag konstant bleibt.
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α

h

s

αα

gg cosα

g sinα

Abbildung 1.25: Zum Fall auf der schiefen Ebene, f¨ur die zurückgelegte Wegstrecke gilt:s(t) =
1
2(g sin�)t

2.

Dem Bahnst¨uck �s kann der Winkel�' = �s=�t zugeordnet werden (siehe Abb. 1.26). Mit Hil-
fe dieses Winkels k¨onnen für Kreisbewegungen n¨utzliche neue Gr¨oßen definiert werden, n¨amlich die
Winkelgeschwindigkeit! und dieWinkelbeschleunigung�:

! := lim
�t!0

�'

�t
=

d'

dt
(1.3.40)

� := lim
�t!0

�!

�t
=

d!

dt
=
d2'

dt2
: (1.3.41)

Anschaulich geben! und� die Geschwindigkeit und die Beschleunigung eines fiktiven Massepunktes
im Abstand 1 m vom Drehzentrum auf dem Fahrstrahl an. Es ist zu beachten, daß! und � nicht die
Dimension einer Geschwindigkeit bzw. einer Beschleunigung haben, weshalb die verwendete Namens-
gebung etwas irref¨uhrend ist. Aus Gl.(1.3.41) folgt n¨amlich

[!] = 1
rad

s
und [�] = 1

rad

s2
: (1.3.42)

Für die gleichförmige Kreisbewegung ist! = const: und� = 0, daher gilt auch f¨ur endliche Zeitinter-
valle�t

�' = ! �t : (1.3.43)

Gl.(1.3.43) stellt also diëUbertragung von Gl.(1.3.4) auf die Kreisbewegung dar. Wegen�' = �s=R
folgt �'

�t =
1
R
�s
�t und damit

! := lim
�t!0

�'

�t
=
jvj
R

: (1.3.44)

Die Bahngeschwindigkeitjvj und die Winkelgeschwindigkeit! sind also ¨uber den Radius der Kreisbahn
miteinander verkn¨upft. Mit derUmlaufzeitT (Zeit für einen vollen Umlauf' = 2�) gilt ferner

! =
2�

T
= 2��; � =

1

T

jvj
R
; [�] =

1

s
: (1.3.45)
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M

r(t)

r(t0)

v(t)

v(t0)
∆v

∆ϕ

∆s

R

Abbildung 1.26: Kinematik der gleichf¨ormigen Kreisbewegung. Die Beschleunigunga ist parallel zu
�v. Sie ist für infinitesimale�r = r(t)� r(t0) auf den MittelpunktM der Kreisbahn gerichtet.

Die Frequenz� mißt hierbei die Zahl der Uml¨aufe pro Zeiteinheit. Aufgrund von Gl.(1.3.45) nennt man
! auchKreisfrequenz. Schließlich ergibt sich mitdjv(t)j=dt = 0 die Beschleunigung mit Hilfe von
Gl.(1.3.31) zu

a(t) =
v2

R
n̂(t) = !2R n̂(t) (1.3.46)

ja(t)j = !2R =
v2

R
(1.3.47)

Für eine gleichf¨ormige Kreisbewegung ist die Tangentialkomponente der Beschleunigung also Null und
die verbleibende Komponente ist auf den Kreismittelpunkt gerichtet. Man nennt sie deshalbZentripetal-
beschleunigung.

Experiment: Messung der Kreisfrequenz mit einem Stroboskop:

Zur Messung der Kreisfrequnz kann ein Stroboskop, d.h. eine Blitzlampe mit variabel ein-
stellbarer Blitzfolgefrequenz �Str verwendet werden. Beleuchtet man einen mit der Frequenz
� rotierenden Körper mit einem Stroboskop, so erhält man nur dann ein stehendes Bild des
Körpers, wenn �Str = n� oder �Str = �=n gilt (hierbei ist n eine ganze Zahl) .

Wurfparabel:

Es soll nun dieÜberlagerung einer Bewegung mit konstanter Geschwindigkeitv0 mit der freien Fallbe-
wegung diskutiert werden. Zur Zeitt0 = 0 soll gelten:v(0) = v0, a = aẑ = �g � ẑ und r(0) = 0.
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Hierbei istẑ der Einheitsvektor inz-Richtung undg der Betrag der Erdbeschleunigung. Durch Integra-
tion erhält man

v(t) = �g � t � ẑ+ v0 ; (1.3.48)

r(t) = �1

2
gt2 � ẑ+ v0t : (1.3.49)

Der Ausdruck für r(t) ist wiederum durch eine Parabel gegeben, die sogenannteWurfparabel(siebe
Abb. 1.27).

z

xx

z

r(t)

v0t
1/2gt2

∆z ~ t2

Abbildung 1.27: Wurfparabel: Es gilt�x / t und�z / t2.

Experiment: “Falling faster than g”:

Bei der Entfernung der Haltebügel in Abb. 1.28 fällt das Brett und damit der auf ihm befestigte
Topf und die Kugel im Schwerefeld der Erde nach unten. Wenn das Brett ankommt, liegt die
Kugel im Topf. Der Topf scheint also schneller als die Kugel nach unten zu fallen: “Falling
faster than g ?”.
Erklärung: Der Schwerpunkt des Brettes fällt mit der Geschwindigkeit vS = gẑ � t. Da das
Brett am Drehpunkt festgehalten wird, fällt der Topf mit einer Geschwindigkeit vTopf > vS .
Für die Geschwindigkeit des Brettendes kann folgende Abschätzung gemacht werden:

vEnde ' ! � L > vS ' ! � L=2 (1.3.50)

Mit vs = gt erhält man vEnde ' 2gt. Wichtig ist, daß der Schwerpunkt des Brettes und
der Kugel exakt gleich schnell fallen. Die Tatsache, daß das Brettende schneller fällt, liegt
daran, daß man es nicht mit der Bewegung eines Massenpunktes sondern mit derjenigen
eines starren Körpers zu tun hat. Der soeben diskutierte Fall kann auch auf einen kippenden
Kamin angewendet werden. Beim fallen knickt der Kamin ab. Würde der Kamin als starre
Einheit fallen, so müßte das Ende des Kamins auf etwa die doppelte Fallgeschwindigkeit
beschleunigt werden. Die dabei auftretende Kraft führt zum Abknicken.
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Drehpunkt

Topf

Kugel

S
Halte-
bügel

(a) (b)

Fallbrett

Kamin

Abbildung 1.28: (a) Beim Fallen des Brettes f¨allt der Topf schneller als die Kugel, so daß die Kugel in
den Topf fällt. (b) Kippen eines Kamins.

Zahlenbeispiele von Geschwindigkeiten:

2; 998 � 108m/s Lichtgeschwindigkeit
2; 50 � 105m/s Bahngeschwindigkeit der Sonne um das galaktische Zentrum
2; 98 � 104m/s Bahngeschwindigkeit der Erde um die Sonne
4; 59 � 102m/s Umfanggeschwindigkeit der Erde amÄquator

3� 102m/s Schallgeschwindigkeit in Luft bei Normaldruck
10m/s Geschwindigkeit eines Sprinters
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1.4 Kraft und Masse – Dynamik des Massenpunktes

Die Kinematik besch¨aftigt sich mit der Beschreibung von Bewegungen, ohne nach der Ursache eines in
der Natur beobachteten Bewegungszustands zu fragen. Die kinematische Beschreibung kommt mit den
Grundgrößen Länge und Zeit aus. Um aber von einem bestimmten Bewegungszustand eines K¨orpers
ausgehend seine weitere Bewegung vorhersagen zu k¨onnen, bedarf es des physikalischen Verst¨andnisses
des Bewegungsablaufs. Es muß die Ursache der Bewegung und die Reaktion eines K¨orpers auf die
Bewegungsursache gekl¨art werden. Das heißt, wir wollen nicht nur beschreiben, wie ein Apfel vom
Baum fällt, sondern aufgrund welcher Ursache er das tut. Die Antwort hierauf geben dieNewtonschen
Axiome14 der Mechanik, die auf die BegriffeKraft undMasseführen. Die Einführung derNewtonschen
Axiome bedeutet den̈Ubergang von der Kinematik zurDynamikeines Bewegungsvorganges. Mit ihrer
Hilfe ist es möglich, dieDynamik eines Bewegungszustandeszu studieren. Das bedeutet, daß man einen
Bewegungszustand nicht nur kinematisch beschreibt, sondern aus den Ursachen heraus berechnet.

Im vorliegenden Abschnitt sollen dieNewtonschen Axiome diskutiert werden. Aus didaktischen
Gründen wird die Kraft ¨uber eine Meßvorschrift als dritte Grundgr¨oße neben L¨ange und Zeit eingef¨uhrt
und die Masse anhand derNewtonschen Axiome definiert, obwohl abweichend davon im SI-System die
Masse als weitere Grundgr¨oße ausgew¨ahlt wurde.

1.4.1 Das Tr̈agheitsgesetz – Lex Prima

Eingehende Beobachtungen undÜberlegungen f¨uhrtenGalilei (1564-1642) zum Tr¨agheitsgesetz, wel-
ches vonNewton (1643-1727) schließlich an die Spitze seiner Axiome gesetzt wurde:

1. Newtonsches Axiom – Lex Prima: “Alle K örper verharren im Zu-
stand der Ruhe oder der gleichf¨ormigen, geradlinigen Bewegung, wenn keine
äußere Einfl¨usse vorhanden sind.”

Das Beharrungsverm¨ogen eines K¨orpers in seinem Bewegungszustand nennt man dieTr̈agkeit eines
Körpers, weshalb das vonNewton als Lex Prima in sein Axiomensystem ¨ubernommeneGalileische
Bewegungsgesetz auch dasTrägheitsgesetzheißt. Man beachte, daß die Lex Prima als experimentelle
Erfahrungstatsache ¨uber die rein kinematische Beschreibung einer Bewegung hinausgeht. Die Tr¨agheit
eines Körpers schreibt man einer Eigenschaft des K¨orpers zu, dertr̈agen Massem. Da alle Körper dem
Trägheitsgesetz gen¨ugen, haben alle im Rahmen derNewtonschen Mechanik eine tr¨age Masse.

Es sei darauf hingewiesen, daß die Lex Prima keineswegs trivial ist und zuerst vonKepler erkannt und
formuliert wurde. Im Gegensatz dazu glaubteAristoteles, daßv / F , d.h. daß eine gleichf¨ormige
Bewegung nur bei Vorhandensein einer endlichen Kraft m¨oglich sei. Diese Aussage stimmt zwar mit
der Erfahrung h¨aufig überein, h¨angt aber mit den nichtverschwindenden Reibungskr¨aften zusammen
(Reibungskr¨afte werden sp¨ater in Abschnitt 1.6.4 diskutiert). Reibungskr¨afte machen also die experi-
mentelle Beobachtung der Lex Prima schwierig. Die vonAristoteles gemachte falsche Vermutung hat
wahrscheinlich bewirkt, daß sehr lange Zeit bis zur Formulierung derNewtonschen Axiome vergangen
ist.

14Axiom (griech.) = Forderung. Axiome sind S¨atze eines Wissensgebiets, mit denen alle ¨ubrigen Sätze des Wissensgebiets
bewiesen werden k¨onnen. Ihre G¨ultigkeit ist beweislos vorausgesetzt. Die Axiome eines Axiomensystems m¨ussen (i) wider-
spruchsfrei, (ii) unabh¨angig und (iii) vollständig sein. Es darf also nicht m¨oglich sein, mit Axiomen zwei S¨atze zu beweisen,
die sich widersprechen (Widerspruchsfreiheit). Keines der Axiome darf sich mit Hilfe eines anderen beweisen lassen (Un-
abhängigkeit). Jeder Satz soll mit den Axiomen bewiesen werden k¨onnen (Vollständigkeit). Welche S¨atze man als Axiome
einführt, ist innerhalb der durch diese drei Forderungen gezogenen Grenzen willk¨urlich.
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Im Trägkeitsgesetz ist von Ruhe und gleichf¨ormiger, geradliniger Bewegung die Rede. Derartige Aussa-
gen können nur dann gelten, wenn ein bestimmtes Bezugssystem zugrunde gelegt wird. Die Lex Prima
und alle weiterenNewtonschen Axiome sind nur inInertialsystemen(lat.: inertia = Trägheit) oderFun-
damentalsystemengültig, auf die sp¨ater in Abschnitt 1.8 im Detail eingegangen wird. Ein Inertialsystem
ist per Definition ein Bezugssystem, in dem das 1.Newtonsche Axiom erf¨ullt ist, d.h. gegen¨uber dem
sich ein kräftefreier Körper mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Ein solches System ist nicht die
Erde, wenngleich dies naheliegend w¨are, da das Tr¨agheitsgesetz aus Versuchen auf der Erde abgeleitet
wurde. Es wird sp¨ater aber noch genau gezeigt, daß nur ein im Fixsternhimmel verankertes Koordina-
tensystem ein geeignetes Bezugssystem darstellt. Das man trotzdem das Tr¨agheitsgesetz aus Versuchen
auf der Erde abgeleitet hat, liegt nur an dem gl¨ucklichen Umstand der zu großen Meßungenauigkeit, der
die durch die Erdrotation auftretenden Abweichungen nicht erkennbar werden ließ.

Da eine gleichf¨ormige, geradlinige Bewegung auch in jedem anderen Bezugsystem, das sich bez¨uglich
des Fixsternhimmels geradlinig und gleichf¨ormig bewegt, wiederum als gleichf¨ormig, geradlinige Be-
wegung erscheint, gibt es unendlich viele gleichberechtigte Bezugssysteme. Geschwindigkeiten k¨onnen
deshalb nicht absolut sondern immer nur relativ angegeben werden:Galileisches Relativitätsprinzip.

Experiment: Luftkissentisch:

Geht man von der Vorstellung aus, daß Wechselwirkungen zwischen Körpern materiellen
Ursprungs sind und deshalb grundsätzlich zwischen zwei oder mehreren Körpern wirken, so
ist das im Trägheitsgesetz geforderte Verschwinden aller Wechselwirkungen nur schwierig
zu erfüllen. Auf der Erde ist dies aufgrund der Erdanziehung, der Reibung und des Luftwi-
derstands besonders schwierig. Am überzeugendsten sind Experimente mit Luftkissenfahr-
zeugen. Wird ein Körper auf einem Luftkissentisch angestoßen, so gleitet er gleichförmig
und geradlinig weiter. Die Reibung als äußerer Einfluß wird durch die Luftschicht zwischen
Unterlage und Körper minimiert. Die Erdanziehung kann bei einer horizontalen Unterlage
nicht wirksam werden.

1.4.2 Realdefinition der Kraft

Im folgenden soll die Kraft im Sinne einer Realdefinition ¨uber eine Meßvorschrift als dritte Grundgr¨oße
eingeführt werden. Dabei wird versucht, m¨oglichst eng an die Vorstellung der vertrauten “Muskelkraft”
anzuschließen. Danach ist eine “Kraft” notwendig, um einen K¨orper zu beschleunigen, ihn hochzuheben
oder auf dem Boden zu schleifen.15 Als charakteristische Eigenschaft einer Kraft kann man heraus-
greifen, daß sie K¨orper beschleunigen kann. Man kann deshalb gleichwertig zu obiger Definition des
Trägheitsgesetzes formulieren, daß Abweichungen vom Tr¨agheitsgesetz auf Kr¨afte zurückzuführen sind.

Hängt man wie in Abb. 1.29 gezeigt Gewichtsk¨orper an einer Feder auf, so wird die Feder gespannt
– die “Federwaage” schl¨agt aus. Die Interpretation dieser Beobachtung lautet, daß die Kraft, die die
Gewichtskörper zum Erdmittelpunkt hin beschleunigt, die Feder deformiert. Diese Eigenschaft l¨aßt
sich bequem f¨ur eine Meßvorschrift und damit Definition der Kraft verwenden. Der Federausschlag
kann mit einem Satz identischer Gewichtssteine geeicht werden. Die geeichte Federausdehnung wird
dann als Maß f¨ur die Kraft benutzt, wobei Kr¨afte, die mit keiner Eichmarke ¨ubereinstimmen, durch
Interpolation erhalten werden. Es muß beachtet werden, daß bei dieser Realdefinition angenommen
wird, daßN Gewichtssteine derN -fachen Kraft entsprechen. Dagegen wird f¨ur die Feder kein linearer
Zusammenhang zwischen Dehnung und Kraft vorausgesetzt. Zusammenfassend erh¨alt man folgende
qualitative und quantitative Definition der Kraft:

15Typische aus dem Alltagsleben bekannte “Kr¨afte” sind die Muskelkraft, die Reibungskraft, die Schwerkraft oder die
Rückstellkraft einer Feder.
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Abbildung 1.29: Zur Realdefinition der Kraft. Eine Verdopplung der Zahl der Gewichtsk¨orper führt zu
einer Verdopplung der Auslenkung. Die Auslenkung ist also proportional zur Schwerkraft:F / z.

� Qualitative Definition: Die Kraft ist die Ursache f¨ur dieÄnderung des Bewegungszustands bzw.
Ursache f¨ur eine Deformation.

� Quantitative Definition: Kr¨afte sind gleich, wenn sie gleiche Ver¨anderungen hervorrufen (z.B.
gleiche Deformation oder Geschwindigkeits¨anderung).

Meßtechnisch ist die Definition der Kraft nach obigem Verfahren allerdings problematisch, da man einen
Satz identischer, unver¨anderlicher Eichk¨orper ben¨otigt. Zum anderen variiert die Schwerkraft mit dem
Ort auf der Erde. Da sich außerdem der Aufbau und die Bewegungsform der Erde im Laufe der Zeit
verändern, w¨urde man selbst an einem Normort keine konstanten Federauslenkungen messen. Dennoch
soll in den Unterabschnitten 1.4.3 und 1.4.4 die Argumentation so gef¨uhrt werden, daß die Kraft mit
Hilfe des eben beschriebenen Kraftmessers eingef¨uhrt sei. Die Kraft wird mit dem BuchstabenF von
lat. “fortitudo” symbolisiert.

Aufgrund ihrer Definition sind Kr¨afte vektorielle Gr¨oßen, d.h. sie sind durch Vorgabe von Maßzahl,
Maßeinheit und Richtung eindeutig bestimmt. Man kann grob zwischen Punktkr¨aften (greifen an einem
Punkt an, wie z.B. bei Feder) und Kraftfeldern (hier wirkt in jedem Raumpunkt eine Kraft, wie z.B. bei
elektromagnetischen Feldern) unterscheiden. Eine weitere aus dem Alltagsleben gut bekannte Kraft ist
die Reibungskraft, die an Fl¨achen angreift und von der Geschwindigkeit abh¨angt (eine genaue Diskussion
folgt in Abschnitt 1.6.4).

1.4.3 Das Kraftgesetz von Newton – Lex Secunda

Zur Aufstellung desdynamischen Grundgesetzes, der Lex Secunda, betrachten wir das in Abb. 1.30 ge-
zeigte Experiment, bei dem eine KraftF auf einen KörperM wirkt, der sich auf einer waagrechten Luft-
schiene frei bewegen kann. Der K¨orperM ist über eine Schnur und eine Umlenkrolle mit dem kleinen
Körper� verbunden. Werden die K¨orper losgelassen, so erfahren beide K¨orper durch die Wirkung der
Schwerkraft von K¨orper� eine Bewegungs¨anderung. Es wird die Zeit gemessen, die f¨ur eine bestimmte
Wegstreckes benötigt wird. Man stellt fest, daß f¨ur den 4-fachen Weg die doppelte Zeit ben¨otigt wird,
d.h. der zur¨uckgelegte Wegs ist proportional zum Quadrat der vergangenen Zeit:s / t2. Setzt man
die Proportionalit¨atskonstante gleicha=2, ergibt sich die Gleichung f¨ur eine gleichf¨ormig beschleunigte
Bewegung (vergleiche Abbschnitt 1.3.2). Es gilt das Weg-Zeit-Gesetz

s =
1

2
at2 :
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Die Frage stellt sich nun, welcher Zusammenhang zwischen der Kraft und der Beschleunigung besteht.
Dieser muß aus dem Experiment bestimmt werden.

F

µ

s

F

2µ

s

M 4M

Abbildung 1.30: Versuchsanordnung zur Bestimmung des Zusammenhangs zwischen Kraft und Be-
schleunigung. Die MasseM kann sich frei auf einem Luftpolster horizontal bewegen. Die wesentlich
kleinere Masse� verursacht ¨uber ihre Schwerkraft eine Beschleunigung. SowohlM als auch� können
durch Vielfache ersetzt werden.

Hierzu variiert man die KraftF , indem man Vielfachei des Gewichtsk¨orpers� verwendet, es giltF /
i ��. Ebenso verwendet man Vielfachej des KörpersM . Damit kann die Kraft in Einheiten des K¨orpers
� angegeben werden, weil die Anzahl der Gewichtsk¨orper die Gr¨oße der Kraft bestimmt. Weil� sehr viel
kleiner ist alsM , besteht der beschleunigte Gesamtk¨orper näherungsweise nur ausM . Im Experiment
mißt man die Zeitt zum Durchfahren der Streckes und bestimmt daraus die Beschleunigunga. Aus
dem Experiment ergibt sich:

1. Bei gleicher Kraft ergibt sich bei Vervielfachung des K¨orpersM eine Vervielfachung des
VerhältnissesF=a.

2. Für einen gleichen K¨orperM ergibt sich bei einer Vervielfachung der KraftF ein konstantes
VerhältnisF=a.

Aufgrund des ErgebnissesF=a = const: kann man allgemein ansetzen

F

a
= const: = f(m) ; (1.4.1)

wobei f(m) zunächst eine unbekannte Funktion der tr¨agen Massem des KörpersM ist. Da eine Ver-
vielfachung vonM zu einer Vervielfachung vonF=a führt, folgt

f(j �m) =

jX
k=1

f(mk) : (1.4.2)

Demnach hat ein K¨orperM , der sich aus zwei identischen K¨orpern zusammensetzt, den doppeltenF=a-
Wert wie die Einzelk¨orper. Man definiert deshalb

f(m) := m (1.4.3)

und das Naturgesetz (1.4.1) besagt, daß jeder K¨orper eine wohldefinierte tr¨age Masse besitzt, die durch
das VerhältnisF=a gegeben ist. Damit ergibt sich die das zweiteNewtonsche Axiom zu:
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2. Newtonsches Axiom – Lex Secunda:“Wirkt auf einen frei beweglichen
Körper eine KraftF , so bewegt sich der K¨orper mit einer Beschleunigunga,
die proportional zu der wirkenden Kraft ist:”

F = m � a (1.4.4)

Die Lex Secunda ist als dynamische Bewegungsgleichung von grundlegender Bedeutung f¨ur die ge-
samte klassische Physik (“Grundgesetz der Mechanik”). Danach bewirkt die an einem K¨orper angrei-
fende KraftF eineÄnderung seines Bewegungszustandes, w¨ahrend sich der K¨orper aufgrund seiner
trägen Massem dieserÄnderung widersetzt. Das Tr¨agheitsgesetz ist ein Spezialfall des 2.Newtonschen
Axioms. Wenn keine Kr¨afte wirken, ista = 0 und somitv = const:. Die BewegungsgleichungF = ma
findet eine sehr vielf¨altige Anwendung . Bei bekannter Kraft und Masse kann man die Beschleuni-
gung und daraus die Bahnkurve von K¨orpern bestimmen (z.B. Planeten im Gravitationsfeld, Ladungen
in elektromagnetischen Feldern etc.).16

Das GesetzF = m � a wurde unter der Annahme abgeleitet, daß die K¨orpermasse konstant ist. In der
klassischen Physik kann man viele Beispiele anf¨uhren, in der diese Bedingung nicht erf¨ullt ist: etwa ein
rinnender Wassereimer oder eine startende Rakete, die verbrannte Auspuffgase abst¨oßt. In der speziel-
len Relativitätstheorie wird die Masse sogar abh¨angig von der Geschwindigkeit eines K¨orpers.17 Wie
die dynamischen Bewegungsgleichungen in diesen allgemeinen F¨allen lauten, wird in einem sp¨ateren
Abschnitt im Zusammenhang mit dem Impuls diskutiert.

Das Gesetz der Additivit¨at der Masse ist in der klassischen Physik sehr gut erf¨ullt. Im Bereich der Atom-
und Kernphysik werden allerdings Abweichungen von diesem Gesetz deutlich. Gehen beispielsweise
zwei Atome eine Bindung ein oder verschmelzen Protonen und Neutronen zu einem Atomkern, so ist
die Masse des entstandenen Molek¨uls bzw. Atomkerns kleiner als die Summe der Massen ihrer Baustei-
ne. Dieser Massendefekt h¨angtüber die vonEinstein entdecktëAquivalenz von Massem und Energie
E (E = mc2, wobei c die Lichtgeschwindigkeit ist) mit der Bindungsenergie zusammen. In der Ele-
mentarteilchenphysik kann sogar die gesamte Masse bei der Zerstrahlung von Materie und Antimaterie
in masselose
-Quanten umgewandelt werden.

Grundgr öße Kilogramm

Nach dem 2.Newtonschen Axiom k¨onnen Körper dadurch gekennzeichnet werden, daß sie von einer
Kraft verschieden stark beschleunigt werde. Diese Kennzeichnung wird alstr̈age Massebezeichnet. Man
kann Massen dadurch vergleichen, indem man bei konstanter Kraft die resultierenden Beschleunigungen
oder bei konstanter Beschleunigung die resultierenden Kr¨afte mißt. Letzteres ist im t¨aglichen Leben
allgemeinüblich. Man vergleicht die Kr¨afte (= Gewichte) mit denen K¨orper zur Erde gezogen werden.

16Die Lex Secunda gilt nat¨urlich auch nur im Bezugssystem des Fixsternhimmels bzw. eines davon abgeleiteten Inertialsy-
stems. Denn in jedem dieser Systeme, aber auch nur in einem solchen System, ist die Beschleunigunga die gleiche. In allen
Inertialsystemen gilt alsoF = m � a völlig unverändert. Vom experimentellen Stand aus betrachtet bedeutet dies, daß man
niemals durch Versuche unterscheiden kann, ob man sich in einem “ruhenden” oder “gleichf¨ormig bewegten” Bezugssystem
befindet: Die “absolute” Bestimmung der Geschwindigkeit ist unm¨oglich: Galileisches Relativit¨atsprinzip(siehe hierzu auch
Abschnitt 1.8).

17Mit zunehmender Geschwindigkeit nimmt die Masse zu:

m(v) =
m0q
1� v2

c2

:

Diese Beziehung stammt aus der vonEinstein entwickelten speziellen Relativit¨atstheorie. Hierbei istm0 die Ruhemasse bei
v = 0. Bei Geschwindigkeitenv � c erhält manv ' v0.
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Da an einem Ort die Fallbeschleunigung konstant ist, k¨onnen Massen durch Gewichtsvergleich bestimmt
werde.18

Aufgrund der in Abschnitt 1.4.2 beschriebenen Probleme bei der Definition der Kraft, ist man internatio-
nal übereingekommen, f¨ur dasInternationale Einheitensystemnicht die Kraft sondern die Masse als drit-
te Grundgr¨oße neben der Zeit und der L¨ange einzuf¨uhren. Die Einheit der Masse wurde willk¨urlich da-
durch festgelegt, daß man ein Metallst¨uck (chemisch und physikalisch widerstandf¨ahige PtIr-Legierung,
90% Pt, 10% Ir) genommen, bei Paris aufbewahrt und erkl¨art hat, daß dieses St¨uck Metall die Einheit
der Masse darstellen soll.19 Die Masse ist die dritte Grundgr¨oße im SI-System:

[m] = 1 kg (Kilogramm) : (1.4.5)

Alle Länder, die sich dem SI-System angeschlossen haben, besitzen in den staatlichen Eich¨amtern (in
Deutschland ist dies die Physikalisch Technische Bundesanstalt in Braunschweig) eine Kopie des “Urki-
logramms”. Mit dem Kilogramm als weitere Grundgr¨oße ergibt sich f¨ur die Einheit der Kraft:

[F ] = [m � a] = 1 kg � 1 m
s2

= 1 N (Newton) : (1.4.6)

Den Quotienten aus Masse und Volumen bezeichnet man alsDichteeines Körpers:

� =
m

V
(1.4.7)

[�] = 1
kg

m3
: (1.4.8)

Als atomare Masseneinheit verwendet man:

1 amu =
1

12
m(12C) = 1; 660 531 � 10�27kg (1.4.9)

[amu] = [g] =NA : (1.4.10)

Hierbei istNA = 6; 002 2169 � 1023/mol die Loschmidt- oderAvogadro-Konstante, die die Zahl der
Atome pro Mol angibt, wobei die Stoffmenge 1 mol genauM Gramm eines Stoffes mit Molekularge-
wichtM entspricht.

In der folgenden Tabelle sind einige Beispiele von Massen zusammengestellt:

9; 11 � 10�31kg Ruhemasse des Elektrons
1; 6725 � 10�27kg Ruhemasse des Protons
1; 6748 � 10�27kg Ruhemasse des Neutrons
3; 95 � 10�25kg Masse des Uranatoms
7; 35 � 1022kg Mondmasse
5; 98 � 1023kg Erdmasse
1; 99 � 1030kg Sonnenmasse
ca.4� 1041kg Masse unserer Galaxie (ca.1011 Sterne)

ca1052kg Masse des Universums (ca.1011 Galaxien)

18Die träge und die schwere Masse sind allerdings zwei verschiedene Gr¨oßen: Träge Masse = Kraft/Beschleunigung; schwere
Masse=Gewicht/Fallbeschleunigung. Es wird sp¨ater jedoch gezeigt, daß man sie gleichsetzen kann. Deshalb lassen wir in den
nächsten Abschnitten die Bezeichnung “Tr¨agheit” bei Massen weg.

19Es sollte urspr¨unglich die gleiche Masse wie ein Kubikdezimeter Wasser bei4oC und 760 Torr besitzen, was zwar ungef¨ahr
aber nicht genau stimmt: 1 kg H2O entspricht 1,000028 dm3.
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1.4.4 Das Wechselwirkungsgesetz – Lex Tertia

Kraft als Vektorgr öße (Lex Quarta)

Da die Beschleunigunga eine Vektorgr¨oße undm ein Skalar ist, liegt es nahe, die KraftF aufgrund der
BeziehungF = m � a ebenfalls als Vektorgr¨oße aufzufassen und in der Form

F = m � a (1.4.11)

darzustellen. ImNewtonschen Axiomensystem ist alsLex Quartafestgeschrieben, daß die Kraft ein
Vektor ist. Als Vektorgrößen lassen sich dann Kr¨afte in Komponenten zerlegen

Fx = m � ax
Fy = m � ay (1.4.12)

Fz = m � az

und umgekehrt lassen sich mehrere an einem K¨orper angreifende Kr¨afte zu einer Gesamtkraft

F = F1 + F2 + F3 + � � � (1.4.13)

addieren. Diese Vektoreigenschaften der Kraft lassen sich experimentell ¨uberprüfen (siehe Abb. 1.31).
Wichtig ist hierbei

� die Kompensierbarkeit von Kräften.Befindet sich ein K¨orper in Ruhe oder der gleichf¨ormigen Be-
wegung, so muß die auf den K¨orper wirkende Gesamtkraft verschwinden. In Abb. 1.31a wird z.B.
die GewichtskraftFG durch die FederkraftFF kompensiert. Beide Kr¨afte besitzen den gleichen
Betrag und die entgegengesetzte Richtung, so daß

FG + FF = 0 (1.4.14)

� die Umlenkbarkeit von Kräften(siehe Abb. 1.31b). Kr¨afte lassen sich mit Rollen in ihrer Richtung
umlenken (z.B. Flaschenzug).

� die Vektoraddition von Kr̈aften(siehe Abb. 1.31c).

� die Komponentenzerlegung von Kräften (siehe Abb. 1.31d). Bei der Bewegung auf der schiefen
Ebene kann die SchwerkraftFG in eine TangentialkraftFt und eine NormalkraftFn zerlegt wer-
den. Letztere ist senkrecht zur Auflagefl¨ache und hat somit keinen Einfluß auf die Bewegung. Die
GewichtskraftFG2 muß nur die TangentialkomponenteFt kompensieren, um ein Abgleiten zu
verhindern.
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Abbildung 1.31: Zur Kompensation (a), Umlenkbarkeit (b), Vektoraddition (c) und Komponentenzerle-
gung (d) von Kräften.

Das Wechselwirkungsgesetz (Lex Tertia)

Newton formulierte alsLex Tertiaein Axiom, das bei einer Wechselwirkung zwischen zwei K¨orpern 1
und 2 eine Beziehung zwischen den Kr¨aftenF1 undF2 herstellt, die an den K¨orpern angreifen. Da-
nach sind die Kr¨afteF1 undF2 betragsm¨aßig gleich groß, antiparallel zueinander gerichtet und l¨angs
der Verbindungslinie der beiden K¨orper wirksam. Schlagwortartig umschreibt man dieses Wechselwir-
kungsgesetz mit

3. Newtonsches Axiom – Lex Tertia:

actio = reactio

F1 = �F2 (1.4.15)

Die Lex Tertia postuliert eine bestimmte Symmetrie in der Wechselwirkung zweier K¨orper. Das Axiom
verbietet beispielsweise, daß ein K¨orper 1 auf einen K¨orper 2 eine KraftF2 ausübt, ohne das gleichzeitig
Körper 1 eine GegenkraftF1 von Körper 2 erfährt. Die Erfahrung best¨atigt das Wechselwirkungsgesetz.

Klassifizierung von Kräften

Kräfte, die einer Wechselwirkung zwischen materiellen K¨orpern entsprechen, nennt manreale Kr̈afte.
Nicht reale Kräfte nennt man dagegenfiktive oderPseudokr̈afte. Hierzu geh¨oren die in den sp¨ateren
Abschnitten zu behandelnden Tr¨agheitskräfte und die Scheinkr¨afte in beschleunigten Bezugssystemen
(siehe Abschnitt 1.8).
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Beispiele:

1. Betragsmäßig ist die von der Sonne auf die Erde ausgeübte Kraft gleich der von der
Erde auf die Sonne.

2. Expander: Eine Person versucht zwei über eine Feder verbundene Körper mit den
Kräften F0

1
und F0

2
auseinander zu ziehen. Die Feder wirkt dieser Bewegung mit

den Kräften F1 und F2 entgegen. Befindet sich das in Abb. 1.32 gezeigte System in
Ruhe, so erhält man die Kräftebilanz: F10 = F0

2
; F1 = F0

1
und F2 = F0

2
. Insgesamt

folgt damit für die Wechselwirkungskräfte zwischen den beiden Körper F1 = F2. Das
Modell liefert damit zwanglos das Wechselwirkungsgesetz.

F2'

F1 F2

F1'

Abbildung 1.32: Modell zum Wechselwirkungsgesetz.

Bei den realen Kr¨aften unterscheidet man heute (mindestens) zwischen vier Grundtypen der Wechsel-
wirkung oderFundamentalkr̈afte:

1. GravitationoderGravitationskraft(Kraft zwischen schweren Massen).

2. elektromagnetische Wechselwirkungoderelektromagnetische Kraft(Kraft zwischen ruhenden La-
dungen (Coulombkraft) und zwischen bewegten Ladungen (magnetische Kraft)).

3. starke WechselwirkungoderKernkraft (Kraft, welche z.B. Nukleonen in einem Atomkern zusam-
menhält).

4. schwache Wechselwirkungoderschwache Kraft(diese ist unter anderem verantwortlich f¨ur den
�-Zerfall radioaktiver Kerne).

Alle anderen Kräfte lassen sich aus den Fundamentalkr¨aften ableiten. Diese bezeichnet man deshalb
alsabgeleitete Kr̈afte. Beispiele hierf¨ur sind Molekularkräfte, Auftriebskräfte, Federkr¨afte oder die Rei-
bungskraft.

Bei Körpern, die sich durch F¨uhrungen oder Schienen auf einer vorgegebenen Bahnkurve bewegen, stellt
maneingepr̈agte Kr̈aftedenZwangskr̈aftengegen¨uber, wie dies in Abb. 1.33 gezeigt ist. Bei der Bewe-
gung auf der schiefen Ebene tritt als eingepr¨agte Kraft die zum Erdmittelpunkt gerichtete Schwerkraft
auf. Um die Zwangsbedingung (Bewegung auf Ebene) einzuhalten, muß auf den K¨orper von der Bahn
eine Zwangskraft ¨ubertragen werden, die genau die Normalkomponente der eingepr¨agten Kraft kompen-
siert. Diese Komponente heißt deshalbverlorene Kraft. Aus der Vektorsumme der eingepr¨agten und der
Zwangskraft ergibt sich schließlich diewirksame Kraft, die für die Begegung entlang der schiefen Ebene
verantwortlich ist. Sie ist durch die Tangentialkomponente der eingepr¨agten Kraft gegeben.
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Abbildung 1.33: Zur Klassifizierung von Kr¨aften.

1.5 Gravitation und Schwerkraft

Zum Erfolg der in denNewtonschen Axiomen formulierten Mechanik hat wesentlich eine weitere Ent-
deckung Newtons beigetragen: die Aufstellung desGravitationsgesetzes. Unter Gravitation versteht
man eine experimentell beobachtbare anziehende Wechselwirkung zwischen K¨orpern. Das Gravitations-
gesetz gibt die Kraft an, mit der sich zwei K¨orper bestimmter Massen anziehen. F¨ur einen vorgegebenen
Körper mit Massem läßt sich aus derNewtonschen BewegungsgleichungF = m � a erst dann die
Bahnkurver(t) berechnen, wenn neben der Masse auch die KraftF bekannt ist, die auf die Massem
wirkt. Aus der Kombination der BewegungsgleichungF = m �a mit dem Gravitationsgesetz lassen sich
z.B. die Gesetze der Planetenbewegung, die empirisch gefundenenKeplerschen Gesetze, ableiten. Dies
ist einüberzeugender Beweis der G¨ultigkeit derNewtonschen Mechanik.

1.5.1 Das Gravitationsgesetz

Aufgrund intensiver Planetenbeobachtungen vonTycho Brahe (1546-1601) entwickelteJohannes Kep-
ler (1571-1630) die nach ihm benanntenKeplerschen Gesetze.Isaac Newton(1643-1724) leitete wie-
derum aus ihnen das Kraftgesetz zwischen K¨orpern ab, das allgemein alsGravitationsgesetzbezeichnet
wird.

Betrachtet man zwei Massen am Ortr1 undr2 mit Massenm1 undm2 (siehe Abb. 1.34) so kann man
die Verbindungsvektorenr12 = r1 � r2 undr21 = r2 � r1 als Verbindungsvektoren zwischenm1 und
m2 bzw.m2 undm1 einführen. Mitr = jr21j = jr12j als Abstand der beiden Massen k¨onnen ferner die
Einheitsvektoren̂r21 = r21=r und r̂12 = r12=r eingeführt werden. Damit l¨aßt sich dasNewtonsche
Gravitationsgesetz f¨ur die AnziehungskraftF1 auf die Massem1 undF2 auf die Massem2 wie folgt
ausdrücken20

F1 = G
m1m2

r2
r̂21 = �F2

F2 = G
m1m2

r2
r̂12 = �F1 (1.5.1)

20Newton’sche Herleitung des Gravitationsgesetzes: F¨ur eine gleichf¨ormige Kreisbewegung (z.B der Erde mit Massem1 um
die Sonne mit Massem2) gilt f ür die Zentripetalkraft (vergleiche Gl.(1.3.47))FR = F1 = m1R!

2. Mit dem 3. Kepler’schen
GesetzT 2 / R3 (siehe Abschnitt 1.5.3) undT / 1=! ergibt sich damitF1 / m1=R

2. Wegen actio = reactio mußF2 /
m2=R

2 sein. Damit erh¨alt manF1 = F2 = Gm1m2

R2 mit der GravitationskonstantenG.
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Abbildung 1.34: Zum Gravitationsgesetz.

Hierbei istG eine Maßsystemkonstante, dieGravitationskonstante, mit dem Zahlenwert

G = (6; 67259 � 0; 00085) � 10�11
Nm2

kg2
: (1.5.2)

Die Gravitationskonstante muß experimentell bestimmt werden. Die Gravitationskraft ist eineZentral-
kraft. Sie ist parallel zur Verbindungslinie der beiden Massen. Gravitationskr¨afte sind immer Anzie-
hungskräfte. Der Betrag der beiden Gravitationskr¨afte ist gleich groß und aus Gl.(1.5.1) folgt

F = G
m1m2

r2
: (1.5.3)

Das heißt, die Gravitationskraft ist proportional zum Produkt der Massen und umgekehrt proportional
zum Quadrat deren Abstandes. WegenF1 = �F2 erfüllen die Gravitationskr¨afte das dritteNewtonsche
Wechselwirkungsaxiom (actio = reactio).

Bestimmung des Gravitationskonstante

Es soll im folgenden die Bestimmung der Gravitationskonstante nach der Methode vonCavendish
(1798) vorgestellt werden (siehe Abb. 1.35). Da die Gravitationskraft sehr klein ist (2 Massen von jeweils
100 kg im Abstand von 1 m ziehen sich mit der KraftF = 6; 7 � 10�7 N an), ist eine sehr empfindli-
che Meßmethode erforderlich. Die Idee von Cavendish bestand in der Umsetzung einer Translation in
eine Rotation und Anzeige des Drehwinkels mittels eines Lichtzeigers, wodurch eine hohe Verst¨arkung
erzielt wird. Im Experiment werden zwei kleine, miteinander fest verbundene Massenm an einem Torsi-
onsfaden aufgeh¨angt. Ihnen gegen¨uber befinden sich zwei große, ebenfalls fest verbundene MassenM .
Nach dem Gravitationsgesetz wirken zwischen den kleinen und den großen Massen Anziehungskr¨afte.
Dreht man nun die großen Massen so, daß die Anziehungskr¨afte von der entgegengesetzten Seite auf die
kleinen Massen wirken, so ver¨andert sich deren Lage. Experimentell wird die resultierende Drehung mit
Hilfe des Lichtzeigers nachgewiesen.

Durch die Gravitationskr¨afte resultiert das Drehmoment21 TG = 2FG � R, das durch das Drehmoment
des DrahtesTD = �TG kompensiert wird und dadurch zu einem bestimmten Drehwinkel� führt,

21Eine genaue Diskussion des Drehmoments folgt in Abschnitt 1.11.
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Abbildung 1.35: Bestimmung der Gravitationskonstante mit der Cavendish’schen Drehwaage.

dessen Gr¨oße vom Drehmoment des Drahtes abh¨angt. Hierbei istFG die durch die Gravitationswech-
selwirkung verursachte Kraft. Werden die großen Massen jetzt um 180o gedreht, so erh¨alt man das
DrehmomentT0

G = �TG, während das Drehmoment des Drahtes unver¨andert bleibt. Somit ergibt sich

T0
gesamt = T0

G +TD = �4FG �R 6= 0 (1.5.4)

Das heißt, das System der kleineren Massen, das am Faden aufgeh¨angt ist, wird rotieren (gegen den
Uhrzeigersinn). Aus der Messung des Drehwinkels als Funktion der Zeit,�(t), läßt sich die Gravita-
tionskonstante bestimmen. Ebenso wie bei Fallversuchen ist der zur¨uckgelegte Weg�r = (a=2)t2,
woraus sich die Beschleunigung errechnen l¨aßt. Da der Weg�r sehr klein ist, wird dieser mit Hilfe
eines Lichtzeigers hochskaliert. Mit

�r = � �R =
1

2
at2 (1.5.5)

und �0 =
�s0

L
= 2� (1.5.6)

erhält man

1

2
at2 =

�s0R

2L
(1.5.7)

und a =
�s0R

Lt2
= G

M

r2
; (1.5.8)

woraus sich schließlich

G =
r2 �R ��s0
M � L � t2 (1.5.9)
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ergibt. Hierbei istr der Abstand der Schwerpunkte der großen und der kleinen Masse. Typische
Größenordnungen der beim Experiment von Cavendish verwendeten Massen und L¨angenskalen sind
M ' 1kg,m ' 10g,R ' 5cm,r ' 40mm undL ' 20m.

Superpositionsprinzip

Treten mehr als 2 Massen miteinander in Wechselwirkung (z.B. die Massenm1, m2 undm3), so ist die
Gravitationskraft auf die Massem1 die vektorielle Summe der Kr¨afteF21 (zwischenm2 undm1) und
F31 (zwischenm3 undm1)

F1 = F21 + F31 ; (1.5.10)

wobei sowohlF21 undF31 dem Gravitationsgesetz gen¨ugen. Die Gesamtwechselwirkung l¨aßt sich also
einfach alsÜberlagerung von 2-K¨orper-Kräften darstellen (siehe Abb. 1.36).

F21

m2

F1

F31

m1

m3

1 2

dm1

dm2

r21

(a) (b)

Abbildung 1.36: (a) Das Superpositionsprinzip der Gravitation. (b) Zur Gravitation zwischen ausge-
dehnten K¨orpern.

Das Superpositionsgesetz l¨aßt sich dazu benutzen, das Gravitationsgesetz f¨ur ausgedehnte Massen zu
verallgemeinern. Nach dem Superpositionsprinzip ergibt sich die Gesamtkraft zwischen zwei aus-
gedehnten Massen als Summe der Wechselwirkungskr¨afte zwischen allen infinitesimalen und damit
punktförmigen Masseelementendm1 und dm2. Die von dm1 auf dm2 ausge¨ubte Kraftd2F1 ist mit
Gl. (1.5.1) gegeben durchd2F1 = Gdm1dm2r̂21=r

2
21. Die vom gesamten K¨orper 2 auf das Massen-

elementdm1 ausge¨ubte KraftdF1 erhält man hieraus durch Summation aller von den Massenelementen
dm2 verursachten Einzelkr¨afte (Superpositionsprinzip) zu

dF1 = Gdm1

Z
m2

dm2

r221
r̂21 : (1.5.11)

Eine weitere Integration ¨uber alle Massenelementedm1 liefert schließlich die GesamtkraftF1 auf den
Körper 1:

F1 = G

Z
m1

Z
m2

dm1dm2

r221
= G�1�2

Z
V1

Z
V2

dV1dV2
r221

r̂21 ; (1.5.12)

wobeidm = �dV benutzt werden kann, falls jeder K¨orper eine homogene Massendichte� aufweist. Die
GesamtkraftF2 auf den Körper 2 ist wegen actio = reactio einfachF2 = �F1.
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Bei beliebig geformten K¨orpern werden die Integrale beliebig schwierig und eine Integration ist i.a. nicht
geschlossen durchf¨uhrbar. Besonders einfache L¨osungen gibt es bei kugelf¨ormigen Körpern:

� Zwei homogene Kugeln:

Das Gravitationsgesetz reduziert sich auf die einfache Form f¨ur zwei Massenpunkte, deren Massen
den Kugelmassen und deren Abstand dem Abstand der beiden Kugelmittelpunkte entspricht.

� Hohlkugel mit kleiner Masse im Innenraum:

Im Innenraum der Hohlkugel verschwindet die Gravitationskraft. Dies ist auf die gegenseiti-
ge Kompensation der von den einzelnen Massenelementen der Kugelschale ausge¨ubten Kräfte
zurückzuführen.

� Homogene Vollkugel(siehe Abb. 1.37):

Befindet sich ein Probek¨orper mit Massem im Abstandr vom Kugelmittelpunkt, so erf¨ahrt dieser
von der Kugelschale zwischenr undR keine Gravitationskraft (dieser Bereich entspricht einer
Hohlkugel). Das heißt, der Probek¨orper erfährt nur eine Gravitationskraft, die von der MasseMi

der Innenkugel mit Radiusr herrührt. Mit Mi = � � 43�r3 ergibt sich die Gravitationskraft

F = G
mMi

r2
= G

m(� � 43�r3)
r2

= G � � � 4
3
� �m � r : (1.5.13)

Für eine homogene Vollkugel ist� =M=V =M=43�R
3, womit sich

F = G
m �M
R3

r f�ur 0 � r � R (1.5.14)

ergibt. Die Gravitationskraft im Innern einer Vollkugel nimmt also linear mitr zu. Für den Au-
ßenraum (r > R) gilt F / 1=r2.

M

m

R r

F

2R

~1/r2

Abbildung 1.37: GravitationskraftF auf eine punktf¨ormige Massem im Abstandr vom Zentrum einer
homogenen Kugel mit RadiusR.
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Was ist Gravitation ?

Obwohl das Gravitationsgesetz eine einfache Beziehung darstellt, nach deren simplen Regel sich Monde,
Planeten und Sterne richten, wurde bis heute keine Maschinerie gefunden, die die Gravitation “erkl¨art”,
ohne gleichzeitig ein anderes Ph¨anomen vorherzusagen, dasnicht existiert. AuchNewton hat darüber
keine Hypothese aufgestellt. Er war zufrieden, herauszufinden, was sich tut, ohne sich mit der Maschi-
nerie zu befassen.

Es ist instruktiv, m¨ogliche Beziehungen zwischen der Gravitationskraft und anderen Kr¨aften zu diskutie-
ren. Gegenw¨artig gibt es keine Erkl¨arung der Gravitation aus anderen Kr¨aften. Jedoch sind Gravitation
und andere Kr¨afte sehr ¨ahnlich und es ist deshalb interessant, Analogien aufzuzeigen. Zum Beispiel sieht
das Kraftgesetz zwischen zwei punktf¨ormigen Ladungenq1 undq2

F = � 1

4��0

q1q2
r2

: (1.5.15)

genauso aus wie das Gravitationsgesetz. Hierbei ist�0 = 8:85 � 10�12 As/Vm die elektrische Feld-
konstante. Die elektrische Kraft zwischen gleichnamigen Ladungen ist abstoßend, sie ist aber wie die
Gravitationskraft proportional zu1=r2 und proportional zum Produkt der Ladungen, genauso wie die
Gravitationskraft proportional zum Produkt der Massen ist. Vielleicht sind also Gravitation und Elek-
trizität viel enger miteinander verwandt als wir denken. Es wurden viele Versuche unternommen, die
beiden Kräfte zu vereinigen, die aber bis heute nicht erfolgreich waren.22

Ein interessanter Aspekt sind die relativen St¨arken der Gravitationskraft und der elektrischen Kraft. Ver-
gleicht man die Kraft zwischen zwei Elektronen (q = 1:602 � 10�19 As, m = 9:109 � 10�31 kg) so
findet man

anziehende Gravitationskraft

absto�ende elektrische Kraft
=

�
m

q

�2

G 4��0 =
1

2:4� 1042
: (1.5.16)

Dieses Verh¨altnis ist unabh¨angig vom Abstand und stellt eine Naturkonstante dar. Die Gravitations-
kraft ist also im Vergleich zur elektrischen Kraft extrem klein. Zur Zeit ist v¨ollig unklar, woher dieser
extreme Unterschied kommt (man bedenke, daß man nur zwei unterschiedliche Aspekte des gleichen
Dings, des Elektrons, betrachtet). Das Verh¨altnis in Gl.(1.5.16) ist aber eine Naturkonstante und damit
voraussichtlich mit irgendetwas Tiefgehendem in der Natur verkn¨upft. Man hofft, daß man eines Tages
eine “Universalgleichung finden wird, die zu den Wurzeln der phantastisch großen Zahl im Nenner von
Gl.(1.5.16) führt.

1.5.2 Schwere und tr̈age Masse

Im Gravitationsgesetz (Gl.(1.5.1)) wurde als diejenige K¨orpereigenschaft, die f¨ur die Gravitation verant-
wortlich ist, die Massem des Körpers verwendet, wie man sie aus Beschleunigungsexperimenten erh¨alt.
Diese Vorgehensweise ist keineswegs selbstverst¨andlich. Man kann im Gegenteil nicht erwarten, daß die
Eigenschaft eines K¨orpers, die f¨ur sein Beharrungsverm¨ogen (“Trägheit”) bei Beschleunigungsversuchen
zuständig ist, auch zu einer Gravitationswechselwirkung f¨uhrt. Begrifflich muß man deshalb zwischen
einer trägen Massemt, die in der dynamischen GrundgleichungF = mta auftritt, und einerschweren
Massems, die als Ursache der Gravitationsanziehung auftritt und in das Gravitationsgesetz einzusetzen

22Bis heute konnten die Kernkraft, die schwache Kraft und die elektromagnetische Kraft vereinigt werden. Eine Vereinigung
aller vier Fundamentalkr¨afte (große Vereinheitlichung) steht allerdings noch aus. Zur Zeit wird dies sehr intensiv im Rahmen
sogenannter String-Theorien versucht.
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ist, unterscheiden. Experimentell steht allerdings fest, daß schwere und tr¨age Masse eng miteinander
verknüpft sind. Im Rahmen der Meßgenauigkeit sindms undmt streng zueinander proportional:

ms /mt oder
ms

mt
= const : (1.5.17)

Das Verhältnis vonms undmt ist also für alle Körper eine Konstante. Moderne Experimente haben
gezeigt, daß die Abweichungen von der Konstanz f¨urms=mt kleiner als10�11 sind.

Die Proportionalität vonms undmt folgte schon aus Fallversuchen, die vonGalilei durchgeführt wur-
den. Auf der Erdoberfl¨ache wirkt die Gravitationsanziehung zwischen der Erde und einem Probek¨orper
der schweren Massems alsSchwerkraftoderGewicht. Setzt man in Analogie zur tr¨agen Masse auch f¨ur
die schwere Masse an, daß sie additiv ist, so beobachtet man experimentell

FG / ms : (1.5.18)

Diese Aussage ist bereits imNewtonschen Gravitationsgesetz enthalten, aus dem sich

FG = ms � G �ME

R2
E

= ms � g (1.5.19)

ergibt (vergleiche Gl.(1.5.1)) mit einer f¨ur alle Körper einheitlichen Proportionalit¨atskonstanteng. Da
sichg aus Konstanten zusammensetzt istg deshalb selbst eine Konstante. Hierbei istME die Erdmasse
undRE der Erdradius.

Beim freien Fall wird die SchwerkraftFG zur antreibenden Kraft, die als Beschleunigungsursache in der
dynamischen GrundgleichungF = mta auftritt. Mit FG = F ist dahermsg = mta oder

a =
ms

mt
g : (1.5.20)

Für die weitere Argumentation ist nun entscheidend, daß Fallversuche und weitere Experimente an den
unterschiedlichsten K¨orpern ergaben, daß alle K¨orper gleich schnell fallen, d.h. sie erfahren dieselbe
Fallbeschleunigunga = const.

FF

FG

FG = msg

FrFϕ   =
mt g sinϕ

FF eϕ

ϕ

ϕ
m

FF

FG

Fr

FF eϕ

ϕ

ϕ
m

FG = msg

Fϕ   =
mt g sinϕ

l

(a) (b)

FGFG

mm

Abbildung 1.38: Fallversuche (a) und Pendelversuche (b) mit identischen Massen aus unterschiedlichen
Substanzen. F¨ur die Substanzen mit geringerer Dichte werden Hohlkugeln verwendet.
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Fallversuche:

Die ersten Fallversuche wurden von Galilei vor mehr als 350 Jahren in Pisa durchgeführt,
wo er Körper von einem hohen Turm (wahrscheinlich nicht vom bekannten Schiefen Turm)
fallen ließ. Er ließ Körper aus Holz und Blei fallen, die die gleiche Form (z.B. Vollkugel und
Hohlkugel) hatten, um Unterschiede im Luftwiderstand zu eliminieren. Er stellte fest, daß
alle Körper mit der gleichen Beschleunigung fallen.
Den störenden Effekt des Luftwiderstands kann man in Vakuum vermeiden. Läßt man in ei-
ner luftgefüllten Röhre eine Bleikugel und einer Feder fallen, so fällt die Bleikugel wesentlich
schneller. Die Ursache hierfür ist der höhere Luftwiderstand für die Feder. Wird die Röhre
evakuiert, um den Luftwiderstand zu eliminieren, so fallen die Bleikugel und die Feder exakt
gleichschnell. a

aZur Zeit werden am Bremer Fallturm hochpr¨azise Fallexperimente durchgef¨uhrt, um festzustellen, ob un-
terschiedliche K¨orper (z.B. Körper aus Elementen mit unterschiedlicher Baryonen-Zahl) wirklich exakt gleich-
schnell fallen.

Pendel-Experimente von Newton:

Newton verglich die Schwingungsdauer von mathematischen Pendeln, an denen gleiche
Massen unterschiedlicher Substanzen befestigt waren (siehe Abb. 1.38). Um Effekte des
störenden Luftwiderstands zu eliminieren hat er Kugeln mit gleichem Radius verwendet
(Vollkugeln oder Hohlkugeln). In die Bewegungsgleichung des mathematischen Pendels
(zur Herleitung siehe Abschnitt 1.6.3), �ms � g � sin' = mt � l � d

2'
dt2

, gehen schwere und
träge Masse ein. Da bei gleicher schwerer Masse für unterschiedliche Substanzen dieselbe
Schwingungsdauer beobachtet wurde, schloß Newton auf die Äquivalenz von schwerer und
träger Masse.

ωω

FTZFTZ

FG
FG

m m
m m

Abbildung 1.39: Schematische Darstellung des Versuchsaufbaus beim E¨otvös-Experiment. Durch Be-
obachtung der Torsionswaage in unterschiedlichen Orientierungen stellte E¨otvös fest, daß keine meßbare
Rotation stattfand.
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Eötvös-Experiment:

Der ungarische Physiker Eötvösa entwickelte einen Versuchsaufbau, mit dem die Äquivalenz
von träger und schwerer Masse erstmals mit hoher Genauigkeit (� 10�9) überprüft werden
konnte. Die Experimente wurden zwischen 1889 und 1908 durchgeführt. Der Versuchsauf-
bau ist in Abb. 1.39 skizziert. Eötvösbeobachtete den Effekt auf eine Torsionswaage, wenn
zwei Massen unterschiedlicher Substanzen, die an einem Balken aufgehängt sind, gleich-
zeitig von der SchwerkraftFG = ms�g und der Zentrifugalkraftb FTZ = �mt�!R2n̂ beeinflußt
werden. Hierbei ist R der Erdradius und ! = 2�=T = 2�=24h die Drehfrequenz der Erde
um ihre eigene Achse. Ein Unterschied zwischen der trägen und schweren Masse würde zu
einem Drehmoment und damit zu einer Rotation des Aufhängebalkens führen. Eine solche
Rotation kann mittels eines an dem Balken befestigten Spiegels sehr genau nachgewiesen
werden.
Später wurden ähnliche Experimente mit höherer Meßgenauigkeit durchgeführt, aus denen
(ms �mt)=mt � 10�11 geschlossen werden konnte (z.B. R. H. Dicke, 1960).c

aBaron Roland von E¨otvös, 1848 -1919
bZur Herleitung des Ausdrucks f¨ur die Zentrifugalkraft siehe Abschnitt 1.7.
cIn einigen Experimenten wurden auch Abweichungen zwischen tr¨ager und schwerer Masse festgestellt und

daraus auf die Existenz einer f¨unften Fundamentalkraft geschlossen. Diese Experimente konnten allerdings nicht
bestätigt werden.

Die Konstanz vona in Gl.(1.5.20) beweist aber mitg = const die in Gl.(1.5.17) aufgestellte Behauptung
ms / mt. Die Proportionalität ms / mt beinhaltet, daß Gravitation und Tr¨agheit einander ¨aquivalent
sind. Diese Aussage wird als̈Aquivalenzprinzipzum Ausgangspunkt der Relativit¨atstheorie vonEin-
stein. Die Gleichwertigkeit von schwerer und tr¨ager Masse wird hier aber nicht als Zufall abgetan,
sondern vielmehr zum Grundpostulat einer Theorie der Gravitation erhoben.

Schließlich kann durch eine passende Einheitenwahl

ms = mt := m (1.5.21)

gewählt werden, was einer Gleichsetzung von schwerer und tr¨ager Masse entspricht. Als Einheit wird
1 kg verwendet. Bei dieser Einheitenwahl muß man dann aber im Gravitationsgesetz eine Maßsystem-
konstanteG vorsehen, da ¨uber alle Einheiten der im Gravitationsgesetz auftretenden Gr¨oßen bereits
verfügt wurde. Mit der Festlegung in Gl.(1.5.21) erh¨alt man schließlich mit Gl.(1.5.20) die Fallbeschleu-
nigung

a = g : (1.5.22)

Auf einen Körper der Massem an der Erdoberfl¨ache wirkt die Kraft

F = G
m �ME

R2
E

= m � g : (1.5.23)

Die Größeg ist die Fallbeschleunigung auf der Erdoberfl¨ache und wird auchErdbeschleunigunggenannt.
Da die genaue Masse der Erde nicht bekannt ist, kann man durch Messung der Erdbeschleunigungg mit
den bekannten Gr¨oßenRE und G die ErdmasseME bestimmen. MitRE = 6; 37 � 106 m, G =
6; 67259 � 10�11 Nm2

kg2
undg = 9; 82m/s2 erhält man

ME = 5; 98 � 1024 kg : (1.5.24)
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Die Größe der Erdmasse macht verst¨andlich, daß trotz der kleinen Maßzahl f¨ur die Gravitationskonstante
G die Schwerkraft an der Erdoberfl¨ache leicht beobachtbar ist.23

Die Erdbeschleunigungg ist abhängig von der H¨oheh über der Erdoberfl¨ache. Die wirksame Erdbe-
schleunigungg(h) ist gegeben durch

g(h) =
G �ME

(RE + h)2
=

G �ME

R2
E(1 +

h
RE

)2
: (1.5.25)

Fürh=RE � 1 läßt sich der Ausdruck(1+ h
RE

)�2 nach Taylor entwickeln. Mit(1+ h
RE

)�2 � (1� 2h
RE

)
ergibt sich

g(h) ' G
ME

R2
E

�
1� 2h

RE

�
; (1.5.26)

d.h. die Erdbeschleunigung nimmt etwa linear mit zunehmender H¨oheüber der Erdoberfl¨ache ab (wobei
die Näherung nur f¨ur h � RE gilt). In einer Höhe von 300 km ¨uber der Erdoberfl¨ache hat die Erdbe-
schleunigungg(h) im Vergleich zug(0) um 10% abgenommen. Da die Erde keine exakte Kugelform
besitzt, ist die Erdbeschleunigung abh¨angig vom genauen Ort auf der Erdoberfl¨ache. Insbesondere ist
aufgrund der an den Polen abgeflachten Form der Erde die Erbeschleunigung dort gr¨oßer als am̈Aquator
(gPol = 9; 8322m/s2, g�Aquator = 9; 7805m/s2).24

1.5.3 Die Keplerschen Gesetze

Die Bewegung der Planeten hat schon im Altertum und insbesondere zu Beginn der naturwissenschaft-
lichen Forschung in der Neuzeit das Interesse der Astronomen und Physiker geweckt. Anhand eines
umfangreichen Beobachtungsmaterials gelang esKepler, die wichtigsten Eigenschaften der Planeten-
bewegung in einfachen empirischen Regeln zusammenzufassen. Diese haben entscheidend dazu beige-
tragen, dasgeozentrischedurch dasheliozentrische Weltbildzu ersetzen, in dem sich die Planeten um
die Sonne und nicht um die Erde bewegen. Der große VerdienstNewtons bestand dann darin, dieKep-
lerschen Regeln zwanglos aus fundamentalen Naturgesetzen (Newtonsche Axiome, Gravitationsgesetz)
abzuleiten.

Die dreiKeplerschen Gesetze lauten angewandt auf unser Planetensystem:

1. Keplersches Gesetz:Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in deren einem Brennpunkt
die Sonne steht (siehe Abb. 1.40a).

23Mit Hilfe von FG = ms �
G�ME
R2

E

= ms � g läßt sich auch die Fallbeschleunigung auf dem Mond berechnen: MitMM =

7; 35 � 1022 kg, RM = 1; 74 � 106 m erhält mangM = 1; 62m/s2. Die Fallbeschleunigung auf dem Mond ist deshalb nur
etwa 1/6 der Erdbeschleunigung. Entsprechend ist die SchwerkraftFG = m � gM auf dem Mond etwa um den Faktor 6 kleiner
als auf der Erde.

24Zu einer Abweichung kommt es allerdings auch aufgrund der durch die Erdrotation verursachten Zentrifugalkraft. Eine
genaue Erl¨auterung erfolgt sp¨ater bei der Diskussion von Tr¨agheitskräften in Abschnitt 1.7.3.
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.
2. Keplersches Gesetz:Der Fahrstrahl von der Sonne zur Erde ¨uberstreicht in gleichen
Zeitendt gleiche FlächendA. Anders formuliert: die Fl¨achengeschwindigkeitdA=dt des
Fahrstrahls ist f¨ur einen Planeten konstant (siehe Abb. 1.40b).

.
3. Keplersches Gesetz:Die Quadrate der UmlaufzeitenT1 undT2 zweier Planeten verhalten
sich wie die Kuben der großen Halbachsena1 unda2 der Bahnellipsen:

T 2
1

T 2
2

=
a31
a32

: (1.5.27)

Planet

Sonne

a

F1 F2

MS

mp

MS

Fahrstrahl
Aphel
v klein

Perihel
v groß

dA

(a) (b)

b

Abbildung 1.40: Zum 1. und 2. Keplerschen Gesetz.

Zur Diskussion des 1. und 3.Keplerschen Gesetzes soll lediglich die im 1. Gesetz als Spezialfall ent-
haltene Kreisbahn eines Planeten um die Sonne diskutiert werden, da diese mathematisch einfacher zu
handhaben ist. Beim Kreis fallen die EllipsenbrennpunkteF1 undF2 in Abb. 1.40 zusammen, die beiden
Halbachsena und b sind gleich und es gilta = b = r. Ferner wird ausgenutzt, daß die Sonnenmasse
MS viel größer als die Planetenmassemp ist. Man kann dann n¨aherungsweise annehmen, daß der Zen-
tralstern ruht, und f¨ur die Planetenbahn eine Kreisbahn ansetzen.25 Wie in Abb. 1.41 gezeigt ist, soll ein
Planet mit Massemp betrachtet werden, der zum Zeitpunktt von der Sonne aus mit dem Ortsvektorr(t)
beschrieben wird. Die Geschwindigkeitv(t) steht senkrecht aufr(t). Durch die Sonnenmasse erf¨ahrt
der Planet die Gravitationskraft

F = �GmpMS

r2
r̂ ; (1.5.28)

die auf das Gravitationszentrum, die Sonne, gerichtet ist. Diese Kraft hat eine Beschleunigunga des
Planeten zur Folge, die sich ausF = mpa ergibt und ebenfalls zur Sonne weist. Die momentane
Beschleunigung steht daher senkrecht zur Geschwindigkeitv(t) des Planeten. In der Bezeichnungs-
weise des Abschnitts 1.3.2 stellta(t) eine Normalbeschleunigung des Planeten dar, wogegen die Tan-
gentialbeschleunigung verschwindet. Gem¨aß Gl.(1.3.31) bleibt daher der Betragv der Geschwindigkeit
gleich, während sich die Richtung der Geschwindigkeit ¨andert, d.h. die Bahnkurve wird gekr¨ummt. Der
KrümmungsradiusR ergibt sich gem¨aß Gl.(1.3.31) aus

a(t) =
v2

R
n̂ = an ; (1.5.29)

25In Wirklichkeit bewegen sich die Sonne und der Planet um einen gemeinsamen Schwerpunkt. F¨ur MS � mp liegt der
gemeinsame Schwerpunkt aber praktisch im Mittelpunkt der Sonne.
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wobei n̂ der Normalenvektor ist, der vom Planeten auf den Kr¨ummungsmittelpunkt der Bahn gerich-
tet ist. Wenn nun der Kr¨ummungsradiusR der Bahn mit dem Abstandr zwischen Sonne und Planet
übereinstimmt, d.h.R = r gilt, so läuft der Planet in der Zeit�t auf einem Kreisbogen mit Radiusr
um die Sonne. In der neuen Position zur Zeitt +�t steht aber wiederv(t +�t) wieder senkrecht zur
Gravitationskraft und obige Argumentation gilt von neuem. Insgesamt bewegt sich der Planet auf einer
Kreisbahn, in dessen Mittelpunkt sich die Sonne befindet (1.Keplersches Gesetz).

v(t)
r(t)

r(t+∆t)

v(t+∆t)

a(t)

a(t+∆t)

MS

mp

mp

R

Abbildung 1.41: Umlauf eines Planeten mit Massemp um die Sonne mit MasseMS auf einer Kreisbahn.

Im speziellen Fall der Kreisbahn ist die Bahngeschwindigkeit konstant und ergibt sich aus den obigen
Gleichungen

F = G
mp �MS

r2
= mp � a = mp

v2

R
= mp

v2

r
(1.5.30)

zu

v2 = G
MS

r
: (1.5.31)

Je enger ein Planet die Sonne umkreist, desto h¨oher ist seine Bahngeschwindigkeitv. Für die Winkelge-
schwindigkeit! = v=r und die UmlaufzeitT = 2�=! folgt

!2 = G
MS

r3
(1.5.32)

T 2 =
4�2r3

GMS
: (1.5.33)

Beim Vergleich zweier Planeten auf Kreisbahnen mit Radienr1 undr2 um die Sonne liefert Gl.(1.5.33)
für das Verh¨altnis der UmlaufzeitenT1=T2 unmittelbar

T 2
1

T 2
2

=
r31
r32

: (1.5.34)
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Dies ist der Inhalt des 3.Keplerschen Gesetzes f¨ur kreisförmige Planetenbahnen. Die Herleitung macht
deutlich, daß das 3.Keplersche Gesetz nur dann G¨ultigkeit besitzt, wenn das Gravitationsgesetz einer
1=r2-Abhängigkeit gen¨ugt.

Für die Diskussion des 2.Keplerschen Gesetzes sollen die Verh¨altnisse in zwei ausgew¨ahlten Punkten
einer ellipsenf¨ormigen Planetenbahn betrachtet werden. F¨ur dasPerihel (sonnenn¨achster Punkt) und
dasAphel(sonnenfernster Punkt) ist der Kr¨ummungsradiusR aufgrund der Symmetrieeigenschaften der
Ellipse gleich. F¨ur die auftretenden Kr¨afte (Gravitationskraft = Zentripetalkraft) gilt dann

Perihel : G
mp �MS

r21
= mp � v

2
1

R
) G

MS

r21
=

v21
R

(1.5.35)

Aphel : G
mp �MS

r22
= mp � v

2
2

R
) G

MS

r22
=

v22
R

: (1.5.36)

Hierbei sindr1 und r2 der Abstand von Perihel und Aphel zur Sonne. Aus beiden Gleichungen ergibt
sich

r21 � v21 = r22 � v22 bzw: r1 � v1 = r2 � v2 : (1.5.37)

Mit der in der Zeitdt überstrichenen Fl¨achedA = 1
2rds ergibt sich

dA

dt
=

1

2
r
ds

dt
=

1

2
r � v (1.5.38)

und damit das 2.Keplersche Gesetz

dA1

dt
=

dA2

dt
= const : (1.5.39)

Aus Gl.(1.5.33) läßt sich mit Hilfe der Umlaufzeiten und der Bahnradien der Planeten die Masse der
Sonne berechnen. Man erh¨alt

MS = 1; 99 � 1030 kg : (1.5.40)

Die Masse der Sonne ist also um etwa3 � 105 größer als die Erdmasse und immerhin noch etwa 1000
mal größer als die Masse des gr¨oßten Planeten (Jupiter). Die obige AnnahmeMS � mp ist also gut
erfüllt.

Die Keplerschen Gesetze gelten auch f¨ur die Monde der Planeten oder k¨unstliche Monde (Satelliten).
Der Planet ¨ubernimmt hierbei die Rolle des Zentralk¨orpers. Analog zu Gl.(1.5.33) folgt f¨ur die Umlauf-
zeiten der Satelliten

T 2
Sat =

4�2r3

GME
; (1.5.41)

wobeir z.B. der Abstand zwischen Erde und Mond ist. F¨ur künstliche Satelliten folgt mitr = RE + h
undGME = gR2

E (vergleiche Gl.(1.5.19)) folgt

T 2
Sat =

4�2(RE + h)3

gR2
E

: (1.5.42)

Hieraus ergibt sich f¨ur h = 35 800 km über demÄquator eine Umlaufzeit vont = 24 h. Die Position
des Satelliten wird dadurchgeostation̈ar, was für die Nachrichtentechnik wichtig ist.
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1.6 Anwendungsbeispiele der Bewegungsgleichungen

In diesem Abschnitt soll anhand von einfachen Beispielen beschrieben werden, wie mit Hilfe derNew-
tonschen Axiome die Gesetzm¨aßigkeiten von Bewegungsabl¨aufen beschrieben werden k¨onnen.

1.6.1 Die Fallgesetze

Im Schwerefeld der Erde wirkt auf einen K¨orper mit der schweren Massems die SchwerkraftFG =
ms � g. Sie bewirkt eine Beschleunigunga der trägen Massemt

FG = mt � a = mt
d2r

dt2
= ms � g : (1.6.1)

Dams = mt = m zu setzen ist, ergibt sich

md2r

dt2
= m � g (1.6.2)

Durch Integration erh¨alt man die Geschwindigkeit des K¨orpers zum Zeitpunktt zu

v(t) =

Z t

t0

gdt0 = g � t+ v0 : (1.6.3)

Hierbei istv0 die Anfangsgeschwindigkeit zum Zeitpunktt = t0. Den Ortsvektor erh¨alt man durch
nochmalige Integration zu

r(t) =

Z t

t0

v(t0)dt0 =

Z t

t0

(g � t0 + v0)dt
0 (1.6.4)

r(t) =
g

2
t2 + v0 � t+ r0 ; (1.6.5)

wobeir0 der Ortsvektor zur Zeitt = t0 ist.

Freier Fall

Durch geeignete Wahl der Anfangsbedingungen vereinfachen sich obige Beziehungen. Beim freien Fall
ist v0 = 0 und man kann den Koordinatenursprung so w¨ahlen, daßr0 = 0 ist. Die Fallrichtung soll
außerdem parallel zurz-Achse sein. Glgn.(1.6.3) und (1.6.5) vereinfachen sich dann zu

z(t) = h(t) =
g

2
t2 (1.6.6)

vz(t) = g � t =
p
2 � g � h : (1.6.7)

Eine vorgegebene Fallh¨oheh wird nach der Zeit
q

2h
g erreicht, wodurch sich die erreichte Endgeschwin-

digkeit zuv =
p
2 � g � h ergibt. Beim freien Fall entspricht die L¨ange des Ortsvektorsr(t) der Fallhöhe

h(t), da es sich um eine geradlinige Bewegung handelt.
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Waagrechter und schiefer Wurf

Beim waagrechten und schiefen Wurf wird der freien Fallbewegung eine Bewegung mit konstanter Ge-
schwindigkeitv0 überlagert. Dieser Fall wurde bereits in Abschnitt 1.3.1 und 1.3.2 diskutiert und wird
hier nur nochmals kurz rekapituliert.

Zur Zeit t0 = 0 soll gelten:v(0) = v0, a = aẑ = �g � ẑ undr(0) = 0. Durch Integration erh¨alt man

v(t) = �g � t � ẑ+ v0 (1.6.8)

r(t) = �1

2
gt2 � ẑ+ v0t (1.6.9)

oder r(t) = �1

2
gt2 � ẑ+ v0xt � x̂+ v0yt � ŷ + v0zt � ẑ : (1.6.10)

Hierbei sindx̂, ŷ und ẑ die Einheitsvektoren inx, y undz-Richtung undg der Betrag der Erdbeschleu-
nigung. In Komponentenschreibweise erh¨alt man somit

x(t) = v0x � t (1.6.11)

y(t) = v0y � t (1.6.12)

z(t) = �1

2
gt2 + v0z � t : (1.6.13)

Durch Auflösen der Gleichungen f¨ur x(t) undy(t) nacht und Einsetzen in die Gleichung f¨ur z(t) erhält
man

z(x) = � 1

2v20x
x2 +

v0z
v0x

� x (1.6.14)

z(y) = � 1

2v20y
y2 +

v0z
v0y

� y : (1.6.15)

Diese Gleichungen stellen Parabeln in derzy� bzw. zx-Ebene dar, man nennt sie auchWurfparabeln.
Beim waagrechten Wurf istv0z = 0 und der zweite Term in Gl.(1.6.14) und (1.6.15) verschwindet.

Durch eine Kurvendiskussion lassen sich die WurfweiteW (z(t) = 0), die Scheitelh¨oheH (dz=dx = 0
bzw. dz=dy = 0 ) und die FlugzeitT berechnen zu

Wx =
2v0x � vz0

g
(1.6.16)

Wy =
2v0y � vz0

g
(1.6.17)

H =
v20z
2g

(1.6.18)

T =
2v0z
g

: (1.6.19)

Durch eine Drehung des Koordinatensystems l¨aßt sich erreichen, daß die Wurfparabel in derzx-Ebene
liegt. Mit der Abwurfgeschwindigkeitv0 und dem Abwurfwinkel� gegen die Horizontale wirdv0x =
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v0 cos�, undv0z = v0 sin�. Da ferner2 sin� cos� = sin 2� ist, lassen sichW , H undT als Funktion
des Winkels� angeben

Wx =
v20
g
sin 2� (1.6.20)

H =
v20
2g

sin2 � (1.6.21)

T =
2v0
g

sin� : (1.6.22)

Wegensin 2� = 1 für � = 45o, erzielt man bei vorgegebener Abwurfgeschwindigkeitv0 unter einem

Abwurfwinkel von 45o die größte Wurfweitev
2
0

g .

1.6.2 Die harmonische Schwingung

Definition einer harmonischen Schwingung

Man betrachte eine PunktP auf einem Kreis mit Radiusa, der mit konstanter Winkelgeschwindigkeit!
entgegen dem Uhrzeigersinn periodisch uml¨auft (siehe Abb. 1.42). Die Kreisbahn soll in derxy-Ebene
liegen und der Kreismittelpunkt soll mit dem Ursprung des Koordinatensystems zusammenfallen. Der
Winkel ' zwischen Radiusvektorr und derx-Achse wächst linear mit der Zeit an:'(t) = '0 + !t.
Hierbei ist'0 der Anfangswinkel zur Zeitt = 0. Diex- undy-Koordinate des PunktsP lassen sich dann
wie folgt ausdr¨ucken

x(t) = A cos'(t) = A cos(!t+ '0) (1.6.23)

y(t) = A sin'(t) = A sin(!t+ '0) : (1.6.24)

Der Verlauf dieser Funktionen ist in Abb. 1.43 dargestellt. Diese Bewegungsform auf derx- undy-Achse
wird als harmonische Schwingungbezeichnet. Man nennt in diesem ZusammenhangA die Amplitude,
'(t) die Phaseund'0 die Anfangsphase oderPhasenverschiebungder Schwingung. Die Zeit, die der
Radiusvektorr für einen vollen Umlauf braucht, nennt man dieSchwingungsdauerT .

Die harmonische Schwingung ist dadurch ausgezeichnet, daßdie Schwingungsdauer unabhängig
von der Amplitude A ist. Eine positive Phasenverschiebung'0 entspricht einem zeitlich vorger¨uckten
Vorgang. Die Kurve ist in Richtung kleinerert-Werte verschoben. F¨ur '0 < 0 ist die Kurve nach rechts,
d.h. in Richtung gr¨oßerert-Werte gegen¨uber dem Zustand mit'0 = 0 verschoben.

Die Geschwindigkeiten bzw. die Beschleunigungen, mit denen die Projektionen des PunktesP auf der
x- bzw. y-Achse entlanglaufen, erh¨alt man aus Gl.(1.6.24) durch Differentiation nach der Zeit zu

vx(t) =
dx(t)

dt
= �!A sin(!t+ '0) (1.6.25)

ax(t) =
dvx(t)

dt
= �!2A cos(!t+ '0) = �!2 � x(t) (1.6.26)

vy(t) =
dy(t)

dt
= !A cos(!t+ '0) (1.6.27)

ay(t) =
dvy(t)

dt
= �!2A sin(!t+ '0) = �!2 � y(t) : (1.6.28)
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Abbildung 1.42: Die harmonische Schwingung als Projektion eines auf einem Kreis gleichf¨ormig um-
laufenden PunktesP auf die Koordinatenachsen.

Man erhält somit die für eine harmonische Schwingung charakteristischen Differentialgleichungen

d2x(t)

dt2
= �!2 � x(t) (1.6.29)

d2y(t)

dt2
= �!2 � y(t) : (1.6.30)

Charakteristisch f¨ur eine harmonische Schwingung ist also ferner, daßdie Beschleunigung propor-
tional zur Auslenkung ist. Die Einführung der harmonischen Schwingung als eine Projektion der
gleichförmigen Kreisbewegung auf die Koordinatenachsen stellt ein Beispiel f¨ur die Zerlegung des Orts-
vektors, der Geschwindigkeit und der Beschleunigung in zueinander senkrecht stehende und unabh¨angig
wirkende Komponenten dar (vergleiche hierzu auch Abbschnitt 1.3.1).

ωtωtωt

A sin ωt A cos ωt A sin (ωt+ϕ0)

πππ 2π2π2π

ϕ0

ϕ0 = π/2

a

Abbildung 1.43: Harmonische Schwingung.

Das Masse-Feder Pendel – Federkraft

Lenkt man eine zun¨achst in Ruhe befindliches System bestehend aus einer Feder und einer Massem
um die Streckex reibungsfrei aus (siehe Abb. 1.44), so muß man die elastische Gegenkraft der Feder
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Experiment: Rotierender Stab:

Ein rotierender, exzentrisch angebrachter Stab wird zunächst über einen in Ruhe befindli-
chen Drehspiegel an die Wand projiziert. Man beobachtet den Schatten des Stabes, der sich
mit der Umlauffrequenz ! auf und ab bewegt. Versetzt man den Drehspiegel in gleichförmige
Rotation, so beobachtet man das Bild einer Sinusfunktion, d.h. aus dem zeitlichen Nachein-
ander des auf- und abschwingenden Schattenbildes wird ein räumliches Nebeneinander.

überwinden. Nach einem Ansatz vonHooke ist der Betrag der R¨uckstellkraft der Feder proportional zur
Auslenkung und ihre Richtung ist antiparallel zur Auslenkung. Somit ergibt sich dasHookesche Gesetz
zu

FF = FFx � x̂ = �kx � x̂ : (1.6.31)

m m

x x

FF = 0
FF F

Abbildung 1.44: Masse-Feder Pendel in Ruhelage (links) und mit endlicher Auslenkung (rechts).

Hierbei istk die Federkonstante. Vernachlässigt man die Federmasse und setzt man in der dynamischen
GrundgleichungF = ma = md2x=dt2 die Hookesche Beziehung ein, so erh¨alt man

�k � x = m � ax = m
d2x

dt2
; (1.6.32)

oder

d2x

dt2
= � k

m
x = �!2 � x : (1.6.33)

Dies ist die Differentialgleichung einer harmonischen Schwingung mit der Kreisfrequenz

! =

r
k

m
= 2�� =

2�

T
; (1.6.34)

wobei� die Schwingungsfrequenz ist, also die Zahl der pro Sekunde ausgef¨uhrten Schwingungen. Das
Federpendel besitzt somit die Schwingungsdauer

T = 2�

r
m

k
: (1.6.35)

Man nennt ganz allgemein Kr¨afte, die Anlaß zu einer harmonischen Schwingung geben,harmonische
Kräfte. Der Hookesche Ansatz f¨ur die Federkraft ist ein Beispiel daf¨ur. Die Aufstellung der Schwin-
gungsgleichung macht klar, daß harmonische Kr¨afte Rückstellkräfte sind, die betragsm¨aßig linear mit
der Auslenkung aus der Ruhelage anwachsen.
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Experiment: Bestimmung der Federkonstanten:

Ein auf einer Platte annähern reibungsfrei beweglicher Wagen mit einer Masse m ist zwi-
schen zwei seitlich befestigte Federn eingespannt (siehe Abb. 1.45). Durch eine schwere
Masse M wird der Wagen um die Strecke x aus seiner Ruhelage ausgelenkt. Man variiert
nun M und mißt x als Funktion von M . Die Federkonstante berechnet sich zu k = M � g=x.
Setzt man diesen Wert für k in die Schwingungsgleichng ein, so erhält man die Schwin-
gungsdauer zu T = 2�

p
m
k

(Schwingung ohne Masse M ). Diese berechnete Schwingungs-
dauer läßt sich leicht mit Hilfe einer Stoppuhr überprüfen. Vergrößert man m auf das Vierfa-
che, so muß sich die doppelte Schwingungsdauer ergeben. Auch dies kann mit Hilfe einer
Stoppuhr überprüft werden.

M

m

x 0

Abbildung 1.45: Anordnung zur Bestimmung der Federkonstante. In der Ruhelage (x = 0) sind beide
Federn entspannt.

Die obigen Formeln f¨ur !, � undT bleiben erhalten, wenn an der Masse zus¨atzlich zur Federkraft eine
konstante Kraft einwirkt. Um die Richtigkeit dieser Aussage zu pr¨ufen, wird eine Massem betrachtet, die
im Gravitationsfeld der Erde an einer Feder mit Federkonstantenk aufgehängt ist (siehe Abb. 1.46). Die
konstante SchwerkraftFG = mg führt zu einer GrundauslenkungxG aus der Ruhelage der entspannten
Feder, die sich aus Gl.(1.6.32) zumg = kjxGj ergibt. Legt man wie in Abb. 1.46 gezeigt den Nullpunkt
derx-Achse in diese Gleichgewichtslage, dann berechnet sich die KraftFx bei einer Auslenkungx zu

Fx = m � g � k � (jxGj+ x) = �k � x : (1.6.36)

Die resultierende Kraft ist demnach wieder harmonisch mit der Federkonstantenk und man beobach-
tet eine harmonische Schwingung der Masse um die Gleichgewichtslage, wenn die Masse aus dieser
ausgelenkt und losgelassen wird.

Es ist lehrreich, sich zu ¨uberlegen, wie die Federkonstantek einer Kombination von Federn (parallel
oder hintereinander geschaltet, siehe Abb. 1.47) mit den Federkonstantenk1, k2, : : : der einzelnen Federn
zusammenh¨angt. Bei einer Parallelschaltung von Federn ist die gesamte R¨uckstellkraft durch die Summe
der einzelnen R¨uckstellkräfte gegeben, d.h. die einzelnen Federkr¨afteFi = �kix addieren sich. Da die
Auslenkung für alle Federn dieselbe ist, erh¨alt man

jFgesj =
nX
i=1

ki � x : (1.6.37)

Das heißt, bei einer Parallelschaltung von Federn setzt sich die Gesamtfederkonstante aus der Summe
der einzelnen Federkonstanten zusammen
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Abbildung 1.46: Das Masse-Feder Pendel im Schwerefeld der Erde.

0 x x

k1

k2
F2

F1

Fges F

FF2-F2F1

F

0 x x

k2k1

(a) (b)

Abbildung 1.47: Parallelschaltung (a) und Serienschaltung (b) zweier Federn.

kges = k1 + k2 + : : : =

nX
i=1

ki : (1.6.38)

Bei einer Reihenschaltung von Federn muß in der Ruhestellung die Summe der Federkr¨afte von benach-
barten Federn verschwinden, das heißt, alle Kr¨afte müssen betragsm¨aßig gleich groß sein:jFij = jFj j =
F . Die gesamte Auslenkung aller Federn ergibt sich durch Summation ¨uber alle Einzelauslenkungen,
d.h.

xges = x1 + x2 + : : : =
nX
i=1

xi : (1.6.39)

Da die Gesamtauslenkung durchxges = jFgesj=kges ausgedr¨uckt werden kann, erh¨alt man

xges =
jFgesj
kges

=
F

kges
=

F

k1
+

F

k2
+ : : : = F �

nX
i=1

1

ki
: (1.6.40)
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Das heißt, bei einer Serienschaltung von Federn addieren sich die Kehrwerte der Federkonstanten zum
Kehrwert der Gesamtfederkonstante,

1

kges
=

1

k1
+

1

k2
+ : : : =

nX
i=1

1

ki
: (1.6.41)

Experiment: Federkonstante einer Serienschaltung von Federn:

Es werden 4 Federn mit gleichen Federkonstanten k hintereinander gehängt und mit ei-
ner Masse m belastet. Die Auslenkung aus der Ruhelage ist viermal so groß wie für eine
einzelne Feder. Versetzt man die Anordnung in Schwingung, so mißt man eine Schwin-
gungsfrequenz, die nur halb so groß ist wie diejenige einer einzelnen Feder, da die Gesamt-
federkonstante kges = k=4 ist.

Bei einer Serienschaltung vonn gleichen Federn istkges = k=n und die Gesamtl¨angelges = n � l.
Die Größek?, gegeben durch Federkonstante mal L¨ange, bleibt damit konstant und ist eine Materialei-
genschaft des verwendeten Federmaterials. Mit dieser Gr¨oße läßt sich dasHookesche Gesetz schreiben
als

FF = �k? � x
l

: (1.6.42)

Dabei istx=l die relative Längenänderung der Feder. Die Einheit vonk? ist 1 N, die Maßzahl vonk? gibt
die Federkonstante einer Feder mit L¨angel = 1m an.

1.6.3 Das mathematische Pendel

Unter einemmathematischen Pendelversteht man eine punktf¨ormige Massem, die an einem masse-
losen Faden der L¨angel in einem Gravitationsfeld mit der Fallbeschleunigungg aufgehängt ist (siehe
Abb. 1.48). Die Gleichgewichtsposition der Masse liegt lotrecht unter dem Aufh¨angepunkt. In dieser
Position wird die SchwerkraftFG = mg exakt durch die FadenspannungFF = �mg kompensiert, so
daß die GesamtkraftF = FG + FF auf die Masse verschwindet (Ruhelage). Bei einer Auslenkung der
Masse um den Winkel' aus der Ruhelage l¨auft die Masse auf einem Kreisbogen das Wegst¨uck s = l'.
In dieser Position kann die Fadenspannung nicht mehr die gesamte Schwerkraft kompensieren, sondern
nur diejenige Komponente vonFG, die in Richtung des Fadens liegt. Es verbleibt eine Komponente
der Schwerkraft, die senkrecht zum Faden steht und den Pendelk¨orper in die Ruhelage zur¨uckzutreiben
versucht.

Da die Bahn des Massenpunktes auf einer Kreisbahn verl¨auft, ist es zweckm¨aßig, zur Beschreibung der
Bewegung Kreiskoordinaten zu verwenden. In diesem System wird die Lage des PunktesP in der Ebene
durch zwei Koordinatenr und' festgelegt. Dabei gibtr den Abstand vonP zum Koordinatenursprung
an und' mißt den Winkel zwischen einer vorgegebenen Achse und dem Fahrstrahl vom Ursprung durch
den PunktP . Von der festen Achse aus werden Winkel entgegen dem Urzeigersinn positiv gez¨ahlt. Die
Koordinatenr = const sind zum Ursprung konzentrische Kreise, die Linien' = const sind Geraden,
die radial vom Ursprung ausgehen.

Für dieTangentialkomponenteder Schwerkraft erh¨alt man

F' = m � g � sin' ê' : (1.6.43)



1.6 Anwendungsbeispiele PHYSIK I 87

FF

FG

FG

Fr

Fϕ

FF

eϕ

ϕ

ϕ

m

Fϕ

Fr

F

eϕ er

x

y

ϕ = const

r = const

r

x

y

(a) (b)

ϕ
P

Abbildung 1.48: Mathematisches Pendel (a) und Darstellung in Kreiskoordinaten (b).

Für dieRadialkomponenteergibt sich

Fr =m � g � cos' êr : (1.6.44)

Hierbei sindê' und êr die Einheitsvektoren in tangentialer und radialer Richtung. Die Radialkompo-
nente der Schwerkraft wird durch die Fadenspannung (Zwangskraft) kompensiert. Die r¨ucktreibende
Tangentialkomponente hat wegenF' = ma' eine tangentiale Beschleunigunga' = a'ê' zur Folge.
Längs des Kreisbogenss = l' ist a' = dv'=dt undv' = ds=dt = ld'=dt. Damit erhält man

a' = l
d2'

dt2
: (1.6.45)

Damit ergibt sich die Bewegungsgleichung des mathematischen PendelsF' = ma' zu

�m � g � sin' = m � l � d
2'

dt2
(1.6.46)

oder

d2'

dt2
= �g

l
sin' : (1.6.47)

Diese Gleichung hat nur in derharmonischen N̈aherungeine einfache L¨osung. In der harmonischen
Näherung wird f¨ur kleine Winkelsin' � ' und man erh¨alt die Bewegungsgleichung

d2'

dt2
= �g

l
' (1.6.48)

einer harmonischen Schwingung. In Analogie zum Masse-Feder Pendel erh¨alt man die Lösung

'(t) = 'm cos(!t+ '0) (1.6.49)

mit der Kreisfrequenz
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! =

r
g

l
: (1.6.50)

Für die Schwingungsfrequenz� und die SchwingungsdauerT erhält man

� =
1

2�

r
g

l
bzw: T = 2�

s
l

g
: (1.6.51)

Es sollte insbesondere darauf hingewiesen werden, daß die Schwingungsdauer des mathematischen Pen-
dels nicht von der Massem des Pendelk¨orpers abh¨angt. Das liegt, wie man aus Gl.(1.6.46) erkennen
kann an der angesetzten Gleichheit von schwerer und tr¨ager Masse, die sich auf der linken und rechten
Seite der Gl.(1.6.46) gegenseitig wegheben.Newtonhat deshalb das mathematische Pendel benutzt, um
die Äquivalenz von schwerer und tr¨ager Masse zu ¨uberprüfen. Für g = 9:81m/s2 ergibt sich bei einer
Pendellänge vonl = 1m die SchwingungsdauerT = 1:969 � 2 s.

Bei großen Schwingungsamplituden ist die harmonische N¨aherung nicht mehr g¨ultig. Die Lösung der
exakten Bewegungsgleichung in h¨oherer Näherung ergibt dann die Schwingungsdauer

T ? = 2�

s
l

g

�
1 + (

1

2
)2 sin2

'm
2

+ (
1 � 3
2 � 4)

2 sin4
'm
2

+ : : :

�

T ? ' 2�

s
l

g

�
1 +

1

16
'2m

�
: (1.6.52)

Die Korrekturterme zur harmonischen N¨aherung lassen die SchwingungsdauerT? eine Funktion der
Schwingungsamplitude'm werden. F¨ur 'm = 10o ist die relative Abweichung�T=T = (T? � T )=T
noch vergleichsweise klein, n¨amlich etwa 0.2%.26

1.6.4 Reibungskr̈afte

Reibung zwischen festen K̈orpern

Wird ein Körper mit der NormalkraftFn auf eine Unterlage gepreßt (Fn steht senkrecht auf der Unter-
lage), so muß eine bestimmte KraftF tangential zur Unterlage ausge¨ubt werden, um den K¨orper auf der
Unterlage zu verschieben (siehe Abb. 1.49). Die Ursache hierf¨ur ist die sogenannteHaftreibungskraft
FR. Die Größe der Haftreibungskraft ist durch die mikroskopische Struktur der beiden Oberfl¨achen
gegeben. Im allgemeinen findet man folgenden Zusammenhang zwischenjFnj und jFRj:

FR = �h Fn : (1.6.53)

Der Haftreibungskoeffizient�h ist eine Proportionalit¨atskonstante, die von der Materialart und der Ober-
flächenbeschaffenheit der beteiligten K¨orper abh¨angt. Wichtig ist, daß die Haftreibungskraft in erster

26Es ist interessant, sich die Frage zu stellen, ob man nicht ein amplituden-unabh¨angiges Pendel konstruieren kann.Huy-
ghenshat dieses Problem bereits 1658 gel¨ost, indem er dasZykloidenpendelentwickelt hat. Seine Schwingungsdauer ist in
aller Strenge unabh¨angig von der Schwingungsamplitude. Die Bahnkurve ist statt eines Kreises eine Zykloide. Eine Zykloide
erhält man, indem man einen Kreis auf einer Geraden abrollt. Als Zykloiden bezeichnet man die Bahnen der Kreispunkte auf
dem Umfang eines Kreises, die man bei diesem Abrollvorgang erh¨alt. Beim Zykloidenpendel rollt der Faden des Pendels auf
einer Zykloide ab.
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Näherung nicht von der Gr¨oße der Auflagefl¨ache abh¨angt. Man hat deshalb f¨ur einen flachen Quader
immer die gleiche Haftreibung unabh¨angig davon, auf welche Seitenfl¨ache man ihn stellt. Die Un-
abhängigkeit der Haftreibungskraft von der Gr¨oße der Auflagefl¨ache kann man sich dadurch klar ma-
chen, daß eine technisch ebene Fl¨ache noch keineswegs mathematisch eben ist und man davon ausgehen
kann, daß sich zwei starre K¨orper immer nur in drei Punkten ber¨uhren. Bei zwei gegeneinander bewegten
Körpern tritt die sogenannteGleitreibungauf, die durch den Gleitreibungskoeffizienten�g charakterisiert
ist. Im allgemeinen gilt�g < �h. 27

FR F

Fn

Abbildung 1.49: Zur Definition der Haftreibung.

Experiment: Bestimmung des Haftreibungskoeffizienten auf der schiefen Ebe-
ne:

Legt man zwei gleichgroße Holzquader auf ein Holzbrett, so beginnen beide ab einem be-
stimmten Neigungswinkel � des Brettes gegen die Waagrechte auf dem Brett abzugleiten.
Der Tangentialraft Ft = mg sin� wirkt die Haftreibungskraft FR = �hmg cos� entgegen. Der
Körper beginnt zu gleiten, wenn Ft � FR wird. Damit erhält man den Haftreibungskoeffizi-
enten zu �h = tan�.
Legt man unter einen der Holzquader ein Filzstück, so beginnt der Quader ohne Filzunter-
lage bei einem kleineren Neigungswinkel zu gleiten. Der Haftreibungskoeffizient zwischen
Holz und Filz ist also größer als zwischen Holz und Holz.
Man kann außerdem feststellen, daß der Gleitreibungskoeffizient in erster Näherung un-
abhängig von der Geschwindigkeit der Holzquader ist. Dies gilt für die meisten Festkörper.

Reibung zwischen Festk̈orpern und Fl üssigkeiten oder Gasen

Für die viskose Reibung (Gleitreibung) bei der Bewegung eines Festk¨orpers durch eine Fl¨ussigkeit gilt
weitgehend

FR / v : (1.6.54)

Dieser Zusammenahng wird alsStokessches Gesetz bezeichnet.

Für den Luftwiderstand von aerodynamisch ung¨unstig geformten K¨orpern, sowie allgemein bei hohen
Geschwindigkeiten, gilt28

FR / v2 : (1.6.55)

Die quadratische Zunahme des Luftwiderstands mit der Geschwindigkeit spielt vor allem bei der Kon-
struktion von Autos eine bedeutende Rolle. Durch geschickte Formgebung versucht man, den Proportio-
nalitätsfaktor in Gl.(1.6.55) m¨oglichst klein zu halten.

27Die genauen physikalischen Prozesse, die zur Haft- und Gleitreibung f¨uhren, sind ¨außerst komplex und in vielen F¨allen im
Detail noch nicht verstanden. Die Physik der Reibung ist Gegenstand vieler aktueller Forschungsarbeiten.

28Der Luftwiderstand h¨angt empfindlich von der Art der Luftstr¨omung (laminare oder turbulente Str¨omung) ab.
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Freier Fall mit Reibung

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir den freien Fall eines K¨orpers mit Massem in einem visko-
sen Medium (z.B. Fl¨ussigkeit) mit Reibungskoeffizienten�, wobei die Reibungskraft proportional zur
Fallgeschwindigkeit (viskose Reibung) sein soll:

FR = �� � v : (1.6.56)

Der Körper werde zur Zeitt = 0 losgelassen, so daßv(0) = 0 undr(0) = 0. Der Körper wird durch
die SchwerkraftFG = mg beschleunigt und durch die ReibungskraftFR = ��v = ��dr

dt abgebremst.
Man erhält somit für die GesamtkraftF

m � d
2r

dt2
= F = FG + FR = m � g � � � dr

dt
: (1.6.57)

Man erhält somit die Differentialgleichung

m � dv
dt

= m � g � � � v : (1.6.58)
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Abbildung 1.50: Zeitlicher Verlauf der Geschwindigkeit (a) und der Beschleunigung beim freien Fall
mit Reibung.

Aus dieser Gleichung geht hervor, daß der K¨orper beit = 0 wegenv(0) = 0 und damitFR = 0 zunächst
mit der vollen Schwerkraft beschleunigt wird. Mit zunehmendemv wird allerdings die Reibungskraft
immer größer und dadurch die beschleunigende Gesamtkraft immer kleiner, bis sie schließlich bei ei-
ner Maximalgeschwindigkeitvmax ganz verschwindet. Der K¨orper bewegt sich dann mit konstanter
Geschwindigkeit weiter, da die angreifende GesamtkraftFg + FR verschwindet. Die L¨osung der Diffe-
rentialgleichung (1.6.58) ergibt

v(t) =
m � g
�

�
1� exp(� �

m
t)
�

(1.6.59)

a(t) =
dv(t)

dt
= g exp(� �

m
t) (1.6.60)

Der Verlauf der Geschwindigkeit und der Beschleunigung ist in Abb. 1.50 gezeigt. Als maximale Ge-
schwindigkeit erh¨alt manvmax =

m�g
� , d.h.vmax ist umgekehrt proportional zum Reibungskoeffizien-

ten�.
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1.7 Trägheitskräfte

1.7.1 Die d’Alembertsche Gleichung

In derNewtonschen BewegungsgleichungF = ma bedeutetF eine reale Kraft (z.B. Gravitationskraft),
die der Wechselwirkung zwischen zwei K¨orpern entspringt. Bei der Einwirkung dieser Kraft auf einen
Probenk¨orper der Massem erfährt dieser eine Beschleunigunga. Die reale KraftF ist also die Ursache
der Bewegungs¨anderung, w¨ahrend die tr¨age Massem sich der Bewegungs¨anderung widersetzt. Wie
d’Alembert gezeigt hat, ist es oft zweckm¨aßig, die BewegungsgleichungF = ma umzuinterpretieren
und nebenrealen Kr̈aftennoch fiktivePseudo-oderScheinkr̈afte, die Trägheitskr̈afte einzuführen. Wir
werden zeigen, daß die Tr¨agheitskräfte mit den realen Kr¨aften ins Gleichgewicht treten. Die Dynamik
wird dann gewissermaßen auf die Statik zur¨uckgeführt.

In derStatiksind nach Definition alle K¨orper in Ruhe. Ein punktf¨ormiger Körper kann aber nur dann in
Ruhe verharren, wenn die Summe der am K¨orper angreifenden Kr¨afte verschwindet, wenn also

F =
X
i

Fi = 0 (1.7.1)

gilt. Ein Beispiel dafür ist in Abb. 1.51 gezeigt. An der auf einer Unterlage ruhenden Massem greift die
GewichtskraftFG = mg an. Damit der K¨orper in Ruhe bleibt, muß diese Kraft von einer Zwangskraft
Fel = �mg exakt kompensiert werden, die von der elastischen R¨uckstellkraft der mehr oder weniger
stark deformierten Unterlage bereitgestellt wird. Die Gesamtkraft verschwindet damit.

m

-mg

mg

Abbildung 1.51: Statikbedingung: die Summe der realen Kr¨afte verschwindet.

In der Dynamik sind Bewegungs¨anderungen zugelassen. Gem¨aß derNewtonschen Grundgleichung

F = ma Newton (1.7.2)

treten genau dann Beschleunigungen auf, wenn die einwirkende reale Kraft nicht verschwindet. Nach
d’Alembert schreibt man diese Gleichung zu

F�ma = 0 (1.7.3)

um und führt formal die Trägheitskraft

FT := �ma (1.7.4)

ein. Damit erhält man
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F+ FT = 0 : d0Alembert (1.7.5)

Die Newtonsche und died’Alembert sche Gleichung sind zwei gleichberechtigte Beschreibungsweisen
der Physik. Die Tr¨agheitskraftFT nach Gl.(1.7.4) ist proportional zur Massem. Diese Eigenschaft hat
sie gemeinsam mit der Gravitationskraft.

Ein Vergleich von Gl.(1.7.1) und Gl.(1.7.5) zeigt, daß in der Statik die Summe aller einwirkenden rea-
len Kräfte verschwindet, w¨ahrend im Rahmen desd’Alembert schen Formalismus in der Dynamik die
Summe aus realen und Tr¨agheitskräften verschwindet: die Tr¨agheitskraftFT kompensiert die reale Kraft
F.

Es ist wichtig, sich klarzumachen, daß im Unterschied zum NaturgesetzF = ma, bei dem die Kraft von
außen vorgegeben wird (z.B. Gravitation), in der GleichungFT = �ma die Trägheitskraft per Definiti-
on gleich dem Ausdruck�ma gesetzt wird;FT ist also nur die abk¨urzende Schreibweise f¨ur�ma. Die
Trägheitskraft f¨ur sich genommen ruft also keine Beschleunigung hervor. Dies rechtfertigt die Bezeich-
nungScheinkraft. Die Trägheitskraft tritt nur dann auf, wenn reale Kr¨afte zunächst eine Beschleunigung
a 6= 0 hervorgerufen haben, d.h. Tr¨agheitskräfte werden durch reale Kr¨afte erst geweckt. In Analogie
zur Newtonschen Lex Tertia kann man auch formulieren, daß die Tr¨agheitskraft die “reactio” auf die
“actio” der realen Kraft ist.

Mit dem Begriff Trägheitskraft lassen sich besonders solche Bewegungen anschaulich beschreiben, bei
denen einem K¨orper durchZwangsbedingungenwie z.B. Schienen bei einer Straßenbahn, Faden beim
Pendel etc.Zwangsbewegungenaufgeprägt werden. So wird z.B. bei der Kurvenfahrt einer Straßenbahn
dem Fahrgast durch die Schienen eine Kreisbewegung und damit eine Beschleunigunga vorgeschrieben,
die auf den Mittelpunkt des Kr¨ummungsradius zeigt (siehe Abb. 1.52). Die tr¨age Masse des Fahrgasts
ist nach dem Tr¨agheitsgesetz aber bestrebt, ihre urspr¨ungliche Bewegung beizubehalten. Der Fahrgast
hat deshalb den Eindruck, entgegengesetzt zur Beschleunigunga radial nach außen gedr¨uckt zu werden.
Die TrägheitskraftFT erscheint hier also als Kraft, die den Fahrgast in der Kurve umzuwerfen versucht.
An diesem Beispiel wird die Bezeichnung Tr¨agheitskraft verst¨andlich.

FT

FTW

FTZ

a

at

an

M

R

Bahn

m

Abbildung 1.52: Die Tr¨agheitskraftFT = �ma kann in den Tr¨agheitswiderstandFTW = �mat und
die ZentrifugalkraftFTZ = �man zerlegt werden.

Im folgenden sollen die Tr¨agheitskräfte bei der Kreisbewegung diskutiert werden. Im Abschnitt 1.3.2
wurde abgeleitet, daß die Beschleunigung

a(t) =
dv

dt
t̂+

v2

R
n̂ = at + an : (1.7.6)
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in eine Tangential- und Normalkomponente zerlegt werden kann. Entsprechend lassen sich die
Trägkheitskräfte klassifizieren. Man definiert

FTW := �m � at = �m � dv
dt

t̂ (1.7.7)

als denTrägheitswiderstandund

FTZ := �m � an = �mv2

R
n̂ (1.7.8)

als die Zentrifugalkraft. Bei einer geradlinig translatorisch beschleunigten Bewegung tritt als
Trägheitskraft nur der Tr¨agheitswiderstand, bei einer gekr¨ummten Bahnkurve, die mit konstanter Bahn-
geschwindigkeit durchlaufen wird, nur die Zentrifugalkraft auf. F¨ur die gesamte Tr¨agheitskraftFT gilt
29

FT = FTW + FTZ : (1.7.9)

1.7.2 Der Trägheitswiderstand

Der Trägheitswiderstand soll anhand einer Massem, die an einer Feder in einem Fahrstuhl aufgeh¨angt
ist (siehe Abb. 1.53), veranschaulicht werden. Es k¨onnen folgende 3 F¨alle unterschieden werden:

m

k

FG = -m g 

FF = k z

m

k

m

k

FG = -m g 

FF = k z

FT = m a

FG = -m g 

FF = k z

FT = -m a

a az z z

Abbildung 1.53: Fahrstuhlmodell zum Tr¨agheitswiderstand.

1. Der Fahrstuhl befindet sich in Ruhe:

Es wirkt die SchwerkraftFG = mg = �mg � ẑ nach unten. Die Feder wird gedehnt und die
daraus resultierende FederkraftFF = kz � ẑ kompensiert die Schwerkraft. Es stellt sich ein
Gleichgewichtszustand

29Es sei hier angemerkt, daß in rotierenden Systemen bei einer radialen Bewegung (R 6= const), die hier ausgeschlossen
wurde, eine weitere Tr¨agheitskraft, dieCoriolis-Kraft, auftritt. Diese wird erst sp¨ater im Abschnitt 1.8.2 eingehend diskutiert.
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FG + FF = 0 (1.7.10)

ein.

2. Der Fahrstuhl bewegt sich beschleunigt nach unten:

Wird der Fahrstuhl mit der konstanten Beschleunigung�a � ẑ nach unten bewegt, so tritt gem¨aß
der d’Alembert schen Gleichung eine Tr¨agheitskraftFT = ma � ẑ auf, die entgegengesetzt zur
Beschleunigung, also nach oben gerichtet ist. Es gen¨ugt deshalb eine kleinere Federkraft, um die
SchwerkraftFG zu kompensieren. Die Feder verk¨urzt sich. Es gilt

FG + FF + FT = 0 = �mg � ẑ+ kz � ẑ+ma � ẑ : (1.7.11)

Ista = g (freier Fall des Fahrstuhls), so kompensiert die Tr¨agheitskraft die Schwerkraft vollst¨andig
(Schwerelosigkeit) und die Feder ist vollkommen entspannt.

3. Der Fahrstuhl bewegt sich beschleunigt nach oben:

Die TrägheitskraftFT = �ma � ẑ zeigt jetzt nach unten und ist parallel zur Schwerkraft. Es wird
jetzt eine gr¨oßere Federkraft ben¨otigt, um die Summe aus SchwerkraftFG und TrägheitskraftFT
zu kompensieren. Die Feder wird weiter gedehnt und es gilt

FG + FF + FT = 0 = �mg � ẑ+ kz � ẑ�ma � ẑ : (1.7.12)

Die in dem Beispiel deutlich werdende Gleichwertigkeit von Gravitations- und Tr¨agkheitskraft ist schon
im Äquivalenzprinzip(siehe Abschnitt 1.5.2) festgehalten, wonach schwere und tr¨age Masse zueinander
äquivalent sind. Was mit dem Begriff̈Aquivalenz gemeint ist, l¨aßt sich jetzt noch deutlicher fassen:
Nach demÄquivalenzprinzip ist es generell nicht m¨oglich, zwischen Gravitations- und Tr¨agheitskräften
zu unterscheiden. Einem Astronauten im schwerelosen Raum kann man durch eine Beschleunigung des
Raumfahrzeugs eine Gravitation “vort¨auschen”.

Betrachtet man das Fahrstuhlexperiment in derNewtonschen und derd’Alembert schen Sichtweise, so
kommt man zu folgendem Ergebnis. Wird der Fahrstuhl z.B. nach unten beschleunigt, so versucht vom
Newtonschen Standpunkt aus die Massem aufgrund ihrer Tr¨agheit in ihrer Position zu verharren, die
Feder muß deshalb eine kleinere Kraft (FF = mg �ma < FG) aufbringen, um die Gewichtskraft zu
kompensieren, und wird somit weniger gedehnt. Vomd’Alembert schen Standpunkt aus ist die Situati-
on anders, da f¨ur ihn die Summe aller Kr¨afte zu verschwinden scheint (dynamisches Gleichgewicht).
Eine Pseudokraft scheint die Kugel nach oben zu ziehen. Die Pseudokraft ist died’Alembert sche
TrägkeitskraftFT , die die realen Kr¨afte FG und FF kompensiert. Mit der Tr¨agheitskraft erh¨alt man
dasd’Alembert sche dynamische GleichgewichtFG +FF +FT = 0, in dem die Summe aus realen und
Scheinkräften verschwindet.

1.7.3 Die Zentrifugalkraft

In den folgenden Beispielen zur Zentrifugalkraft soll zur Vereinfachung nur die Bewegung auf ei-
ner Kreisbahn mit RadiusR betrachtet werden, die mit konstanter Bahngeschwindigkeitv abläuft.
In Abb. 1.54 sind die Betrachtungsweise vonNewton und d’Alembert gegen¨ubergestellt. Auf
der Kreisbahn unterliegt der K¨orper einer Normalbeschleunigungan = (v2=R)n̂, die auf den
KrümmungsmittelpunktM der Kreisbahn zeigt. NachNewton ist hierfür die KraftF = man, eineZen-
tripetalkraft aufzubringen, die die Tr¨agheit der Masse ¨uberwindet und den K¨orper von der geradlinigen
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Experimente zum Trägheitswiderstand:

(a) In einem einfachen Experiment zum Trägheitswiderstand stellt man ein Wasserglas auf
ein Blatt Papier. Die Frage lautet: kann man das Papier unter dem Wasserglas so wegzie-
hen, daß das Glas stehen bleibt ? Die Antwort lautet: ja, wenn man am Papier ruckartig
mit sehr großer Beschleunigung a zieht. In diesem Fall ist der Betrag der Trägheitskraft
FT = ma� FR und die Trägheitskraft schiebt das Wasserglas von der Unterlage.
(b) Man befestigt eine Masse m in der Mitte eines Stücks Faden und hängt die Masse mit
dem einen Stück Faden an einer Halterung auf, während das andere Stück lose nach unten
hängt. Zieht man nun ruckartig an dem unteren Faden, so reißt das untere Stück Faden.
Zieht man dagegen langsam, so reißt das obere Stück Faden, an dem die Masse an der
Halterung befestigt ist. Beim ruckartigen Ziehen entsteht eine sehr große Trägheitskraft
FT = �ma, die entgegengesetzt zur Beschleunigung nach oben gerichtet ist. Die sehr
große Trägheitskraft führt zum Reißen des unteren Fadens. Beim langsamen Ziehen ist
dagegen die Trägheitskraft vernachlässigbar. Auf den oberen Faden wirkt dann die Zug-
und die Gewichtskraft, wogegen auf den unteren Faden nur die Zugkraft wirkt. Der obere
Faden reißt dadurch zuerst.
(c) Man stellt sich auf eine Waage und bestimmt sein Gewicht. Geht man nun schnell in die
Hocke (Beschleunigung des Körperschwerpunkts nach unten) bzw. aus der Hocke wieder
in die aufrechte Position (Beschleunigung des Körperschwerpunkts nach oben), so wird der
Ausschlag der Waage kleiner bzw. größer (die Erklärung ist analog zum Fahrstuhlmodell).

m

v

F

an

M R

Newton(a)

m

v

F

an

M R

d'Alembert(a)

FTZ

Abbildung 1.54: Gegen¨uberstellung der Newtonschen und der d’Alembertschen Betrachtungsweise bei
der Kreisbewegung.

Bahn auf die Kreisbahn zwingt. Nachd’Alembert wird die Tatsache, daß sich die Masse der zentripeta-
len Beschleunigung widersetzt, so interpretiert, daß aufgrund der Tr¨agheit der Masse eine Tr¨agheitskraft,
dieZentrifugalkraftangreift, die den K¨orper vom Zentrum wegtreibt. Die ZentrifugalkraftFTZ steht da-
bei im Gleichgewicht mit der ZentripetalkraftF = man. Für die Zentrifugalkraft erh¨alt man (vergleiche
hierzu Abschnitt 1.3.2)

FTZ +m � an = 0

FTZ = �mv2

R
� n̂ = �mv! � n̂ = �m!2R � n̂ : (1.7.13)

Man kann die in Abb. 1.54 gezeigte Situation wie folgt diskutieren: In derNewtonschen Sichtweise
wirkt nur die ZentripetalkraftF (reale Kraft), die zur Normalbeschleunigungan führt und die Masse
auf der Kreisbahn h¨alt. In derd’Alembert schen Sichtweise ist die Massem in Ruhe (dynamisches
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Gleichgewicht), d.h. die Summe aller Kr¨afte muß verschwinden. Es muß deshalb eine ScheinkraftFTZ
existieren, die nach außen gerichtet ist und die Zentripetalkraft kompensiert.
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Abbildung 1.55: Zentrifugalkraft beim Kettenkarussel (a) und bei der Kurvenfahrt (b).

Beispiele für die Zentrifugalkraft:

.
� Die Zentrifugalkraft ist dafür verantwortlich, daß sich Schleiffunken von der rotieren-

den Schleifscheibe ablösen und sich anschließend nach dem Trägheitsgesetz mit der
Tangentialgeschwindigkeit v geradlinig und gleichförmig weiterbewegen. Ähnliches
gilt für Wassertropfen an Fahrzeugreifen.

.
� Kurvenfahrt: Bei schnellen Kurvenfahrten kann die Zentrifugalkraft auf ein Vielfaches

der Schwerkraft anwachsen. Fliegt z.B. ein Flugzeug mit Schallgeschwindigkeit (v '
340m/s) eine Kurve mit Radius R = 1000m, so tritt eine Zentrifugalbeschleunigung
von etwa 10g, also dem Zehnfachen der Erdbeschleunigung auf. Auf den Piloten wirkt
also eine Trägheitskraft, die einem Vielfachen der Gewichtskraft entspricht.a

Da die Zentrifugalkraft größer als die Gewichtskraft werden kann, kann man bei ent-
sprechender Geschwindigkeit auf der Achterbahn eine vertikale Schleife durchfahren
(“Looping”), ohne aus dem Fahrzeug zu fallen. Hierbei muß !2R � g gelten.

Bei Kurvenfahrten mit Straßen- oder Schienenfahrzeugen wirkt die resultierende Ge-
samtkraft Fres = FG+FTZ aufgrund der endlichen Zentrifugalkraft bei einer horizon-
talen Fahrbahn nicht normal zur Fahrbahn. Man neigt deshalb die Fahrbahn, um Fres

senkrecht zur Fahrbahnoberfläche zu haben. Mit tan� = FTZ=FG (siehe Abb. 1.55b)
ergibt sich � = v2=Rg, wobei R der Kurvenradius ist.

aDie Toleranzgrenzen f¨ur Menschen sind sitzend etwaa ' 5g und liegenda ' 12g.

.
� Beim Kettenkarussel führt die Zentrifugalkraft FTZ dazu, daß die Kette aufgrund der

Schwerkraft FG nicht genau senkrecht nach unten hängt, sondern aufgrund der resul-
tierenden Kraft Fres = FG +FTZ schräg nach außen gerichtet ist (siehe Abb. 1.55a).
Die Kraft Fres wird von der Kettenkraft FK kompensiert. Der genaue Winkel wird
durch das Verhältnis von Schwerkraft und Zentrifugalkraft bestimmt.
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.
� Die hohen Zentrifugalkräfte bei schnellen Drehbewegungen werden in Ultrazentrifu-

gen zur Trennung von Stoffen ausgenutzt. Bei der Sedimentation von Stoffen aus
einer Suspension spielen die Reibungskräfte, die die suspendierten Körper erfahren,
eine Rolle. Nach Stokesgilt FR / r � v, wobei r der Radius bei kugelförmiger Ge-
stalt des Körpers ist. Im Schwerefeld der Erde sinken im Gleichgewicht FR = FG von
Reibungskraft und Schwerkraft Körper mit konstanter Geschwindigkeit vs. Wegen
rvs / mg bzw. wegen m = � � 4�r3=3 für geometrisch gleiche Körper folgt vs / �g.
Stoffe mit hoher Massendichte sinken schneller ab und sammeln sich am Boden des
Gefäßes an. In einer Ultrazentrifuge setzt man die Suspension in Rotation und se-
dimentiert die Stoffe mit Hilfe der Zentrifugalkraft ab. Bei der Bahnbeschleunigung
a ist die zentrifugale Wanderungsgeschwindigkeit vs / �a und die Stoffe lagern sich
mit zunehmender Dichte von innen nach außen ab. Zahlenbeispiel: Bei der Kreisfre-
quenz ! = 2�103s�1 und R = 1 cm ist a = !2R ' 4� 104g. Die Sedimentation in der
Zentrifuge ist deshalb wesentlich effektiver.

.
� Schwerkraftersatz im Raumfahrzeug: Durch eine Rotationsbewegung eines Raum-

fahrzeugs entsteht eine radial nach außen gerichtete Zentrifugalkraft FR = m!2R, die
als Ersatz für die fehlende Gravitationskraft benutzt werden kann.

.
� Rotiert man ein kreisförmiges Blatt Papier oder eine ringförmige Kette, so führt die

dabei auftretende Zentrifugalkraft zu einer dynamischen Stabilisierung des Blattes
und der Kette. Mit dem Blatt kann sogar ein Stück Holz zersägt werden. Die Kette
wird scheinbar steif.
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Abbildung 1.56: Der Newtonsche Eimerversuch.

Es soll nun kurz auf denNewtonschen Eimerversuch eingegangen werden. Ein mit Wasser gef¨ullter
Eimer wird dabei um die vertikal stehende Symmetrieachse in Rotation versetzt. Reibungskr¨afte sorgen
dafür, daß auch das Wasser nach einiger Zeit mitbewegt wird. Die resultierende KraftFres aus Gewichts-
kraft FG und ZentrifugalkraftFTZ muß senkrecht zur Wasseroberfl¨ache stehen. Aus Abb. 1.56 liest man
ab:

tan� =
m!2x

mg
=
!2x

g
=

dy

dx
: (1.7.14)

Durch Integration erh¨alt man schließlich
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y =
!2

2g
x2 + y0 : (1.7.15)

Man erhält also eine parabolisch gekr¨ummte Wasseroberfl¨ache. NachNewton ist die Aufwölbung der
Wasseroberfl¨ache ein direkter Beweis f¨ur eine beschleunigte Bewegung des Wassereimers. W¨urde man
nämlich in einem Gedankenexperiment den Fixsternhimmel in Drehung versetzen und den Eimer ruhen
lassen, so sollte der Wasserspiegel eben bleiben. Man kann also unterscheiden, ob der Fixsternhimmel
oder der Wassereimer eine beschleunigte Bewegung ausf¨uhrt, d.h. die Beschleunigung ist in einem “ab-
soluten” Sinne feststellbar. VonMach wurde dagegen die Idee ge¨außert, daß bei ruhendem Eimer und
rotierendem Fixsternhimmel die Wasseroberfl¨ache sich ebenfalls aufw¨olben würde (Machsches Prinzip).
Danach w¨urde sich nur die “relative” Beschleunigung zwischen Eimer und Fixsternhimmel feststellen
lassen.30 Es ist bis heute ein ungel¨ostes Problem, ob Beschleunigungen absolut oder nur relativ angege-
ben werden k¨onnen.

mω2RE

mω2R

mg0

ϕRE

R

N

S

ω

Abbildung 1.57: Die Zentrifugalkraft auf der um ihre eigene Achse rotierenden Erde.

Die jährliche Bewegung der Erde um die Sonne, vor allem aber die t¨agliche Drehung um ihre eigene
Achse führt zu leicht beobachtbaren Effekten der Zentrifugalkraft. Die Zentrifugalkraft aufgrund der
Erdrotation um die eigene Achse ist amÄquator maximal (siehe Abb. 1.57) und ist gegeben durch

a �Aq = !2RE =
4�2

T 2
RE =

4�2 � 6:4 � 106

(24 � 60 � 60)
m

s2
= 0:034

m

s2
: (1.7.16)

Die effektive Gewichtskraftmge� am Äquator ist die Differenz zwischen der Gewichtskraftmg0, wie
sie für eine nichtrotierende Erde erwartet w¨urde, und der Zentrifugalkraftma�Aq

mge� = mg0 �ma �Aq bzw: ge� = g0 � a �Aq : (1.7.17)

Je schneller die Erde rotieren w¨urde, umso leichter erschiene ein K¨orper am̈Aquator. An den Polen tritt
dagegen wegenR = 0 keine Zentrifugalkraft auf. Dort sollte die Fallbeschleunigungg0 direkt meßbar
sein. In der Tat ist die Fallbeschleunigung an den Polen h¨oher als am̈Aquator:

g(Pol) = 9:832
m

s2
g(�Aquator) = 9:780

m

s2
: (1.7.18)

30Genauso wie auch nur relative und keine absoluten Geschwindigkeiten (geradlinig, gleichf¨ormig) meßbar sind, siehe hierzu
auch Abschnitt 1.8.1.
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Die Differenz �g = 0:052m/s2 dieser Zahlenwerte ist allerdings gr¨oßer als die
Äquatorialbeschleunigunga �Aq = 0:031m/s2. Die unterschiedlichen Fallbeschleunigungen an
den Polen sind deshalb nur teilweise auf die Wirkung der Zentrifugalkraft zur¨uckzuführen (siehe
hierzu auch Abschnitt 1.5.1). Die verbleibende Abweichung ist auf die Abweichung der Erde von der
Kugelform zurückzuführen.31

Aus Abb. 1.57 liest man ab, daß ein K¨orper auf dem Breitengrad' aufgrund der Erdrotation eine Kreis-
bahn mit dem RadiusR = RE cos' durchläuft. Die resultierende ZentrifugalkraftFTZ(') steht senk-
recht auf der Erdachse und weist von der Achse weg. F¨ur den Betrag vonFTZ(') gilt

FTZ = m!2R = m!2RE cos' = ma �Aq cos' : (1.7.19)

Selbst für eine idealisierte homogene Erdkugel ist deshalb die allein beobachtbareÜberlagerung der
Gravitationskraftmg0 und der ZentrifugalkraftFTZ nicht exakt auf den Erdmittelpunkt gerichtet.

Die ZentrifugalbeschleunigungaES aufgrund der Rotation der Erde um die Sonne erh¨alt man in gleicher
Weise zu

aES = !2ESRES =
4�2

T 2
ES

RES =
4�2 � 1:5� 1011

(365 � 24 � 60 � 60)
m

s2
= 0:00578

m

s2
: (1.7.20)

Weiter erhält man durch die Rotation der Sonne um das Zentrum der Milchstraße32

aSM ' 10�7aES : (1.7.21)

Das Erde-Mond-System — die Gezeiten

Da die Masse der Erde nur etwa 80 mal so groß ist wie diejenige des Mondes, rotieren Erde und Mond
um einen gemeinsamen SchwerpunktS, der etwa3=4 des Erdradius vom Erdmittelpunkt entfernt ist
(siehe Abb. 1.58), also noch innerhalb der Erde liegt. Es handelt sich dabei nicht um eine Drehung der
Erde um eine Achse, die durchS geht, sondern, da Erde und Mond nicht starr miteinander verbunden
sind, um eine reine Verschiebung, bei der der Erdmittelpunkt in 27 1/3 Tagen eine Kreisbahn mit dem
Radius3=4RE um den SchwerpunktS durchläuft. Alle anderen Punkte der Erde beschreiben ebenfalls
Kreise mit Radius3=4RE , aber um andere Mittelpunkte.33 Durch diese Kreisbewegung wird eine Zen-
trifugalkraft hervorgerufen, die in jedem Punkt der Erde gleich groß ist. Diese Kraft wirkt in Richtung
der Verbindungslinie von Erdpunkt zu Mondmittelpunkt und ist auf den Mond gerichtet.

Ganz anders sieht es mit der Gravitationskraft des Mondes aus. Sie ist aufgrund der nicht zu ver-
nachlässigenden Ausdehnung der Erde an verschiedenen Erdpunkten verschieden groß und wird nur
im Erdmittelpunkt von der Zentrifugalkraft kompensiert. In Abb. 1.58b sind die in vier verschiedenen

31Die Erde ist ein abgeplattetes Rotationsellipsoid, wodurch der Abstand Pol-Erdmittelpunkt kleiner ist als der Erdradius
amÄquator und dadurch die Gravitationskraft an den Polen auch bei ruhender Erde gr¨oßer sein sollte als am̈Aquator. Diese
Argumentation ist aber gef¨ahrlich, da bei einer extremen Abplattung zu einer diskusf¨ormigen Scheibe die Gravitationskraft
an den Polen im Gegenteil sogar ganz verschwinden w¨urde. Eine genaue Rechnung f¨ur eine Kugel mit einer homogenen
Masseverteilung zeigt allerdings, daß f¨ur den Fall der Erde die Fallbeschleunigung an den Polen tats¨achlich bei einer kleinen
Abplattung zuerst zunimmt um dann schließlich bei gr¨oßeren Abplattungen wieder abzunehmen.

32An dieser Stelle setzteEinsteins Überlegung an, daß eventuell die Schwerkraft nur eine Tr¨agheitskraft ist, da wir ein
falsches Bezugssystem benutzen.

33Man spricht hier von Revolution ohne Rotation.
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Abbildung 1.58: (a) Bewegung von Erde und Mond um ihren gemeinsamen Schwerpunkt. (b) Zur
Erklärung der Gezeiten.

Punkten auf der Erdoberfl¨ache und im Erdmittelpunkt wirkenden Gravitationskr¨afte und Zentrifugal-
kräfte gezeigt. In PunktA überwiegt�FG, 34 während in PunktB FTZ überwiegt. In PunktC undD
ist die resultierende Kraft klein und zum Erdmittelpunkt hin gerichtet. Zwischen den PunktenC undD
einerseits undA undB andererseits findet ein kontinuierlicherÜbergang der Gr¨oße und Richtung der
resultierenden Kraft statt. In diesen Zwischenpunkten besitzt die resultierende Kraft eine Tangential-
komponente, die in Richtung̈Aquator weist. Diese Komponente bewirkt eine Bewegung des Wassers in
den Ozeanen in Richtung der PunkteA undB, wodurch dort Flutberge entstehen. In den PunktenC und
D sowie im gesamten, senkrecht durch die PunkteC undD verlaufenden Erdmeridians herrscht dagegen
Ebbe. Die Vertikalkomponente der resultierende Kraft bewirkt eine elastische Verformung der Erde, d.h.
ein Heben und Senken der Erdoberfl¨ache um einige Dezimeter, wodurch sich eine kleine Zunahme der
Erdbeschleunigungg an den Polen ergibt.

Aufgrund der Drehung des Modes um die Erde und der Rotation der Erde um ihre eigene Achse ver-
schiebt sich der oben beschriebene Zustand dauernd, so daß innerhalb eines Zeitintervals von etwa 24 3/4
Stunden an einem Ort zweimal Ebbe und Flut eintritt.

34�FG soll der Unterschied der Gravitationskraft an einem Punkt der Erdoberfl¨ache und im Erdmittelpunkt aufgrund der
unterschiedlichen Abst¨ande zum Mittelpunkt des Mondes sein.
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1.8 Inertial- und Nichtinertialsysteme

1.8.1 Inertialsysteme

Ein Inertialsystemist wie folgt definiert:

Ein Inertialsystem ist ein Bezugssystem, in dem
das Galileische Trägheitsgesetz (Lex Prima) gilt.

Man kann zeigen, daß eine hinreichende Bedingung f¨ur das Vorliegen eines Inertialsystems gegeben
ist, wenn sich ein kr¨aftefreier Körper in allen drei Raumrichtungen geradlinig gleichf¨ormig bewegt.
Die experimentelle Erfahrung hat gezeigt, daß ein im Fixsternhimmel verankertes Bezugssystem diese
Bedingung erf¨ullt. Ausgehend vom Tr¨agheitsgesetz (Lex Prima) stellt man in einem Inertialsystem die
Newtonschen Axiome auf, die die Grundlage der gesamten Mechanik bilden. Diese Axiome sind nur in
einem Inertialsystem g¨ultig.

Das Relativitätsprinzip

Es soll nun diskutiert werden, inwieweit der Fixsternhimmel das einzige Inertialsystem ist, oder ob es
andere Bezugssysteme gibt, die ebenfalls Inertialsysteme darstellen. Um diese Fragestellung zu disku-
tieren, muß man ¨uberlegen, wie ein und derselbe physikalische Tatbestand von verschiedenen Koordi-
natensystemen aus beschrieben wird. Hierzu soll derÜbergang von einem BezugssystenS zu einem
BezugssystemS0, das sich relativ zuS mit konstanter Geschwindigkeitv bewegt, betrachtet werden.
Bezüglich der Transformation der Zeit wird in der klassischenNewtonschen Mechanik angenommen,
daß die Zeit eine “absolute” Gr¨oße ist, die unabh¨angig vom Bezugssystem ist. DerÜbergang vonS
nachS0 wird durch dieGalileitransformationvermittelt. Zur Ableitung der Transformationsformeln
zwischen den Koordinaten(x; y; z; t) in S und(x0; y0; z0; t0) in S0 werden zwei kartesische Koordinaten-
systeme betrachtet, deren Ursprung zur Zeitt0 = 0 zusammenf¨allt und die sich mit der Geschwindigkeit
(v0x; v0y; v0z) gleichförmig gegeneinander bewegen (siehe Abb. 1.59). Man erh¨alt dann folgende Aus-
drücke für die Galileitransformation der Ortskoordinaten

x = x0 + v0xt

y = y0 + v0yt

z = z0 + v0zt ; (1.8.1)

der Geschwindigkeit

vx =
dx

dt
=

dx0

dt
+ v0x

vy =
dy

dt
=

dy0

dt
+ v0y

vz =
dz

dt
=

dz0

dt
+ v0z ; (1.8.2)

der Beschleunigung
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Abbildung 1.59: Zur Ableitung der Galileitransformation zwischen zwei KoordinatensystemenS und
S0.

ax =
d2x

dt2
=

d2x0

dt2

ay =
d2y

dt2
=

d2y0

dt2

az =
d2z

dt2
=

d2z0

dt2
(1.8.3)

und der Zeit

t = t0 : (1.8.4)

In vektorieller Schreibweise erh¨alt man

r = r0 + v0 t

v = v0 + v0

a = a0 : (1.8.5)

Aus Gl.(1.8.5) ist ersichtlich, daß sich die inS undS0 gemessenen Geschwindigkeiten ein und desselben
Körpers zwar umv0 unterscheiden die Beschleunigung aber in beiden Bezugssystemen gleich ist. Ein
kräftefreier Körper, der inS die Beschelunigunga = 0 erfährt, hat auch inS0 die Beschleunigunga0 = 0.
Damit ist gezeigt, daß ausgehend von einem InertialsystemS alle diejenigen BezugssystemeS0 wieder-
um Inertialsysteme sind, die sich gegenS gleichförmig geradlinig bewegen. Zu einem Inertialsystem
gehört also eine Schar von unendlich vielen weiteren Inertialsystemen.

Anhand derGalileitransformation sieht man, daß sich Geschwindigkeiten beimÜbergang vonS nach
S0 vektoriell addieren, w¨ahrend die Beschleunigung gleich bleibt. Man sagt deshalb, daß die Beschleu-
nigung eine bez¨uglich derGalileitransformationinvariante Gr̈oßeoder kurzInvariante ist. Es ist ein



1.8 Inertial- und Nichtinertialsysteme PHYSIK I 103

weitergehendes Problem, wie sich die dynamischen Gr¨oßen Kraft und Masse beim Bezugssystemwech-
sel transformieren. Die Masse wird in derNewtonschen Mechanik als K¨orpereigenschaft aufgefaßt, die
unabhängig vom Bewegungszustand des K¨orpers und damit unabh¨angig von der Geschwindigkeit ist.
Nach der speziellen Relativit¨atstheorie ist dies aber nur n¨aherungsweise richtig, solange die Geschwin-
digkeitv der Masse klein gegen¨uber der Lichtgeschwindigkeitc ist. In dieser Näherung ist beim Wechsel
des Bezugssystems

m = m0 ; (1.8.6)

d.h. die Masse ist eine Invariante. Schließlich bleibt noch die Frage, welche Beziehung zwischen der
Kraft F im SystemS und der KraftF0 im SystemS0 besteht. Nach dem Gravitationsgesetz (1.5.1)
hängt die Gravitationskraft nur von den invarianten Massenm1 undm2 und von dem relativen Abstand
r = jr21j zweier Körper ab. Da nach Gl.(1.8.1) Abst¨ande zwischen zwei Raumpunkten galileiinvariant
sind, erwartet man, daß auch die Gravitationskraft eine Invariante bez¨uglich derGalileitransformation
ist. Eineähnliche Argumentation gilt f¨ur die Coulombkraft zwischen zwei Ladungen. Kr¨afte wie die
Reibungskraft, die eine Funktion der Relativgeschwindigkeitv21 = v2 � v1 zwischen zwei K¨orpern
sind, erweisen sich ebenfalls als galileiinvariant, da nach Gl.(1.8.2) f¨ur die relative Geschwindigkeit
v21 = v021 gilt. Die magnetischen Wechselwirkungen zwischen zwei bewegten Ladungen h¨angen da-
gegen von den Geschwindigkeitenv1 und v2 der Ladungstr¨ager selber ab und sind damit nicht gali-
leiinvariant.35 Läßt man letztere Kr¨afte, die im Bereich der technischen Mechanik eine untergeordnete
Rolle spielen, unber¨ucksichtigt, so ist n¨aherungsweise auch die Kraft eine Invariante bez¨uglich derGa-
lilei transformation:

F = F0 : (1.8.7)

Mit Hilfe von Gln.(1.8.6) und (1.8.7) findet man bei der Transformation derNewtonschen Bewegungs-
gleichung vom InertialsystemS nachS0:

F = ma ) F0 = m0 a0 : (1.8.8)

Dies ist ein bemerkenswertes Resultat: die dynamische Grundgleichung hat in allen Inertialsystemen
dieselbe Form, keines dieser Systeme ist vor dem anderen ausgezeichnet, alle Inertialsysteme sind un-
tereinander gleichwertig. In Anlehnung an dieGalileiinvarianz derNewtonschen Grundgleichung stellt
man ein sehr weitreichendes Prinzip auf, dasspezielle Relativitätsprinzip:

Die physikalischen Gesetze haben in
allen Inertialsystemen diesselbe Form

Die Galileiinvarianz der Bewegungsgleichung in derNewtonschen Mechanik ist ein Sonderfall des Re-
lativitätsprinzips: wenn alle Gr¨oßen einer Gleichung invariant sind, bleibt die Form der Gleichung in
allen Inertialsystemen trivialerweise erhalten. Das Relativit¨atsprinzip verlangt etwas weniger. Um die
Form einer Gleichung nicht zu ver¨andern, gen¨ugt es, daß sich beide Seiten der Gleichung beim Wechsel

35Eine genaue Diskussion erfolgt in der Vorlesung zur Elektrodynamik.
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des Bezugssystems gleich transformieren. Das Postulat derForminvarianzder Naturgesetze in allen In-
ertialsystemen hat bislang jeder experimentellen Nachpr¨ufung standgehalten und man sieht es heute als
eines der fundamentalen Prinzipien der Physik an.

Als Konsequenz aus dem Relativit¨atsprinzip ergibt sich, daß Geschwindigkeiten nicht absolut meßbar
sind. Da alle Inertialsysteme gleichberechtigt sind, kann man kein “ausgezeichnetes” Inertialsystem
finden, von dem aus man die Geschwindigkeit eines K¨orpers als “absolut” bezeichnen k¨onnte. Man mißt
also Geschwindigkeiten grunds¨atzlich relativ zu Bezugssystemen.

Die Lorentztransformation

Führt man eineGalileitransformation derMaxwellschen Gleichungen, die den Elektromagnetismus in
einem einheitlichen System beschreiben, durch, so stellt man fest, daß ihre Form nicht gleich bleibt.36

Das bedeutet, daß die Gesetze des Elektromagnetismus(F 6= F0), die Newtonsche Bewegungsglei-
chungF = ma mit der invarianten Massem = m0, die Galileitransformation(a = a0) und das
Relativitätsprinzip(F = ma ) F0 = m0a0) nicht miteinander vertr¨aglich sind. Das kommt einer Ver-
letzung des Relativit¨atsprinzips gleich. Diese Schwierigkeit wurde in derSpeziellen Relativitätstheorie
(Einstein, 1905)überwunden.37 Ausgehend vom Relativit¨atsprinzip und der experimentell beobachteten
Konstanz der Lichtgeschwindigkeitc hatEinstein vor allem denNewtonschen Begriff der Zeit einer Kri-
tik unterworfen und konnte zeigen, daß die Galileitransformation durch eine allgemeinere Transforma-
tion, dieLorentztransformation, ersetzt werden muß. Wir werden sehen, daß die Lorentztransformation
für kleine Relativgeschwindigkeiten (v � c) zwischen den Inertialsystemen in die Galileitransformation
übergeht. Bez¨uglich der Lorentztransformation sind der Relativabstand zwischen zwei K¨orpern, die Zeit
und die Masse eines K¨orpers keine Invarianten mehr sondern h¨angen vielmehr von dem Inertialsystem
ab, in dem sie beobachtet werden.

Ursprünglich glaubte man, daß dieMaxwellschen Gleichungen falsch sein mußten. Zahlreiche Experi-
mente führten aber zu dem Ergebnis, daß dieMaxwellschen Gesetze der Elektrodynamik korrekt waren
und die Schwierigkeiten wahrscheinlich woanders liegen.H. A. Lorentz stellte fest, daß folgende Trans-
formation dieMaxwellschen Gleichungen unver¨andert läßt:

x0 =
x� v0xtp
1� v20x=c

2

y0 =
y � v0ytq
1� v20y=c

2

z0 =
z � v0ztp
1� v20z=c

2

t0 =
t� v r=c2p
1� v2=c2

: (1.8.9)

Die Gleichungen (1.8.9) sind alsLorentztransformationbekannt. Einstein schlug vor, daß alle phy-
sikalischen Gesetze unter einerLorentztransformation unver¨andert bleiben sollten. Das bedeutet, daß

36In einem bewegten und ruhenden Raumschiff w¨aren dann die elektrischen und optischen Ph¨anomene verschieden. Man
könnte deshalb diese optischen Ph¨anomene dazu benutzen, die Geschwindigkeit des Raumschiffes zu bestimmen, insbesondere
könnte die “absolute” Geschwindigkeit des Raumschiffes bestimmt werden. Dies widerspricht dem Relativit¨atsprinzip.

37Im Jahre 1915 ver¨offentlichteEinstein eine zus¨atzliche Theorie, dieAllgemeine Relativit¨atstheorie. Diese Theorie behan-
delt die Erweiterung der Speziellen Relativit¨atstheorie auf den Fall des Gravitationsgesetzes. Diese Theorie wird hier nicht
diskutiert.
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man die Gesetze der Mechanik und nicht diejenigen der Elektrodynamik ¨andern muß. Die Frage lautet
also, wie müssen dieNewtonschen Gesetze ge¨andert werden, damit sie unter einer Lorentztransformati-
on unverändert bleiben. Es zeigte sich, daß es gen¨ugte, die Massem in denNewtonschen Gleichungen
durch

m =
m0p

1� v2=c2
(1.8.10)

zu ersetzen, wobeim0 die “Ruhemasse” des nichtbewegten K¨orpers ist.38

Während die alte,Galileische Transformation zwischen den Koordinaten und der Zeit selbstverst¨andlich
erscheint, sieht die neue, dieLorentzsche Transformation zun¨achst eigenartigt aus. Die G¨ultigkeit der
Lorentztransformation f¨ur die Gesetze der Mechanik wurde mittlerweile aber in vielen Experimenten
bestätigt. Um sie zu verstehen, muß man, wieEinstein es getan hat, nicht nur die Gesetze der Mechanik
studieren sondern seine Vorstellungen vonRaum und Zeitanalysieren.39

1.8.2 Nicht-Inertialsysteme

Bezugssysteme, die sich relativ zu einem Inertialsystem translatorisch oder rotatorisch beschleunigt be-
wegen, sind selbst keine Inertialsysteme, da das Tr¨agheitsgesetz in diesen Systemen verletzt ist.

In Inertialsystemen lassen sich zwar die Bewegungsgleichungen am einfachsten formulieren, in der Pra-
xis hat man es aber oft mit Nicht-Inertialsystemen zu tun. Ein Beispiel ist die Erde, die aufgrund ihrer
täglichen Rotationsbewegung um die eigene Achse und ihrer j¨ahrlichen Bewegung um die Sonne kein
Inertialsystem darstellt, da ein auf der Erde verankertes Bezugssystem aufgrund dieser Bewegungen be-
schleunigt ist. Ebenso w¨are ein in der Sonne verankertes Bezugssystem kein Inertialsystem, da die Sonne
eine Bahnbewegung um das galaktische Zentrum ausf¨uhrt, die mit einer Zentripetalbeschleunigung ver-
knüpft ist. Da man es also in der Praxis h¨aufig mit Nicht-Inertialsystemen zu tun hat, ist es sinnvoll, auch
die für Nicht-Inertialsysteme g¨ultigen Bewegungsgleichungen abzuleiten.

Im folgenden werden zwei h¨aufig auftretende beschleunigte Bezugssysteme diskutiert, und zwar das
gleichförmig translatorisch beschleunigte und das mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotierende Be-
zugssystem.

Das translatorisch beschleunigte Bezugssystem

Wir betrachten zwei kartesische KoordinatensystemeS und S0, die wie in Abb. 1.60 gezeigt ist ach-
senparallel zueinander stehen und sich der Einfachheit halber nur l¨angst derx-Achse gegeneinander
bewegen sollen.S sei ein Inertialsystem undS0 bewege sich mit konstanter Beschleunigunga0 = a0 � x̂.
Für denÜbergang vonS nachS0 setzen wir dieGalileitransformation von Gl.(1.8.1) an

x = x0 + v0xt+
1

2
a0t

2

y = y0 + v0yt

z = z0 + v0zt (1.8.11)
38Es wird in Abschnitt 1.8.3 gezeigt, daß sich dieser zun¨achst nicht einsichtige Ausdruck f¨ur die Masse aus der vonEinstein

postuliertenÄquivalenz von Masse und Energie ableiten l¨aßt.
39Eine Diskussion derEinsteinschen Ideen und deren Folgerungen f¨ur die Gesetze der Mechanik erfordert einige Breite und

soll deshalb hier nicht durchgef¨uhrt werden.
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a

Abbildung 1.60: BezugssystemS0 wird mit der Beschleunigunga0 relativ zum InertialsystemS bewegt.

und erhalten durch Differenzieren nach der Zeit

vx =
dx

dt
=

dx0

dt
+ v0x + a0t

vy =
dy

dt
=

dy0

dt
+ v0y

vz =
dz

dt
=

dz0

dt
+ v0z : (1.8.12)

Durch nochmaliges Differenziren erh¨alt man

ax =
d2x

dt2
=

d2x0

dt2
+ a0

ay =
d2y

dt2
=

d2y0

dt2

az =
d2z

dt2
=

d2z0

dt2
(1.8.13)

oder in Vektorschreibwiese.

a = a0 + a0 : (1.8.14)

Beschleunigungen werden also nach Gl.(1.8.14) von SystemS undS0 unterschiedlich beurteilt. Bewegt
sich z.B. ein kräftefreier Körper der Massem im InertialsystemS aus gesehen mit der Beschleunigung
a = 0, so ist im SystemS0 für a0 = const 6= 0 die Beschleunigunga0 im SystemS0 von Null verschie-
den:a0 = �a0 6= 0. Damit ist in SystemS0 das Trägheitsgesetz verletzt oder – gleichbedeutend –S0 ist
kein Inertialsystem.

Für die dynamischen Gr¨oßen Massem und reale KraftF setzen wir mitähnlichen Argumenten wie
im vorangegangenen Abschnitt an, daß auch bei einemÜbergang von einem Inertialsystem zu einem
Nicht-Inertialsystem

m = m0 (1.8.15)
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und

F = F0 : (1.8.16)

gelten soll. Im Inertialsystem ist die BewegungsgleichungF = ma bekannt. Mit Gl.(1.8.14)-(1.8.16)
läßt sich diese Gleichung in das SystemS0 übersetzen und man erh¨alt

F = F0 = ma = m0a0 +m0a0 : (1.8.17)

Es ist zweckm¨aßig, dieScheinkraftFA

FA = �ma0 (1.8.18)

einzuführen, die wie died’Alembert sche TrägheitskraftFT aus Abschnitt 1.7 proportional zur Masse
ist. Mit dieser Definition schreibt sich Gl.(1.8.17) in der Form

F+ FA = m0a0 : (1.8.19)

Gl.(1.8.19) ist die gesuchte Bewegungsgleichung im translatorisch beschleunigten BezugssystemS0.
Da die zus¨atzliche KraftFA keiner Wechselwirkung zwischen K¨orpern entspricht, ist die Bezeichnung
Scheinkraft gerechtfertigt. Der ZusatztermFA in Gl.(1.8.19) zeigt klar, daß dieNewtonschen Bewe-
gungsgleichungen nur in einem Inertialsystem G¨ultigkeit besitzen.

Die Bedeutung der Scheinkraft wird klarer, wenn man analog zur Tr¨agheitskraftFT = �ma im Inerti-
alsystemS auch für das NichtinertialsystemS0 die TrägheitskraftF0T

F0T = �ma0 (1.8.20)

definiert. Mit Gl.(1.8.14) ergibt sich dann

FT = �ma = �ma0 �ma0 = F0T +FA : (1.8.21)

Diese Beziehung macht klar, daß im Gegensatz zu der realen Kraft (F = F0) beim Wechsel des Bezugs-
systems die Tr¨agheitskräfte nicht invariant sind. Die ScheinkraftFA ist identisch mit der Tr¨agheitskraft
FT im Inertialsystem, wenn die Tr¨agheitskraft im Nicht-Inertialsystem verschwindet. Dieser Fall liegt
z.B. dann vor, wenn der K¨orper relativ zum beschleunigten System ruht, d.h.a0 = 0 gilt. Die Scheinkraft
FA ist dann identisch mit dem in Abschnitt 1.7 einef¨uhrten TrägheitswiderstandFTW und trägt damit
den Charakter einer Tr¨agheitskraft. Die ScheinkraftFA wird deshalb vielfach auch als Tr¨agheitskraft
bezeichnet.

Beispiele:
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� Fahrgast in Straßenbahn:

Die enge Beziehung zwischenFA in S0 undFTW in S wird an folgendem Beispiel klar. Man
betrachte einen Fahrgast in einer anfahrenden oder abbremsenden Straßenbahn. Vom beschleu-
nigten SystemS0 aus wirkt auf den Fahrgast die KraftFA = �ma0 ein. Der Fahrgast muß sich
festhalten, d.h. eine reale Kraft aufbringen, um von der Scheinkraft nicht umgeworfen zu werden
und mita0 = 0 die GleichungF+ FA = 0 zu erfüllen. Eine sehr ¨ahnliche Argumentation wurde
in Abschnitt 1.7 benutzt, wo von derd’Alembert schen BewegungsgleichungF + FT = 0 im
InertialsystemS ausgegangen wurde

� Masse-Feder-System:

Ein Körper der Massem ist über eine Feder mit einer Aufh¨angung verbunden, die sich gegen¨uberS
mit der Beschleunigunga0 bewegt. Die Masse ruht im SystemS0, d.h.a0 = 0. Mit F0 = F = FF
folgt dannF+ FA = ma0 = 0 und deshalbFF = �FA = ma0.

� Mathematisches Pendel in startender Rakete:

Wird ein mathematisches Pendel in einer Rakete entgegen der Erdbeschleunigungg mit der Be-
schleunigunga0 beschleunigt, so greifen an der Massem des Pendels die SchwerkraftFG = mg,
die FadenspannungFF und die ScheinkraftFA = �ma0. Ähnlich wie bei Pendel im Inerti-
alsystem zerlegt man die KraftFG + FA in eine NormalkomponenteFr in Fadenrichtung und
eine tangentiale KomponenteF' senkrecht zum Faden (siehe Abb. 1.61). Die Normalkomponente
wird von der Fadenspannung kompensiert. Als wirksame Kraft verbleibt alleine die Tangential-
komponenteF'0 = �m(g + a0) sin '0. Damit ergibt sich die SchwingungsdauerT0 im System
S0 zu

T0 = 2�

s
l

g + a0
: (1.8.22)

Das heißt, daß beim Starten der Rakete die Schwingungsperiode des mathematischen Pendels
kürzer wird. Aus der Schwingungsdauer des Pendels l¨aßt sich sofort die Beschleunigunga0
der Rakete bestimmen. Durch Integration ¨uber die Zeit lassen sich hieraus die Geschwindig-
keit und der seit dem Start zur¨uckgelegte Weg berechnen und z.B. mit einer vorgegebenen Soll-
bahn vergleichen. Bei Abweichungen von der Sollbahn kann man entsprechend nachsteuern
(“Tr ägheitssteuerung”).

Bewegt sich die Rakete aus dem Weltraum beschleunigt auf die Erde zu, so erh¨alt man

T0 = 2�

s
l

g � a0
: (1.8.23)

Beim freien Fall (a0 = g) wird die Schwingungsdauer unendlich groß. Das Pendel bleibt im
beschleunigten System dann bei beliebiger Auslenkung'0 aus der Nulllage stehen.

Es sei abschließend angemerkt, daß in Gln.(1.8.22) und (1.8.23) dasÄquivalenzprinzip zum Tra-
gen kommt. Die durch die Gravitation und die Beschleunigung auftretenden Tr¨agheitskräfte sind
gleichwertig.
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Abbildung 1.61: Mathematisches Pendel in einem beschleunigten Bezugssystem.

Das rotierende Bezugssystem

Auch mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotierende Bezugssysteme sind beschleunigte Systeme, da
zur Aufrechterhaltung der Drehbewegung eine Zentripetalbeschleunigunga0�n̂ notwendig ist (vergleiche
hierzu Abschnitt 1.3.2). In Analogie zum translatorisch beschleunigten System erwartet man in einem
rotierenden BezugssystemS0 (siehe Abb. 1.62) f¨ur einen Körper im AbstandR0 von der Drehachse
folgenden Ausdruck f¨ur das Kräftegleichgewicht

F+ FA = m0a0

mit FA = �m!2R0 � n̂ : (1.8.24)

Die ScheinkraftFA = �ma0 entspricht dabei derZentrifugalkraft.

S

x

y
S'

y' x'

n

R'

Abbildung 1.62: BezugssystemS0 rotiert gegen¨uber BezugssystemS mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit.

Im folgenden sollen anhand von Abb. 1.63 kurz die zwei Grenzf¨allea0 = 0 undF = 0 diskutiert werden:

A: a0 = 0:

Man erhält
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FF +FA = m0a0 = 0

und damit FF = �FA =m!2R0 � n̂ : (1.8.25)

Aus a0 = 0 schließt der Beobachter im SystemS0, daß die Gesamtkraft verschwindet, also muß die
ScheinkraftFA die FederkraftFF kompensieren.

x

y

ω

FF

FA

S

x

y

ω

S'

(a) (b)

Abbildung 1.63: (a) Die Beschleunigung der Massem im BezugssystemS0 seia0 = 0. (b) Die real auf
die Massem wirkende Kraft seiF = F0 = 0.

B: F = 0:

Dieser Fall liegt z.B. im Fall von tangential von einer Schleifscheibe abspringenden Funken vor. Aus
FF + FA = m0a0 folgt mit F = 0

FA = m0a0 = m!2R0 � n̂ : (1.8.26)

Ein Beobachter im BezugssystemS0 sieht die Masse (Schleiffunken) radial nach außen fliegen, daa0 6= 0
(siehe Abb. 1.63b). Er schließt daraus auf die (Schein-) KraftFA = m!2R0 � n̂. Diese Beobachtung gilt
nur für den Anfang der Flugbahn. Im Laufe der Zeit sieht der radial nach außen blickende Beobachter
im SystemS0 eine Rechtsabweichung, da der Massenpunkt auf seiner gleichf¨ormigen Bahn hinter dem
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit sich drehenden Sehstrahl des Beobachters zur¨uckbleibt. Er muß
daraus auf eine weitere Scheinkraft schließen, die bei radialer Bewegung auftritt und in obigem Ausdruck
noch nicht enthalten ist.

S

x

y
S'

y' x'

R'

v0

A
B

ω = const.

s

Abbildung 1.64: Zur Veranschaulichung der Corioliskraft.
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Die bei radialer Bewegung zus¨atzlich auftretende Scheinkraft kann anhand von folgendem Versuch klar
gemacht werden: Man bewegt einem Bleistift auf einer rotierenden Scheibe in radialer Richtung nach
außen. Dabei entstehen gekr¨ummte Linien, da sich die Scheibe unter dem Bleistift wegbewegt. Bei einer
Rotation im Uhrzeigersinn sind die Striche nach links, bei einer Rotation gegen den Uhrzeigersinn nach
rechts gekr¨ummt (siehe Abb. 1.64). Ein Beobachter auf der Scheibe (im SystemS0) schließt auf eine
Scheinkraft, die Ursache f¨ur die Ablenkung des Stiftes ist. Der Einfachheit halber soll angenommen
werden, daß sich der Stift vom Mittelpunkt der Scheibe mit konstanter Geschwindigkeitv0 in radialer
Richtung nach außen bewegt. Der mitrotierende Beobachter im SystemS0 erwartet, daß der Stift nach
der ZeitT = R=v0 den PunktA erreicht. Die Scheibe dreht sich aber um das Wegst¨uck s = v � t =
! � R � t = ! � v0 � t2 nachB weiter. Für den mitrotierenden Beobachter scheint eine senkrecht zuv0
gerichtete Beschleunigungac stattzufindent. Mits = 1

2act
2 erhält man

ac
2
t2 = ! � v0 � t2 ) ac = 2 � v0 � ! : (1.8.27)

Die Beschleunigungac heißtCoriolisbeschleunigung, für die die Scheinkraft

FC = 2 �m � v0 � ! (1.8.28)

verantwortlich ist, die alsCorioliskraft bezeichnet wird. Ein K¨orper, der sich in einem rotierenden Be-
zugssystem relativ zu diesem mit der Geschwindigkeitv0 bewegt, erf¨ahrt also neben der Zentrifugalkraft
noch eine weitere Tr¨agheitskraft, n¨amlich die Corioliskraft. Bei einer Rotation im Uhrzeigersinn zeigt
die Corioliskraft “nach links” relativ zur Anfangsgeschwindigkeitv0, bei einer Rotation gegen den Uhr-
zeigersinn ist sie nach rechts gerichtet.

Für die Herleitung allgemeinerer Ausdr¨ucke für die Zentrifugalkraft und die Corioliskraft, muß zuerst
eine allgemeinere Beschreibung von Drehbewegungen gemacht werden.

Beschreibung von Drehbewegungen

Infinitesimale Drehungen k¨onnen durchaxiale Vektorendargestellt werden. Der Grund hierf¨ur ist die
Komponentenzerlegbarkeit der gleichf¨ormigen Bewegung. Eine Drehung ist durch die Vorgabe einer
Drehachse und eines Drehwinkelsd' um die Drehachse charakterisiert (siehe Abb. 1.65). Die Lage der
Drehachse im Raum legt man durch einen in der Achse liegenden Vektord' fest, dessen L¨anged' den
Drehwinkel angibt. Damit ist der Vektord' bis auf sein Vorzeichen eindeutig. Um die Wahl zwischen
den beiden M¨oglichkeitend' und�d' zu treffen, fordert man noch, daß der Drehsinn zusammen mit
der Richtung vond' eine Rechtsschraube bildet.40 Es sei hier ausdr¨ucklich darauf hingewiesen, daß
endliche Drehungen nicht als axiale Vektoren darstellbar sind.41

Verläuft wie in Abb. 1.65 gezeigt die Drehachse durch den Ursprung des Koordinatensystems, so kann
man die aus einer Drehung resultierende Verr¨uckungdr eines Massenpunktes mit Ortsvektorr zum
Drehvektord' in Beziehung setzen. Bei der Drehung l¨auft die Massem auf einem Kreis mit Radius
� = r sin� um die Achse. Dabei ist

40Man bezeichnet dies als Korkenzieherregel oder Daumenregel der rechten Hand. Zeigt der Daumen der rechten Hand in
Richtung vond', so geben die ¨ubrigen Finger der rechten Hand den Drehsinn an.

41Nacheinander um verschiedene Achsen ausgef¨uhrte Drehungen mit endlichem Drehwinkel�' sind nicht kommutativ und
verletzen daher eine wesentliche Vektoreigenschaft. Nur im Limes infinitesimaler Drehwinkel werden Drehungen kommutativ.
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0

Abbildung 1.65: (a) Darstellung einer infinitesimalen Drehung als Axialvektord'. (b) Winkelgeschwin-
digkeit! und zugeh¨origer Drehsinn.

dr = �d' = (r sin�) d' = d' � r � sin� = jd'� rj : (1.8.29)

Da fernerdr ? d' unddr ? r und(d'; r; dr) ein Rechtsdreibein bilden, folgt insgesamt42

dr = d'� r : (1.8.30)

Es bietet sich ferner an, die Winkelgeschwindigkeit! = d'
dt zu verallgemeinern und eine vektorielle

Schreibweise

! :=
d'

dt
(1.8.31)

zu definieren. F¨ur die Beträge der Winkelgeschwindigkeit gilt nach wie vor Gl.(1.3.44). Mitd' ist aber
auch! ein axialer Vektor, d.h. mit der Richtung von! ist ein Drehsinn (Rechtsschraube) verkn¨upft
(siehe Abb. 1.65b).

Da die Geschwindigkeit durchv = dr=dt gegeben ist, erh¨alt man mit Gl.1.8.30 und der Definition
(1.8.31)

v = ! � r : (1.8.32)

für die Drehgeschwindigkeit eines K¨orpers, der von der Drehachse aus den Ortsvektorr hat.43

42Zur Feststellung der Richtung vondr benutzt man die Rechte-Hand-Regel: Zeigt der rechtwinklig abgespreizte Daumen
in Richtung vond' und der Zeigefinger in Richtung vonr, so zeigt der ebenfalls rechtwinklig abgespreizte Mittelfinger in
Richtung vondr.

43Es ist hier anzumerken, daß das Vektorprodukt aus einem axialen Vektor (!) und einem polaren Vektor (r) wiederum einen
polaren Vektor (v) liefert.
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Abbildung 1.66: Das BezugssystemS0 rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit! gegen¨uber dem Inerti-
alsystemS.

Nach dieser Einf¨uhrung in die Beschreibung von Drehbewegungen, k¨onnen die Bewegungsgleichungen
in einem SystemS0, das mit konstanter Winkelgeschwindigkeit! = const relativ zu einem Inertialsy-
stem rotiert, in allgemeiner Form abgeleitet werden. Die Urspr¨unge der beiden Systeme sollen wie in
Abb. 1.66 gezeigt ist zusammenfallen. Zur Vereinfachung der Schreibweise werden die Basiseinheits-
vektoren mit̂e1 = x̂, ê2 = ŷ und ê3 = ẑ bzw. mit ê01 = x̂0, ê02 = ŷ0 und ê03 = ẑ0, die Koordinaten mit
x1 = x, x2 = y undx3 = z bzw. mitx01 = x0, x02 = y0, x03 = z0 bezeichnet. Vom jeweiligen System aus
gesehen ist dann der Ortsvektor eines Massenpunktesm gegeben durch

r =
3X
i=1

xi êi und r0 =
3X
i=1

x0i ê
0
i : (1.8.33)

Da beide Systeme den gleichen Ursprung haben gilt

r = r0 : (1.8.34)

Für die Geschwindigkeitenv undv0 relativ zuS undS0 erhält man

v =

3X
i=1

dxi
dt

êi und v0 =

3X
i=1

dx0i
dt

ê0i : (1.8.35)

Wegendr=dt = v = ! � r gilt auch für die Einheitsvektoren

dê0i
dt

= ! � ê0i : (1.8.36)
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Aus Gln.(1.8.33) bis (1.8.36) folgt dann unter Ber¨ucksichtigung der Produktregel f¨ur die Differentiation

dr0

dt
=

d

dt

3X
i=1

x0i ê
0
i =

3X
i=1

dx0i
dt

ê0i +
3X
i=1

x0i
dê0i
dt

v =
dr

dt
=

dr0

dt
= v0 +

3X
i=1

x0i(! � ê0i)

= v0 + ! �
 

3X
i=1

x0i ê
0
i

!
= v0 + ! � r0 : (1.8.37)

Man erhält also insgesamt

v = v0 + ! � r0 : (1.8.38)

Gl.(1.8.38) kann man sich folgendermaßen plausibel machen: wenn ein K¨orper inS0 ruht (v0 = 0), so
hat er nach Gl.(1.8.32) inS die Drehgeschwindigkeitv = ! � r. Bewegt sich der K¨orper inS0 mit
v0 6= 0, soüberlagert sich diese Geschwindigkeit noch der Drehgeschwindigkeit! � r und man erh¨alt
insgesamt Gl.(1.8.38).

Für die Beschleunigungena unda0 in S undS0

a =

3X
i=1

d2xi
dt2

êi und a0 =

3X
i=1

d2x0i
dt2

ê0i (1.8.39)

erhält man nach Ausf¨uhren der zeitlichen Differentiation von Gl.(1.8.38) unter Benutzung von! = const
folgende Ausdr¨ucke

a =
dv

dt
=

d

dt

�
v0 + ! � r0

�
=

d

dt

 
3X
i=1

dx0i
dt

ê0i + ! � (
3X
i=1

x0i ê
0
i)

!

=

3X
i=1

d2x0i
dt2

ê0i +

3X
i=1

dx0i
dt

dê0i
dt

+! �
 

3X
i=1

dx0i
dt

ê0i

!
+ ! �

 
3X
i=1

x0i
dê0i
dt

!

= a0 +! � v0 + ! � v0 + ! � (! � r0) : (1.8.40)

Man erhält also insgesamt

a = a0 + 2! � v0 + ! � (! � r0) : (1.8.41)

Wie beim translatorisch beschleunigten Bezugssystem setzen wir auch hier an, daß beim Wechsel vom
InertialsystemS zum Nicht-InertialsystemS0 Massen und reale Kr¨afte invariant sind, d.h.m = m0

undF = F0 (vergleiche Gln.(1.8.15) und (1.8.16)). Mit Gl.(1.8.41) lautet dann dieÜbersetzung der
BewegungsgleichungF = ma des Inertialsystems
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F0 = m � a0 + 2m0
! � v0 +m0

! � (! � r0) : (1.8.42)

Definiert man im n¨achsten Schritt zur Masse proportionale Scheinkr¨afte, nämlich dieCorioliskraftFC

FC := �2m! � v0 = 2mv0 � ! (1.8.43)

und dieZentrifugalkraftFZ

FZ := �m! � (! � r) = m! � (r� !) (1.8.44)

so erhält man Gl.(1.8.42) in der Form44

F+ FC + FZ = ma0 : (1.8.45)

Die Beziehung (1.8.45) stellt die gesuchte Bewegungsgleichung in einem mit! = const rotierenden
BezugssystemS0 dar. Im Nicht-Inertialsystem treten in der dynamischen GrundgleichungF = ma des
Inertialsystems die KorrekturtermeFC undFZ auf.

Die d’Alembert sche Trägheitskraft im SystemS0 ist definiert alsF0T := �ma0. Durch Multiplikation
von Gl.(1.8.41) mit(�m) erhält man�ma = �ma0 � 2m! � v0 �m! � (! � r0) und man erh¨alt
somit

FT = F0T + FC + FZ : (1.8.46)

Diese Gleichung gibt die Transformation der Tr¨agheitskräfte an, die wegena 6= a0 nicht invariant sind.
Für den Fall der unbeschleunigten Bewegung inS0 (a0 = 0 und damitF0T = 0) haben die Scheinkr¨afte
FC undFZ im InertialsystemS die Bedeutung einer Tr¨agheitskraft:FT = FC + FZ.

Veranschaulichung der Corioliskraft am Beispiel einer rotierenden Scheibe:

Anhand von Abb. 1.67a sollen die Coriolis- und die Zenrifugalkraft auf einer rotierenden
Scheibe veranschaulicht werden. Die Corioliskraft tritt nur dann auf, wenn sich ein Körper
im System S0 mit endlicher Geschwindigkeit v0 bewegt und steht sowohl senkrecht auf v0

und der Drehachse !. In unserem Beispiel soll !kẑ (bzw. ê3) sein und die Koordinaten-
achsen ẑ und ẑ0 sollen zusammenfallen. Die Corioliskraft liegt dann in der x0y0-Ebene. Für
! = !ẑ mit ! > 0 (Drehung gegen den Uhrzeigersinn) wird ein Körper der sich auf der
Scheibe bewegt, von der Corioliskraft immer nach “rechts” abgelenkt (bei einer Drehung
gegen den Uhrzeigersinn immer nach “links”). Die Begriffe rechts und links gelten dabei für
einen Beobachter, der auf der Scheibe steht. Da v0 ? !, ergibt sich der Betrag der Coriolis-
kraft zu FC = 2mv0!, wie er schon oben anhand des einfachen Beispiels mit dem auf einem
rotierenden Papier nach außen geführten Bleistifts abgeleitet wurde.

44In den Gleichungen (1.8.43) bis (1.8.45) wurden ¨uberflüssige Strichindizes nicht mitgef¨uhrt.



116 R. GROSS UNDA. M ARX Kapitel 1: Mechanik des Massenpunktes

FZ FZFC FC

v'

v'

z=z' y'
x'

ω

m mr r0

ω

0
mr

r||
r|

FZ

v'FC

m

x'

y' ω

ma'

0

(a) (b)

(c)

Abbildung 1.67: (a) CorioliskraftFC und ZenrifugalkraftFZ auf einer rotierenden Scheibe. (b) Zerle-
gung des Ortsvektorsr in eine Komponente parallel und senkrecht zur Winkelgeschwindigkeit. (c) Ein
im InertialsystemS ruhender Massenpunkt wird vom Nicht-InertialsystemS0 aus betrachtet.

Veranschaulichung der Zentrifugalkraft am Beispiel einer rotierenden Scheibe:

Zur Diskussion der Zentrifugalkraft FZ betrachten wir Abb. 1.67b. Der Ortsvektor r läßt
sich immer in eine Komponente rk parallel und r? senkrecht zur Drehachse zerlegen. Da
rk � ! verschwindet, vereinfacht sich im Ausdruck für die Zentrifugalkraft der Term (r � !)
zu (r? � !) mit dem Betrag jr? � !j = r?!. Da ferner (r? � !) ? !, wird j! � (r � !)j =
!2r?. Durch wiederholte Anwendung der Rechte-Hand-Regel überzeugt man sich, daß die
Richtungen der Vektoren ! � (r�!) und r? identisch sind. Insgesamt erhält man somit

FZ = m!2r? : (1.8.47)

Die Zentrifugalkraft zeigt deshalb wie in Abb. 1.67a gezeigt senkrecht von der Drehachse
weg radial nach außen. Im Unterschied zur Corioliskraft ist die Zentrifugalkraft auch für
einen im rotierenden System S0 ruhenden Körper wirksam. In der Tat bewegt sich der Körper
vom Inertialsystem S aus gesehen dann gleichförmig auf einer Kreisbahn. Hierzu muß eine
reale Zentripetalkraft aufgebracht werden. Der Beobachter in S0 interpretiert, daß die reale
Kraft von einer Scheinkraft, der Zentrifugalkraft, zu Null kompensiert werden muß, denn nur
bei verschwindender Kraft wird für ihn a0 = 0 verständlich.
Es ist instruktiv, einen in S ruhenden Körper (v = 0) vom Nicht-Inertialsystem S 0 aus zu
betrachten (siehe Abb. 1.67c). Im System S0 bewegt sich der Körper gleichförmig auf einer
Kreisbahn mit einer Geschwindigkeit v0 = �! � r. Die zugehörige Normalbeschleunigung
ist betragsmäßig a0 = v02=r und auf das Drehzentrum 0 gerichtet, also a0 = (�v02=r) r̂. Da
! ? r, ist v0 = !r und daher a0 = �!2rr̂ = �!2r. Man kann leicht nachprüfen, daß sich das
gleiche Ergebnis aus der Bewegungsgleichung in S0 ergibt.

Die Erde als rotierendes Bezugssystem

Die Erde ist das naheliegendste Beispiel f¨ur ein rotierendes Bezugssystem. In diesem Abschnitt sollen
Effekte diskutiert werden, die insbesondere durch die Corioliskraft in einem Bezugssystem hervorferufen
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werden, das an der Erdoberfl¨ache verankert ist. Die Auswirkungen der Corioliskraft sind dabei ein von
astronomischen Beobachtungen unabh¨angiger Beweis f¨ur die Drehung der Erde um ihre eigene Achse.
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Abbildung 1.68: Zur Bahnablenkung bei der Bewegung von K¨orpern auf der rotierenden Erde.

In Abb. 1.68 ist die Erde mit ihrer vom S¨ud- zum Nordpol gerichteten Drehachse dargestellt. Die Erde
dreht sich von West nach Ost. Im Laufe vonT = 24h = 8; 64 � 104s erscheint die “mittlere” Sonne
von der Erde aus in derselben Position (mittlerer Sonnentag). Die daraus berechnete Winkelgeschwin-
digkeit! = 2�=T ist allerdings nur ein N¨aherungswert. Die wahre Winkelgeschwindigkeit muß auf das
Inertialsystem des Fixsternhimmels bezogen werden. Es interessiert also die ZeitT?, die verstreicht, bis
die Erde bez¨uglich des Fixsternhimmels wieder dieselbe Drehposition einnimmt (“mittlerer Sterntag”).
Da die Erde im Laufe eines Jahres mit demselben Drehsinn wie ihre Eigenrotation einmal um die Sonne
läuft, hat ein Jahr 365,25 Sonnentage und 366,25 Sterntage. Die Dauer eines mittleren Sterntages ist
deshalb etwas k¨urzer als die eines mittleren Sonnentages und betr¨agt

T ? =
365:25

366:25
T = 8; 616 � 104 s : (1.8.48)

Damit erhält man die Winkelgeschwindigkeit der Erde zu

! =
2�

T ?
= 7; 292 � 10�5 s : (1.8.49)

Wie in Abb. 1.68 gezeigt ist, steht an den Polen die Drehachse der Erde senkrecht zur Horizontalebene.
WegenFC = 2mv0 � ! führt daher nur eine Horizontalkomponentevh 6= 0 der Geschwindigkeit
zu einer endlichen Corioliskraft. Am Nordpol liefertFC eine Rechtsabweichung der Bahnkurve, am
Südpol dagegen eine Linksabweichung.45 Vom Inertialsystem des Fixsternhimmels aus betrachtet ist die
Bahnablenkung trivial: die Erde dreht sich unter der Bahn weg.

Ein bekanntes Experiment dazu ist derFoucaultsche Pendelversuch. Die im Inertialsystem invariante
Schwingungsebene eines mathematischen Pendels dreht sich am Pol f¨ur einen irdischen Beobachter in-
nerhalb eines Sterntages um exakt den Winkel�� = 2� (siehe hierzu Abb. 1.69), also in guter N¨aherung

45Man beachte hierbei, daß am S¨udpol der Beobachter mit den Beinen auf der Horizontalebene steht und daher in Abb. 1.68
“kopfunter” erscheint.
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Abbildung 1.69: (a) Das Foucaultsche Pendel. (b) Zur Bahnablenkung beim Foucaultschen Pendel. (c)
Zur Komponentenzerlegung der Winkelgeschwindigkeit der Erde in eine Vertikalkomponente!v und
eine Horizontalkomponente!h.

innerhalb von 24 h um 360o bzw. in 1 h um 15o. In der Zeit�t ist der Drehwinkel�� = !�t. Am
Äquator ist die Situation anders. Hier liegt! parallel zur Horizontalebene und bei einer Bewegung des
Körpers in der Horizontalebene mit der Geschwindigkeitv0h trägt nur die zu! senkrechte Komponente
längs des̈Aquators (d.h. l¨angs des Breitengrades' = 0) zur CorioliskraftFC = 2mv0�! bei. Für eine
Bewegung von Ost nach West bzw. West nach Ost wird dadurch der K¨orper schwerer bzw. leichter, d.h.
die effektive Schwerkraft wird gr¨oßer bzw. kleiner.
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Der Foucaultsche Pendelversuch:

Die Anregung für seinen Pendelversuch erhielt Léon Foucaultdurch einen in eine schnell
rotierende Drehbank eingespannten Stahlstab. Versetzt er diesen in Schingungen, so stell-
te er fest, daß die Schwingungsebene nicht mit dem Stab mitrotierte. Foucault erkannte,
daß der vibrierende Stab und die rotierende Klemme der Drehbank einem Pendel und der
rotierenden Erde entsprechen. Im Keller seines Hauses konstruierte er zunächst ein Pendel
mit einem 5 kg schweren Messinggewicht an einer 2 m langen Schnur. Beim ersten Versuch
am 3. Januar 1851 riß der Faden. Doch 5 Tage später hatte Foucault Erfolg. Die Schwin-
gungsebene des Pendels drehte sich.

Auf Einladung Aragos installierte Foucault am Pariser Observatorium nun ein 11 m langes
Pendel. Mit Unterstützung des Präsidenten der Republik, Louis-Napoléon Bonaparte wurde
im Frühjahr 1851 für eine spektakuläre öffentliche Demonstration ein noch größeres Pendel
(28 kg Gewicht an einem 67 m langen Stahlseil) im Pariser Panthéon installiert. Die Ver-
lagerung der Schwingungsebene wurde durch einen Stift an der Unterseite des Gewichts
markiert, der an den Umkehrpunkten einen feuchten Sandwall durchpflügte.

Das Pendel muß äußerst sorgfältig konstruiert und in Schwingung versetzt werden, da es
sonst eine Rosettenbahn beschreibt. Man lenkt dazu das Pendel mit einem dünnen Faden
seitlich aus und läßt es in dieser Position vollkommen zur Ruhe kommen. Dann wird der
Faden vorsichtig mit einer Flamme durchtrennt.

.
Der Foucaultsche Pendelversuch im K̈olner Dom:

Der Pendelversuch wurde im Jahr 1852 von Kölner Gymnasiallehrer Prof. Caspar Garthe
im Kölner Dom wiederholt. Er benutzte eine 34 Pfund (17 kg) schwere Kugel, die in der
Kuppel des Doms an einem 145 rheinische Fuß langen Eisendraht (Durchmesser 0.7 mm)
aufgehängt war. Im Hörsaal I der Physikalischen Institute befindet sich ein Foucaultsches
Pendel mit einer 35 kg schweren Stahlkugel an einem 8 m langen Stahlseil. Die Schwin-
gungsamplitude dieses Pendels wird über einen Wirbelstromantrieb konstant gehalten.
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.
Der Foucaultsche Pendelversuch – Zeitdauer f ¨ur vollst ändige Drehung der Schwingungsebene:

Die Winkelgeschwindigkeit ! läßt sich in Komponenten parallel zu den Koordinatenachsen
zerlegen: ! = (0; ! sin'; ! cos') (siehe hierzu Abb. 1.69c). Auf einen Massenpunkt, der
sich parallel zur Erdoberfläche (vy = 0) bewegt, wirkt dann die Corioliskraft

FC = 2m �
�
�dz
dt
! sin';�dx

dt
! cos';

dx

dt
! sin'

�
: (1.8.50)

Interessiert man sich nur für die Kraft in der xy-Ebene (Horizontalebene, die anderen Kom-
ponenten werden durch Zwangskräfte kompensiert), dann erhält man

jFC;horj = 2m � ! � sin' �
r
(
dx

dt
)2 + (

dz

dt
)2 = 2m � ! � v � sin' : (1.8.51)

Entsprechend benötigt das Pendel für eine vollständige Drehung der Schwingungsebene
die Zeit

T' =
2�

!'
=

2�

! sin'
: (1.8.52)

Für Paris (' = 48; 5o) erhält man damit T' ' 33h. Für Köln (' = 50o; 550; 2100) ist diese Zeit
sehr ähnlich. Man erwartet eine Drehung der Schwingungsebene von etwa 11o pro Stunde.

.
Corioliskraft beim freien Fall:

Im windgeschützten Innern eines hohen Turmes fällt ein Körper nicht entlang eines frei
hängenden Lots, denn die Turmspitze hat infolge der größeren Entfernung zum Erdmittel-
punkt eine größere Umlaufgeschwindigkeit. Der fallende Körper behält diese wegen seiner
Trägheit bei. Er erreicht den Boden deshalb nicht am Fußpunkt des Lots, sondern ein Stück
weiter östlich. Mit der Komponentenzerlegung aus Abb. 1.69 und v = (0;�vy; 0) erhält man
die Corioliskraft

FC = �2m(! � vy � sin'; 0; 0) : (1.8.53)

Das heißt, man erhält nur eine Corioliskraft in x-Richtung. Der Effekt ist am Äquator am
größten (' = 0; cos' = 1) und verschwindet an den Polen (' = �=2; cos' = 0). Ein
ähnliches Phänomen wird beim senkrechten Wurf beobachtet.

ω

Abflußstopfen

Abbildung 1.70: Zur Bildung eines Zyklon-Antizyklon-Paares durch die Corioliskraft.
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Corioliskraft – Luft- und Wasserwirbel:

Der Einfluß der Corioliskraft macht sich auf der Nordhalbkugel (Südhalbkugel) durch folgen-
de Phänomene bemerkbar: Meeres- und Luftströmungen werden nach rechts (links) umge-
lenkt (z.B. Golfstrom, Passatwinde). Ferner strömt Luft aus einem Hochdruckgebiet nicht
radial aus, sondern spiralförmig und zwar auf der Nordhalbkugel im (auf der Südhalbkugel
gegen den) Uhrzeigersinn. Aufgrund der Corioliskraft wird der rechte (auf der Südhalbkugel
der linke) Schienenstrang des Eisenbahnnetzes stärker abgenutzt.
Ein einfaches Experiment zum spiralförmigen Ein- und Ausströmen von Wasser oder Luft
ist in Abb. 1.70 gezeigt. Der Wasserspiegel ist zunächst in beiden Behältern unterschied-
lich hoch. Der Abfluß ist verschlossen. Nachdem in beiden Behältern das Wasser die
Winkelgeschwindigkeit ! des Experimentiertisches angenommen hat, entfernt man den Ab-
flußstopfen. Es entstehen in beiden Behältern entgegengesetzt drehende Wirbel (Bildung
von Zyklon-Antizyklon-Paar).

1.8.3 Moderne Theorie der Gravitation

Gravitation und Relativit ät

Es soll in diesem Unterabschnitt kurz auf dieEinsteinsche Abänderung desNewtonschen Gravitations-
gesetzes hingewiesen werden, ohne auf die Details der speziellen oder allgemeinen Relativit¨atstheorie
einzugehen. Es wurde durchEinstein abgeändert, um die Relativit¨atstheorie zu ber¨ucksichtigen.

NachNewton ist der Gravitationseffekt instantan, d.h. wenn an irgendeinem Ort eine Masse bewegt
wird, spürt man instantan an einem anderen Ort die ge¨anderte Gravitationswirkung. Auf diese Weise
könnten wir Signale mit unendlich hoher Geschwindigkeit ¨ubertragen, da bei einer Bewegung von Mas-
se 1 eine weit entfernte Masse 2 dieÄnderung der Gravitationskraft durcḧAnderung des Abstandes
instantan sp¨uren würde. Einstein dagegen argumentierte, daß wir keine Signale mit einer Geschwin-
digkeit größer als die Lichtgeschwindigkeit ¨ubermitteln können. Also kann das Gravitationsgesetz nicht
richtig sein. Durch eine Korrektur zur Ber¨ucksichtigung einer endlichen Verz¨ogerung erh¨alt man ein
neues, dasEinsteinsche Gravitationsgesetz.

In Abschnitt 1.8.1 wurde bereits darauf hingewiesen, daß dieNewtonschen Gesetze invariant unter einer
Lorentztransformation werden, wenn man die Massem in denNewtonschen Gleichungen durchm =

m0p
1�v2=c2

ersetzt. Man kann f¨ur v � c die Wurzel in eine Potenzreihe entwickeln und erh¨alt

m0p
1� v2=c2

= m0

�
1 +

1

2

v2

c2
+
3

8

v4

c4
+ : : :

�
: (1.8.54)

Man sieht, daß diese Reihe f¨ur v � c schnell konvergiert und man die h¨oheren Glieder vernachl¨assigen
kann. Man erh¨alt somit

m ' m0 +
1

2
m0v

2

�
1

c2

�
: (1.8.55)

Da 1
2
m0v

2 die kinetische Energie im altmodischenNewtonschen Sinn ist, kann man sagen, daß die
Massenzunahme des Gesamtk¨orpers gleich der Zunahme der kinetischen Energie dividiert durchc2 ist.46

46Eine genaue Definition der kinetischen Energie erfolgt in Abschnitt 1.9.
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Diese Beobachtung f¨uhrteEinstein zu der Vermutung, daß die Masse eines K¨orpers einfacher als durch
Gl.(1.8.10) ausgedr¨uckt werden kann, wenn man sagt, daß die Massem gleich dem Gesamtenergieinhalt
des Körpers dividiert durchc2 ist (Äquivalenz von Masse und Energie:E = mc2). Multipliziert man
Gl.(1.8.55) mitc2 so erhält man

mc2 = m0c
2 + 1

2
m0v

2 + : : : : (1.8.56)

Hierbei stellt die linke Seite der Gleichung die Gesamtenergie eines K¨orpers dar und man erkennt als
zweites Glied auf der rechten Seite die kinetische Energie.Einstein interpretierte das große konstan-
te Gliedm0c

2 als einen Teil der Gesamtenergie des K¨orpers, als eine innere Energie, bekannt als die
Ruheenergie.

Als Konsequenz derEinsteinschen Annahme, daß die Energie eines K¨orpers immer gleichmc2 ist, ergibt
sich, wie in folgendem kurz gezeigt werden soll, direkt Gl.(1.8.10), die ad hoc angenommen wurde, um
zu erreichen, daß bei einerLorentztransformation dieNewtonschen Gesetze unver¨andert bleiben. Wir
werden in Abschnitt 1.9 sehen, daß die zeitlicheÄnderung der Energie,dE=dt, gleich der Kraft mal der
GeschwindigkeitF � v ist. Mit F = d(mv)=dt erhält man dann

d(mc2)

dt
= v � d(mv)

dt
: (1.8.57)

Durch Umformen erh¨alt man

c2
d(m2)

dt
=

d(m2v2)

dt
: (1.8.58)

Da die Ableitungen zweier Gr¨oßen genau dann gleich sind, wenn sich die Gr¨oßen selbst nur um eine
KonstanteC unterscheiden, erh¨alt man

m2c2 = m2v2 + C : (1.8.59)

Da Gleichung (1.8.59) auch f¨ur v = 0 gelten muß, folgtm2
0c

2 = 0 + C oderC = m2
0c

2 und man erh¨alt

m2c2 = m2v2 +m2
0c

2 : (1.8.60)

Nach Division durchc2 und erneutem Umformen erh¨alt man schließlich

m =
m0p

1� v2=c2
: (1.8.61)

Dies ist exakt Gl.(1.8.10), die sich also aus der vonEinstein postuliertenÄquivalenz von Masse und
Energie ableiten l¨aßt.
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Abbildung 1.71: Zur Ablenkung von Lichtstrahlen durch große Massen.

Die in unserem Alltagsleben auftretenden Energie¨anderungen resultieren allerdings in extrem klei-
nen Massen¨anderungen. Selbst die bei einer Atombombenexplosion frei werdende Energie entspricht
gemäß der Beziehung�E = �(mc2) nur einer Massen¨anderung im Gramm-Bereich. Die Theorie
der Äquivalenz von Masse und Energie ist sehr sch¨on durch Experimente verifiziert, in denen Masse
völlig in Energie umgewandelt wird. Stoßen z.B. ein Elektron und ein Positron mit den Ruhemassenm0
zusammen, so werden sie in zwei Gammaquanten zerstrahlt, die jeweils die Energiem0c

2 besitzen.

In derEinsteinschen Relativit¨atstheorie hat jedes Ding, dasEnergiebesitzt, eine Masse und zwar Masse
in dem Sinn, daß es der Gravitationswirkung unterliegt. Selbst Licht besitzt demnach “Masse”. Wenn ein
Lichtstrahl deshalb eine große Masse wie z.B. unsere Sonne passiert, so erf¨ahrt er durch diese eine An-
ziehung. Das Licht wandert also nicht geradlinig, sondern es wird abgelenkt. Zum Beispiel erscheinen
bei einer Sonnenfinsternis die hinter der Sonne am Fixsternhimmel stehenden Sterne durch die Ablen-
kung der die Sonne passierenden Lichtstrahlen etwas verschoben zu den Positionen, die sie bes¨aßen,
wenn die Sonne nicht da w¨are (siehe Abb.1.71). Dies wurde in der Tat beobachtet. Der gravitative Ef-
fekt auf Lichtquanten kann auch beimMößbauer-Effekt im Schwerefeld der Erde beobachtet werden.
Am spektakulärsten tritt der gravitative Effekt auf Lichtquanten in der N¨ahe von sogenanntenSchwar-
zen L̈ochernzu Tage.47 Die SchwerkraftFG ist hier so groß, daß Licht im Schwerefeld des Schwarzen
Loches gefangen bleibt und dieses f¨ur uns unsichtbar (“schwarz”) bleibt.

Einstein hat auch aus der̈Aquivalenz von träger und schwerer Masse (Äquivalenzprinzip, 1911) weitrei-
chende Folgerungen gezogen. Wegenms = mt ist der Aufenthalt in einem Gravitationsfeld identisch mit
dem in einem beschleunigten Bezugssystem, d.h. die Gravitationskraft ist nicht von einer Tr¨agheitskraft
unterscheidbar. Zum Beispiel versp¨urt eine Person in einem nach oben beschleunigten Fahrstuhl eine
zusätzlich Kraft, die sie auf den Boden dr¨uckt. Die Person kann aber, wenn sie nichts von der Außenwelt
weiß, nicht unterscheiden, ob diese zus¨atzliche Kraft aus einer Beschleunigung oder einer ge¨anderten
Schwerkraft resultiert.Einstein ging schließlich noch einen Schritt weiter und hat postuliert, daß die
Graviationskraft eine Tr¨agheitskraft ist, die wir sp¨uren, da wir das falsche Bezugssystem benutzen. Das
richtige Bezugssystem w¨are demnach ein gekr¨ummter dreidimensionaler Raum,48 der nur in vier Di-
mensionen darstellbar ist (sogenanntes vierdimensionales Raum-Zeit-Kontinuum).

47Schwarze L¨ocher besitzen einen sehr kleinen Radius und eine enorme Dichte (� � 1023kg/m3). Die Masse unserer Sonne
kann bei dieser Dichte in einer Kugel mit einem Radius von nurR � 100m untergebracht werden.

48Die Krümmung wird durch Massen verursacht.
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1.9 Die Energie

In der Natur treten bestimmte physikalische Gr¨oßen auf, die bei allen Zustands¨anderungen erhalten blei-
ben, d.h. ihr Wert, egal ob es sich um einen Skalar oder Vektor handelt, ¨andert sich als Funktion der
Zeit nicht. Größen, für die derartigeErhaltungss̈atzegelten, sind also zeitlich konstant und werden als
Erhaltungsgr̈oßenbezeichnet. Allein die Tatsache, daß es Erhaltungsgr¨oßen gibt, ist schon interessant.
Man muß also versuchen zu kl¨aren, warum und unter welchen Voraussetzungen eine physikalische Gr¨oße
zu einer Erhaltungsgr¨oße wird. Zum anderen sind Erhaltungsgr¨oßen oft die nat¨urlichen Variablen eines
Problems, die eine Interpretation von physikalischen Vorg¨angen einfacher machen. Bei der Anwendung
von Erhaltungss¨atzen auf Bewegungsabl¨aufe (diese k¨onnen wir jetzt mit Hilfe derNewtonschen Axiome
berechnen) gewinnt man ferner Aussagen, die unabh¨angig von den im einzelnen wirkenden Kr¨aften sind,
d.h. die Kräfte brauchen gar nicht bekannt sein. Wir werden insgesamt sehen, daß man mit Hilfe von
Erhaltungsgr¨oßen Bewegungsabl¨aufe häufig viel einfacher beschreiben kann.

In diesem Abschnitt soll als erste Erhaltungsgr¨oße dieEnergieeingeführt werden. In den darauf folgen-
den Abschnitten werden dannImpulsundDrehimpulsals weitere Erhaltungsgr¨oßen diskutiert.

1.9.1 Arbeit und Leistung

Um zu dem Energiebegriff zu gelangen, definieren wir zun¨achst dieArbeit. Aus unserer Alltagserfah-
rung wissen wir, daß mechanische Arbeit proportional zu Kraft und Weg ist.49 Wird ein Körper unter
der Wirkung einer KraftF längs des Wegess verschoben, so wird hierbei die ArbeitW (“W ” vom
Angelsächsischen “work”)

W := F s (1.9.1)

Arbeit := Kraft �Weg

verrichtet. Diese Definition gilt allerdings nur dann, wenn (i) die Kraft l¨angs des Weges konstant ist und
(ii) die Kraft F und die Verschiebungs gleichgerichtet sind. Wie Abb. 1.72 zeigt, m¨ussen aberF unds
nicht unbedingt parallel sein. Mit dem Winkel� zwischen KraftF und der Verschiebungs definiert man
die längs des Weges verrichtete ArbeitW zu

W := jFjjsj cos� : (1.9.2)

Zerlegt man die Kraft, wie in Abb.1.72b gezeigt, in eine NormalkomponenteFn senkrecht zus und
eine TangentialkomponenteFt parallel zus, so gilt mit dem Einheitsvektor̂s = s=jsj in s-Richtung
Ft = Ft ŝ mit Ft = F cos�. Für die Arbeit folgt daher

W = Ft s = F cos� s ; (1.9.3)

d.h. nur die zur Bewegungsrichtung tangentiale Kraftkomponente ist maßgebend f¨ur die geleistete Ar-
beit. Insbesondere erh¨alt man

49Diese Erfahrung macht man z.B. beim Heben eines Gewichts oder beim Ziehen eines Wagens.
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Abbildung 1.72: (a) Zur Definition der ArbeitW , die eine konstante KraftF längs des geradlinigen
Wegstückess verrichtet. (b) Zerlegung der Kraft in eine KomponenteFt tangential und eine Kompo-
nenteFn normal zum Wegst¨uck s. Die Normalkomponente wird ¨ublicherweise durch eine Zwangskraft
FZ kompensiert. (c) Kr¨aftezerlegung beim Ziehen eines K¨orpersüber eine horizontale Unterlage. Die
Zwangskraft der Unterlage kompensiert die verbleibende NormalkomponenenteFn �mg.

W > 0 wenn F in gleicher Richtung wie s (cos� > 0)

W < 0 wenn F in Gegenrichtung zu s (cos� > 0) : (1.9.4)

Dieses Ergebnis ist einleuchtend: eine die Bewegung antreibende Kraft (Fks) (Beispiel: anfahrende Lo-
komotive) verrichtet eine positive Arbeit, w¨ahrend eine Bremskraft (Fk � s) dagegen eine “negative”
Arbeit verrichtet. F¨ur F ? s (� = �=2 und cos� = 0) wird die verrichtete ArbeitW = 0. Beispiels-
weise leistet die Gravitationskraft keine Arbeit bei einer Bewegung in einer Horizontalebene parallel zur
Erdoberfläche und ebensowenig die Zentripetalkraft bei einer Kreisbewegung.

Die bei der Definition der Arbeit angesetzte Verkn¨upfung zwischenF unds tritt vielfach in der Physik
auf und es ist zweckm¨aßig für die Produktbildung der Vektoren einen besonderen Namen, dasskalare
Produkt, und eine besondere Schreibweise

W = F � s (1.9.5)

einzuführen.50

y

x
F3

F2

F1

ds1

ds3

ds2

1

2

z

Abbildung 1.73: Zur Definition der l¨angs des Weges von 1 nach 2 verrichteten Arbeit.

50Allgemein definiert man zu zwei Vektorena undb das skalare Produkta � b alsjajjbj cos(a;b) = ab cos�.
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Wir müssen nun den Begriff der Arbeit auf Wegelemente verallgemeinern, die nicht geradlinig verlaufen
und auf Kräfte, die entlang des Weges nicht konstant sind (siehe Abb. 1.73). In diesem Fall muß man
den Weg in infinitesimale Wegst¨uckeds unterteilen, die wiederum als geradlinig angenommen werden
können und entlang derer die wirkende Kraft konstant ist. Um die gesamte ArbeitW21 zu erhalten, die
längs des Weges zwischen zwei Punkten 1 und 2 geleistet wurde, muß ¨uber alle BeiträgedWi auf den
einzelnen Wegelementen aufsummiert werden und man erh¨alt

W21 := dW1 + dW2 + dW3 + : : : = F1 � ds1 + F2 � ds2 + F3 � ds3 + : : : (1.9.6)

bzw.

W21 :=

Z 2

1

F � ds : (1.9.7)

Man nennt ein derartiges Integral einLinien- oderWegintegralund entsprechend ist die Arbeit gegeben
durch das Wegintegral der Kraft.51 Die Indizes bei der ArbeitW21, die zwischen Anfangspunkt 1 und
Endpunkt 2 verrichtet wird, sind analog zum Verschiebungsvektorr21 = r2� r1 vom Anfangspunktr1
zum Endpunktr2 gewählt.

Man bezeichnet

dW = F � ds (1.9.8)

als das “Differential” der Arbeit. Es kann wegends = dxx̂ + dyŷ + dzẑ in KomponentendW =
Fxdx+ Fydy + Fzdz zerlegt werden. Wirken gleichzeitig mehrere Kr¨afteFa;Fb; : : : so ergibt sich die
geleistete GesamtarbeitdW als Summe der EinzelarbeitendWa, dWb; : : : und man erh¨alt

dW = (Fa + Fb + : : :) � ds = Fa � ds+ Fb � ds+ : : : = dWa + dWb + : : : : (1.9.9)

Man sieht ferner aus Gl.(1.9.8), daß bei einer Umkehrung des Weges mitds0 = �ds auch die Arbeit das
Vorzeichen wechselt. Entsprechend gilt f¨ur die auf dem Weg von 1 nach 2 und von 2 nach 1 geleistete
Arbeit die Beziehung

W21 = �W12 : (1.9.10)

Die Dimension der Arbeit ist nach obigen Gleichungen dim W = dim (Kraft�Weg) und für die im SI-
System mit Joule bezeichnete Einheit ergibt sich

[W ] = 1Nm := 1 Joule = 1 J : (1.9.11)

Für die Arbeit kommt es nur auf den Weg, aber nicht auf die Zeit an, in der der Weg durchlaufen wird,
d.h. bei gleicher Kraft und gleichem Weg kann Arbeit in unterschiedlichen Zeiten verrichtet werden.
Umgangssprachlich sagt man, es liege eine hohe Leistung vor, wenn Arbeit in kurzer Zeit verrichtet
wird. In Anlehnung daran f¨uhrt man in der Physik dieLeistungP (“P ” vom Angelsächsischen “power”)

51Es soll hier nicht darauf eingegangen werden, wie Linienintegrale im einzelnen auszuwerten sind. Es werden sp¨ater einige
einfache Beispiele vorgestellt.
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P :=
dW

dt
(1.9.12)

ein. Die Leistung ist zeitabh¨angig und die MomentanleistungP (t) ist durch die im Zeitintervaldt zur
Zeit t verrichtete Arbeit dividiert durch das Zeitintervaldt gegeben. Die Einheit der Leistung im SI-
System heißt dasWatt. Aus Gl.(1.9.12) folgt

[P ] = 1
Nm

s
= 1

Joule

s
:= 1Watt = 1W : (1.9.13)

Ist die LeistungP als Funktion der Zeit bekannt, so kann die zwischen zwei Zeitpunktent1 und t2
verrichtete Arbeit durch eine Zeitintegration zu

W =

Z t2

t1

P (t) dt (1.9.14)

erhalten werden. Die Kombination der Gln.(1.9.8) und (1.9.14) f¨uhrt schließlich aufdW = F �ds = Pdt
bzw. wegenv = ds=dt auf

P = F � v : (1.9.15)

1.9.2 Kinetische und potentielle Energie – Der Energieerhaltungssatz

Kinetische Energie

Greift an einem K¨orper der Massem die KraftF an, so wird er beschleunigt. Die vonF längs des Weges
s geleistete Arbeit betr¨agt

dW = F � ds = ma � ds = m
dv

dt
� ds = m dv � ds

dt

= m dv � v = d

�
1

2
mv2x +

1

2
mv2y +

1

2
mv2z

�
= d

�
1

2
mv2

�
; (1.9.16)

wobei v2 = v2x + v2y + v2z das Betragsquadrat der Geschwindigkeit ist. Gl.(1.9.16) gibt Anlaß zur
Definition derkinetischen EnergieEkin eines Körpers mit Massem, der sich mit der Geschwindigkeit
v = jvj bewegt:

Ekin :=
1

2
mv2 : (1.9.17)

Mit dieser Definition ergibt sich aus Gl.(1.9.16)

dEkin = dW = F � ds = d

�
1

2
mv2

�
; (1.9.18)
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d.h. die von der KraftF an einem K¨orper verrichtete ArbeitdW ist gleich derÄnderung der kineti-
schen Energie des K¨orpers. F¨ur dW > 0 gilt dEkin > 0 und umgekehrt. Da eine Zu- oder Abnahme
von Ekin bei konstanter Masse eine Zu- oder Abnahme der Geschwindigkeit bedeutet und damit einer
Beschleunigung des K¨orpers entspricht, nennt mandW in Gl.(1.9.18) auch die “Beschleunigungsarbeit”.

Durch Summation der Beitr¨agedW und dEkin längs des gesamten Weges vom Anfangspunkt 1 zum
Endpunkt 2 folgt aus Gl.(1.9.18)

W21 =

Z 2

1

dW =

Z 2

1

dEkin = Ekin(2) �Ekin(1) := �Ekin ; (1.9.19)

bzw.

W21 = �Ekin =
1

2
mv22 �

1

2
mv21 : (1.9.20)

Die Einheit der kinetischen Energie stimmt aufgrund der Definitionsgleichung (1.9.16) mit derjenigen
der Arbeitüberein. Wie die Arbeit ist auch die kinetische Energie ein Skalar.

Kraftfeld und konservative Kr äfte

Neben der kinetischen Energie kann man einem K¨orper unter bestimmten Voraussetzungen auch eine
potentielle EnergieEpot zuordnen. Dazu m¨ussen wir zuerst den Begriff desKraftfeldesF(r) diskutieren.
Man sagt, es liege ein Kraftfeld vor, wenn ein K¨orper in jedem Raumpunktr eine wohldefinierte Kraft
F(r) erfährt. Ein Beispiel hierf¨ur ist das Gravitationsfeld der Erde, das f¨ur jeden massebehafteten K¨orper
in einer wohldefinierten Gravitationskraft resultiert. Ist das Kraftfeld so beschaffen, daß die ArbeitW21,
die das Feld am K¨orper bei einer Verr¨uckung von 1 nach 2 verrichtet, unabh¨angig vom gew¨ahlten Weg
ist (siehe hierzu Abb. 1.74a), dann nennt man das Kraftfeld bzw. die Kraftkonservativ.

I

II
1

2

WI
21=WII

21

r1
r21

r2

1

2

ds

F

y

x

(a) (b)

Abbildung 1.74: (a) Wegunabh¨angigkeit der Arbeit in einem konservativen Kraftfeld. (b) Zur Arbeit in
einem konstanten Kraftfeld.

Für ein konstantes KraftfeldF(r), wie es z.B. an einem Punkt auf der Erdoberfl¨ache vorherrscht, l¨aßt
sich zeigen (siehe Abb. 1.74b), daß wegenr1 +

R 2
1
ds = r2

W21 =

Z 2

1

F � ds = F �
Z 2

1

ds = F � (r2 � r1) = F � r21 (1.9.21)
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gilt. Die Arbeit hängt also nur von der Kraft und dem Verschiebungsvektor ab, dagegen aber nicht vom
eingeschlagenen Weg.

Ein allgemeineres Kriterium f¨ur die Wegunabh¨angigkeit der Arbeit und damit f¨ur ein konservatives Kraft-
feld gewinnt man, wenn man auf demselben Weg I von 1 nach 2 und dann wieder von 2 zur¨uck nach 1
läuft (siehe Abb. 1.75a). Nach Gl.(1.9.10) gilt dann

W I
21 = �W I

12 : (1.9.22)

Setzt man ein konservatives Kraftfeld an, so ist nach Definition f¨ur die Wege I und II

W I
21 = W II

21 bzw: W I
12 =W II

12 : (1.9.23)

Damit wird aber für den geschlossenen Weg die insgesamt vom Kraftfeld verrichtete ArbeitWO =
W I

21 +W II
12 = �W I

12 +W I
12 = 0. Ebenso zeigt man umgekehrt, daßWI

21 = W II
21 ausWO = 0 folgt.

Ein konservatives Kraftfeld liegt also genau dann vor, wenn die geleistete ArbeitWO = 0 entlang eines
geschlossenen Weges verschwindet:52

WO =

I
F � ds = 0 : (1.9.24)

Wir können also insgesamt folgendes festhalten:

Bei einem konservativen Kraftfeld verschwindet die Arbeit
bei der Verschiebung eines Körpers längs eines

geschlossenen Weges.

Ein Beispiel für ein eindimensionales konservatives Kraftfeld ist die Federkraft, f¨ur ein dreidimensiona-
les das Schwerkraftfeld der Erde.

I
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1

2

W12

(a)

W21

W12
1

2

0

Epot(2) = -W20

Epot(1) = -W10

(b)

II

I

I

Abbildung 1.75: (a) Zur Wegunabh¨angigkeit des Arbeitsintegrals. (b) Definition der potentiellen Ener-
gie.

52Hierbei bedeutet
H

eine Integration ¨uber einen geschlossenen Pfad.
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Potentielle Energie

Wir nehmen im folgenden ein konservatives Kraftfeld als gegeben hin und nutzen die Eigenschaft dieses
Feldes aus, daß die bei der Verschiebung eines K¨orpers verrichtete Arbeit nicht vom speziellen Weg, son-
dern nur vom Anfangs- und Endpunkt abh¨angt. Daher ist es in einem konservativen Kraftfeld m¨oglich,
jedem RaumpunktP eine Zahl zuzuodnen, die die ArbeitWP angibt, die von dem Kraftfeld bei einer
Verrückung des K¨orpers vom AusgangspunktP in einen beliebigen aber festen Endpunkt0 geleistet
werden mußte. Diese Arbeit definiert man als diepotentielle Energiedes Körpers im RaumpunktP . Der
Raumpunkt0 heißt Bezugspunkt der potentiellen Energie. In Formeln ergibt sich

Epot := WP =

Z 0

P
F � ds : (1.9.25)

Es ist allerdings zweckm¨aßiger, den festen Bezugspunkt0 nicht als Endpunkt, sondern als Anfangspunkt
zu wählen. Mit Gl.(1.9.10) und (1.9.25) ergibt sich dann

Epot(P ) := WP = �
Z P

0

F � ds : (1.9.26)

Nach dieser Gleichung verschwindet die potentielle Energie im Bezugspunkt0: Epot(0) = 0.

Bei einem festen Bezugspunkt0 ist für ein vorgegebenes konservatives Kraftfeld die potentielle Energie
eine wohldefinierte Funktion der Raumkoordinater. Da die potentielle Energie also nur von der Lage im
Raum abh¨angt, bezeichnet man sie auch als “Lageenergie”, um sie von der kinetischen Energie abzuhe-
ben. Physikalisch relevant ist nur die Differenz der potentiellen Energie zu der bei einem Bezugspunkt,
da diese die meßbare Größe ist.Deshalb kann der Bezugspunkt der potentiellen Energie willk¨urlich und
damit zweckm¨aßig gewählt werden.

Die Differenz der potentiellen Energie in zwei Raumpunkten 1 und 2 l¨aßt sich leicht berechnen (siehe
Abb. 1.75b). Unter Ber¨ucksichtigung der Wegunabh¨angigkeit des Integrals erh¨alt man

�Epot = Epot(2)�Epot(1) = �
Z 2

O
F � ds+

Z 1

O
F � ds =

Z 1

O
F � ds�

Z 2

O
F � ds

= �
Z O

1

F � ds�
Z 2

O
F � ds = �

Z 2

1

F � ds = �W21 : (1.9.27)

bzw. kurz

�Epot = Epot(2)�Epot(1) = �W21 : (1.9.28)

Eine von dem Kraftfeld bei der Verschiebung von 1 nach 2 geleistete Arbeit ist damit gleich der Abnahme
der potentiellen Energie des K¨orpers. Differentiell erh¨alt man wegen

�Epot = �W21 = �
Z 2

1

F � ds (1.9.29)

schließlich
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dEpot = �dW = �F � ds : (1.9.30)

Wir verwenden den Begriff potentielle Energie nun dazu, die Arbeit anzugeben, die externe Kr¨afteF?

aufbringen m¨ussen, um einen K¨orper in einem konservativen Kraftfeld zu verr¨ucken. Da die ¨außere
Kraft, ohne den K¨orper zu beschleunigen und damit kinetische Energie einzubringen, mindestens die
Kraft F des gegebenen Kraftfeldes ¨uberwinden muß, istF? = �F und man erh¨alt für die ArbeitW?

21

desäußeren Feldes

W ?
21 =

Z 2

1

F? � ds = �
Z 2

1

F � ds = �W21 (1.9.31)

und damit mit Gl.(1.9.28)

W ?
21 = �Epot (f�ur F? = �F) ; (1.9.32)

bzw. differentiell

dW ? = dEpot = F? � ds (f�ur F? = �F) : (1.9.33)

Eine von außen gegen das Kraftfeld aufgebrachte ArbeitW?
21 > 0 findet sich also als Zunahme der

potentiellen EnergiedEpot > 0 wieder. Die potentielle Energie ist demnach als “Arbeitsspeicher” anzu-
sehen, die nach Wegnahme der ¨außeren Kompensationskraft wieder als Arbeitsleistung des Kraftfeldes
verfügbar ist. Die Dimension der potentiellen Energie ist

[Epot] = 1 Joule = 1 J : (1.9.34)

Energieerhaltungssatz

Mit den bis jetzt gemachten Definitionen f¨ur die kinetische und die potentielle Energie kann man den
Energieerhaltungssatzfür konservative Kr¨afte ableiten. Nach Gln.(1.9.18) und (1.9.30) ist

dW = dEkin = �dEpot (1.9.35)

bzw.

dEkin + dEpot = d(Ekin +Epot) = 0 ; (1.9.36)

d.h. die zeitlicheÄnderung der Summe aus kinetischer und potentieller Energie verschwindet. Definiert
man dieGesamtenergieEtot eines Körpers als
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Etot := Ekin +Epot ; (1.9.37)

so lautet derEnergieerhaltungssatz für konservative Kr̈aftedEtot = 0, bzw.53

Etot = Ekin +Epot = const : (1.9.38)

Der Satz von der Erhaltung der Gesamtenergie in einem konservativen Kraftfeld ist von fundamenta-
ler Bedeutung. Das System “K¨orper im Kraftfeld” nennt man einabgeschlossenes System, wenn für
den Körper nur die systemeigenen “inneren” Kr¨afte des vorgegebene Kraftfeldes wirksam sind und
keine zus¨atzlichen äußeren Kr¨afte F? einwirken. Für abgeschlossene Systeme besagt der Energie-
satz, daß zwar potentielle in kinetische Energie und umgekehrt umgewandelt werden kann, die Sum-
me aus beiden Energien aber konstant bleibt. Die aus dem Vorrat an potentieller Energie in kinetische
Energie umgewandelte Energie ist dabei gem¨aß Gl.(1.9.20) und (1.9.32) gerade die verrichtete Arbeit
W21 = �Ekin = ��Epot. Es gibt keine experimentellen Erfahrungen, die dem Prinzip der Energieer-
haltung widersprechen.54

Der Energieinhalt eines Systems kann nur durch ¨außere Kr¨afteF? verändert werden, die f¨ur F? = �F
keine Beschleunigung verursachen und somit nur die potentielle Energie ¨andern. In diesem allgemeine-
ren Fall ist die ArbeitW?

21 deräußeren Kraft gegeben durch

W ?
21 = �Etot = �Ekin +�Epot : (1.9.39)

Nichtkonservative Kräfte

Streng genommen darf es nichtkonservative Kr¨afte nicht geben, da alle Elementarkr¨afte in der Natur
konservative Kr¨afte sind und alle Kr¨afte auf diese zur¨uckgeführt werden k¨onnen. Man bezeichnet trotz-
dem Kräfte, die die Bedingung

H
F � ds = 0 verletzen, als nichtkonservativ. Ein Beispiel hierf¨ur ist die

ReibungskraftFR. Zu jedem Wegelementds ist die ReibungskraftFR antiparallel ausgerichtet, d.h. das
Wegintegral dieser Kraft ¨uber einen geschlossenen Weg kann nicht verschwinden. Die Frage lautet jetzt:
Gilt der Energiesatz auch dann, wenn solche nichtkonservative Kr¨afte im Spiel sind ? Zur Beantwor-
tung dieser Frage kann geltend gemacht werden, daß die vier fundamentalen Kr¨afte, auf die alle anderen
Kräfte in der Natur zur¨uckgeführt werden k¨onnen, alle konservativ sind.55

Das heißt, die G¨ultigkeit des Energieerhaltungssatzes ist gesichert. Allerdings ist bei nichtkonservativen
Kräften der Energiesatz nicht in der FormEtot = Ekin + Epot = const aufrechtzuerhalten, da man f¨ur
nichtkonservative Kr¨afte nach Durchlaufen eines geschlossenen Weges nicht mehr zum urspr¨unglichen
Ausgangszustand zur¨uckkehrt. So erw¨armt sich z.B. bei der viskosen Reibung eines in einem z¨ahen
Medium bewegten K¨orpers (siehe Abb. 1.76) das Medium, d.h. nach Durchlaufen eines geschlossenen
Weges hat sich der mikroskopische Bewegungszustand der Partikel des z¨ahen Mediums ge¨andert. Die
mit der Wärmebewegung der Partikel verkn¨upfte EnergieQ muß im Energiesatz ber¨ucksichtigt werden
und man erh¨alt

53Vielfach wird die Gesamtenergie eines K¨orpers mitE, die kinetische Energie mitT und die potentielle Energie mitV
bezeichnet, so daß sich der EnergieerhaltungssatzE = T + V = const schreibt.

54Lediglich in der Quantenmechanik kann f¨ur endliche Zeitintervalle�t der Energiesatz um�E aufgrund derHeissen-
bergschen Unsch¨arferelation�E�t � ~ verletzt sein. Im Zeitmittel gilt aber auch hier der Ernergieerhaltungssatz.

55Da alle Kräfte auf die fundamentalen, konservativen Kr¨afte zurückgeführt werden k¨onnen, ist es deshalb streng genommen
nicht sinnvoll, von “nichtkonservativen” Kr¨aften zu reden.
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ds

FR

Abbildung 1.76: Die Reibungskraft als Beispiel f¨ur eine nichtkonservative Kraft. Eine Kugel wird durch
ein viskoses Medium bewegt.

Etot = Ekin +Epot +Q = const : (1.9.40)

Dies ist der Energiesatz in einem abgeschlossenen System mit nichtkonservativen Kr¨aften.56

Kraft als Gradient der potentiellen Energie

In diesem Abschnitt soll ¨uberlegt werden, inwieweit die Vorgabe einer Kraft bzw. einer potentiellen
Energie in jedem Raumpunktr = (x; y; z) zwei zueinander ¨aquivalente Beschreibungsweisen sind.
In Gln.(1.9.25) und (1.9.26) wurde beschrieben, wie aus einem vorgegebenen Kraftfeld die potentielle
Energie berechnet werden kann. Es soll nun ¨uberlegt werden, wie umgekehrt bei bekannter potentieller
EnergieEpot(x; y; z) das zugeh¨orige KraftfeldF(x; y; z) berechnet werden kann. MitdW = Fxdx +
Fydy + Fzdz unddW = �dEpot folgt

dEpot = �Fxdx� Fydy � Fzdz : (1.9.41)

Andererseits l¨aßt sich für infinitesimale Verr¨uckungends = dxx̂+ dyŷ + dzẑ dieÄnderung der poten-
tiellen EnergiedEpot(x; y; z) = Epot(x+ dx; y + dy; z + dz) �Epot(x; y; z) schreiben als57

dEpot(x; y; z) =
@Epot(x; y; z)

@x
dx+

@Epot(x; y; z)

@y
dy +

@Epot(x; y; z)

@z
dz : (1.9.42)

Durch Koeffizientenvergleich der beiden letzten Gleichungen erh¨alt man dann

Fx = �@Epot(x; y; z)

@x
; Fy = �@Epot(x; y; z)

@y
; Fz = �@Epot(x; y; z)

@z
: (1.9.43)

56Es sei hier angemerkt, daß die W¨armemengeQ natürlich auch als zus¨atzliche kinetische Energie der Partikel des z¨ahen
Mediums aufgrund der erh¨ohten Temperatur ausgedr¨uckt werden kann. Dies w¨are aber sehr kompliziert, da man dann den
Bewegungszustand von sehr vielen Teilchen kennen m¨ußte. Man sagt deshalb, daß die verlorene kinetische und potentielle
Energie in eine W¨armeenergie ¨ubergegangen ist.

57Die geschweiften Differentialsymbole bringen dabei zum Ausdruck, daß z.B. in@Epot(x; y; z)=@x bei konstant gehaltenen
Variableny undz nachx differenziert wird.
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Diese drei Komponentengleichungen lassen sich in der Vektorgleichung58

F = �gradEpot =
@Epot

@x
x̂+

@Epot

@y
ŷ +

@Epot

@z
ẑ (1.9.44)

zusammenfassen. Da die Komponentendarstellung der KraftF = Fxx̂ + Fyŷ + Fz ẑ ist, stimmen die
Komponenten aus Gl.(1.9.44) mit den physikalisch hergeleiteten Gln.(1.9.43) ¨uberein, d.h. Gl.(1.9.44)
ist tatsächlich eine kompakte Schreibweise der Gl.(1.9.43).

Die GleichungF = �gradEpot zeigt, daßkonservative Kr̈afte als Gradientenfelder der potentiellen
Energie darstellbar sind. Zur Charakterisierung von Wechselwirkungen zwischen K¨orpern ist es daher
nicht notwendig, die Wechselwirkungskraft anzugeben, es gen¨ugt, allein die potentielle Energie des
Zweikörper-Systems in Abh¨angigkeit von der relativen Lage zu kennen. Da die Kraft ein Vektor ist, die
Energie dagegen ein Skalar, wird die Wechselwirkung zwischen Teilchen einfacher und durchsichtiger
mit einer Wechselwirkungsenergie statt einer Wechselwirkungskraft beschrieben.

Potentialextrema und Kräftegleichgewicht

Im Kräftegleichgewicht gilt

Fges =
X
i

Fi = 0 : (1.9.45)

Mit Gl.(1.9.44) folgt dann (im eindimensionalen Fall)

Fx = �@Epot(x)

@x
= 0 ; (1.9.46)

d.h. die potentielle Energie besitzt ein Extremum. Je nach Art des Extremums spricht man von
stabilem (@2Epot(x)=@x

2 > 0), indifferentem(@2Epot(x)=@x
2 = 0) oder labilem Gleichgewicht

(@2Epot(x)=@x
2 < 0). Stabiles Gleichgewicht liegt bei einem Minimum, labiles bei einem Maximum

der potentiellen Energie vor.

Andere Energieformen

Wir haben bisher haupts¨achlich die Energie von mechanischen Systemen (kinetische Energie und poten-
tielle Energie in Form von Hubarbeit, Spannarbeit etc.) diskutiert. Das Konzept der potentiellen Energie
kann aber auch auf elektromagnetische Kr¨afte, auf molekulare Kr¨afte, die in der Chemie eine wichtige
Rolle spielen, oder auf Kernkr¨afte, die in der Kernphysik zentral sind, ¨ubertragen werden. So kann z.B.
die potentielle Energie f¨ur die Wechselwirkung zweier Atome oder zweier Nukleonen (Proton, Neutron)
in einem Atomkern als Funktion ihres Abstandes angegeben werden. Die in chemischen Bindungen
oder in einem System wechselwirkender Nukleonen (Atomkern) gespeicherte potentielle Energie kann
durch bestimmte Prozesse (z.B. Verbrennen von Benzin, Spalten von Atomkernen) in andere Energie-
formen wie z.B. kinetische Energie umgewndelt werden. Hierbei bleibt die Summe aller verschiedenen
Energieformen (kinetische, chemische, nukleare, molekulare, thermische Energie) immer konstant.

58Hierbei bedeutet das Symbol “grad” (Gradient) einen Vektoroperator, der angewandt auf eine differenzierbare skalare
Funktionf(x; y; z) einen Vektorgradf(x; y; z) = @f

@x
x̂+ @f

@y
ŷ+ @f

@z
ẑ liefert.
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Es sei an dieser Stelle auch darauf hingewiesen, daß f¨ur die Energieversorgung auf unserer Erde auf-
grund des Energieerhaltungssatzes im Prinzip kein Energiemangel herrscht.59 Die durch die elektroma-
gnetische Strahlung der Sonne auf die Erde eingestrahlte Energie entspricht der von der Erde wieder
abgestrahlten Energie. Durch Ver¨anderung unserer Atmosph¨are (Treibhauseffekt) stellen wir nur das
Gleichgewicht auf einem anderen Niveau ein. Das Problem ist also nicht, daß wir zu wenig Energie
haben, sondern daß wir Energie nicht in der richtigen Form haben, in der wir sie ben¨otigen. In diesem
Zusammenhang kann man eine Energiewertigkeit einf¨uhren, indem man die F¨ahigkeit, aus Energie me-
chanische Arbeit zu gewinnen, ber¨ucksichtigt. Wir werden bei der Diskussion der W¨armelehre sehen,
daß eine Zunahme der Entropie gleichbedeutend mit einer Abnahme der Energiewertigkeit ist. Insofern
haben wir auf unserer Erde kein Energie- sondern eher ein Entropieproblem.

1.9.3 Beispiele zur potentiellen Energie und Energieerhaltungssatz

Konstantes Gravitationsfeld

Auf der Erdoberfläche kann das Gravitationsfeld in guter N¨aherung als konstant angenommen werden,
d.hF = mg = const: Wählt man als Bezugspunkt f¨ur die potentielle Energie die Erdoberfl¨ache, so
erhält man für die potentielle Energie eines K¨orpers der Massem, der sich in einer H¨oheh über der
Erdoberfläche befindet, die potentielle Energie

Epot(h) = �
Z h

0

F � ds = �
Z h

0

Fds cos(F; ds)

= �
Z h

0

mg ds(�1) = mg

Z h

0

ds ; (1.9.47)

wobeiFk � ds angenommen wurde. Man erh¨alt also

Epot(h) = mgh : (1.9.48)

Die potentielle Energie eines der Schwerkraft ausgesetzten K¨orpers nimmt also linear mit der H¨oheh
über der Erdoberfl¨ache zu. Man erh¨alt dieses Ergebnis unah¨angig davon, auf welchem Weg man die
Höheh über der Erdoberfl¨ache erreicht (siehe hierzu Abb. 1.77), d.h. die potentielle Energie h¨angt
nur von der H¨oheh und nicht dem gew¨ahlten Weg ab. Man kann aus dieser potentiellen Energie nun
auch wieder r¨uckwärts die Schwerkraft berechnen. Mith = z ist Epot(z) = mgz und man erh¨alt
Fz = �dEpot=dz = �mg.

Die Beziehung (1.9.48) hat zusammen mit dem Energiesatz vielfache Anwendungsm¨oglichkeiten. So ist
z.B. beim freien Fall eines K¨orpers zu Beginnv = 0 und damitEkin(1) = 0 undEtot(1) = Epot(1) =
mgh. Bei der Ankunft am Erdboden ist dagegenEpot(2) = 0 undEtot(2) =

1
2mv2. Die Energieerhal-

tung verlangtEtot(1) = Etot(2) und damit1
2
mv2 = mgh oder

v =
p
2gh (1.9.49)

in Übereinstimmung mit Gl.(1.6.7). In den Zwischenlagen0 < z < h trägt zur Gesamtenergie sowohl
potentielle als auch kinetische Energie bei, aber immer so, daßEtot = const.

59Aufgrund des Energieerhaltungssatzes kann man Energie nicht verbrauchen, man kann sie nur aus der einen Form in eine
andere Form umwandeln, wobei die Gesamtenergie erhalten bleibt.
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Abbildung 1.77: Zur Unabh¨angigkeit der Hubarbeit vom gew¨ahlten Weg. In (a) istW = F � s = mgh.
In (b) istW = F0 � s0 = (mg sin�) � (h= sin�) = mgh.
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Abbildung 1.78: Potentielle und kinetische Energie beim Springen einer Stahlkugel auf einer elastischen
Unterlage.

Ist die Unterlage derartig beschaffen, daß beim Auftreffen des K¨orpers nur konservative Kr¨afte wirken
(hier elastische Kr¨afte), d.h. daß keine Energie in Form von W¨armeenergie “verloren” wird, so wird
der Körper reflektiert und kann wieder bis zur vollen H¨oheh aufsteigen. Dabei wird dann kinetische
Energie wieder in potentielle Energie umgewandelt.60 Eine Stahlkugel, die auf eine Stahlplatte f¨allt,
springt periodisch zwischen den H¨ohen 0 undh auf und ab, wobei st¨andig kinetische in potentielle
Energie und umgekehrt umgewandelt wird. Es gilt hierbeiEpot(h) = mgh undEkin(h) = 0 sowie
Epot(0) = 0 undEkin(0) =

1
2
mv2 = 1

2
m(gt)2 = mg(1

2
gt2) = mgh. Der Verlauf der potentiellen und

kinetischen Energie ist in Abb. 1.78 gezeigt.

Bei der Schwingung eines mathematischen Pendels wechselt die Energie ebenfalls st¨andig zwischen
potentieller und kinetischer Energie hin und her. Mit einer ¨ahnlichen Argumentation wie beim freien
Fall ist bei einer Anfangsauslenkung'0 bzw. einer Hebung der Pendelmassem auf die Höheh die
Geschwindigkeit beim Nulldurchgang durchv =

p
2gh gegeben. Diese Beziehung gilt auch f¨ur große

Auslenkungswinkel, f¨ur die die harmonische N¨aherung f¨ur die Schwingungsform nicht mehr g¨ultig ist.
Die Einhaltung des Energieerhaltungssatzes beim mathematischen Pendel l¨aßt sich auch sch¨on anhand
eines Fangpendels demonstrieren, bei dem ab einem bestimmten Auslenkungswinkel die Pendell¨ange
verkürzt wird (siehe hierzu Abb. 1.79). Die Pendelmasse steigt auch in diesem Fall exakt auf die gleich
Höheh, da die potentielle Energie nur von der H¨oheh aber nicht von dem genauen Weg, wie die Masse
auf diese H¨ohe gelangt, abh¨angt.

60Streng genommen m¨ußte man hier zeigen, daß beim Aufprall keine kinetische Energie auf die Erde ¨ubertragen wird. Wir
werden in Abschnitt 1.10 sehen, daß dies in der Tat der Fall ist.
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Abbildung 1.79: Zur Energieerhaltung beim Fangpendel.

Das Gravitationspotential

Ein Körper der Massem erfährt im Abstandr von einem zweiten K¨orper der MasseM die Graviations-
kraftFG = �GMm

r2
r̂, die auf den K¨orperM gerichtet ist (siehe Abb. 1.80). Die MasseM baut somit ein

radiales, kugelsymmetrisches Gravitationsfeld auf. Kr¨afte, die alle auf einen festen Punkt hin bzw. von
einem Punkt weg gerichtet sind, nennt manZentralkr̈afte. Zentralkräfte, die zudem nur vom Abstand
zum Zentrum, nicht aber von der Raumrichtung abh¨angen, sind zudem konservativ. Dies wird sofort aus
Abb. 1.80a klar, wenn man die Arbeitsbeitr¨age entlang des WegesA ! B ! C ! D betrachtet. Die
Beiträge der Wegst¨ucke vonA ! B und vonC ! D kompensieren sich gerade, da hierFGkds bzw.
FGk�ds und die Kraft nur vonr abhängt. Die Beiträge der Wegelemente vonB ! C und vonD ! A
verschwinden, da hierFG ? ds. Insgesamt verschwindet also die Arbeit,

H
FG �ds = 0, für den speziell

gewählten in sich geschlossenen Weg. Da man jeden beliebigen Weg immer aus infinitesimalen radialen
Wegelementen und Kreisbogenelementen aufbauen kann, folgt, daß die Arbeit f¨ur jeden geschlossenen
Weg verschwindet und damit die Gravitationskraft eine konservative Kraft darstellt.

A

D

C

B

M
mFr

Φ(r)
r

(a) (b)

Φ(r) = - GM/r

Abbildung 1.80: (a) Zentralkr¨afte mit Kugelsymmetrie sind konservativ. (b) Das Gravitationspotential
�(r) = �GM=r.

Die potentielle Energie der Gravitationskraft ergibt sich zu

Epot(r) =

Z 1

r
F � ds = �

Z 1

r
G
Mm

r2
r̂ � ds : (1.9.50)

Integriert man längs eines Radiusstrahls, so istr̂kds und es ist̂r � ds = dr. Damit ergibt sich
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Epot(r) = �
Z 1

r
G
Mm

r2
dr (1.9.51)

bzw.

Epot(r) = �GMm

r
: (1.9.52)

Die letzte Gleichung zeigt, daß die Wahl des Bezugspunktes zweckm¨aßig war, da die potentielle Energie
der Gravitationswechselwirkung f¨ur zwei unendlich weit voneinander entfernte K¨orper verschwindet.
Bewegt sich der K¨orper mit MasseM mit der GeschwindikeitV und der Körper mit Massem mit
Geschwindigkeitv, so ergibt sich die Gesamtenergie

Etot(r) =
1

2
MV 2 +

1

2
mv2 �G

Mm

r
: (1.9.53)

Da die potentielle Energie nach Gl.(1.9.52) linear von der Probenmassem abhängt, führt man dasGra-
vitationspotential�(r) in der Form

Epot(r) := m�(r) (1.9.54)

mit

�(r) := �GM

r
(1.9.55)

ein. Das Potential�(r) hängt nur von der MasseM des Zentralk¨orpers und dem Abstandr eines
Probekörpers ab. Der Funktionsverlauf von�(r) ist in Abb. 1.80b gezeigt. DiëAquipotentialflächen
sind konzentrische Kugelfl¨achen umM als Mittelpunkt.61

Die Einführung des Gravitationspotentials bringt den Vorteil, daß bei Anwesenheit mehrerer Massen
M1,M2, : : : das Gesamtpotential� in einem Raumpunkt durch die skalare Summe der Einzelpotentiale
gegeben ist

� =

nX
i=1

�i = �
nX
i=1

G
Mi

ri
: (1.9.56)

Die einfache Addition der Potentiale ist hierbei eine direkte Konsequenz des in Abschnitt 1.5.1 disku-
tierten Superpositionsprinzips. Eine Probemasse hat in diesem Raumpunkt dann die potentielle Energie
Epot = m� und die Kraft auf die Masse ergibt sich dann ausF = �gradEpot. Auf diese Weise umgeht
man die unbequeme vektorielle Addition der Einzelkr¨afte.

61In Abschnitt 1.5 wurde gezeigt, daß die Gravitationskraft im Innern einer Hohlkugel verschwindet. Die potentielle Energie
der Gravitationskraft muß deshalb im Innern einer Hohlkugel konstant sein und betr¨agtEpot(r) = �

R
1

R
GMm

r
dr = �GMm

R

für r � R, wobeiR der Radius der Hohlkugel ist. Das Integral
R R
r

trägt aufgrund des Verschwindens der Gravitationskraft im
Innern der Hohlkugel nichts bei.
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Entweichen aus den Gravitationsfeld der Erde:

Anhand von Gl.(1.9.53) kann berechnet werden, mit welcher Startgeschwindigkeit ein
Körper der Masse m von der Erde (ME = 5:98 � 1024kg, RE = 6:38 � 106m, V = 0)
aus gesehen abgeschossen werden muß, um aus dem Gravitationsfeld der Erde zu ent-
weichen. Die Geschwindigkeit ergibt sich aus der Bedingung, daß Epot(1) = 0, während
Ekin(1) � 0 sein soll. Im Grenzfall Ekin(1) = 0 kommt der Körper im Unendlichen gerade
mit v = 0 an, seine Gesamtenergie ist dann Etot = 0. Aus dem Energieerhaltungssatz folgt
dann für seine Geschwindigkeit auf der Erde

Etot =
1

2
mv2 �G

MEm

RE

(1.9.57)

oder

v =

r
2GME

RE

: (1.9.58)

Die Geschwindigkeit ist also unabhängig von der Masse m des Körpers. Mit obigen Zahlen-
werten ergibt sich v = 11:2� 103m/s.

Das Masse-Feder-Pendel – das harmonische Oszillatorpotential

Die Federkraft ist bei Vernachl¨assigung von Reibungskr¨aften proportional zur Auslenkung:Fx = �kx.
Diese Kraft ist konservativ. F¨ur die Berechnung der potentiellen Energie w¨ahlt man als Bezugspunkt den
unausgelenkten Zustandx = 0 (siehe Abb. 1.81a). Damit ergibt sich

Epot(x) =

Z x

0

F � ds =
Z x

0

Fxdx =

Z x

0

kx dx = k

Z x

0

x dx (1.9.59)

und somit

Epot(x) =
1

2
kx2 : (1.9.60)

Die potentielle Energie w¨achst also quadratisch mit der Auslenkungx an. Man bezeichnetEpot(x) als
harmonisches Oszillatorpotential, da man durch GradientenbildungFx = �dEpot=dx = kx eine har-
monische Kraft erh¨alt. Die Gleichgewichtslagex = 0 stellt, wie Abb. 1.81b zeigt, ein Extremum der
potentiellen Energie (dEpot=dx = 0) und zwar ein Minimum dar, was zu einer stabilen Gleichgewichts-
lage beix = 0 führt.

Verschiebt man die Federmasse aus ihrer Gleichgewichtsposition, so setzt eine harmonische Schwin-
gung ein, bei der st¨andig potentielle in kinetische Energie und umgekehrt umgewandelt wird. In den
Endpunkten der Schwingung istEtot = Epot undEkin = 0, während beim NulldurchgangEtot = Ekin

undEpot = 0 ist. Durch zeitliche Ableitung der Gesamtenergie ergibt sich

dEtot

dt
= 0 =

d
�
1
2
mv2 + 1

2
kx2
�

dt
= m

dx

dt

d2x

dt2
+ kx

dx

dt
; (1.9.61)

woraus für dxdt 6= 0
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Abbildung 1.81: (a) Zur potentiellen Energie einer gespannten Feder. (b) Das harmonische Oszillator-
potential einer Feder.

m
d2x

dt2
= �kx (1.9.62)

folgt, also genau die schon in Abbschnitt 1.6 aus denNewtonschen Bewegungsgleichungen abgeleitete
Bewegungsgleichung. Dieses Beispiel macht also auch deutlich, daß die Energiebetrachtung gleichwer-
tig zur Newtonschen Beschreibungsweise ist.

Beispiel: Masse-Feder-Pendel mit endlicher Federmasse:

Die Anwendung des Energiesatzes führt oft zu einer einfacheren Darstellung eines Problem,
wie anhand des Masse-Feder-Pendels mit endlicher Federmasse mF gezeigt werden soll.
Die Ruhelänge der Feder sei l0 und sie habe eine Massenbelegung pro Längeneinheit von
� = mF =l0. Mit � kann die Masse dm eines Federstücks dl durch dm = �dl ausgedrückt
werden. Bei der Auslenkung der Federmasse m um das Stück x, wird das Federelement
dl im Abstand l von der Befestigung um xl = x l

l0
ausgelenkt. Damit erhält man für die

kinetische Energie

Ekin =
1

2
k

�
dx

dt

�2

+

Z l0

0

1

2
dm

�
dxl
dt

�2

: (1.9.63)

Mit (dxl=dt)2dm = (dx=dt)2(l2=l20)�dl = (dx=dt)2(l2=l20)(mF =l0)dl ergibt sich

Ekin =
1

2
k

�
dx

dt

�2

+
1

2

mf

l30

�
dx

dt

�2 Z l0

0

l2dl =
1

2
k

�
dx

dt

�2

+
1

2

mf

l30

�
dx

dt

�2
1

3
l30

=
1

2

�
m+

1

3
mF

��
dx

dt

�2

: (1.9.64)

Die potentielle Energie ist nach wie vor Epot = 1
2
kx2. Die Anwendung des Energieerhal-

tungssatzes liefert nach Gl.(1.9.61) die Differentialgleichung der Schwingung, die für einen
harmonischen Ansatz auf die Schwingungsdauer

T = 2�

r
m+mF =3

k
: (1.9.65)

führt, wonach die Federmasse zu einem Drittel zur effektiv schwingenden Masse beiträgt.
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1.9.4 Das Prinzip der virtuellen Arbeit

Wir haben oben gesehen, daß die Bedingung f¨ur statisches Kr¨aftegleichgewicht sich sehr einfach als ein
Minimum in der potentiellen Energie ausdr¨ucken läßt. Das jetzt zu diskutierendePrinzip der virtuellen
Arbeit kann als eine Verallgemeinerung der obigenÜberlegungen betrachtet werden.

Wir betrachten ein System vonn Massenpunkten mit Massenmi, die zunächst alle frei beweglich sein
sollen. Auf deni-ten Massenpunkt wirke die GesamtkraftFi ein, die sich aus der Summe der inneren
KräfteFki (k = 1; : : : ; n; k 6= i), die vomk-ten auf deni-ten Massenpunkt wirken, und der von außen
an demi-ten Massenpunkt angreifenden ¨außeren KraftF?i zusammensetzt. Dieeingepr̈agte KraftFi ist
deshalb

Fi =

nX
k=1;k 6=i

Fki + F?
i : (1.9.66)

Das System wird genau dann im Zustand der Ruhe verharren (statisches Gleichgewicht), wenn die Kraft
Fi auf jeden einzelnen Massenpunkt verschwindet. Die Gleichgewichtsbedingung lautet somit

Fi = 0 f�ur i = 1; : : : ; n : (1.9.67)

Um diese Gleichgewichtsbedingung in anderer Form auszudr¨ucken, wird dievirtuelle Verr̈uckungÆsi
eingeführt.62 Diese Verrückung soll einerseits so schnell erfolgen, daß die Kr¨afte als zeitlich konstant
angenommen werden k¨onnen, andererseits aber langsam genug, damit keine Tr¨agheitskräfte geweckt
werden. Mit der virtuellen Verr¨uckungÆsi für deni-ten Massenpunkt ist die virtuelle ArbeitÆWi =
Fi � Æsi verbunden. Im statischen Gleichgewicht gilt wegen Gl.(1.9.67) trivialerweise

ÆW =
nX
i

ÆWi =
nX
i

Fi � Æsi = 0 : (1.9.68)

Das heißt,im statischen Gleichgewicht verschwindet die virtuelle Arbeit der eingeprägten Kr̈afte. In
Gl.(1.9.68) sind alle Verr¨uckungenÆsi unabhängig voneinander.

Sind die KräfteFi alle aus einem Potential ableitbar und bezeichnet man die gesamte potentielle Energie
mit Epot, so wird mit Gl.(1.9.30) aus Gl.(1.9.68)

ÆW =
nX
i

Fi � Æsi = �
nX
i

ÆEpot; i = �ÆEpot = 0 : (1.9.69)

Das heißt,im statischen Gleichgewicht eines Systems von freien Massenpunkten nimmt die potentielle
Energie ein Minimum ein. Dies wurde oben anhand des Masse-Feder-Pendels bereits festgestellt.

Der wirkliche Nutzen der virtuellen Arbeit tritt aber erst dann zu Tage, wenn man die Voraussetzung
fallen läßt, daß sich die Massenpunkte frei bewegen k¨onnen sollen. Wir wollen jetzt annehmen, daß die

62In folgendem wird zur Unterscheidung vom Symbol “d” bei den wirklichen Gr¨oßen für die virtuellen Gr¨oßen das Symbol
“Æ” verwendet.
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Virtuelle Arbeit: Beispiel Masse-Feder-Pendel:

Ein Masse-Feder-Pendel habe die Gleichgewichtsposition x und es greife an der Masse m
eine vorgegebene äußere Kraft F? an. Mit der Federkraft F und der virtuellen Verrückung
Æs = Æx x̂ wird aus Gl.(1.9.68)

ÆW = F � Æs+F? � Æs = FxÆx+ F ?
x Æx = 0 : (1.9.70)

Mit der potentiellen Energie Epot =
1
2
kx2 ist FxÆx = �ÆEpot = �kxÆx. Damit folgt für die

Gleichgewichtslage x aus �kxÆx + F ?
x Æx = 0 die Bedingung x = F?

x=k. Diese Bedingung
hätte man im vorliegenden Fall, für den die Federkraft bekannt ist, viel schneller aus der
Gleichgewichtsbedingung (1.9.67) für die Kräfte ableiten können. Es kommt aber in vielen
Fällen vor, daß man die potentielle Energie der inneren Kräfte viel einfacher berechnen
kann als die Kräfte selbst. Führt man hier äußere Kräfte F? ein, die den inneren Kräften
das Gleichgewicht halten, so lassen sich diese nach dem eben beschriebenen Verfahren
auffinden.

Massenpunkte gewissenZwangskr̈aftenausgesetzt sind, die ihre Bewegungsm¨oglichkeiten einschr¨anken
(z.B. Bewegung entlang von vorgeschriebener Bahn, Schiene, Unterlage, etc.). Als Zwangsbedingung
kann auch ein konstanter Abstand der Massenpunkte gefordert werden oder daß K¨orper in einem be-
stimmten Volumen eingeschlossen sein sollen (Molek¨ule von Gasen, Fl¨ussigkeiten). F¨ur die Einhaltung
der Zwangsbedingungen sorgenZwangskr̈afte f , die von den F¨uhrungen, W¨anden, Unterlagen etc. auf
die Massenk¨orper übertragen werden. Ami-ten Massenpunkt greift dann zus¨atzlich zur inneren Kraft
Fi die Zwangskraftfi an. Im Gleichgewichtszustand muß die Vektorsumme ausFi und fi für jeden
einzelnen Massenpunkt verschwinden, wodurch Gl.(1.9.67) zu

Fi + fi = 0 f�ur i = 1; : : : ; n (1.9.71)

verallgemeinert wird. Bei der praktischen Anwendung von Gl.(1.9.71) tritt die Schwierigkeit auf, daß
man zur Berechnung der ¨außeren Kr¨afte, die das System von Massenpunkten ins Gleichgewicht bringen,
die Zwangskr¨afte fi kennen muß, was bei komplizierten mechanischen Apparaturen (z.B Kurbel) nicht
der Fall ist. Das Prinzip der virtuellen Arbeit bringt nun den entscheidenden Vorteil, daß es ohne Kennt-
nis der Zwangskr¨afte auskommt. Um dies zu zeigen, f¨uhrt man wieder virtuelle Verr¨uckungenÆsi der
Massenpunkte ein, die jetzt aber mit den Zwangsbedingungen vertr¨aglich sein m¨ussen. Wir betrachten
dazu das in Abb. 1.82 gezeigt System aus zwei Massenpunkten mit Massem1 undm2, die über eine
starre Stange aneinander gekoppelt sind. Die virtuellen Verr¨uckungenÆs1 undÆs2 lassen sich immer als
eine Translation der Stange umÆs1 und eine Rotation der Stange umm1 als Drehpunkt darstellen. Bei
infinitesimal kleinen Verr¨uckungen ist dabei die bei der Rotation erzielte Verschiebung der Massem2
immer senkrecht zur Stange, so daß die Verr¨uckungÆs2 alsÆs2 = Æs1 + Æsn ausgedr¨uckt werden kann.

Die mit den VerrückungenÆsi aus der Gleichgewichtslage heraus berechnete virtuelle ArbeitÆW ist
dann mit Gl.(1.9.71)

ÆW =
nX
i=1

(Fi + fi) � Æsi = 0 : (1.9.72)

Man kann nun ansetzen, daß die Zwangskr¨afte in einem mechanischen System f¨ur sich genommen keine
Arbeit verrichten k¨onnen, d.h. es gilt
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Abbildung 1.82: Virtuelle Verr¨uckung zweier starr gekoppelter Massen.

nX
i=1

fi � Æsi = 0 : (1.9.73)

Dieser Ansatz l¨aßt sich bei einer Schienenf¨uhrung z.B. damit begr¨unden, daß die zul¨assigen
Verrückungen nur in Richtung der Schiene (tangential) verlaufen d¨urfen, die von den Schienen ausge¨ubte
Zwangskraft aber immer normal zur Schiene gerichtet ist. Somit wird das Skalarproduktfi � Æsi = 0.63

Faßt man die Gleichungen (1.9.72) und (1.9.73) zusammen, so erh¨alt man dasPrinzip der virtuellen
Arbeit in der Form

ÆW =

nX
i=1

Fi � Æsi = 0 : (1.9.74)

Im Gleichgewicht verschwindet also die virtuelle Arbeit der eingepr¨agten KräfteFi für Verrückungen
Æsi, die gemäß den Zwangsbedingungen zul¨assig sind. Die Zwangskr¨afte treten hier zwar nicht mehr auf,
man muß aber ber¨ucksichtigen, daß die einzelnen Verr¨uckungen jetzt nicht mehr unabh¨angig voneinander
sind. Daher kann man jetzt nicht mehr aufFi = 0 schließen.64

Sind die eingepr¨agten Kräfte alle konservativ, so wird mit der potentiellen EnergieEpot des Gesamtsy-
stems wegen Gl.(1.9.30)

ÆW =

nX
i=1

Fi � Æsi = �ÆEpot = 0 : (1.9.75)

Im Gleichgewicht nimmt deshalb die potentielle Energie der eingeprägten Kr̈afte auch bei Anwesen-
heit von Zwangskräften ein Extremum ein, wobei allerdings das Extremum die Zwangsbedingungen als
Nebenbedingungen enthalten muß.

63Ein allgemeiner Beweis f¨ur die Richtigkeit dieses Ansatzes soll hier nicht gef¨uhrt werden.
64Bei der Diskussion der Gleichgewichtsbedingungen muß man sich nicht mehr um die im einzelnen auftretenden Zwangs-

bedingungen k¨ummern. Trotzdem spielen diese bei vielen mechanischen Systemen (z.B. Br¨uckenkonstruktionen, Kran, etc.)
eine wichtige Rolle und ihre Kenntnis ist bei der Konstrution notwendig. AufLagrangegeht ein allgemeines Verfahren zur¨uck,
das im Anschluß an das Prinzip der virtuellen Arbeit die Bestimmung von Zwangskr¨aften gestattet. Darauf soll aber hier nicht
eingegangen werden.
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Prinzip der virtuellen Arbeit: Beispiel schiefe Ebene:

Abb. 1.83a zeigt eine schiefe Ebene, auf der eine Masse m1 reibungsfrei gleiten kann und
durch eine Masse m2 über ein Seil und eine Umlenkrolle im Gleichgewicht gehalten wird.
Die eingeprägten Kräfte sind F1 = m1g und F2 = m2g. Mit den zulässigen Verrückungen
Æs1 und Æs2 sowie den Winkeln � und � erhält man

ÆW = F1 � Æs1 +F2 � Æs2 = m1g � Æs1 +m2g � Æs2
= m1gÆs1 cos�+m2gÆs2 cos� = m1gÆs1 sin� �m2gÆs2 : (1.9.76)

Wegen Æs1 = Æs2 folgt daher aus der Gleichgewichtsbedingung ÆW = 0

m2 = m1 sin� : (1.9.77)

Bei diesem einfachen Beispiel hätte man wohl dieses Resultat einfacher anhand einer Kom-
ponentenzerlegung der eingeprägten Kräfte erhalten. Das Beispiel zeigt aber immerhin, daß
das Prinzip der virtuellen Arbeit die Ermittlung der Zwangskraft der Unterlage überflüssig
macht.

.
Prinzip der virtuellen Arbeit: Beispiel Flaschenzug:

Abb. 1.83b zeigt einen Flaschenzug, bei dem ein Seil über eine lose und eine feste Rolle
geführt ist. Gesucht ist die Kraft F2 die der Last F1 das Gleichgewicht hält. Das Prinzip der
virtuellen Arbeit verlangt

ÆW = F1 � Æs1 + F2 � Æs2 = 0 : (1.9.78)

Bei Anhebung der losen Rolle um Æs1 gewinnt man die Seillänge 2Æs1, d.h. 2Æs1 = Æs2. Da
außerdem F1k � Æs1 und F2kÆs2 folgt

�F1Æs1 + F2Æs2 = �F1Æs1 + F22Æs1 = 0

oder F2 =
1

2
F1 : (1.9.79)

Auch hier muß man sich nicht um die Zwangskräfte kümmern.

m1g

α

β

m2g

m1

m2

δs1
δs2

F1 δs2

F2

δs1

(a) (b)

Abbildung 1.83: (a) Gelichgewichtsbedingung bei der schiefen Ebene. (b) Gleichgewichtsbedingung
beim Flaschenzug.

Zum Abschluß dieses Abschnitts soll noch darauf hingewiesen werden, daß man mit dem Prinzip der
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virtuellen Arbeit auch dynamische Probleme betrachten kann. Dazu muß man ledigich mit Hilfe der
d’Alembert schen TrägheitskraftFT = �ma die Newtonsche BewegungsgleichungF = ma zu
F � ma = F + FT = 0 umschreiben und damit die Dynamik formal auf ein Gleichgewichtspro-
blem zwischen realen und Tr¨agheitskräften zurückführen. Macht man auch in der Dynamik den Ansatz,
daß die Zwangskr¨afte keinen Beitrag zur virtuellen Arbeit liefern, so erh¨alt man dasd’Alembert sche
Prinzip

ÆW =

nX
i=1

�
Fi �mi

d2ri
dt2

�
� Æsi = 0 : (1.9.80)

In dieser Formulierung der Dynamik sind die Bewegungsgleichungen uminterpretiert worden zu einer
Aussage ¨uber die virtuelle Arbeit. Vomd’Alembert schen Prinzip ausgehend werden dieLagrange-
Gleichungenund dieHamilton-Gleichungenabgeleitet, die die Grundlage der theoretischen Mechanik
bilden.65 Der für Newtonzentrale Begriff der Kraft tritt dabei in den Hintergrund zugunsten der Begriffe
Energie, Impuls und Drehimpuls.

1.9.5 Was ist Energie ?

Wir haben soeben gelernt, daß es ein Gesetz gibt, daß alle Naturph¨anomene beherrscht, die bis heute
bekannt sind, n¨amlich das Gesetz der Energieerhaltung. Es besagt, daß eine Gr¨oße, die wir Energie
nennen, bei allen Vorg¨angen in der Natur unver¨andert bleibt. Im Prinzip ist dies eine sehr abstrakte
Aussage, ja ein mathematisches Prinzip. Es besagt, daß eine numerische Gr¨oße existiert, die sich nicht
verändert. Es ist zun¨achst unverst¨andlich, daß wir eine Zahl berechnen k¨onnen und, wenn wir nach
einiger Zeit, in der in der Natur viel passiert ist, diese Zahl wieder berechnen, feststellen, daß diese Zahl
gleich geblieben ist.

Es ist wichtig, sich klar zu machen, daß wir in der heutigen Physik nicht wissen, was Energie ist. Wir
haben kein Bild davon, daß z.B. Energie in kleinen Klumpen definierter Gr¨oße vorkommt. Aber wir
haben mathematische Formeln, mit denen wir eine numerische Gr¨oße berechnen k¨onnen, die immer die
gleiche Zahl besitzt. Insofern ist Energie eine abstrakte Sache.

Zum Anschluß soll noch ein Hinweis auf den Zusammenhang zwischen der Energieerhaltung und einer
Symmetrieeigenschaft der physikalischen Gesetze gegeben werden. Es zeigt sich, daß die physikali-
schen Gesetze bez¨uglich einer Translation in der Zeit unver¨andert bleiben, was gleichbedeutend mit der
Energieerhaltung ist. Allgemein gibt es in der Quantenmechanik f¨ur jede Symmetrieeigenschaft ein
entsprechendes Erhaltungsgesetz, d.h. es gibt eine definierte Verbindung zwischen den Erhaltungsgeset-
zen und den Symmetrien der physikalischen Gesetze. Im Moment k¨onnen wir dies nat¨urlich nur ohne
irgendeinen Versuch einer Erkl¨arung behaupten. Eine genaue Er¨orterung folgt im Rahmen der Quanten-
mechanik.

65Diese Gleichungen werden ausf¨uhrlich in den Vorlesungen zur Theoretischen Physik diskutiert.
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1.10 Der Impuls

Nach der Energie, die durch das Wegintegral der Kraft
R
F � ds gegeben ist, besch¨aftigen wir uns in

diesem Abschnitt mit einer weiteren Gr¨oße, dem Zeitintegral der Kraft
R
Fdt, für die ebenso ein Erhal-

tungssatz gilt und uns zum Begriff desImpulsesführt. Die neue Gr¨oße
R
Fdt wird Kraftstoßgenannt.

Es läßt sich ein Impulserhaltungssatz formulieren, der zusammen mit dem Energieerhaltungssatz zu den
Fundamentalgesetzen der Physik geh¨ort. Wegen seiner fundamentalen Bedeutung soll derImpulserhal-
tungssatzausgehend von unterschiedlichen Voraussetzungen bewiesen werden. F¨ur Systeme von Mas-
senpunkten wird derMassenmittelpunktoder Schwerpunkteingeführt und damit derSchwerpunktsatz
abgeleitet, der eine Aussage ¨uber den Gesamtimpuls des Systems macht. Schließlich wird die Energie-
und Impulserhaltung angewendet, um dieStoßgesetzeaufzustellen.

1.10.1 Impuls und Kraftstoß

Als Impulsp eines Körpers (Massenpunktes) mit Massem und Geschwindigkeitv bezeichnet man den
Vektor

p := mv : (1.10.1)

Der Impuls hat also die gleiche Richtung wie die Geschwindigkeit und seine Einheit im SI-System ist

[p] = 1kg
m

s
: (1.10.2)

Mit Hilfe des Impulses l¨aßt sich dieNewtonsche Bewegungsgleichung zu

F = ma = m
dv

dt
=

d(mv)

dt
=

dp

dt
(1.10.3)

umschreiben. D.h. eine an einem K¨orper angreifende Kraft f¨uhrt zu einer̈Anderung des Impulses und
die Impulsänderungsgeschwindigkeit ist gleich der Kraft.66

Die allgemeinere Formulierung (1.10.3) f¨uhrt zu einem dynamischen Grundgesetz f¨ur Körper zeitlich
veränderlicher Masse

F =
dp

dt
= m

dv

dt
+
dm

dt
v = ma+

dm

dt
v : (1.10.4)

Das GesetzF = ma deckt in Gl.(1.10.4) also nur den Spezialfallm = const ab.

Geschwindigkeitsabh¨angige, d.h. variable Massen, treten in derEinsteinschen speziellen Relati-
vitätstheorie auf. NachEinstein ist die maximale Geschwindigkeit, mit der sich K¨orper bewegen k¨onnen,
die Lichtgeschwindigkeitc. Für Geschwindigkeitenv � c muß deshalb die Beschleunigunga auch dann
verschwinden, wenn eine KraftF 6= 0 in Bewegungsrichtung einwirkt. Dennoch f¨uhrt die einwirkende
Kraft über den Termdmdt v zu einer Impuls¨anderungdp=dt des Körpers, die sich in einer relativistischen
Massen¨anderung manifestiert. F¨urFkv entspricht die Vergr¨oßerung des Impulses umdp=dt = F einer
Massenzunahmedm=dt > 0, die sich wegena � 0 zu dp=dt � dm

dt v � dm
dt c ergibt. Bei extrem
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Abbildung 1.84: (a) Reflexion von Stahlkugeln an einer Stahlplatte. (b) Zur Veranschaulichung des
Gesamtimpulses und der Gesamtkraft in einem System von Massenpunkten.

relativistischen Geschwindigkeitenv � c kann man also in Gl.(1.10.4) den Termma, den wir bisher
ausschließlich betrachtet haben, gegen¨uberdmdt v sogar vernachl¨assigen.

In folgendem soll angenommen werden, daß die auftretenden Geschwindigkeitenv klein gegen die Licht-
geschwindigkeit sind und deshalb die Massen der einzelnen K¨orper als konstant angenommen werden
können. Als Beispiel betrachten wir eine Stahlkugel der Massem, die unter dem Winkel� relativ zur
Flächennormalen̂n mit der Geschwindigkeitv auf eine Stahlplatte (siehe Abb. 1.84a) aufprallt. Man be-
obachtet, daß die Stahlkugel in der vonv undn̂ aufgespannten Ebene mit dem Ausfallswinkel�0 und der
Geschwindigkeitv0 reflektiert wird. Dabei gilt für die Winkel das Spiegelungsgesetz� = �0 und für die
Beträge der Geschwindigkeitenv = v0. Die Kugel erfährt dann nach Abb. 1.84a eine Impuls¨anderung
�p = p0�p = mv0�mv = (mv0n+mv0t)�(mvn+mvt) = mv0n�mvn, die normal zur Oberfl¨ache
steht und wegen der Antiparallelit¨at vonv0n undvn den Betrag�p = 2mvn = 2mv cos� besitzt. Wenn
nun im Zeitintervaldt genauN Kugeln auftreffen, so ist die Auftreffraten = dN=dt und in der Zeitdt
muß der Impulsdp = dN ��p = ndt �2mv cos� von der Stahlplatte auf die Kugeln ¨ubertragen werden.
Nach Gl.(1.10.3) ist dazu die Kraft

F =
dp

dt
= 2nmv cos� (1.10.5)

erforderlich, mit der die Platte in Richtung der Fl¨achennormalen gedr¨uckt werden muß.67

Um von der Idealisierung der K¨orper zu Massenpunkten weg zu kommen, betrachten wir nun einen
Gesamtk¨orper, den wir uns aus einem System von Massenpunkten zusammengesetzt denken k¨onnen
(siehe Abb. 1.84b). Bei diesem System von Massenpunkten mit den Massenmi, den Geschwindigkeiten
vi und den Impulsenpi, auf die die KräfteFi einwirken, gilt zunächst für jeden einzelnen Massenpunkt

Fi =
dpi
dt

: (1.10.6)

Man führt dann den Gesamtimpulsptot des Systems als
66Newton hatübrigens seine Lex Secunda alsF = dp=dt formuliert und nicht, wie von uns bisher angesetzt, alsF = ma.

Beide Formulierungen sind nat¨urlich bei konstanter Masse identisch.
67In unserem Alltagsleben entspricht dieses Experiment dem Anstemmen eines Regenschirms gegen die auftrefenden

Wasser- und Luftmolek¨ule.
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ptot =
nX
i=1

pi (1.10.7)

und entsprechend die GesamtkraftFtot als

Ftot =

nX
i=1

Fi (1.10.8)

ein und erh¨alt aus Gl.(1.10.6) bis (1.10.8) den Ausdruck

Ftot =
dptot
dt

: (1.10.9)

Diese Gleichung ist dasdynamische Grundgesetzfür Systeme von Massenpunkten, die teilweise oder
ganz in ausgedehnten makroskopischen K¨orpern zusammengefaßt sein k¨onnen.

Wir betrachten nun wieder Gl.(1.10.3), bringen sie in die Form

Fdt = dp : (1.10.10)

und integrieren von der Anfangszeitt1 bis zur Endzeitt2. Man erhält

Z t2

t1

Fdt =

Z t2

t1

dp = p(t2)� p(t1) := p2 � p1 := �p (1.10.11)

bzw. bei konstanter Masse

Z t2

t1

Fdt = �p = m(v2 � v1) : (1.10.12)

Die Integration ist in Abb. 1.85 veranschaulicht. Insbesondere wird klar, daß

p(t1) +

Z t2

t1

dp = p(t2) bzw:

Z t2

t1

dp = p2 � p1 = �p : (1.10.13)

Das Zeitintegral der Kraft nennt man denKraftstoß(siehe Abb. 1.86), der nicht mit dem Wegintegral der
Kraft, der ArbeitW21, verwechselt werden darf. Zusammenfassend kann man festhalten, daßder auf
einen K̈orper übertragene Kraftstoß gleich dessen Impulsänderung�p ist.

Für einen sich kr¨aftefrei bewegenden K¨orper istF = 0 und damit verschwindet auch der Kraftstoß
und die Impuls¨anderung. Das heißt, der Impuls des K¨orpers ist konstant. Dies ist lediglich eine andere
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Abbildung 1.85: Zur Veranschaulichung der Impuls¨anderung zwischen den Zeitent1 undt2.
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Abbildung 1.86: (a) Zur Definition des Kraftstosses. Die get¨onte Fläche unter der Kurve entspricht dem
Kraftstoß

R t2
t1
Fdt. (b) Impulsänderung durch eine im Zeitintervall zwischent1 undt2 zeitlich konstante

Kraft.

Formulierung desGalileischen Trägheitsgesetzes aus Abbschnitt 1.4, da f¨ur p = const beim = const
auchv = const.

Schließlich kann man eine direkte Beziehung zwischen Impuls und kinetischer Energie ableiten. Es ist

Ekin =
1

2
mv2 =

m2v2

2m
=

(mv) � (mv)

2m
=
p � p
2m

(1.10.14)

oder

Ekin =
p2

2m
: (1.10.15)

Für einen Körper mit definierter Masse sind also kinetische Energie und Impuls nicht unabh¨angig von-
einander vorgebbar.

1.10.2 Impulserhaltungssatz

Wir betrachten zwei Massenm1 undm2, zwischen denen die inneren Kr¨afteF1 undF2 wirken. Es
sollen keine ¨außeren Kr¨afteF? vorhanden sein. Man sagt dann, die Massen bilden einabgeschlossenes
System. Aus dem 3.Newtonschen Axiom (actio = reactio) folgt dann

F1 = �F2 ) Ftot = F1 + F2 = 0 : (1.10.16)
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Mit der BewegungsgleichungF = dp=dt folgt dann

dp1
dt

= �dp2
dt

) d(p1 + p2)

dt
= 0 (1.10.17)

und somit für den Gesamtimpulsptot = p1 + p2

dptot
dt

= 0 : (1.10.18)

Das heißt:

Der Gesamtimpuls der Teilchen eines abge-
schlossenen Systems ist zeitlich konstant:

ptot = const (abgeschlossenes System) :(1.10.19)

Dies ist der Inhalt desImpulserhaltungssatzesoder kurzImpulssatzes. Einen analogen Erhaltungssatz
für die Energie haben wir in Abschnitt 1.9.2 aufgestellt.

p2=0
v2=0

p1=0
v1=0

ptot=0

ptot=0
∆p2=p'2
 v'2=0

∆p1=p'1
 v'1=0

m1

m1

m2

m2

Abbildung 1.87: Zur Impulserhaltung in einem abgeschlossenen System.

Zur Veranschaulichung des Impulssatzes betrachten wir die in Abb. 1.87 gezeigte Versuchsanordnung,
bei der zwei Massenm1 undm2 auf einer horizontalen Unterlage reibungsfrei gleiten k¨onnen. Zu Beginn
des Experiments werden die beiden Massen unter Wirkung der ¨außeren KraftF? zusammengeschoben
und dabei eine masselos angenommene Feder gestaucht. Von dem Moment an, zu dem die Massen
losgelassen werden, stellt das System ein abgeschlossenes System dar, da keine externen Kr¨afte mehr
wirken. Am Anfang giltv1 = 0 und v2 = 0 sowiep1 = 0 und p2 = 0, wodurchptot = 0.
Die FederkräfteF1 undF2 können zum Zeitpunktt0, zu dem die ¨außeren Kr¨afte entfernt werden, mit
der Beschleunigung und damit der Impuls¨anderung der Massenm1 undm2 beginnen. Die Federkr¨afte
bleiben eine Zeitspanne�t wirksam, bis die Feder v¨ollig entspannt ist. Zu jedem Zeitpunkt gilt hierbei
aufgrund des WechselwirkungsgesetzesF1 = �F2 und damit für die Impulsänderung im Zeitintervall
dt

dp1 = F1dt = �F2dt = �dp2 : (1.10.20)
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Die Integration dieser Gleichung vont0 bis (t0 +�t) ergibt

�p1 =

Z t0+�t

t0

F1dt = �
Z t0+�t

t0

F2dt = ��p2 (1.10.21)

oder

�ptot = �p1 +�p2 = 0 : (1.10.22)

Das heißt, der Impulserhaltungssatz�ptot = 0 bzw. ptot = const ist erfüllt und zwar im Gegensatz
zu Gl.(1.10.18) nicht nur f¨ur infinitesimale Impuls¨anderungen, sondern f¨ur das gesamte Zeitinterval�t.
Da der Gesamtimpuls zu Versuchsbeginnptot = 0 war, verschwindet er auch bei Versuchsende, obwohl
hier die Einzelimpulsep01 undp02 bzw. die Einzelgeschwindigkeitenv01 und v02 nicht verschwinden.
Aufgrund des nicht verschwindenden Kraftstoßes in Gl.(1.10.21) ist�p1 = p01�p1 und�p2 = p02�p2
endlich. Außerdem folgt aus Gl.(1.10.21) und (1.10.22), daß die Impulsep01 undp02 betragsm¨aßig gleich
groß sind und antiparallel zueinander gerichtet sind. F¨ur das Verh¨altnis der Geschwindigkeiten erh¨alt
man deshalb

v01
v02

=
m2

m1
: (1.10.23)

Die Geschwindigkeiten verhalten sich also umgekehrt wie ihre Massen.

Die Beziehung zwischen den Kraftst¨oßen bzw. den Impuls¨anderungen l¨aßt sich so interpretieren, daß
bei der Wechselwirkung zwischen zwei K¨orpern ein Impuls�p ausgetauscht wird, und zwar so, daß
der Impuls, den der K¨orper 2 abgibt (�p = ��p2), von dem Körper 1 aufgenommen wird (�p =
�p1 = ��p2) . Die zum abgegebenen Impuls��p2 antiparallele Impuls¨anderung�p2 von Körper
2 wird alsRückstoßauf den Körper 2 bezeichnet. Insgesamt l¨aßt sich festhalten, daß der wechselweise
Impulsaustausch letztendlich nur eine andere Formulierung von actio = reactio ist.68

Verallgemeinerung auf n-Teilchen-Systeme

Die bislang für ein abgeschlossenes System aus zwei Teilchen gemachtenÜberlegungen k¨onnen leicht
für ein n-Teilchen-System verallgemeinert werden. Die GesamtkraftFi auf deni-ten Massenpunkt setzt
sich dabei aus den Zweik¨orperkräftenFki zwischen dem betrachteten K¨orper und allen anderen zusam-
men:

Fi =

nX
k=1;k 6=i

Fki : (1.10.24)

Für deni-ten Massenpunkt istFi = dpi=dt und für das Gesamtsystem mit der KraftFtot und dem
Impulsptot gilt

68Es wird weiter unten gezeigt, daß die Impulserhaltung allgemein aus der Translationsinvarianz physikalischer Prozesse
folgt.
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Ftot =
nX
i=1

Fi und ptot =
nX
i=1

pi ; (1.10.25)

worausFtot = dptot=dt folgt. Damit ist dann

dptot
dt

=

nX
i=1

Fi =

nX
i=1

nX
k=1;k 6=i

Fki : (1.10.26)

Mit dem Newtonschen Wechselwirkungsgesetz verschwindet die Summe auf der rechten Seite von
Gl.(1.10.26), da bei der Summation jedes Teilchenpaar(i; k) zur GesamtkraftFki undFik beitragen,
die sich gegenseitig aufheben. Daher gilt f¨ur ein abgeschlossenesn-Teilchen-System ebenfalls:

Ftot = 0 (abgeschlossenes System) (1.10.27)

und der Gesamtimpuls des Systems bleibt erhalten:

ptot = const (abgeschlossenes System) :(1.10.28)

Startende Rakete

Als Beispiel für dasRückstoßprinzipsoll hier kurz der Raketenantrieb diskutiert werden. Bei Rake-
tenmotoren wird Treibstoff entz¨undet und die bei der Verbrennung entstehenden Gase entweichen mit
hoher Geschwindigkeit aus dem Auspuff. Der zum Impuls der ausgestoßenen Gasmolek¨ule antiparalle-
le Rückstoß wird zur Beschleunigung der Rakete benutzt. Die entsprechende Raketengleichung soll in
folgendem für eine im Schwerefeld der Erde senkrecht nach oben startende Rakete aufgestellt werden
(siehe Abb. 1.88). Die Gesamtmassem(t) der Rakete zum Zeitpunktt können wir uns als aus der Masse
jdmj der Auspuffgase, die in der Zeitdt zwischent undt+ dt entstehen, und der Restmassem� jdmj
zusammengesetzt denken. Im Zeitintervalldt kann in guter N¨aherung angenommen werden, daß die
Gasteilchen mit konstanter Geschwindigkeit�u relativ zur Rakete abgestoßen werden. F¨ur einen Beob-
achter außerhalb der Rakete haben die Gasteilchen dann die Geschwindigkeit�u + v. Die Restmasse
m � jdmj der Rakete wird beschleunigt und hat nach der Zeitdt die Geschwindigkeitv + dv. Die
Bewegungsgleichung des Gesamtsystems ist mit Gl.(1.10.9) gegeben durchFtot = dptot=dt. Für die
GesamtkraftFtot ist zu beachten, daß sich die bei der Treibstoffverbrennung entwickelten inneren Kr¨afte
wegen actio = reactio gegenseitig kompensieren, so daß f¨ur die Impulsänderung nur die als ¨außere Kraft
wirkende SchwerkraftFG = mg zu berücksichtigen ist. Die inneren Kr¨afte liefern für sich genommen
aufgrund des Impulssatzes die Impuls¨anderungdptot=dt = 0. Man erhält somit

mg =
dptot
dt

: (1.10.29)

Mit den oben angegebenen Massen und Geschwindigkeiten berechnet sich daraus die Impuls¨anderung
des Systems Rakete+Gas zu
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m- |dm|

|dm|
z

x

y

v + dv

-u + v
|dm|

t

t + dt

Abbildung 1.88: Zum R¨uckstoßprinzip bei einem Raketenstart.

dptot = ptot(t+ dt)� ptot(t)

= (m� jdmj)(v + dv) + jdmj(�u+ v)� (m� jdmj)v � jdmjv
= (m� jdmj)dv � jdmju = mdv � jdmju : (1.10.30)

unter Vernachl¨assigung des 2. Ordnung Terms (jdmjdv). Durch Einsetzen in Gl.(1.10.29) erh¨alt man

mg = m
dv

dt
� jdmj

dt
u : (1.10.31)

In dieser Gleichung stellt� := jdmj=dt die Verbrennungsrate des Treibstoffes dar. Setzt man� = const
an, so erh¨alt man mit der StartmasseM die nach der Flugzeitt noch verbleibende Raketenmasse zu
m(t) = M � �t. Die maximale Brennzeit des Triebwerks ergibt sich ausm(t) = 0 zuT = M=�. Mit
der Verbrennungsrate� ergibt sich aus Gl.(1.10.31) die sogenannteRaketengleichung

m
dv

dt
= �u+mg : (1.10.32)

Nach dieser Gleichung ist die Beschleunigunga = dv=dt der Rakete durch die Summe ausSchubkraft
�u des Raketenmotors und Schwerkraftmg gegeben.69 Mit m(t) = M � �t und einer Bewegung nur
in z-Richtung senkrecht zur Erdoberfl¨ache erh¨alt man

dv

dt
=

�u

M � �t
� g =

u

T � t
� g (1.10.33)

und damit mitv(0) = 0 undg = const die Geschwindigkeit

69Raketentriebwerke erreichen Schubkr¨afte�u � 106N und sind damit in der Lage, eine Startmasse im Bereich vonM �
105kg von der Erde abzuheben.
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v(t) = u ln
T

T � t
� gt : (1.10.34)

Durch nochmalige Integration erh¨alt man mitz(0) = 0

z(t) = ut+ u(T � t) ln
T � t

T
� 1

2
gt2 : (1.10.35)

Diese Gleichung gilt nat¨urlich nur für t < T . Für t ! t wird die Geschwindigkeit der Rakete in
unserem idealisierten Experiment, in dem die gesamte Rakete aus Treibstoff besteht, unendlich groß und
die verbleibende Raketenmasse unendlich klein.

In realen Raketensystemen wird immer eine Nutzlastmn transportiert, so daß nach Verbrennen des
Treibstoffes von der Gesamtmasse die Nutzlast ¨ubrigbleibt. Aus Gl.(1.10.32) erh¨alt man in diesem Fall

dv

dt
=

u

m

jdmj
dt

+ g : (1.10.36)

Durch Integration erh¨alt man mitv(0) = 0 und unter Vernachl¨assigung des Termsg die nach Verbrennen
des gesamten Treibstoffs erreichte Geschwindigkeit zu

v(t) = �u
Z mn

M

jdmj
m

= u ln

�
M

mn

�
: (1.10.37)

Für eine hohe Endgeschwindigkeit ben¨otigt man also eine hohe Austrittsgeschwindigkeit der Gasteilchen
und eine geringe Nutzlast.

Impulserhaltung und Translationsinvarianz

Der Impulssatz wurde unter der Voraussetzung, daß alle inneren Kr¨afte demNewtonschen Wechselwir-
kungsgesetz (actio = reactio) unterliegen, abgeleitet. Es soll jetzt gezeigt werden, daß die G¨ultigkeit des
Impulssatzes aber viel weitreichender ist. Wie hier allerdings nicht in voller Allgemeinheit gezeigt wer-
den kann, folgt der Impulssatz aus einer Symmetrieeigenschaft des Raumes gegen¨uber Translationen.
Darunter versteht man, daß ein bestimmter physikalischer Vorgang genau gleich abl¨auft, wenn man den
Versuchsaufbau im Raum verschiebt. DieseTranslationsinvarianzist eine Folge derHomogeniẗat des
Raumes und bis heute ist kein Experiment bekannt, das der Translationsinvarianz widersprechen w¨urde.
Um anzudeuten, wie man den Impulserhaltungssatz aus der Forderung nach Translationsinvarianz erhal-
ten kann, betrachten wir wieder zwei Teilchen, die auf derx-Achse die Positionenx1 undx2 einnehmen
und deren Wechselwirkung durch die potentielle EnergieEpot(x1; x2) beschrieben wird. Die Transla-
tionsinvarianz besagt nun, daß die potentielle Energie unver¨andert bleibt, wenn beide Teilchen auf der
x-Achse um die Streckes versetzt werden. Das heißt, es mußEpot(x1; x2) = Epot(x1 + s; x2 + s) gel-
ten. Dies ist genau dann erf¨ullt, wenn die potentielle Energie nicht von der Absolutposition der Teilchen
sondern nur von ihrem relativen Abstandx21 = x2�x1 abhängt, der sich bei einer Verschiebungs nicht
ändert. Es muß also gelten
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Epot(x1; x2) = f(x21) = f(x2 � x1) ; (1.10.38)

wobeif(x21) eine stetig differenzierbare Funktion (sonst beliebig) sein soll.70 Mit Hilfe von Gl.(1.9.43)
kann man die Kr¨afteFx1 undFx2 auf Teilchen 1 und 2 berechnen zu

Fx1 = �@Epot(x2 � x1)

@x1
= �dEpot(x21)

dx21
� @x21
@x1

= �dEpot(x21)

dx21
� (�1)

Fx2 = �@Epot(x2 � x1)

@x2
= �dEpot(x21)

dx21
� @x21
@x2

= �dEpot(x21)

dx21
� (+1) (1.10.39)

und damit

Fx1 = �Fx2 : (1.10.40)

Damit sind wir wieder beimNewtonschen Wechselwirkungsgesetz angelangt und haben mit dem Be-
weisgang von Gl.(1.10.15) zum Impulssatz in Gl.(1.10.16) insgesamt gezeigt, daß die Impulserhaltung
aus der Translationsinvarianz der potentiellen Energie folgt.71

Es sei abschließend darauf hingewiesen, daß die Impulserhaltung eine der am besten gesicherten Er-
kenntnisse der Physik ist. Abweichungen treten nur im atomaren Bereich aufgrund derHeissen-
bergschen Unsch¨arferelation�p�x � h auf. Innerhalb der Impulsunsch¨arfe�p kann der Impulssatz
verletzt sein. F¨ur klassische Objekte ist diese Unsch¨arfe aber vernachl¨assigbar klein, da auf einer atoma-
ren Skala klassische K¨orper nur ungenau lokalisiert sind.

1.10.3 Massenmittelpunkt und Schwerpunktsatz

Zu zwei punktförmigen Massenm1 undm2 läßt sich einMassenmittelpunktals ein Raumpunkt defi-
nieren, der auf der Verbindungslinie der beiden Massen liegt und den Abstand der beiden Massen im
umgekehrten Verh¨altnis der beiden Massen teilt. Liegen die beiden Massen wie in Abb. 1.89 gezeigt auf
derx-Achse und bezeichnet man mitxcm diex-Koordinate des MassenmittelpunktesCM (CM: Center
of Mass) und mits1 unds2 die Abstände zwischen Masse 1 bzw. 2 undCM , so ist nach Definition

s1
s2

:=
m2

m1
: (1.10.41)

Der Massenmittelpunkt befindet sich also immer n¨aher bei der gr¨oßeren Masse. Wegens1 = xcm � x1
unds2 = x2 � xcm ergibt sich

70Ein Beispiel daf¨ur ist die potentielle Energie der Gravitation:f(x21) = �GMm
x21

.
71Es sei hier noch angemerkt, daß bei keiner Wechselwirkung zwischen K¨orpern dasNewtonsche Wechselwirkungsgesetz

exakt zu jedem Zeitpunkt gilt, da letztlich die Wechselwirkung nicht “momentan” erfolgt, sondern nur mit einer endlichen
Ausbreitungsgeschwindigkeit (maximal mitc). Dies manifestiert sich vor allem in Kraftwirkungen, die bei bewegten K¨orpern
von deren Geschwindigkeit abh¨angen, wie z.B. der magnetischen Wechselwirkung zwischen bewegten Ladungen. Um die Im-
pulserhaltung auch in diesen allgemeineren F¨allen zu erfüllen, muß man neben den Teilchenimpulsen auch noch dem Kraftfeld,
das die Wechselwirkung vermittelt und damit Impuls ¨uberträgt, einen Impuls zuordnen.
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x
x1 x2xcm

m1 m2CMs1 s2

y

x

Abbildung 1.89: Zur Definition des Massenmittelpunktes.

m1(xcm � x1) = m2(x2 � xcm) ) xcm(m1 +m2) = m1x1 +m2x2 : (1.10.42)

oder

xcm =
m1x1 +m2x2
m1 +m2

: (1.10.43)

Bei allgemeiner Lage der Massen erh¨alt man in Analogie zu Gl.(1.10.43) den Ortsvektor des Massen-
mittelpunktes zu

rcm :=
m1r1 +m2r2

m1 +m2
: (1.10.44)

Schließlich läßt sich diese Definition aufn Massenpunkte mit Massenmi und Ortsvektorenri erweitern
zu

rcm :=

Pn
i=1miriPn
i=1mi

: (1.10.45)

x

x

y

x

m1

m3

m2
r1

r3

r2

rcm

rcm
12

CM

CM
12

Abbildung 1.90: Zur sukzessiven Bestimmung des Massenmittelpunkts von mehreren Massenpunkten.

Bei mehr als 2 Massen liegt der Massenmittelpunkt im allgemeinen nicht mehr auf der Verbindungslinie
zweier Massen, wie in Abb. 1.90 f¨ur 3 Massen veranschaulicht ist. Der Massenmittelpunkt l¨aßt sich
sukzessive ermitteln. Es gilt
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r12cm =
m1r1 +m2r2

m1 +m2

) rcm =
(m1 +m2)r

12
cm +m3r3

(m1 +m2) +m3
=

m1r1 +m2r2 +m3r3

m1 +m2 +m3
: (1.10.46)

Dieses Verfahren l¨aßt sich aufn Massenpunkte erweitern, wodurch man zu Gl.(1.10.45) gelangt.

Mit der GesamtmasseM =
Pn

i=1mi wird aus Gl.(1.10.45

Mrcm =

nX
i=1

miri : (1.10.47)

Die Differentiation dieses Ausdrucks nach der Zeit liefert f¨ur zeitlich konstante Massen

M
drcm
dt

=

nX
i=1

mi
dri
dt

: (1.10.48)

Hierbei bedeutetdrcm=dt := vcm die Geschwindigkeit des Massenmittelpunktes. Denkt man sich die
GesamtmasseM des Systems im Massenmittelpunkt vereinigt, so erh¨alt man den Impuls des Massen-
mittelpunktes zu

pcm := Mvcm :=M
drcm
dt

: (1.10.49)

Andererseits sind in Gl.(1.10.48)vi = dri=dt die Geschwindigkeit undpi = miri der Impuls desi-ten
Körpers des Gesamtsystems, so daß sich mit Gl.(1.10.7) f¨ur den Gesamtimpuls des Systems

pcm = ptot (1.10.50)

ergibt. Das heißt,der Impuls des Gesamtsystems ist gleich dem Impuls des Massenmittelpunktes. Wenn
man also vom Impuls eines ausgedehnten K¨orpers spricht, so meint man damit immer den Impuls seines
Massenmittelpunktes.

Führt man nach Gl.(1.10.8) die GesamtkraftFtot auf das System ein, so erh¨alt man durch Differenzieren
von Gl.(1.10.50) die Bewegungsgleichung des Gesamtsystems

Ftot =
dptot
dt

=
dpcm
dt

(1.10.51)

Der Massenmittelpunkt des Systems bewegt sich also gerade so, wie wenn die Summe der an den Massen
mi angreifenden Kr̈afteFi auf einen Massenpunkt der GesamtmasseM im Massenmittelpunkt einwirken
würde. Da der Massenmittelpunkt auch derSchwerpunktdes Systems genannt wird, heißt die Beziehung
Gl.(1.10.51) auch derSchwerpunktsatz.

Ist das System abgeschlossen, d.h. wirken auf die Massen nur innere Kr¨afte, so verschwindet nach
Gl.(1.10.27) die GesamtkraftFtot und aus dem Schwerpunktsatz folgt
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pcm = const (abgeschlossenes System) : (1.10.52)

Der Massenmittelpunkt eines abgeschlossenen Systems gehorcht daher demGalileischen
Trägheitsprinzip. 72 Wenn äußere Kr¨afte wirken, wirdF?tot 6= 0 und der Massenmittelpunkt
erfährt eine Beschleunigung:

F?
tot =

dptot
dt

=
dpcm
dt

(1.10.53)

Der Vergleich der Beziehungen (1.9.39) und (1.10.53) zeigt, daß die ¨außeren Kr¨afte sowohl für die
Energie- als auch die Impuls¨anderung des Gesamtsystems von Massenpunkten verantwortlich sind.

Eine interessante Folgerung des Schwerpunktsatzes ist, daß die Flugbahn des Massenmittelpunkts in
einemäußeren Kraftfeld unver¨andert bleibt, wenn ein K¨orper im Flug aufgrund von inneren Kr¨aften mit
Ftot = 0 explodiert. Dies kann bei einem explodierenden Feuerwerksk¨orper beobachtet werden. Der
Massenmittelpunkt der Bruchst¨ucke fliegt nach der Explosion auf einer Wurfparabel weiter.

Beispiel: Massenmittelpunkt des Systems Erde-Mond

Die Masse der Erde ist mE = 5:98 � 1024 kg, die des Mondes mM = 7:35 � 1022 kg und
der mittlere Abstand der Mittelpunkte von Erde und Mond beträgt rEM = 3:84 � 108 m.a

Für den Abstand sE und sM des Erd- bzw. Mondmittelpunkts vom Massenmittelpunkt des
Erde-Mond-Systems folgt dann sE=sM = mM=mE. Da nun rEM = (sE + sM ) ist (siehe
Abb. 1.91), folgt

sE
rEM � sE

=
mM

mE

) sEmE = rEMmM � sEmM ) sE(mE +mM ) = rEMmM

oder sE =
rEMmM

mE +mM

: (1.10.54)

Mit obigen Zahlenwerten erhält man sE = 4:66� 106 m. Da der Erdradius rE = 6:38� 106 m
beträgt, liegt der Massenmittelpunkt bei etwa 3/4 des Erdradius, also innerhalb der Erde.
Dies liegt an dem großen Massenverhältnis von mE=mM ' 81.

aDer Massenmittelpunkt einer homogenen Kugel liegt dabei im Kugelmittelpunkt. Daher f¨allt der partielle
Massenmittelpunkt der Erde und des Mondes mit dem jeweiligen Erd- bzw. Mondmittelpunkt zusammen. Beide
Körper werden als Kugeln mit homogener Massenverteilung approximiert.

Schwerpunktsystem

Die in einem Inertialsystem beobachtete geradlinig gleichf¨ormige Bewegung des Massenmittelpunk-
tes einesabgeschlossenen Systemsvon Massenpunkten er¨offnet die Möglichkeit, auf ein Bezugssystem
überzugehen, dessen Ursprung mit dem Massenschwerpunkt zusammenf¨allt und sich relativ zum Inerti-
alsystem, das wir im folgenden mitLaborsystembezeichnen werden, mit der konstanten Geschwindig-
keit vcm bewegt. Dieses Bezugssystem heißtSchwerpunktsystemund ist wiederum ein Inertialsystem.
Laut Definition gilt für die Geschwindigkeit des Massenmittelpunkts im Schwerpunktsystem, also des
Koordinatenursprungs73

72Es sei darauf hingewiesen, daß dies lediglich eine etwas abgewandelte Formulierung des Impulserhaltungssatzes ist.
73Die Größen im Schwerpunktsystem werde im folgenden zur Unterscheidung von denjenigen im Laborsystem mit einer

Schlange versehenen.
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rEM

CM

Erde

Mond

Abbildung 1.91: Massenmittelpunkt des Erde-Mond-Systems. Der Erdmittelpunkt und mit ihm alle
Erdpunkte bewegen sich auf einer Kreisbahn um den Massenmittelpunkt. Da in guter N¨aherung die
Erdachse im Raum stehen bleibt, ist die Bewegungsform der Erde allerdings keine Rotation um den
Schwerpunkt sondern vielmehr eine Translationsbewegung der Erde parallel zu sich selbst auf einer
Kreisbahn. Folglich durchlaufen alle Erdpunkte Kreise mit einheitlichem RadiussE. Dies ist für den
Erdmittelpunkt sowie den mondn¨achsten und mondfernsten Erdpunkt gezeigt.

~vcm = 0 ; (1.10.55)

wobei derÜbergang zum Schwerpunktsystem durch dieGalileitransformation aus Abschnitt 1.8.1 ver-
mittelt wird. Im Rahmen der nicht-relativistischen klassischen Mechanik sind dabei neben Beschleuni-
gungen auch Massen und Kr¨afte galileiinvariant und man erh¨alt

a = ~a; m = ~m; F = ~F ; (1.10.56)

Dagegen transformiert sich die Geschwindigkeit und die kinetische Energie eines Massenpunktes bei der
Transformation wie

v = ~v + vcm : (1.10.57)

Das Schwerpunktsystem hat die bemerkenswerte Eigenschaft, daß der Gesamtimpuls~ptot in diesem Sy-
stem verschwindet, was man einfach anhand von einem Zweik¨orpersystem mit den Massenm1 undm2

zeigen kann. Im Laborsystem istptot = p1 + p2 = m1v1 +m2v2. Die Schwerpunktgeschwindigkeit
ergibt sich damit mitpcm =Mvcm = ptot = m1v1 +m2v2 zu

vcm =
m1v1 +m2v2

m1 +m2
: (1.10.58)

Damit erhält man mit Gl.(1.10.57) den Gesamtimpuls im Schwerpunktsystem

~ptot = ~p1 + ~p2 = m1~v1 +m2~v2 = m1(v1 � vcm) +m2(v2 � vcm) ; (1.10.59)

woraus sich
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~ptot = 0 (1.10.60)

ergibt.

Schließlich interessiert noch der Zusammenhang zwischen der kinetischen EnergieEkin = 1
2mv2 im

Labor- und~Ekin =
1
2
m~v2 im Schwerpunktsystem. F¨ur ein Zweikörpersystem ist die gesamte kinetischen

EnergieTtot = 1
2m1v

2
1 +

1
2m2v

2
2 und ~Ttot =

1
2m1~v

2
1 +

1
2m2~v

2
2 . Mit den obigen Transformationen erh¨alt

man

Ttot = ~Ttot +
1

2
Mv2cm : (1.10.61)

Die gesamte kinetische Energie l¨aßt sich also zerlegen in einen Anteil~Ttot, der die kinetische Energie
der Massenpunkte im Schwerpunktsystem (aufgrund ihrer Bewegung relativ zum Massenschwerpunkt)
beschreibt, und einen Anteil1

2
Mv2cm, der die Bewegung des Systems als ganzes erfaßt.74

Im vorangegangenen Abschnitt hatten wir gefunden, daß die potentielle EnergieV = Epot aufgrund der
Translationsinvarianz der Wechselwirkung zwischen 2 K¨orpern nur von den Relativabst¨anden der K¨orper
abhängen kann. Da dieGalileitransformation aber Relativabst¨ande unver¨andert läßt, ist der Ansatz

V = ~V (1.10.62)

für die Galileiinvarianz der potentiellen Energie innerhalb der klassischen Mechanik konsistent. Die
Gesamtenergie als Summe aus kinetischer und innerer potentieller Energie wird im Schwerpunktsystem
als innere EnergieU bezeichnet und ist durch

U := ~Ttot + ~Vtot : (1.10.63)

gegeben. Dabei steht~Ttot für die Summe aller kinetischen Einzelenergien der Massenpunkte und~Vtot
für die Summe aller Wechselwirkungsenergien zwischen Paaren von Massenpunkten. F¨ur die Ge-
samtenergieE im abgeschlossenen urspr¨unglichen Inertialsystem folgt dann mitE = Ttot + Vtot =
~Ttot +

1
2
Mv2cm + ~Vtot die wichtige Beziehung

E = U +
1

2
Mv2cm : (1.10.64)

Die Energie eines abgeschlossenen Systems von Massenpunkten ist demnach durch die Summe aus in-
nerer EnergieU und kinetischer Energie aufgrund der Schwerpunktsbewegung gegeben. Bei einem
aus vielen Massenpunkten aufgebauten makroskopischen K¨orper meint man mit der kinetischen Ener-
gie immer nur den Term1

2
Mv2cm, der die allen Massenpunkten gemeinsame Bewegung des K¨orpers

beschreibt, w¨ahrend der Energieanteil der inneren Energie, der die innere Bewegung im Schwerpunktsy-
stem ber¨ucksichtigt, nicht mitgerechnet wird.

74So ist beispielsweise f¨ur einen ruhenden Kasten, in dem sich Gasmolek¨ule bewegen, nur~Ttot 6= 0, während bei einer
Bewegung des gesamten Kastens noch die kinetische Energie1

2
Mv2cm aufgrund der allen Gasmolek¨ulen aufgepr¨agten Ge-

schwindigkeitvcm dazukommt.
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Der Energiesatz besagt, daß f¨ur ein abgeschlossenes System die GesamtenergieE nach Gl.(1.10.64)
konstant sein soll. Da aber auch der Gesamtimpulsptot = pcm = Mvcm = const ist, gilt sogar
einzeln 1

2
Mv2cm = const undU = const. Bei der Verletzung dieser Gesetzm¨aßigkeit könnte sich z.B.

die Bewegungsenergie eines einzelnen K¨orpers in innere Energie umwandeln, d.h. ein bewegter K¨orper
könnte spontan zu Ruhe kommen (vcm = 0) und dabei seine innere Energie erh¨ohen (“heiß” werden).

.
Experiment zum Impulserhaltungssatz: Luftkissenfahrzeuge

Durch das Zusammenschieben von zwei Luftkissenfahrzeugen wird eine zwischen diesen
Fahrzeugen befindliche Feder gestaucht und mit Hilfe eines Fadens in dieser Stellung fest-
gehalten. Es handelt sich dann um ein abgeschlossenes System, da keine äußeren Kräfte
mehr einwirken. Der Gesamtimpuls ptot des Systems verschwindet, da sich beide Fahrzeu-
ge in Ruhe befinden. Durchtrennt man nun den Faden, so erhalten die Fahrzeuge Kraftstöße
F�t durch die Federkraft und damit Impulse, welche aufgrund von actio = reactio die gleiche
Größe aber die entgegengesetzte Richtung haben: m1v1 = �m2v2 oder m1v1+m2v2 = 0.
Die Summe der Impulse verschwindet zu jedem Zeitpunkt und der Massenmittelpunkt bleibt
in Ruhe. Für die Geschwindigkeiten gilt v1 = �m2

m1

v2 und man erhält z.B v1 = �v2 für
m1 = m2 oder v1 = �2v2 für m2 = 2m1.

.
Experiment zum Impulserhaltungssatz: Abschuß von Pfeil

Ein Pfeil soll aus einem Rohr abgeschossen werden, das an einem Faden beweglich auf-
gehängt ist. Das Rohr bewegt sich beim Abschuß nach hinten, da es aufgrund der Im-
pulserhaltung einen zum wegfliegenden Pfeil entgegengesetzten Impuls erhalten hat. Wird
der Pfeil durch ein mit dem Rohr verbundenes Brett wieder aufgefangen, so bleibt das Ge-
samtsystem in Ruhe, da der Pfeil beim Auftreffen den Rückstoß des Rohres wieder exakt
kompensiert.
Auf dem Satz der Erhaltung des Gesamtimpulses bei Abwesenheit von äußeren Kräften
beruht auch der bereits oben diskutierte Raketenantrieb.

1.10.4 Die Stoßgesetze

Im folgenden soll der Stoß zwischen zwei K¨orpern unter Anwendung des Energie- und Impulssatzes
diskutiert werden. Dabei wird unter Stoß die Wechselwirkung zwischen zwei K¨orpern verstanden. Um
den Energie- und Impulssatz anwenden zu k¨onnen, m¨ussen wir annehmen, daß das Zwei-K¨orpersystem
abgeschlossen ist. Das heißt, die K¨orper 1 und 2 sollen nur einer gegenseitigen WechselwirkungV12
unterliegen, aber keinerlei WechselwirkungV? mit äußeren Kr¨aftenF? haben. Nur im speziellen Fall
einer während des Stoßes konstanten potentiellen EnergieV? (z.B. durch konstantes Schwerefeld an der
Erdoberfläche beim Stoß von Billardkugeln in einer horizontalen Ebene) sind ¨außere Kr¨afte zugelas-
sen, da die damit verbundene potentielle EnergieV? in der Energiebilanz vor und nach dem Stoß nicht
zum Tragen kommt. Weiterhin wollen wir nur das sogenannteasymptotische Verhaltender Stoßpartner
diskutieren, d.h. Energie und Impuls vor und nach der Wechselwirkung sollen f¨ur einen Zeitpunkt, zu
dem sich die beiden K¨orper bereits weit voneinander entfernt bewegen, betrachtet werden. Man erreicht
dadurch, daß die WechselwirkungsenergieV12 vernachlässigt werden kann. Diese Annahme vereinfacht
die Analyse von Stoßprozessen wesentlich, da die genaue Form der Wechselwirkung gar nicht bekannt
sein muß. Die abgeleitetenStoßgesetzebekommen dadurch eine universelle G¨ultigkeit. Man kann sie in
der gleichen Weise f¨ur den Stoß von makroskopischen K¨orpern wie Billardkugeln und von Elementar-
teilchen wie Elektronen, Protonen, Neutronen etc. anwenden. Andererseits verzichtet man bei einer
solchen Analyse auf Aussagen ¨uber die Gr¨oße der Wechselwirkung und der ausgetauschten Impulse.
Damit beschreiben die Stoßgesetze nicht die Dynamik des Prozesses, sondern lediglich die durch die
Energie- und Impulserhaltung aufgezwungene Kinematik.
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m'2v1
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v2

vor       nach
dem Stoß

Abbildung 1.92: Zum Stoß zweier Massen.

Wir betrachten den in Abb. 1.92 skizzierten Stoß zwischen zwei Massenm1 und m2 sowie mit den
Geschwindigkeitenv1 undv2 vor undv01 undv02 nach dem Stoß. Im allgemeinen sind die K¨orper aus
vielen Massenpunkten aufgebaut und sind deswegen als Teilsysteme anzusehen, deren EnergieE durch
die Summen der inneren EnergieU und der Bewegungsenergie1

2
mv2 der jeweiligen Schwerpunkte

gegeben ist. Der Impuls jedes Systems ist der Schwerpunktimpulsmv des jeweiligen K¨orpers. Da das
System der beiden K¨orper abgeschlossen sein soll, folgt aus dem Energie- und Impulssatz

E1 +E2 = E0
1 +E0

2 (1.10.65)

bzw.
1

2
m1v

2
1 + U1 +

1

2
m2v

2
2 + U2 =

1

2
m0

1v
02
1 + U 0

1 +
1

2
m0

2v
02
2 + U 0

2 (1.10.66)

und p1 + p2 = p01 + p02 (1.10.67)

bzw. m1v1 +m2v2 = m0
1v

0
1 +m0

2v
0
2 : (1.10.68)

Es ist zweckm¨aßig, Stoßprozesse inelastischeund inelastische Stößezu kassifizieren. F¨uhrt man mit
�U := (U 0

1 + U 0
2) � (U1 + U2) die beim Stoßprozeß eingetreteneÄnderung der gesamten inneren

Energie ein, so erh¨alt man durch Umformen von Gl.(1.10.66)

1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 =

1

2
m0

1v
02
1 +

1

2
m0

2v
02
2 +�U : (1.10.69)

Man kann somit folgende Klassifizierung vornehmen

�U = 0 elastischer Stoß

�U > 0 inelastischer Stoß, endotherm

�U < 0 inelastischer Stoß, exotherm: (1.10.70)

Entsprechend dem Vorzeichen von�U verändert sich die Summe der kinetischen Energien vor und
nach dem Stoß.75 Bei inelastisch exothermen St¨oßen nimmt die kinetische Energie beim Stoß zu. Solche
Prozesse kommen haupts¨achlich bei chemischen Reaktionen oder Kernreaktionen vor. Bei chemischen
Reaktionen oder Kernreaktionen kann sich auch die Masse der Stoßpartner beim Stoß ¨andern. Im fol-
genden soll aber immerm1 = m0

1 undm2 = m0
2 gelten.

75Häufig wird zur Klassifizierung von St¨oßen auch dieWärmetönungoderQ-Wert der Reaktion verwendet, wobeiQ =
��U gilt.
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Der elastische Stoß

Wir wollen zuerst den elastischen Stoß n¨aher diskutieren, bei dem�U = 0 gilt und deshalb die kineti-
sche Energie ¨uber den Stoßprozeß hinweg erhalten bleibt. Die Wechselwirkung zwischen den K¨orpern
ist hier durch eine potentielle EnergieV12 beschreibbar, oder, anders formuliert, die Wechselwirkung
wird durch konservative Kr¨afte vermittelt. Mitm1 = m0

1 undm2 = m0
2 ergibt sich aus Gl.(1.10.66) und

(1.10.68)

1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 =

1

2
m1v

02
1 +

1

2
m2v

02
2 (1.10.71)

und m1v1 +m2v2 = m1v
0
1 +m2v

0
2 : (1.10.72)

Bei vorgegebenen Anfangsbedingungen (m1;m2;v1;v2) sind das 4 Gleichungen (eine skalare und eine
vektorielle) für insgesamt 6 unbekannte Komponenten vonv01 undv02. Zwei Parameter bleiben daher
unbestimmt und sind frei w¨ahlbar (z.B. die Flugrichtung des Teilchen 2 nach dem Stoß). Im allgemeinen
benötigt man zur exakten L¨osung Zusatzinformationen. Diese stecken in der genauen Wechselwirkung
der Stoßpartner, die im Moment aber nicht diskutiert werden soll.

Bei Stoßexperimenten im Laboratorium wird i.a. das bewegte Teilchen 1 an dem ruhenden Teilchen 2
gestreut und der Energie- und Impulssatz vereinfachen sich zu

1

2
m1v

2
1 =

1

2
m1v

02
1 +

1

2
m2v

02
2 (1.10.73)

und m1v1 = m1v
0
1 +m2v

0
2 : (1.10.74)

x x
m1 m2 m2m1

v1 v'1v2=0 v'2
CM CM

vcm vcm

vor       nach
dem Stoß

Abbildung 1.93: Zentraler Stoß im Laborsystem.

Wir beschränken uns nun vorerst auf den in Abb. 1.93 gezeigtenzentralen Stoß, bei dem der Winkel
zwischenv1 undv2 entweder0Æ oder180Æ betragen soll.76 Durch Quadrieren von Gl.(1.10.74) erh¨alt
man

m2
1v

2
1 = m2

1v
02
1 +m2

2v
02
2 + 2m1m2v1v2 cos(v1;v2) : (1.10.75)

Die Lösung des Gleichungssystems aus (1.10.73) und (1.10.75) ergibt f¨ur denzentralen Stoßmit v2 = 0

v01 =
m1 �m2

m1 +m2
v1 v02 =

2m1

m1 +m2
v1 : (1.10.76)

76Durch Vorgabe der Flugrichtung von K¨orper 2 ist das Gleichungssystem jetzt voll l¨osbar.
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Man kann folgende Sonderf¨alle des zentralen Stoßes betrachten:

� m1 = m2 ) v01 = 0 undv02 = v1.
Nach dem Zusammenstoß bleibt K¨orper 1 in Ruhe und gibt seinen gesamten Impuls anm2 ab.

.
Beispiel: Kugelspiel

Beispiel: Es werden identische Stahlkugeln an gleichlangen Fäden so aufgehängt, daß sie
sich gerade berühren. Lenkt man die äußerste linke Kugel aus und läßt sie gegen die
anderen, ruhenden Kugeln schwingen, so bleiben alle Kugeln in Ruhe bis auf die äußerste
rechte Kugel, auf die der volle Impuls übertragen wird und dadurch ausschwingt. Die rechte
Kugel schwingt dann wieder zurück und der gleiche Vorgang wiederholt sich in umgekehrter
Richtung.

� m1 > m2 ) v01kv1 und jv02j > jv1j.
Körper 1 und 2 bewegen sich nach dem Stoß in die gleiche Richtung, K¨orper 2 besitzt die gr¨oßere
Geschwindigkeit.

� m1 < m2 ) v01k � v1 und jv02j < jv1j.
Körper 1 und 2 bewegen sich nach dem Stoß in die entgegengesetzte Richtung, K¨orper 2 besitzt
die kleinere Geschwindigkeit.

� m1 � m2 ) v01 ' v1 undv02 ' 2v1.
Diese Situation beschreibt z.B. den Stoß eines Atomkerns mit einem Elektron. Die maximale Ge-
schwindigkeit, die dem K¨orper 2 verliehen werden kann, ist die doppelte Anfangsgeschwindigkeit
2v1.

� m1 � m2 ) v01 ' �v1 undv02 ' 0.
Diese Situation beschreibt z.B. den Stoß eines Elektrons mit einem Atomkern. Wie erwartet,
bewegt sich die große Masse nicht, w¨ahrend die kleine Masse reflektiert wird.

.
Stoßexperimente mit Luftkissenbahn:

Auf einer Luftkissenbahn können sich Massen unterschiedlicher Größe reibungsfrei bewe-
gen. Mit einer solchen Bahn können die obigen Fälle in einem einfachen Experiment reali-
siert werden.

Wir betrachten nun die Energieverh¨altnisse für den zentralen elastischen Stoß (v2 = 0). Mit den Aus-
drücken (1.10.76) f¨ur die Geschwindigkeitenv01 undv02 erhält man

E01 =
1

2
m1v

02
1 =

1

2
m1

�
m1 �m2

m1 +m2

�2

v21 =

�
m1 �m2

m1 +m2

�2

E1 (1.10.77)

E02 =
1

2
m2v

02
2 =

1

2
m2

�
2m1

m1 +m2

�2

v21 =
4m1m2

(m1 +m2)2
E1 : (1.10.78)

Das Verhältnis E02=E1 stellt die relative Energieabgabedes Körpers 1 an den K¨orper 2 dar und ist
gegeben durch

E0
2

E1
=

4m1m2

(m1 +m2)2
: (1.10.79)
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Abbildung 1.94: Energie¨ubertrag beim zentralen elastischen Stoß.

Der Energie¨ubertrag ist in Abb. 1.94 gezeigt. Er ist immer kleiner oder gleich Eins, d.hE02 � E1. Körper
werden deshalb bei Stoßprozessen immer abgebremst (themalisiert). Der Energie¨ubertrag ist maximal
für m1 = m2. Hier ist E0

2 = E1, d.h. beim zentralen Stoß gleichgroßer Massen wird die Energie
vollständigübertragen.

.
Beispiel: Thermalisierung von Neutronen

Die Tatsache, daß beim Stoß gleichgroßer Massen am meisten Energie transferiert werden
kann, macht man sich z.B. in Kernreaktoren zum Bremsen (Thermalisieren) von schnellen
Neutronen zu Nutze. Beim Stoß eines Neutrons mit Masse mn und Geschwindigkeit vn mit
einem Stoßpartner der Masse m2 und Geschwindigkeit v2 gilt v0n = mn�m2

mn+m2

vn. Das heißt, v0n
wird sehr klein, wenn m2 ' mn. Man benutzt deshalb zur Moderation von schnellen Neutro-
nen in Kernreaktoren Wasser, da die Protonen des Wassers eine sehr ähnliche Masse wie
die Neutronen besitzen (mn ' mp).

.
Beispiel: Stoß einer Masse mit ¨uber Feder gekoppeltem Massenpaar

Auf einer Luftkissenbahn befinden sich drei identische Massen, wobei zwei Massen über
eine Feder miteinander gekoppelt sind (siehe Abb. 1.95). Alle Massen können sich rei-
bungsfrei auf der Bahn bewegen. Die Masse 1 bewegt sich mit Geschwindigkeit v1 auf das
ruhende Massenpaar (v2 = 0) zu und vollzieht mit diesem einen Stoß. Der Stoß geschieht
allerdings nur mit einer Masse des Paares, da die Stoßzeit kurz gegenüber der charakteri-
stischen Schwingungsdauer des Masse-Feder-Systems ist. Da alle drei Massen gleich sein
sollen, wird v01 = 0. Durch den Stoß erhält das Massenpaar eine endliche Translations-
geschwindigkeit v2 (Schwerpunktgeschwindigkeit) und wird gleichzeitig zu einer Schwin-
gung angeregt. Aus dem Impulssatz mv1 = 2mv02 folgt v02 = v1=2. Aus dem Energiesatz
1
2
mv21 = 1

2
(2m)v022 + Evibrat ergibt sich Evibrat =

1
4
mv21 = T=2. Das heißt, jeweils die Hälfte

der kinetischen Energie der stoßenden Masse 1 wird in Schwingungsenergie und in kineti-
sche Energie der Schwerpunktbewegung des Massenpaares umgesetzt.
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v2 
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Abbildung 1.95: Zentraler Stoß zwischen einer Massem und einem ¨uber eine Feder gekoppelten Mas-
senpaar.

.
Blasenkammeraufnahme:�-Zerfall und Neutrino

Würde der �-Zerfall von 6
2He nach der Reaktion 6

2He !6
3 Li + e� ablaufen, so würde man,

da sich 6
2He vor dem Zerfall in Ruhe befinden soll, nach dem Impulssatz erwarten, daß sich

die beim Zerfall entstandenen Teilchen entgegengesetzt auseinander bewegen. In einem
Blasenkammerexperiment beobachtet man, daß beim Zerfall zwar zwei Teilchen entstehen,
daß aber der Winkel zwischen ihren Geschwindigkeitsvektoren kleiner als 180Æ ist. Man
kann daraus folgern, daß beim Zerfall ein weiteres, für den Blasenkammernachweis unsicht-
bares Teilchen entstanden sein muß. Dieses Teilchen ist ein Antineutrino und die richtige
Reaktionsgleichung für den �-Zerfall lautet: 62He!6

3 Li + e� + �.

Es soll nun der nichtzentrale oderschiefe elastische Stoßdiskutiert werden. Hierbei treten beliebige
Stoßwinkel zwischen der Einfallsrichtung von K¨orper 1 und den Emissionsrichtungen der Teilchen 1 und
2 auf. Wie in Abb. 1.96 gezeigt ist, fliegt die Massem2 beim schiefen Stoß in Richtung der Stoßachse
(Verbindungslinie der Mittelpunkte der beiden Massen) weg, da nur in der Stoßachsenrichtung Impuls
übertragen wird. Die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Stoßachse bleibt unbeeinflußt, weil
keine Kräfte wirken. Die Geschwindigkeitskomponente in Stoßrichtung istv1 cos'. Mit dieser läßt sich
der schiefe Stoß als zentraler Stoß in Richtung der Stoßachse mit der Einschußgeschwindigkeitv1 cos'
interpretieren. F¨ur den relativen Energie¨ubertrag gilt dann

v1 v1

v1 
co

sϕ

v2

m1 m1

m2

ϕ

Stoßachse

Abbildung 1.96: Impulsdiagramm des schiefen elastischen Stoßes.

E0
2

E1
=

4m1m2 cos
2 '

(m1 +m2)2
: (1.10.80)

Es gelten nach wie vor die Beziehungen (1.10.73) und (1.10.74) f¨ur die Energie- und Impulserhaltung.
Für die Geschwindigkeiten ergeben sich aus diesen Beziehungen allerdings komplizierte Ausdr¨ucke, die



1.10 Der Impuls PHYSIK I 167

hier nicht im Detail diskutiert werden sollen. Im Falle gleicher Massenm1 = m2 vereinfacht sich jedoch
die Ausgangsgleichung zu

v21 = v021 + v022 (1.10.81)

und v1 = v01 + v02 ) v21 = v021 + v022 + 2jv01jjv02j cos(v01;v02) : (1.10.82)

Beide Beziehungen lassen sich nur dann erf¨ullen, wenncos(v01;v
0
2) = 0 bzw. (v01;v

0
2) = 90Æ ist. Bei-

spiele daf¨ur sind der Stoß zweier Billardkugeln, die Streuung von�-Teilchen an Heliumkernen bzw. die
Streuung von Protonen an Protonen. Letztere Streuprozesse von Elementarteilchen k¨onnen eindrucksvoll
anhand von Nebel- oder Blasenkammeraufnahmen sichtbar gemacht werden.

Der inelastische Stoß

Treten zum Zeitpunkt des Zusammentreffens zweier K¨orper auch nichtkonservative Kr¨afte auf (diese
führen z.B. zu einer Deformation der K¨orper beim Stoß), so gilt der Energiesatz nur in seiner erweiterten
Form. Wir nehmen an, daß K¨orper 2 vor dem Stoß ruht (v2 = 0) und die Massen vor und nach dem Stoß
gleich groß sind (m1 = m0

1 undm2 = m0
2). Aus den Gln.(1.10.73) und (1.10.74) folgt dann

1

2
m1v

2
1 =

1

2
m1v

02
1 +

1

2
m2v

02
2 +�U (1.10.83)

und m1v1 = m1v
0
1 +m2v

0
2 : (1.10.84)

Das sind bei vorgegebenemm1, m2 und v1 vier Gleichungen mit sechs Unbekannten inv01 und v02
und der zus¨atzlichen Unbekannten�U . Wenn wir Stöße zwischen makroskopischen K¨orpern ins Auge
fassen, so ist die Reaktion endotherm und die Zunahme�U der inneren Energie geht zu Lasten der
kinetischen Schwerpunktsenergien der einzelnen K¨orper. Vom Energiesatz aus gesehen sind f¨ur�U alle
Werte in Bereich0 � �U � 1

2m1v
2
1 zulässig. Der Grenzfall�U = 0 wurde beim elastischen Stoß

bereits behandelt. Der andere Grenzfall,�U = 1
2m1v

2
1, ist dagegen in Wirklichkeit nicht erreichbar, da

hierzu gleichzeitigv01 = 0 undv02 = 0 sein müßten, was im Widerspruch zum Impulssatz steht.

Im folgenden soll ¨uberlegt werden, wie groß�U maximal werden kann, um noch mit dem Impulssatz
verträglich zu sein. Anschaulich ist klar, daß der maximale Wert f¨ur �U beim zentralen Stoß erreicht
wird, da dies dem “kr¨aftigsten” Stoß entspricht, bei dem K¨orper 1 den K¨orper 2 voll trifft. Der zentrale
Stoß verläuft entlang einer Geraden und im folgenden sollen die Geschwindigkeitskomponenten entlang
der Gerade einfach mitv bezeichnet werden. Aus den Beziehungen (1.10.83) und (1.10.84) erh¨alt man
dann

v02 =
m1

m2
v1 � m1

m2
v01 =

m1

m2
(v1 � v01) (1.10.85)

und �U =
1

2
m1v

2
1 �

1

2
m1v

02
1 �

1

2
m2

m2
1

m2
2

(v1 � v01)
2 : (1.10.86)

Den Extremalwert von�U finden wir aus der Bedingungd(�U)=dv01 = 0 oder

�m1v
0
1 �

m2
1

m2
(v1 � v01)(�1) = 0 ) m1

m2
v1 = v01 +

m1

m2
v01 =

m1 +m2

m2
v01 (1.10.87)

bzw. v01 =
m1

m1 +m2
v1 : (1.10.88)
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Mit obigem Ausdruck f¨ur v02 erhält man dann

v02 =
m1

m2
(v1 � v01) =

m1

m2

�
v1 � m1

m1 +m2
v1

�
=

m1(m1 +m2)�m2
1

m2(m1 +m2)
v1 (1.10.89)

bzw. v02 =
m1

m1 +m2
v1 : (1.10.90)

Wir haben also das wichtige Resultat, daß dervollkommen inelastische Stoßmit maximalem�U -Wert
durch

v01 = v02 (1.10.91)

charakterisiert ist. Beide K¨orper fliegen nach dem Stoß mit gleicher Geschwindigkeit weiter (siehe
Abb. 1.97), die dann auch der Schwerpunktsgeschwindigkeit entspricht, d.h.v01 = v02 = vcm. Beispiele
für einen voll inelastischen Stoß sind z.B. der Einfang eines Neutrons in einem Atomkern oder das
Steckenbleiben eines Geschosses in einem St¨uck Holz.

m1 m2 M=m1+m2

v1 v'1=v'2

v2=0

Abbildung 1.97: Der vollkommen inelastische Stoß zweier K¨orper mit Massem1 undm2. Die Ge-
schwindigkeiten nach dem Stoß sind identisch,v01 = v02 = vcm.

Zur Berechnung des maximalen�U Wertes setzen wir Gl.(1.10.91) in Gl.(1.10.83) ein und erhalten

�Umax =
1

2
m1v

2
1 �

1

2
m1v

02
1 �

1

2
m2v

02
2 =

1

2
m1v

2
1 �

1

2
(m1 +m2)v

2
cm (1.10.92)

bzw. �Umax =
1

2
m1v

2
1 �

1

2
Mv2cm : (1.10.93)

Diese Beziehung besagt, daß allenfalls die um die Schwerpunktsenergie1
2
Mv2cm verminderte

anfängliche EnergieT1 = 1
2
m1v

2
1 für eine Energieumwandlung zur Verf¨ugung steht. Wegenvcm =

m1

m1+m2
v1 ergibt sich weiter

�Umax =
1

2
m1v

2
1 �

1

2
(m1 +m2)

m2
1v

2
1

(m1 +m2)2

=
1

2
m1

�
1� m1

m1 +m2

�
v21 =

1

2

m1m2

m1 +m2
v21 (1.10.94)

bzw. mit der reduzierten Masse� = m1m2

m1+m2

�Umax =
1

2
�v21 (1.10.95)
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Für das Verh¨altnis von�Umax zu der anfangs zur Verf¨ugung stehenden EnergieT1 = 1
2m1v

2
1 findet man

�Umax

T1
=

m2

m1 +m2
=

1

1 +m1=m2
: (1.10.96)
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Abbildung 1.98: Zur Umwandlung von kinetischer in innere Energie beim inelastischen Stoß. Die durch-
gezogene Linie zeigt den Energie¨ubertrag beim vollkommen inelastischen Stoß. Die get¨onte Fläche gibt
den möglichen Wertebereich zwischen elastischem (�U=T1 = 0) und voll inelastischem Stoß an.

Die Funktion �Umax

T1
(m1=m2) ist in Abb. 1.98 gezeigt. Je kleinerm1 im Vergleich zum2 ist, umso

besser kann die kinetische EnergieT1 in innere Energie umgewandelt werden.

.
Experiment: Das ballistische Pendel

Eine Gewehrkugel der Masse m1 wird mit einer Geschwindigkeit v1 auf ein Pendel geschos-
sen. Das Pendel soll sich in der Ruhelage befinden (v2 = 0) und die Kugel soll im Pen-
delkörper der Masse m2 beim Aufprall stecken bleiben (siehe Abb. 1.99). Ist die Abbremszeit
der Gewehrkugel klein gegen die Schwingungsdauer des Pendels, so kann man ansetzen,
daß das Pendel den gesamten Stoß in der Ruhelage ' = 0 erfährt und die Geschwindigkeit
v02 identisch mit der Maximalgeschwindigkeit vmax der harmonischen Pendelschwingung im
Nulldurchgang ist (ballistisches Pendel). Mit der Schwingungsamplitude '0 und der Kreis-
frequenz ! = 2�=T ist '(t) = '0 sin!t, d'=dt = !'0 cos!t und vmax = l d'

dt
(0) = l!'0, wenn

l die Pendellänge bedeutet. Insgesamt ergibt sich damit

v1 =
m1 +m2

m1

v02 =
m1 +m2

m1

l!'0 (1.10.97)

Die Größen auf der rechten Seite lassen sich alle leicht messen, wodurch Gl.(1.10.97) eine
einfache Bestimmung von Geschoßgeschwindigkeiten gestattet.

1.10.5 Stoßvorg̈ange im Schwerpunktsystem

Die Behandlung von Stoßprozessen wird h¨aufig einfacher, wenn man die Vorg¨ange statt im Laborsystem
im Schwerpunktsystem beschreibt, wie es in Abschnitt 1.10.3 eingef¨uhrt wurde. F¨ur das Schwerpunkt-
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ϕ0

l

m1 m2
v1 v'2

Abbildung 1.99: Das ballistische Pendel.

system gilt für den elastischen Stoß (vergleiche Gl.(1.10.58) bis (1.10.61))77

~ptot = m1~v1 +m2~v2 = 0 vor dem Stoß (1.10.98)

~p0tot = m1~v
0
1 +m2~v

0
2 = 0 nach dem Stoß: (1.10.99)

Das heißt, die Impulse vor und nach dem Stoß sind entgegengesetzt und gleich groß. Aus diesen Bezie-
hungen für den Impuls folgen zusammen mit dem Energieerhaltungssatz

1

2
m1~v

2
1 +

1

2
m2~v

2
2 =

1

2
m1~v

02
1 +

1

2
m2~v

02
2 (1.10.100)

die Aussagen

j~v01j = j~v1j j~v02j = j~v2j (1.10.101)

und j~p01j = j~p1j j~p02j = j~p2j : (1.10.102)

Im Schwerpunktsystem werden also die Betr¨age der Geschwindigkeit durch den elastischen Stoß nicht
verändert. Die kinetischen Energien beider Teilchen werden somit im Schwerpunktsystem einzeln er-
halten. In Abschnitt 1.10.3 wurde bereits gezeigt, daß sich die gesamte kinetischen EnergieTtot im
Laborsystem als Summe der gesamten kinetischen Energie~Ttot im Schwerpunktsystem und einem An-
teil 1

2
Mv2cm ausdrücken läßt, der die kinetische Energie der Schwerpunktsbewegung erfaßt. Die gesam-

te kinetische Energie im Schwerpunktsystem ist folglich immer kleiner als diejenige im Laborsystem,
~Ttot � Ttot.78

Aufgrund der Beziehung zwischen den Impulsen und Geschwindigkeiten vor und nach dem Stoß
(Gln.(1.10.98) bis (1.10.102)) und der Geschwindigkeitstransformation zwischen Labor und Schwer-
punktsystem,v = ~v+vcm (vergleiche Gl.(1.10.57)) lassen sich die Geschwindigkeitenv01 undv02 nach
dem Stoß im Laborsystem geometrisch konstruieren (siehe Abb. 1.100).

77Die gestrichenen Gr¨oßen bezeichnen diejenigen nach dem Stoß. Die Gr¨oßen im Schwerpunktsystem sind zur Unterschei-
dung zu denjenigen im Laborsystem wie in Abschnitt 1.10.3 mit einer Schlange versehen.

78Für den Spezialfallv2 = 0, bei dem der K¨orper 2 im Laborsystem vor dem Stoß ruht, erh¨alt man~Ttot = m1

m1+m2
Ttot.
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p1=m1v1 p2=m2v2

p'1=m1v'1

p'2=m2v'2
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v1 vcm
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v'1v'1
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Abbildung 1.100: Impulse und Geschwindigkeiten beim elastischen Stoß im Labor und Schwerpunktsy-
stem für v2 = 0. Die mit einer Schlange versehenen Gr¨oßen stellen die Geschwindigkeiten und Impulse
im Schwerpunktsystem dar. Die gestrichenen Gr¨oßen entsprechen den Gr¨oßen nach dem Stoß.

Die Endpunkte der Vektoren~v01 und~v02 liegen auf Kreisen um den Massenmittelpunkt mit Radienj~v01j
und j~v02j. Außerdem stehen~v01 und~v02 antiparallel zueinander. Diesen Geschwindigkeiten im Schwer-
punktsystem ¨uberlagert sich im Laborsystem die Schwerpunktsgeschwindigkeitvcm. Die Endpunkte
vonv01 undv02 liegen demnach auf dem umvcm verschobenen Kreisen.

v1 vcm

v1

υ1

υ2

v'1

v'2 v'2
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vcm
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v'1
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vcm

v1 vcm
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v'2
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v'1vcm

vcm

(a) (b)

(c)

Abbildung 1.101: Impulsdiagramm des schiefen elastischen Stoßes im Laborsystem f¨ur m1 = m2 (a),
m1 < m2 (b) undm1 > m2 (c).
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Man unterscheidet 3 F¨alle:

1. m1 = m2 (siehe Abb. 1.101a):

Aus obigenÜberlegungen folgt:

v2 = 0; vcm =
1

2
v1; j~v01j = j~v1j =

1

2
jv1j = j~v02j = j~v2j = jvcmj :

Aus Abb. 1.101a wird klar, daß der Winkel� = #1 + #2 zwischen den beiden Stoßpartnern nach
Thalesstets90Æ ist. Man kann ferner folgende Grenzf¨alle diskutieren:

(a) Wenn#1 = 90Æ, dann ist#2 = 0Æ und damitv01 ! 0. Das heißt,m1 ist nach dem Stoß in
Ruhe (zentraler Stoß, vergleiche Abschnitt 1.10.4).

(b) Wenn#1 = 0Æ, dann ist#2 = 90Æ und damitv02 ! 0. Das heißt,m2 ist nach dem Stoß in
Ruhe (streifender Stoß).

2. m1 < m2 (siehe Abb. 1.101b):

Aus obigenÜberlegungen folgt:

jvcmj <
1

2
jv1j; j~v01j = j~v1j >

1

2
jv1j; j~v02j = j~v2j = jvcmj :

Der Winkel � zwischen den beiden Stoßpartnern ist in diesem Fall gr¨oßer als90Æ (siehe
Abb. 1.101b). Man kann wiederum folgende Grenzf¨alle diskutieren:

(a) Wenn#1 = 180Æ, dann ist#2 = 0Æ und m1 bewegt sich nach dem Stoß r¨uckwärts,m2

vorwärts (zentraler Stoß).

(b) Wenn#1 = 0Æ, dann wirdv02 ! 0. Das heißt,m2 ist nach dem Stoß in Ruhe (streifender
Stoß).

3. m1 > m2 (siehe Abb. 1.101c):

Aus obigenÜberlegungen folgt:

jvcmj >
1

2
jv1j; j~v01j = j~v1j <

1

2
jv1j; j~v02j = j~v2j = jvcmj :

Man erkennt, daß in allen F¨allen der Winkel#2 � 90Æ ist (siehe Abb. 1.101c). Man kann wiederum
folgende Grenzf¨alle diskutieren:

(a) Wenn#2 = 0Æ, dann wird auch#1 = 0Æ. Das heißt,m1 undm2 bewegen sich nach dem
Stoß in Vorwärtsrichtung (zentraler Stoß).

(b) Wenn#1 = 0Æ, dann wird#2 ! 0 undm2 bleibt nach dem Stoß in Ruhe (streifender Stoß).

Allgemein gilt für den zentralen Stoß, daß sichm2 nach dem Stoß immer in Vorw¨artsrichtung bewegt
und sichm1 nur für m1 < m2 in Rückwärtsrichtung bewegt, f¨ur m1 = m2 dagegen in Ruhe bleibt
und für m1 > m2 nach vorne fliegt. Das bedeutet, daß Teilchen mitm1 < m2 in den ganzen Raum,
solchen mitm1 = m2 nur in den vorderen Halbraum und schließlich solche mitm1 > m2 nur in
einen Bruchteil des vorderen Halbraums gestreut werden. Der erlaubte Winkelbereich ist also abh¨angig
vom Massenverh¨altnis der Stoßpartner. Durch Bestimmung des maximalen Stoßwinkels l¨aßt sich dieses
Massenverh¨altnis experimentell bestimmen.
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1.10.6 Winkelverteilung und Wirkungsquerschnitt

Die bisherigen Betrachtungen gestatten nur kinematische Aussagen ¨uber den Zusammenhang zwischen
den Impulsen bzw. Energien der Stoßpartner nach dem Stoß und den Streuwinkeln. Es konnten aber
keine Aussagen ¨uber die Wahrscheinlichkeit gemacht werden, mit der die Stoßpartner unter einem be-
stimmten Streuwinkel auseinander fliegen. Hierzu ist die Kenntnis der Kr¨afte bei der Wechselwirkung
der beiden Stoßpartner notwendig. Dies soll in folgendem am Beispiel zweier harter Kugeln (Billard-
spiel) veranschaulicht werden.

v1

v2

v'1

v'2

υ

υ

α
α

p

Stoßachse

r1

r2

Abbildung 1.102: Zum elastischen Stoß zweier Kugeln.

Zwei Kugeln der Massem1 undm2 und den Radienr1 und r2 stoßen, wie in Abb. 1.102 gezeigt ist,
zusammen. Die Geschwindigkeiten im Schwerpunktsystem seien~v1 und ~v2. Der Abstand der beiden
Geraden, auf denen die Kugelmittelpunkte aufeinander zufliegen, wird alsStoßparameterp bezeichnet.
Beim zentralen Stoß istp = 0 und die als Stoßachse bezeichnete Verbindungsachse der Massenmit-
telpunkte beim Stoß liegt parallel zur Einfallsrichtung. Beim nichtzentralen Stoß bildet die Stoßachse
gegen die Einfallsrichtung den Winkel�. Aus Abb. 1.102 folgt

sin� =
p

r1 + r2
mit � =

1

2
(� � #) ; (1.10.103)

wobei# der Streuwinkel im Schwerpunktsystem ist. F¨ur den Stoßparameter folgt somit

p = (r1 + r2) sin� (1.10.104)

und damit
dp

d�
= (r1 + r2) cos� (1.10.105)

oder p dp = (r1 + r2)
2 sin� cos� d� =

1

2
(r1 + r2)

2 sin 2� d� : (1.10.106)

Daraus ergibt sich mit� = (� � #)=2 undd�=d# = �1=2

p dp = �1

4
(r1 + r2)

2 sin# d# : (1.10.107)
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Diese Beziehung gibt den Zusammenhang zwischen Stoßparameter und Streuwinkel an. Eine Zunahme
des Stoßparameters entspricht einer Abnahme des Streuwinkels. Damit die Kugeln ¨uberhaupt noch sto-
ßen, mußp < r1+r2 sein. Der Fallp = r1+r2 beschreibt den streifenden Einfall. Beim Zusammenprall
der Kugeln wirken entlang der Stoßachse elastische R¨uckstellkräfte durch eine elastische Deformation
der Kugeln. Diese Kr¨afte führen zu einer Impuls¨anderung in Richtung der Stoßachse. Die Impulskom-
ponenten senkrecht zur Stoßachse bleiben unver¨andert, da in dieser Richtung keine Kraft wirksam ist.

r1+r2

p p+dp υ

dυ

r sinυ

dA

r

ds=rdυ

Target

(a) (b)

Abbildung 1.103: (a) Zur Definition der Stoßzone (get¨onte Fläche). Die schraffierte Fl¨ache gibt die
Größe der gesamten Zielscheibe an. Der Mittelpunkt der Scheiben entspricht dem Mittelpunkt vonm2.
(b) Zur Veranschaulichung des Raumwinkelelementsd
. Die getönte Fläche entsprichtdA.

Es soll nun der der elastische Stoß einer bewegten Kugel mit einer ruhenden Kugel diskutiert werden.
Die Wahrscheinlichkeit f¨ur eine Streuung der stoßenden Kugel in einen Winkelbereich zwischen# und
# + d# ist proportional zur Fl¨ache der sogenannten Stoßzone. Darunter versteht man die Fl¨ached�
einer Ringscheibe mit Radiusp und Breitedp, d.h. d� = 2�pdp (siehe Abb. 1.103a). Mit der obigen
Beziehung zwischen Stoßparameter und Streuwinkel erh¨alt man

d� = 2�
1

4
(r1 + r2)

2 sin# d# : (1.10.108)

Dieser Ausdruck ist ein Maß daf¨ur, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Kugel beim Stoß in den Raum-
winkelbereich zwischen# und# + d# gestreut wird (siehe Abb. 1.103b). Die Gr¨oße des Raumwinkel-
elementsd
 ergibt sich aus Abb. 1.103b zu

d
 =
dA

r2
=

2�r sin#ds

r2
=

2�r sin# r d#

r2
= 2� sin#d# ; (1.10.109)

wobeidA = a ds mit dem Kreisumfanga = 2�r sin# und der Bogenl¨angeds = rd# benutzt wurde.
Damit erhält man folgende Beziehung zwischen Stoßzone und Raumwinkelelement

d� = 2�
1

4
(r1 + r2)

2 sin# d# =
1

4
(r1 + r2)

2d
 : (1.10.110)
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Die Wahrscheinlichkeit f¨ur die Streuung in einen Bereich zwischen# und # + d# normiert auf das
Raumwinkelelementd
 heißtdifferentieller Wirkungsquerschnittd�=d
 und ist gegeben durch

d�

d

=

1

4
(r1 + r2)

2 ; (1.10.111)

d.h. der differentielle Wirkungsquerschnitt ist unabh¨angig vom Streuwinkel: Die Streuung an der ruhen-
den Kugel ist isotrop.

Die Wahrscheinlichkeit, daß sich ¨uberhaupt ein Stoß ereignet, erh¨alt man durch Integration ¨uber den
gesamten Raumwinkelbereich. Sie wirdtotaler Wirkungsquerschnitt� genannt und ist gegeben durch

� =

Z
d�

d

d
 = �(r1 + r2)

2 : (1.10.112)

Der totale Wirkungsquerschnitt entspricht, wie man intuitiv erwartet, der gesamten Fl¨ache der in
Abb. 1.103a gezeigten “Zielscheibe”.

Liegt ein anderes Kraftgesetz vor, so ¨andert sich der Ausdruck f¨ur den Wirkungsquerschnitt. So erh¨alt
man für dieRutherford -Streuung (Coulomb-Wechselwirkung zwischen geladenen punktf¨ormigen Stoß-
partnern) den Ausdruck

d�

d

=

1

sin4 #=2
: (1.10.113)

Es soll abschließend darauf aufmerksam gemacht werden, daß die Ausdr¨ucke für die Wirkungsquer-
schnitte im Schwerpunktsystem abgeleitet wurden, w¨ahrend Experimente ¨ublicherweise im Laborsystem
durchgeführt werden. Zum Vergleich zwischen Experiment und Theorie m¨ussen die experimentellen Er-
gebnisse deshalb immer erst ins Schwerpunktsystem umgerechnet werden.
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1.11 Der Drehimpuls

Aus denNewtonschen Axiomen l¨aßt sich ein Erhaltungssatz f¨ur eine weitere Gr¨oße – denDrehimpuls
ableiten. Wie der Name bereits klar macht, spielt der Drehimpuls bei Drehbewegungen eine zum Impuls
bei der Translationsbewegung vergleichbare Rolle. Nach der Definition vonDrehmomentundDrehim-
puls wird der Drehimpulserhaltungssatzaufgestellt. Es soll ferner kurz skizziert werden, wie dieser
Satz aus einer sehr allgemeinen Forderung nach der Invarianz des Raumes gegen¨uber Drehungen folgt.
Abschließend wird der Drehimpulserhaltungssatz auf einige Bewegungsprobleme angewandt.

1.11.1 Drehmoment und Drehimpuls

Wir betrachten einen Massenpunkt mit Ortsvektorr, an dem die KraftF angreift. Dann definiert man das
DrehmomentT der KraftF bezüglich des BezugspunktsO (in diesem Fall des Koordinatenursprungs)
als das Vektorprodukt

T := r� F : (1.11.1)

αr

F

b

T

m
x

y

z

r

rP

rP F

m

P(a) (b)

Abbildung 1.104: (a) Zur Definition des DrehmomentsT = r�F. (b) Das DrehmomentTP bezüglich
des RaumpunktesP : TP = rP � F.

Das Drehmoment, das manchmal auch als Kraftmoment oder Torsionsmoment bezeichnet wird, steht
senkrecht auf der vonr undF aufgespannten Fl¨ache und definiert eine Drehachse, um die die angreifende
Kraft die Masse in Bewegung zu setzen sucht (siehe Abb. 1.104a). Die Richtung vonT gibt den Drehsinn
im Sinne einer Rechtsschraube an (daher der Name Drehmoment). Mit Hilfe des Winkels� zwischenr
undF läßt sich der Betrag des Drehmoments wie folgt ausdr¨ucken:

T = F r sin� : (1.11.2)

Die Größeb = sin� bezeichnet man alsKraftarm, wodurch der Betrag vonT als

Drehmoment = Kraft � Kraftarm (1.11.3)

gegeben ist.

Die Einheit des Drehmoments im SI-System ergibt sich aus der Definitionsgleichung (1.11.1) zu
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[T ] = 1Nm = 1 kg
m2

s2
: (1.11.4)

Die Einheit des Drehmoments ist formal mit der Einheit der Energie 1 J=1 Nm identisch. Die Benutzung
der Einheit 1 J f¨ur das Drehmoment ist aber nicht ¨ublich.

Es ist sehr wichtig, sich klar zu machen, daß das Drehmoment vom Bezugspunkt abh¨angt, bez¨uglich
dessen es angegeben wird. Das DrehmomentTP in bezug auf den RaumpunktP (siehe Abb.1.104b) ist
definiert als

TP := rP � F ; (1.11.5)

wobei rP den Verschiebungsvektor vom BezugspunktP zum Angriffspunkt der KraftF bezeichnet.
Nach Abb.1.104b gilt

r := rP + rP (1.11.6)

und daher

T = r� F = rP � F+ rP � F (1.11.7)

oder T = TP + rP � F : (1.11.8)

Beim Wechsel des Bezugssystems ¨andert sich somit auch das Drehmoment.

In enger Analogie zum “Kraftmoment”T führt man das “Impulsmoment” oder denDrehimpulsL ein.
Hat die Massem mit dem Ortsvektorr den Impulsp = mv = dr=dt, so ist der Drehimpuls definiert als

L := r� p : (1.11.9)

Als Vektorprodukt vonr und p stehtL senkrecht auf der vonr und p aufgespannten Fl¨ache (siehe
Abb.1.105).

r

p

L

m

0

Abbildung 1.105: (a) Zur Definition des DrehimpulsesL = r� p.

Die Einheit des Drehimpulses im SI-System ist definitionsgem¨aß
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[L] = 1m
kgm

s
= 1 kg

m2

s
: (1.11.10)

Wegen1 kgm2=s = 1Nms = 1Js hat der Drehimpuls die Dimension vonEnergie� Zeit. Eine Größe
mit dieser Dimension nennt man eineWirkung.

.
Kreisbewegung:

Ist die Bewegung eines Massenpunktes, wie in Abb.1.106a gezeigt, auf die xy-Ebene be-
schränkt, so verschwinden die x- und y-Komponente des Drehimpulses und man hat nur
Lz 6= 0. Zur Beschreibung der Bewegung verwendet man zweckmäßigerweise Kreis-
oder Polarkoordinaten (r; '). Mit den Basisvektoren êr und ê', die senkrecht auf den
Koordinatenlinien r = const und ' = const stehen, läßt sich die Geschwindigkeit als
v = vr+v' = vrêr+v'ê' ausdrücken. Aus Abb.1.106a läßt sich vr = dr=dt und v' = rd'=dt
ablesen. Da der Ortsvektor r parallel zu vr steht, verschwindet das Vektorprodukt r � vr
und man erhält

L = r� p = r�mv = m r� vr +m r� v' = m r� v' (1.11.11)

bzw. für den Betrag des senkrecht auf der (r; ')-Ebene stehenden Drehimpulses L

L = mr v' = mr2
d'

dt
: (1.11.12)

Im Falle einer Kreisbewegung (siehe Abb.1.106b) läßt sich diese Beziehung unter Be-
nutzung der Kreisfrequenz ! umformen. Mit v = ! � r erhält man (wegen vr = 0)
v = v' = ! � r und damit mit v' = !r den Ausdruck

L = mr2 ! : (1.11.13)

Da L und ! parallel zueinander sind, gilt sogar vektoriell

L = mr2! : (1.11.14)

Anhand von Gl.(1.11.14) kann man eine interessante Analogie zwischen einer geradlinigen
und einer Kreisbewegung aufstellen. Bei einer geradlinigen gleichförmigen Bewegung ist
nach dem Trägheitsgesetz der Impuls p = const. Ähnlich hierzu ist bei einer gleichförmigen
Kreisbewegung wegen ! = const der Drehimpuls L = const. Dies rechtfertigt die Namens-
gebung “Drehimpuls’.

Wie beim Drehmoment muß auch f¨ur den Drehimpuls nicht notwendigerweise der Koordinatenursprung
als Bezugspunkt verwendet werden. F¨ur einen beliebigen BezugspunktP erhält man

LP = rP � p ; (1.11.15)

wobeirP wiederum den Vektor vom RaumpunktP zum Massenpunkt m darstellt. Mit Gl.(1.11.6) erh¨alt
man

L = LP + rP � p ; (1.11.16)
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Abbildung 1.106: (a) Bewegung in derxy-Ebene in Kreiskoordinaten. (b) Drehimpuls bei der Kreisbe-
wegung.

wobei rP der Ortsvektor des BezugspunktesP ist. Der Drehimpuls ist also wie das Drehmoment
abhängig vom gew¨ahlten Bezugspunkt.79

Wir wollen im folgenden ein Inertialsystem als Bezugssystem benutzen, in dem dieNewtonsche Be-
wegungsgleichungF = dp=dt Gültigkeit besitzt. Wir wollen zeigen, daß in einem Inertialsystem ein
einfacher Zusammenhang zwischen Drehmoment und Drehimpuls besteht. Differenziert man den Aus-
druckL = r�p nach der Zeit so erh¨alt man unter Ber¨ucksichtigung der Produktregel der Differentiation

dL

dt
=

dr

dt
� p+ r� dp

dt
= v �mv+ r�F = r� F ; (1.11.17)

dav �mv = 0. WegenT = r� F folgt somit

T =
dL

dt
: (1.11.18)

Die zeitlicheÄnderung des Drehimpulses wird also durch ein Drehmoment hervorgerufen. Aufgrund
dieses Zusammenhangs kann man f¨ur die Drehbewegung eine dem 1.Newtonschen Axiom entspre-
chende Aussage machen:

79Man beachte, daß die AussageL = const für die gleichförmige Kreisbewegung nur dann G¨ultigkeit besitzt, wenn man als
Bezugspunkt den Mittelpunkt der Kreisbahn gew¨ahlt hat.
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Ein Körper verharrt bezüglich der Rotation im Zustand der
Ruhe oder der gleichförmigen Kreisbewegung, wenn die

Summe der an ihm angreifenden Drehmomente
verschwindet:

X
Ti = 0 ) L = const: (1.11.19)

Durch Integration der Gl.(1.11.18) im endlichen Zeitintervall�t = t2 � t1 erhält man denDrehimpuls-
stoß80

�L = L2 � L1 =

Z t2

t1

T(t) dt : (1.11.20)

Gibt man Drehmoment und Drehimpuls nicht bez¨uglich des Koordinatenursprungs sondern bez¨uglich
des BezugspunktesP an, so erh¨alt man mit den Beziehungen (1.11.6) und (1.11.16)

dLP

dt
=

d

dt
(rP � p) =

d

dt
((r� rP)� p) =

d

dt
(r� p)� d

dt
(rP � p)

=
dr

dt
� p+ r� dp

dt
� drP

dt
� p� rP � dp

dt

= 0 + r� F� drP
dt

� p� rP � F

= T� rP � F� drP
dt

� p = TP � drP
dt

� p

oder TP =
dLP
dt

+
drP
dt

� p : (1.11.21)

Danach gilt nur f¨ur einen in einem Inertialsystem ruhenden BezugspunktP , d.h. einen raumfesten
Bezugspunkt mitdrP=dt = 0, die zu Gl.(1.11.18) analoge BeziehungTP = dLP=dt.

.
Bewegung eines kr̈aftefreien Massenpunktes:

Ein sehr einfaches Beispiel für die Beziehung T = dL=dt ist ein sich kräftefrei bewegender
Massenpunkt. Mit F = 0 ist auch T = 0 und daher L = const. Wie Abb.1.107 zeigt, ist für
einen sich in der xy-Ebene gleichförmig bewegenden Massenpunkt der Drehimpuls immer
in z-Richtung orientiert und der Betrag von L ist L = r p sin� = b p = const. Hierbei ist
b = r sin� der Abstand der Flugbahn vom Koordinatenursprung O.

Liegt ein System vonn Massenpunkten mit Massenmi, Ortsvektorenri und Impulsenpi vor, auf die
die KräfteFi einwirken, so definiert man naheliegenderweise das GesamtdrehmomentTtot und den
GesamtdrehimpulsLtot als

80Man beachte die Analogie der BeziehungenF = dp=dt undT = dL=dt für den Zusammenhang zwischen Kraft und
Impulsänderung bzw. Drehmoment und Drehimpuls¨anderung sowie�p =

R
Fdt und�L =

R
Tdt für den Kraftstoß bzw.

Drehmomentstoß.
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Abbildung 1.107: Drehimpuls bei einer kr¨aftefreien Bewegung in derxy-Ebene.

Ttot :=

nX
i=1

Ti =

nX
i=1

ri � Fi (1.11.22)

und Ltot :=

nX
i=1

Li =

nX
i=1

ri � pi : (1.11.23)

Entsprechend zu Gl.(1.11.18) findet man dann

Ttot =
dLtot
dt

: (1.11.24)

Dieser Ausdruck ist analog zu der BeziehungFtot = dptot=dt zwischen Gesamtkraft und̈Anderung
des Gesamtimpulses in einem System ausn Massenpunkten.

Beim Wechsel des Bezugspunktes vom Koordinatenursprung zu einem beliebigen RaumpunktP erhält
man die Verallgemeinerung von Gl.(1.11.21)

Ttot;P =
dLtot;P

dt
+
drP
dt

� ptot (1.11.25)

mit dem Gesamtimpulsptot des Systems.

1.11.2 Der Drehimpulserhaltungssatz

Wir haben im vorherigen Abschnitt gesehen, daß der Drehimpuls f¨ur eine kräftefreie Bewegung zeitlich
konstant ist und damit eine Erhaltungsgr¨oße der Bewegung darstellt. Aus der Beziehung (1.11.18) bzw.
(1.11.24) kann man allgemein folgenden Erhaltungssatz f¨ur den Drehimpuls angeben:

Greifen keine äußeren Drehmomente an einem Körper an,
so bleibt sein Drehimpuls zeitlich nach Betrag und

Richtung konstant:

L = const für T =
dL

dt
= 0 : (1.11.26)
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Wir wollen uns im folgenden mit der Frage besch¨aftigen, in welchen F¨allen die BedingungT = 0 erfüllt
ist. Wie werden zeigen, daß das Drehmoment insbesondere f¨ur folgende 3 F¨alle verschwindet:

Kr äftefreie Bewegung

Wir haben bereits diskutiert, daß f¨ur F = 0 das DrehmomentT = r � F verschwindet und damit
L = const wird.

Zentralkr äfte

Unter Zentralkr̈aftenversteht man solche Kr¨afte, die auf einen festen Punkt hin oder von einem festen
Punkt wegzeigen. Man kann Zentralkr¨afte deshalb schreiben als

F(r) := f(r) r̂ ; (1.11.27)

wobeif(r) eine skalare Funktion des Positionsvektorsr und r̂ = r=jrj ist. Als Beispiel daf¨ur haben wir
die Gravitationskraft kennengelernt, f¨ur dief(r) = �Gm1m2=r

2 ist. Wählt man als Bezugspunkt das
Zentrum der Zentralkraft so ergibt sich mit der durch (1.11.27) gegebenen Eigenschaft von Zentralkr¨aften
T = r� F = f(r) r� r̂ = 0 und damit

T = 0 (1.11.28)

und L = const: Zentralkräfte : (1.11.29)

Das heißt, unter der Voraussetzung, daß das Kraftzentrum zum Koordinatenzentrum des Inertialsystems
gemacht werden kann, erh¨alt man für die Bewegung eines K¨orpers im Zentralfeld einen zeitlich konstan-
ten Drehimpuls.

0

r

dr
dA

m
L=const

Abbildung 1.108: Die Erhaltung des Drehimpulses und der Fl¨achensatz bei Zentralkr¨aften.

Aus dem Drehimpulserhaltungssatz lassen sich das 1. und 2.Keplersche Gesetz ableiten. Da der
DrehimpulsL = r � p immer senkrecht auf der vonr undp aufgespannten Ebene steht, muß sich ein
Körper beiL = const in einer Ebene bewegen, die durch die Anfangsbedingungenr = r0 undp = p0
zur Zeit t = t0 festgelegt ist. Die Ebene steht senkrecht aufL und geht durch das Kraftzentrum. Dies
ist in Übereinstimmung mit dem 1.Keplerschen Gesetz, wonach die Planetenbahnen ebene Bahnen
um die Sonne sind. Die Konstanz des Drehimpulses l¨aßt sich anhand von Abb.1.108 leicht geometrisch
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interpretieren. Wenn der Planet in der Zeitdt den Wegdr zurücklegt, dann ist die in der Zeitdt vom
Fahrstrahl ¨uberstrichene Fl¨achedA aufgrund der geometrischen Bedeutung des Vektorproduktes durch
dA = 1

2
jr� drj gegeben. Daraus folgt f¨ur die Flächengeschwindigkeit

dA

dt
=

1

2
jr� dr

dt
j = 1

2m
jr� pj = jLj

2m
; (1.11.30)

woraus fürL = const

dA

dt
= const (1.11.31)

folgt. Dies ist aber genau das 2.Keplersche Gesetz.

.
Laborexperiment zum Drehimpulserhaltungssatz:

Wie in Abb.1.109 gezeigt ist, soll sich eine Masse m reibungsfrei auf einer Unterlage mit
konstantem Impuls p = mv bewegen. An der Masse ist ein dünner Faden befestigt, der
durch ein enges Loch in der Unterlage geführt wird. Zieht man an dem Faden, so übt man
auf die Masse m eine Kraft F aus, die auf die lochförmige Öffnung in der Unterlage gerichtet
ist. Das Loch stellt also das Kraftzentrum dar. Legt man den Koordinatenursprung in dieses
Kraftzentrum, so verschwindet das Drehmoment T und der Drehimpuls bleibt zeitlich kon-
stant. Zu Beginn sei die wirksame Fadenlänge r0 und die Masse laufe auf einer Kreisbahn
mit Radius r0 mit einer Geschwindigkeit v0. Der Drehimpuls ist damit L = r0mv0. Dann
wird der Faden sehr langsam eingezogen, so daß in guter Näherung die Bahnkurve immer
als Kreis angesehen werden kann, dessen Radius langsam schrumpft. Bei Verkürzung des
Bahnradius auf r folgt aus der Konstanz des Drehimpulses r0mv0 = rmv oder

v =
L

mr
: (1.11.32)

Bei Annäherung an das Kraftzentrum steigt also die Geschwindigkeit / 1=r an. Die zu-
gehörige kinetische Energie ist

Ekin =
1

2
mv2 =

1

2
m

L2

m2r2
=

L2

2mr2
: (1.11.33)

Je kleiner also der Bahnradius wird, umso größer wird die durch den konstanten Drehimpuls
erzwungene kinetische Energie. Die Zunahme der kinetischen Energie wird durch die gegen
die Zentrifugalkraft FTZ = mv2=r geleistete Arbeit beim Verkürzen des Fadens aufgebracht.
Ein äquivalentes Experiment kann auf einem Drehschemel durchgeführt werden. Eine Ver-
suchsperson sitzt auf dem Drehschemel und hält zwei Gewichte mit gestreckten Armen
nach außen. Der Drehschemel wird dann in eine Rotationsbewegung mit konstanter Win-
kelgeschwindigkeit versetzt. Die Versuchsperson zieht dann die Gewichte an den Körper,
wodurch der Bahnradius der Gewichte verkleinert wird. Wie bereits diskutiert wurde, nimmt
dadurch die durch den konstanten Drehimpuls erzwungene kinetische Energie zu. Insge-
samt erhält man eine höhere Drehgeschwindigkeit. Durch Ausstrecken der Arme kann die
Drehgeschwindigkeit wieder auf den alten Wert reduziert werden. Diese Technik wird von
Schlittschuhläufern ausgenutzt, um bei Pirouetten hohe Drehgeschwindigkeiten zu errei-
chen (siehe hierzu auch Abschnitt 2.3).

Für einkonservatives zentrales Kraftfeldlassen sich die obigen̈Uberlegungen noch verallgemeinern. F¨ur
ein konservatives Kraftfeld kann die Differenz der potentiellen Energie in zwei Punkten 1 und 2 durch
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Abbildung 1.109: Laborexperiment zur Drehimpulserhaltung bei Zentralkr¨aften.

�Epot = � R 2
1
F � ds ausgedr¨uckt werden. F¨ur ein zentrales Kraftfeld verschwindet aber die Differenz

�Epot für zwei Punkte die auf einer Kugelschale liegen.81 Das heißt, daß die potentielle Energie auf
der gesamtem Kugelschale konstant ist. Die Kugelschale stellt somit eineÄquipotentialfläche dar und
die potentielle EnergieEpot = V hängt nur vom Abstandr = jrj des Massenpunktes vom Kraftzentrum
ab:Epot = V (r). Ein Beispiel hierfür ist das GravitationspotentialV (r) = �GMm

r . Im konservativen
Kraftfeld gelten nun die zwei Erhaltungss¨atze für die GesamtenergieE (Summe aus kinetischer und
potentieller Energie) und f¨ur den DrehimpulsL

E = T + V = const (1.11.34)

und L = r� p = const : (1.11.35)

Führt man für die ebene Bahnbewegung des Massenpunktes Polarkoordinaten ein, so wird mitv =
vr + v' = vrêr + v'ê' undvr = dr=dt sowiev' = rd'=dt

E = T + V = const =
1

2
m

 �
dr

dt

�2

+ r2
�
d'

dt

�2
!
+ V (r) : (1.11.36)

Andererseits folgt aus der Drehimpulserhaltung

L = mr2
d'

dt
= const : (1.11.37)

Substituiert mand'=dt aus Gl.(1.11.37) in Gl.(1.11.36), so erh¨alt man

E =
1

2
m

�
dr

dt

�2

+
L2

2mr2
+ V (r) = const : (1.11.38)

81Man kann hier immer einen Integrationsweg auf der Kugelschale w¨ahlen, für denF ? ds und damitF � ds = 0 gilt.
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In diesem Ausdruck tritt nur noch die Radialkomponenter und ihre zeitliche Ableitungdr=dt auf, wes-
halb dieser Ausdruck auch radiale Energiegleichung genannt wird. Wie wir in Gl.(1.11.33) gesehen
haben, stellt der TermL2

2mr2
die kinetische Energie dar, die mit der Bewegung in der zur orthogona-

len '-Richtung verkn¨upft ist. In Gl.(1.11.38) l¨aßt sich dagegen dieser Term formal als ein Potential
interpretieren, das sogenannteZentrifugalpotentialVZ(r):

VZ(r) :=
L2

2mr2
: (1.11.39)

Die effektive potentielle Energie ergibt sich damit zu

Ve�(r) = V (r) + VZ(r) = V (r) +
L2

2mr2
(1.11.40)

und aus Gl.(1.11.36) wird

E =
1

2
m

�
dr

dt

�2

+ Ve�(r) = const : (1.11.41)

Das effektive Potential ist f¨ur das Gravitationspotential (V (r) / 1=r) in Abb.1.110 dargestellt. Da
wegenF = �gradEpot sich die ZentralkraftF(r) = f(r)r̂ zu

F(r) = �Ve�(r)
dr

r̂ (1.11.42)

ergibt, ist die Kraft attraktiv fordV=dr > 0 (z.B. das Gravitationspotential) und repulsiv f¨ur dV=dr < 0
(z.B. das Zentrifugalpotential). Die effektive Gravitationskraft ist demnach nach Abb.1.110 f¨ur große
r wie erwartet attraktiv, f¨ur kleine r dagegen ¨uberraschenderweise repulsiv. Dies liegt an der we-
genL = const für kleine r für die Bewegung in'-Richtung erforderlichen hohen kinetischen Ener-
gie L2=2mr2, die bei vorgegebener GesamtenergieE aus der potentiellen Energie der Gravitation zur
Verfügung gestellt werden muß und f¨ur die Bewegung in radialer Richtung keine kinetische Energie
1
2
md2r

dt2 mehr übrig läßt. Dieser Sachverhalt wirkt sich wie eine Barriere f¨ur die Annäherung an das
Kraftzentrum aus und man spricht deshalb von einerZentrifugalbarriere.

Die mit dem Zentrifugalpotential verkn¨upfte Kraft

FZ(r) = �dVZ(r)
dr

=
L2

mr3
=

m2r4(d'=dt)2

mr3
= mr

�
d'

dt

�2

=
mv2'
r

(1.11.43)

ist gerade die Zentrifugalkraft einer Kreisbewegung mit der Bahngeschwindigkeitv' und dem Radiusr.

Man kann aus dem Energiediagramm in Abb.1.110 noch mehr Information ¨uber die m¨oglichen Bewe-
gungsformen einer Masse im Zentralpotential ablesen. So ist f¨ur E < 0 die Bewegung auf den Raum-
bereich zwischen zwei Kugelschalen mit Radiusr1 und r2 eingeschr¨ankt (gebundene Zust¨ande). Die
Radien gen¨ugen dabei der BedingungE = Ve�(r). Für r < r1 und r > r2 wäreE < Ve�(r) und
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VZ(r) = L2/2mr2

V(r) ~ -1/r
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Abbildung 1.110: GravitationspotentialV (r), ZentrifugalpotentialVZ(r) und effektives Potential
Ve�(r).

damit nach Gl.(1.11.41)12m(dr=dt)2 < 0, was physikalisch nicht zul¨assig ist. F¨ur E > 0 resultie-
ren ungebundene Bahnkurve, die sich bisr = 1 erstrecken und f¨ur den Minimalabstandr0, für den
E = Ve�(r0) gilt, einen Umkehrpunkt besitzen. F¨ur jedesr kann man fernerE�Ve�(r) = 1

2m(dr=dt)2

undE�V (r) = 1
2
mv2 = 1

2
m(v2r +v2') ablesen. Hieraus erh¨alt man die Geschwindigkeitskomponenten

vr undv' und damitv. Es soll hier aber nicht im Detail darauf eingegangen werden, wie man mit Hilfe
der Erhaltungsgleichungen (1.11.36) und (1.11.37) die Bahnkurve berechnet. Es sei hier aber darauf hin-
gewiesen, daß f¨ur das Gravitationspotential Kurven 2. Ordnung resultieren und zwar forE < 0 Ellipsen
(1. Keplersches Gesetz), f¨urE = 0 Parabeln und f¨urE > 0 Hyperbeln.

Abgeschlossene Systeme

Wir betrachten jetzt ein abgeschlossenes System von Massenpunkten. Der Gesamtdrehimpuls und das
Gesamtdrehmoment des Systems von Massenpunkten setzt sich aus der Summe der Einzeldrehimpulse
bzw. der Einzeldrehmomente zusammen:

Ltot =
X
i

Li =
X
i

ri � pi (1.11.44)

und Ttot =
X
i

Ti =
X
i

ri � Fi : (1.11.45)

Postuliert man f¨ur die Wechselwirkungskr¨afte der einzelnen Massenpunkte im abgeschossenen System
das 3.Newtonsche Axiom (actio=reactio), so erh¨alt man für ein System aus zwei Massen mitF1 = �F2

Ttot = r1 � F1 + r2 � F2 = �r1 � F2 + r2 � F2 = r21 � F2 : (1.11.46)

Da die Wechselwirkungskr¨afte längs der Verbindungslinie der Massen wirken, verschwindet das Vek-
torproduktr21 � F2 und damit auch das Gesamtdrehmoment. Zusammen mit Gl.(1.11.24) erh¨alt man
somit
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Ttot = 0 (abgeschlossenes System) (1.11.47)

und Ltot = const: : (1.11.48)

Diese Aussage kann auf einn-Teilchensystem erweitert werden, was hier nicht explizit gezeigt wird. Die
für das abgeschlossene System zentrale AussageL = const heißtDrehimpulserhaltungssatz:

Der Gesamtdrehimpuls der Teilchen eines
abgeschlossenen Systems bleibt erhalten: L = const.

Ähnliche Erhaltungss¨atze wurden bereits f¨ur die Energie (Gl.(1.9.38)) und den Impuls (Gl.(1.10.19))
formuliert.

Ist das System nicht abgeschlossen und wirken ¨außere Kr¨afteF?i auf die einzelnen Massen, deren Dreh-
momentsumme ¨uber die Einzeldrehmomente nicht verschwindet, so ist der Gesamtdrehimpuls des Sy-
stems nicht mehr zeitlich konstant und es gilt

T?
tot =

dLtot
dt

: (1.11.49)

Dieser Ausdruck ist diëUbertragung der BeziehungF?tot = dptot=dt für die Translationsbewegung auf
die Rotationsbewegung.

.
Experiment zur Drehimpulserhaltung:

Eine Versuchsperson sitzt auf einem ruhenden Drehschemel. Man gibt ihr ein sich schnell
drehendes Rad so in die Hand, daß dessen Achse parallel zur Drehachse des Schemels
verläuft (siehe Abb. 1.111). Der Drehimpuls des Rades und damit des Gesamtsystems
aus Rad, Schemel und Versuchsperson sei L. Dreht die Versuchsperson das Rad um,
so ändert sich der Drehsinn und damit das Vorzeichen von L, d.h. der Drehimpuls des
Rades ist jetzt �L. Da die Änderung durch ein inneres Drehmoment ausgelöst wurde,
muß der Gesamtdrehimpuls des Systems konstant, d.h. +L bleiben. Die Versuchsperson
erhält dadurch den Drehimpuls +2L, so daß 2L � L = L = const. Der Schemel mit der
Versuchsperson beginnt sich also gegen die Drehrichtung des Rades zu drehen. Durch
Zurückstellen des Rades in die Ausgangslage kommt der Schemel wieder zur Ruhe.

Die Drehimpulserhaltung kann auch dadurch demonstriert werden, daß die Versuchsper-
son auf dem ruhenden Drehschemel sitzt (Ltot = 0) und dann beginnt, ein an einem Seil
befestigte Masse über dem Kopf kreisförmig zu schwingen. Das mit der Kreisbewegung
der Masse verbundene Drehmoment L muß, um das Gesamtdrehmoment (Ltot = 0) zu
erhalten, durch ein Drehmoment �L durch eine Rotation des Drehschemels in die entge-
gengesetzte Richtung kompensiert werden.

1.11.3 Der Drehimpuls bez¨uglich des Massenmittelpunktes

Wir greifen nun auf Gl.(1.11.21) und (1.11.25) zur¨uck und ber¨ucksichtigen, daß f¨ur ein System vonn
Massenpunkten die inneren Kr¨afteFi gemäß Abschnitt 1.11.2 keinen Beitrag zum Gesamtdrehmoment
Ttot;P erbringen, sondern allenfalls ¨außere Kr¨afteF?i . Deren Drehmoment ist gegeben durch
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L -L
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Abbildung 1.111: Experiment zur Drehimpulserhaltung.

T?
tot;P =

nX
i=1

rPi � F?
i ; (1.11.50)

wobeirPi der Vektor vom BezugspunktP zumi-ten Massenpunkt ist. Dann wird

T?
tot;P =

dLtot;P
dt

+
drP
dt

� ptot (1.11.51)

mit dem OrtsvektorrP des BezugspunktsP . Man ist jetzt bestrebt, den l¨astigen zweiten Term in dieser
Gleichung durch geeignete Wahl des Bezugspunktes zu eliminieren. F¨ur einen in einem Inertialsystem
ruhenden BezugspunktP wird drP=dt = 0 und man hat sein Ziel erreicht:

T?
tot;P =

dLtot;P
dt

(P ruhend) : (1.11.52)

Für eine Vereinfachung ist es am zweckm¨aßigsten, den Koordinatenursprung in diesen ruhenden Punkt
zu legen.82

Interessanterweise verschwindet der zweite Term in Gl.(1.11.51) aber auch dann, wenn als Bezugspunkt
der Massenmittelpunkt gew¨ahlt wird, und zwar gleichg¨ultig, ob dieser ruht oder sich beliebig bewegt. In
diesem Fall ist der OrtsvektorrP des Bezugspunktes identisch mit dem Ortsvektorrcm des Massenmit-
telpunkts aus Gl.(1.10.45). Dann istdrP=dt = drcm=dt = vcm die Geschwindigkeit des Massenmit-
telpunkts, die aufgrund von Gl.(1.10.49) (vcm = pcm=M ) und Gl.(1.10.50) (pcm = ptot) parallel zu
ptot steht. Daher folgt(drP=dt) � ptot = 0 und

T?
tot;cm =

dLtot;cm
dt

: (1.11.53)

82Beispiele hierf¨ur werden in Kapitel 2 gegeben.
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Hierbei ist

Ltot;cm =
nX
i=1

~ri � pi (1.11.54)

der Gesamtdrehimpuls aller Massenpunkte im inertialen Laborsystem, wobei der Massenmittelpunkt nur
als Bezugspunkt zur Berechnung des Drehimpulses verwendet wurde. Dagegen ist der Gesamtdrehim-
puls im Schwerpunktsystem~Ltot mit dem Koordinatenursprung (=Massenmittelpunkt) als Bezugspunkt
gegeben durch83

~Ltot =
nX
i=1

~ri � ~pi : (1.11.55)

Mit vi = ~vi + vcm folgt pi = ~pi +mivcm und im allgemeinen wirdLi;cm = ~ri � pi 6= ~Li = ~ri � ~pi
gelten.Überraschenderweise kann man aber f¨ur das Gesamtsystem zeigen, daß84

Ltot;cm = ~Ltot : (1.11.56)

Durch Kombination mit Gl.(1.11.53) ergibt sich dann

T?
tot;cm =

d~Ltot
dt

: (1.11.57)

Interessant ist hierbei, daß zur Ableitung dieser Gleichung nirgends vorausgesetzt werden muß, daß
das Schwerpunktsystem ein Inertialsystem ist. Das heißt, Gl.(1.11.57) giht demnach auch bei einer
beschleunigten Bewegung des Massenmittelpunktes im “momentanen” Schwerpunktsystem die zeitliche
Änderung des Gesamtdrehimpulses aufgrund ¨außerer Kr¨afte an.

Für ein abgeschlossenes System mitF?i = 0 wird

~Ltot = const (abgeschlossenes System): (1.11.58)

Die Bewegung des Schwerpunktes wird durch Gl.(1.10.53)

F?
tot =

dptot
dt

=
dpcm
dt

(1.11.59)

beschrieben. Zusammen mit den Gln.(1.11.53) und (1.11.57) hat man damit eine Beschreibung f¨ur die
Bewegung eines Systems von Massenpunkten als ganzes gefunden. Man berechnet zun¨achst anhand
von Gl.(1.11.59) die Translationsbewegung des Massenmittelpunktes, um dann mit Gl.(1.11.53) und
(1.11.57) die durch den GesamtdrehimpulsLtot;cm bzw. ~Ltot global erfaßte Drehung des Systems um

83Hierbei werden die Gr¨oßen im Schwerpunktsystem wiederum mit einer Schlange versehen.
84Dies soll an dieser Stelle nicht explizit bewiesen werden.
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den Massenmittelpunkt im inertialen Laborsystem bzw. im momentanen Schwerpunktsystem zu finden.
Anwendungsbeispiele hierf¨ur werden in Kapitel 2 bei der Behandlung der Mechanik des Starren K¨orpers
diskutiert.

Abschließend wollen wir noch den Zusammenhang zwischen dem DrehimpulsLtot im Laborsystem und
~Ltot im Schwerpunktsystem herstellen, wobei wir jeweils den Koordinatenursprung als Bezugspunkt
wählen wollen. Aus Gl.(1.11.16) folgt mit dem BezugspunktP = CM für den OrtsvektorrP = rcm
und nach Summation ¨uber alle Massenpunkte zun¨achstLtot = Ltot;cm + rcm � ptot. Ferner ist
der Gesamtimpulsptot identisch mit dem Impuls des Massenmittelpunktspcm und man erh¨alt wegen
Ltot;cm = ~Ltot

Ltot = ~Ltot + rcm � pcm : (1.11.60)

Danach ist der Gesamtdrehimpuls im Laborsystem die Summe aus dem Gesamtdrehimpuls~Ltot im
(nicht notwendigerweise inertialen) Schwerpunktsystem und dem Drehimpulsrcm � pcm der Schwer-
punktsbewegung. Da~Ltot im wohldefinierten Schwerpunktsystem der Massenpunkte angegeben wird
und insoweit eindeutig ist, nennt man~Ltot auch denEigendrehimpulsdes Systems oder – insbesondere
bei Elementarteilchen – denSpin. Dagegen heißtrcm � pcm derBahndrehimpulsdes Systems, dessen
Größe von der speziellen Wahl des Bezugssystems abh¨angt.
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1.12 Zusammenfassung der Erhaltungss̈atze der Mechanik

Erhaltungs-
größe

Energie Impuls Drehimpuls

Erhaltungs-
satz

Etot = T + V = const
(konservative Kr¨afte)

ptot = const Ltot = const

bzw.
Etot = V + T +Q = const
(nichtkonservative Kr¨afte)

oder dEtot=dt = 0 dptot=dt = 0 = Ftot dLtot=dt = 0 = Ttot

folgt aus Homogenität der Zeit Homogenität des Raumes Isotropie des Raumes

Vorausset-
zung

abgeschlossenes System freies System: kein Einwir-
ken äußerer Kr¨afte:

P
F?
i =

0

freies System: kein Einwir-
ken äußerer Drehmomente:P

T?
i = 0

für abge-
schlossenes
System:

dEtot = d(T + V ) = 0 Ftot =
P

Fi = 0 Ttot =
P

Ti = 0

bei Ein-
wirken von
äußeren
Kräften:

dEpot = F? � ds dptot=dt = F?
tot =

P
F?
i dLtot;P=dt = T?

tot;P =P
rPi � F?

i

(für P ruhend)

dLtot;cm=dt = d~Ltot=dt =
T?
tot;cm =

P
~ri � pi

(für Massenmittelpunkt)

�Epot =
R
F? � ds =W ?

21 �ptot =
R t2
t1
F?
totdt �Ltot =

R t2
t1
T?
totdt

(Energieänderung durch Ar-
beit äußerer Kr¨afte)

(Kraftstoß) (Drehimpulsstoß bei ruhen-
dem Bezugspunkt)

Tabelle 1.1: Zusammenfassende Darstellung der Erhaltungss¨atze der Mechanik.
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