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Vorwort

Das vorliegende Skript ist der erste Teil einer Zusammenstellung des Stoffes der klassischen Experi-
mentalphysik, wie er in den Vorlesungen Physik | bis Uf Studierende der Physik und Mathematik
angeboten wird.

Das Skript entstand aus der Vorlesung Physik IStudierende der Physik und Mathematik, die von Prof.
Gross erstmals im Wintersemester 1999/2000 an der UniaemitKoln gehalten wurde. Es beinhaltet
nicht den Stoff der mathematischen Bngungsvorlesung. Die vorliegende Stoffzusammenstellung soll
den Studienamffigern zum einen dabei helfen, den Vorlesungen konzentrierter folgeonneik,”zum
anderen soll sie einen Anhaltspunkt fiie Stoffauswahl beim notwendigen Nacharbeiten der Vorlesun-
gen anhand von den meist sehr umfangreichen klassischenuofiern geben.

Das Vorlesungsskript erdltt'ohne Zweifel noch einige Fehler. Der Autor isir fHinweise auf solche
Fehler dankbar.

Munchen, Oktober 2001 R. Gross
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Einleitung

Exakte Wissenschaften

Die Mathematik und die Naturwissenschaftaahlt ' man zu derexakten Wissenschafted.h. zu den
Wissenschaften, die nach exakten Kriterien vorgehen. Im Unterschied zur Mathematik sind die Natur-
wissenschaften aber dadurch ausgezeichnet, dal? das Kriteniuherf"Wahrheitsgehalt einer Aussage
ihre Nachpufbarkeit in einem Experiment ist. Argumente wie deisunde Menschenverstaader die
mathematische Eleganz einer physikalischen Thdwhen keinerlei Beweiskraft. Ein Experiment soll
objektivsein. Es soll vor allem unabihgig vom speziell gealilten Versuchsaufbau und vom das Expe-
riment durchéihrenden Experimentator sein. Das heil3t, ein Experimentrap8duzierbarimmer zum
selben Ergebniautiren. Hierbei mul3 die MeRRgenauigkeit der verwendeten Apparatur im Rahmen einer
Fehlerrechnung bewertet werden.

Einer der ersten Naturforscher, der in der Neuzeit dieses Prinzip in Anlehnung an Aristoteles formuliert
hat, war wohl Paracelsus:

“Alein die erfarenheit bleibt in der warheit”

Ubersetzt man hierbei “erfarenheit” mit “Experiment”, so hat man eine gute Definitiodds, was
Naturwissenschaft ist.

Naturgesetze

Schon immer haben Menschen die Natur beobachtet und die beobachteten Erscheinungen gesammelt,
geordnet und teilweise inukstlerischen Bildern und dichterischer Sprache beschrieben. Zunehmend
bestand aber das Bediiis, die Naturerscheinungen (z.B. Jahreszeiten, Ebbe und Flut, Feuer, Frieren
und Sieden von Wasser) nicht nur beschreiben, sondern auch verstehennamk Heute ist es ein
zentrales Anliegen der Naturwissenschaften, die Gesetze, nach denen dikigéelfVorginge in der

Natur ablaufen, zu verstehen. Hierbei betrifft die zentrale Frage das “Wie” und nicht das “Warum” —
letztere Fragedilt in den Bereich der Philosophie.

Hinter dem Wunsch des Menschen, die Naturerscheinungen zu verstehen und auf allgdiigen g~
Gesetze zwrckzufihren, steht sowohl der reine Erkenntnisdrang (Grundlagenforschung) als auch die
Hoffnung, sich die Natur dienstbar zu machen (anwendungsbezogene Forschung). Bei der Suche nach
allgemeinen Regeln, nach denen Prozesse in der Natur ablaufen, mul3 manwdieh olarKlaren sein,

1Es sei hier angemerkt, daR? eine Sache, die keine Wissenschaft ist, nicht notwendigerweise schlecht ist. Zum Beispiel ist
die Liebe keine Wissenschaft (jedenfalls keine exakte). Wenn also gesagt wird, irgendeine Sache sei keine Wissenschaft, so
bedeutet das nicht, dafd diese Sache etwas Schlechtes ist, sondern daf’ es eben einfach keine Wissenschatft ist.

11
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dalR diese Regeln nicht die vohsidige Wahrheit sind, sondern wahrscheinlich nur eiabeMiing. Es ist
anzunehmen, dalR wir heute noch nicht alle Gesetze kennen und dal? wir unseren Wissensstand von Jahr
zu Jahr durch das Finden neuer Gesetze erweitern werden. Dabei kann es sich herausstellen, dal die heu-
te bekannten Gesetze teilweise falsch sind. Damit stellt sialrliwdt 'sofort die unumarigliche Frage,

warum man heute Gesetafigkeiten lernen soll, die sich eventuell in Zukunft als falsch herausstellen
werden. Die Antwort darauf ist einfach: Wir lernen neue Gesafxigkeiten nur durch die Erweiterung
unseres heutigen Kenntnisstafd®ie Gesetze, die wir heute lernen, entsprechen unserem heutigen
Wissensstand, d.h. sie eakén alle bis zum heutigen Tage beobachteten Natuawgee Es ist trotzdem

klar, dafl3 sie vielleicht eines Tages aufgrund von neuen Beobachtungen revidiert weistemda sie

sich nur als Mherung it einen ganz bestimmten Fall herausgestellt haben und eigentlich falsci waren.

Um anschaulich klarzumachen, wieso eine aus der Beobachtung gewonnene @Bggdzitfalsch sein
kann, sei hier eine auf den Physikegynmannzunickgehende Anekdote angéft:

Angenommen es versucht jemand die Regeln des Schachspiels zu verstehen, indem er das
Schachspiel sorgftig beobachtet. Dabei stellt er z.B. fest, dafld sich einer defdr nur auf
weilRen und der andere nur auf schwarzen Feldern bewegen darf. Der Beobachter schlief3t fol-
gerichtig, daR die ufer nur diagonal ziehenidfen. Dieses Gesetz scheint auch nach langer
Beobachtungszeit zu stimmen. Eines Tages stellt er aber fest, dal3 ein 3p@l&Eufer auf
schwarzen Feldern und keinen auf einem wei3en Feld hat — wie istadgismi? Es scheint

nun, dal’ das vorher gefundene Gesetz falsch ist. Dies ist aber nicht so — der Beobachter hat
vielmehr eine Regel noch gar nicht gekan#iniich die der Bauernumwandlung: Deaufer

auf dem weilRen Feld war geschlagen worden, ein Bauer hat die gegnerische Grundlinie er-
reicht und wurde in einendufer auf einem schwarzen Feld umgewandelt. Der Grund war
also nicht, dal3 das alte Gesetzalfer bewegt sich diagonal” falsch war, sondern dal3 es ein
weiteres, fir den Beobachter bis dahin unbekanntes Gesetz “Bauernumwandlung” gibt.

Ein weiteres Grundprinzip der Naturwissenschaften ist die Suche nadhimienalzahl an Grundgeset-

zen mit denen man durch Kombinatorik alle beobachteten Naamphiene erldien kann. Die Grund-
gesetze selbst werden nicht weiter hinterfragt und sind meist idealisierte Extrapolationen, die in der Natur
von Streinfliissen verdeckt werden. Diese Grundgesetze bilden als Axiomerfsgge@rundlage di

die theoretische Durchdringung eines Wissensgebiets. Alle Folgerungen aus einem solchen Axiomensy-
stem missen experimenteliberpritbar sein.

Es wurde versuchghinlich wie die Mathematik auch die Physik auf einem Axiomensystem aufzubauen,
was allerdings nicht gelang. Als Axiome der Physik kann man aberRuohipienoderErhaltungsize
ansehen. Diese stelldmeuristische(d.h. erfundene) &ze dar, die durch Erfahrung zu tetigén

sind. Wichtige Beispiele sind ddsnergieprinzip(= Erhaltung der Energie), ddsausalitsprinzip

(= jede Wirkung hat ihre Ursache), das Prinzip vaxtio = reactio (Wirkung = Gegenwirkung), das
Tragheitsprinzip dasNewtonsche Grundgesetz der Dynamik oder Basilische Prinzip.

Als weitere Forderungen, die nicht beweisbar sind, gibt edPdiulate Ihr Geltungsbereich ist ein-
geschankt, wie z.B. dieBohrschen Postulate, die sich auf ddshrsche Atommodell beziehen. Im

2Als Beispiel sei hier das Gesetz von der Konstanz degem Masse angatiit. Erst als man Massen auf sehr hohe Ge-
schwindigkeiten beschleunigen konnte, hat man festgestellt, dalfadie Masse geschwindigkeitsalnigig ist. Dadurch ist
also das alte Gesetarfhohe Geschwindigkeiten zwar falsch, es ist aber eine sehr @lterbirig @ir Geschwindigkeiten, die in
unseremdglichen Leben vorkommen.

330 lginnte es z.B. mit der heute angenommenen Stabiligs Protons sein. Es sind zur Zeit Experimente im Gange, den
Zerfall des Protons nachzuweisen.

4Setzt man eine allgemeiruliige Aussage als wahr voraus, ohne daR man sie beweisen kann, so spricht man von einem
Axiom (griechisch = Forderung). Ein solches Axiom ist z.B. in der Geometrie, dal’ sich zwei parallele Geraden niemals
schneiden. Man kann dies nicht beweisen.

Es gibt aber auch Prinzipien, die nicht auf bestimmte Gebiete bmsdhsind und auch beweisbar sind, wie dashi-
medische Prinzip oder daBermatsche Prinzip.
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allgemeinen wird die @Gltigkeit von Postulaten durch die Ergebnisse der Theorie, deren Ergebnisse mit
den Experimentenbereinstimmen, gerechtfertigt.

Physik

Die Physikist neben der Chemie, Biologie und den Geowissenschaften ein Teilgebiet der Naturwis-
senschaften. Es ist schwierig, einagnante Definitiondi “Physik” zu geben. Das griechische Wort
“physis” bedeutet Ursprung, Naturordnung, das Geschaffene (Welt, @efycbas Wort Physik hat sich

daraus entwickelt. Wir verstehen darunter die geistige, quantitative Erfassung aller Erscheinungen in der
unbelebten Natur unter Zuckflihrung auf allgemein gtige GesetzraRigkeiten. In der Chemie wer-

den dagegen die Zusammensetzung sowie Umsetzungen der Materie, die als Verbindung der chemischen
Elemente verstanden wird, untersucht. In der Biologie werden Lebermswgpegerforscht.

Wenn wir das Wort Physikuif'ein Lexikon definieren mif3ten, kohnten wir folgendes angeben:

Physik ist die grundlegende Naturwissenschaft, die einerseits nach den wenigen,
grundlegenden Prinzipien zur Beschreibung der unbelebten Natur sucht und ande-
rerseits die Naturerscheinungen dadurch verstehen will, daR sie diese als notwen-
dige Konsequenz solcher Prinzipien nachweist. 2

2FUr die anderen Naturwissenschaften mag diese Definitimrhieblich klingen, sie ist aber eher als |an-
spruchsvoll zu bezeichen. Biologen und Chemikerfeli zu recht darauf hinweisen, da? Physiker noch hicht
einmal den Grashalm verstehen oder das Wasser. Das ist zur Zeit noch zu schwer.

Wenn wir das Wort Physik einem Nicht-Naturwissenschaftlerazgd missen, \are vielleicht folgende
Definition angebracht:

Physik ist, unsere Natur und Umgebung mit offenen Augen aufmerksam zu betrach-
ten und nie aufzuhoren, die Frage “Wie” zu stellen.

Die Physik ist sicherlich die fundamentalste unter den Naturwissenschaften. Die Physik hat immer einen
wichtigen Einfluf3 auf die Entwicklung aller Naturwissenschaften (Chemie, Biologie, Geowissenschaf-
ten) gehabt, die auf den Gesetzen der Physik aufbauen. Die von den Menschen vorgenommene Untertei-
lung der verschiedenen naturwissenschaftlichen Disziplinen ist alestlich und flieRend. Die Natur

selbst kennt eine solche Aufteilung nicht, sie ist eine Eifheit.

Naturwissenschaft und Technik

Die stirmische Entwicklung der Naturwissenschaften, insbesondere der Physik, hat in den letzten etwa
200 Jahren zu einer rasanten Entwicklung der Technikigef"Umgekehrt hat aber auch die techni-
sche Entwicklung einen betchtlichen EinfluR auf die naturwissenschaftliche Forschung gehabt, da vie-
le Experimente nur durch den technischen Fortschritogtiofit wurden. Es besteht also einarsdige,
befruchtende Wechselwirkung zwischen Naturwissenschaften und TechakikeWd das Ziel der Natur-
wissenschaften es ist, die Ursachen und Zusamaregdhder Naturvomyige zu erfassen und zu verste-

hen, ist das Ziel der Technik, die Anwendung dieses Kenntnisse (hoffentlich) zum Wohle der Menschheit.

®Eine sclwhe Darstellung der Beziehung der Physik zu den anderen Naturwissenschaftén Rtieynman Vorlesungen
Uber Physik, Band I, Oldenburg Verlaguvichen gegeben.
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Methodik

Um die Naturvor@hge zu beobachten, zu verstehen, durch bestimmte Gedtaiten zu beschreiben
und diese in geeigneten Experimenteruberprifen, bedarf es einer geeigneten Methodik. Vereinfacht
lait sich das methodische Vorgehen eines Naturwissenschaftlers wie folgt beschreiben:

Tatigkeit Ziel
1 | Beobachten Sammeln von Erfahrungen
2 | Nachdenkember geeignetes Experiment | Auswahl eines MelRverfahrens
3 | Durchflihren des Experiments, messen Verifizierung von Zusammermimgen
4 | Diskussion von Mel¥fehlern Belegen der Zuveasigkeit des durch-
geflihrten Experiments
5 | Aufsuchen von GesetzaRRigkeiten Formulieren einer Hypothese

6 | Nachptifen der sich aus der Hypothese ergéontrolle der Hypothese
benden Konsequenzen
Mathematische Formulierung der Hypothesderhebung der Hypothese zum Gesetz
8 | Zurlckfiihren von mehreren Ge-Ableitung einer Minimalzahl von Grundge
setznaligkeiten auf wenige Grundgesetze| setzen

~

Die Hilfsmittel des Naturwissenschaftlers sind einersklefigeite, die stindig weiterentwickelt wer-
den, und andererseits desusal-logische Denkemabei sind folgende 3 Prinzipien zu beachten:

1. Es mul3 eine Verkapfung zwischen Ursache und Wirkung gebenKausaliditsprinzip (siehe
Abb. 1).

Beobachtete Wirkung:
Fe-Korper wird nach unten gezogen

Ursache:
zuné&chst unklar, da Black Box nicht einsehbar

lack Aha-Erlebnis:
Blac In Black Box ist Schalter, Kabel
Box und Elektromagnet !!

Abbildung 1: Beobachtung einer Wirkung — Suche nach der Ursache.

2. Voraussetzunguf'eine mathematische Beschreibung (Theorie) ist eine Idealisierung der Ergebnis-
se von Experiment und BeobachturgModellvorstellung.

3. Das Ergebnis des Experimeninigt von der Art des Experiments selbst ab — es liefert nur Teil-
wahrheiten (z.B. Teilchen-Welle Dualismus bei Licht).

Im Gegensatz zur Mathematik ist in den Naturwissenschaften das ExperimenuteiRrallen Wis-

sens, d.h. entscheidenar fden Wahrheitsgehalt einer Gese#ftigkeit ist ihre Nachpifbarkeit in einem
Experiment. Theorien sind nur dann sinnvoll, solange sie im Einklang mit den Ergebnissen von Experi-
menten sind. Theorien, die durch Experimente nicht nadbprsind, sind zuachst sinnlos (unddinen

dem Bereich der Philosophie zugeordnet werden). Dem Experiment kommt in den Naturwissenschaften
deshalb eine besondere Bedeutung zu. Experimenssen ferner mit gifdter Sorgfalt durchgefirt
werden, um zuves$sige Aussagen zu liefefn.

’Schlechte Experimente bzw. unvorsichtige und unkritische Experimentatoren haben immer wiatiaranEntdeckun-
gen gefihrt. Rir die jlingere Vergangenheit ist hierbei die Entdeckung einer 5. Naturkraft§&Experiment), freier Quarks,
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Beobachtungsprozel

Jede Beobachtung gehbér unsere Sinnesorgane (Augen, Ohren, Nase, Tastsinn, etc.). Dabei spielt
das Auge eine besonders groR3e Rolle. Mahrtf'deshalb mglichst viele Vorgihge auf sichtbare
Veranderungen zuck (Ausschlag von MeRRgat,"Oszilloskop, Computer-Bildschirm, etc.). Es ist des-
halb sehr wichtig klarzustellen, inwieweit man sich auf das Sinnesorgan Auge verlassen kann. In Abbil-
dung 2 wird gezeigt, wie sehr maptischen @uschungemnterliegen kan.

(d)

(b)
(€)

0 ©

Abbildung 2: Optische @lschungen: (a), (b) Die beiden Geraden sind parallel, erscheinen aber durch
die schagen Linien geknickt. (c) Die beiden Strecken sind gleichlang, erscheinen aber durch die Pfeile
verschieden. (d), (e) Die beiden inneren Kreise haben den gleichen Durchmesser. (f) Die beiden Formen
haben dieselbe btie.

Abbildung 2 und verschiedene Versuche zu optischaansthungen mahnen zur Vorsicht bei der Aus-
wertung von Beobachtungen. Manchmal versagen unsere Sinnesorgane — wir nehmen die Wirklichkeit
subjektivund deshalb &lifig falsch wahr. Wir brauchen also Beobachtungshilfsmittel — Melkgerdie
objektiv sind und den MelR3bereich unserer Sinnesorgane erweitern.

Lernprozel}

Jene wagemutigen jungen Leute, die ein Studium der Physik beginnen und ein GkAptdhgsseme-
ster haben ein gemeinsames Problem: Es besteht nochKegmeinkunft, wie man sich veestdigen

der kalten Fusion oder von 14 keV Neutrinos zu nennen. Allerdings setzt sich die Wahrheit immer sehr schnell durch, da
wichtige Entdeckungen sofoubérprift werden.
8\Weitere Demonstrationsversuche zu optischansEhungen:
1. Exnersche Spirale
2. Machsche Streifen
3. Farbige Schatten
4. Schefflerscher Igel
5. Adrion sche Zwerge
6. Erkennung von Mustern
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kann. Die Umgangssprache ist meist zu ungenau, die Vorkenntnisse aus der Schule sind zu verschie-
den und es bestehen unglaublich falsche Vorstellungen, worauf es beim Studium ankommt. Dieses
Verstndigungsproblem muf3 im Rahmen von Gaspen und Diskussionen gst'werden.

Ein groRer Teil der Studienaarfigerinnen wird sich auch auf einen neuen Lernstil umstellessen.

In der Schule wurde der Lernstoff von den Lehrern quasi eingetrichtert, d.h. solange vorgekaut, bis er
verstanden wurde. Der Dozent an einer Hochschule versteht sich dagegen als Vermittler von Fakten, er
zeigt Zusammerdrige auf und versucht, Interesse am Lernstoff zu wecken. Dieser muf3 aber von den
Horern selbst anhand von Lehudfiern und Skripten weiter aufgearbeitet werden, um ihn zu begreifen.



Kapitel 1

Mechanik des Massenpunktes

Die Mechanik ist die Lehre von der Bewegung und der Faomd€rung von iéipern unter dem Einflul3
aulerer Kafte. Die Aufgabe der Mechanik ist es, die Bewegung und Verformung vanpeé€ii unter

der Einwirkung von Kaften quantitativ zu beschreiben. Die Natur deatte (Gravitations-, elektroma-
gnetische oder Kernkfte) ist hierbei von untergeordneter Bedeutung. In diesem Sinne ist die Mechanik
grundlegendr die gesamte Physik.

In der Antike beschftigten sich die Naturforscher widristoteles, Archimedes oder Ptolen@us
hauptsgichlich mit mechanischen Problemen wie z.B. den Hebelgesetzen oder dem Auftrieb. Die antike
Tradition wurde im ftihen Mittelalter von den Arabern fortgesetzt und an die Neuzeit weitergegeben.
Durch die systematische Erforschung der Naturgesetze durch Experimentieren beginnt in der Neuzeit
die Entwicklung der modernen Physik. Stellvertretend\fiele andere soll hieGalilei (1564 — 1642,
Tragkeitsgesetz, Fallgesetze) genannt werden. Eine wesentliche Erkenntnis dieser Zeit war, dal3 die irdi-
sche und die Himmelsmechanik denselben GesetzemggenKopernikus, Brahe, Kepler). Die erste
vollstandige Formulierung der Grundgesetze der Mechanik (und der Gravitation) erfolgte dann durch
Newton (1643 — 1727). Bis etwa Mitte des 19. Jahrhunderts war dann der formale Aufbau der klas-
sischen theoretischen Mechanik zu einem awgfitjen Abschlul gekommend’Alembert, Lagrange,
Hamilton). Anfang des 20. Jahrhunderts brachte die spezielle Reddsthi€orie vorEinstein (1906)

eine einschneidende Revision des Raum-Zeit-Begriffs. Schlie3lich wurde in den Arbeitdokign
Schrodinger, Heissenbergu.a. gezeigt, dalR die klassische Mechanik als Grenzfall einer allgemeineren
Theorie, der Quantenmechanik, betrachtet werden kann.

Der in folgendem behandelte Stoff umfafit die klassiddbatonsche Mechanik und ist in vier Haupt-
abschnitte gegliedert:

1. Mechanik des Massenpunktes

2. Mechanik des starrendfpers

3. Mechanik deformierbarer Medien

4. Schwingungen und Wellen
In der Mechanik des Massenpunktes sieht man von d@emlichen Ausdehnung einesokpers, sei-
ner Form, Orientierung oder Drehung um eir@pereigene Achse ab. Man idealisiert deorjper als
massebehaftetes, puniiiiges Objekt. Dadurch reduziert sich die Mechanik auf die Beschreibung
der Bewegung von Massepunkten unter dem Einfluerer Kafte. Diese in der Punktmechanik ge-

machte Niherung ist dif die Beschreibung der Bewegung vomrdérn auf Bahnen gut, solange der
Krummungsradius der Bahnen grol3 gagssr'dem Durchmesser der betrachtetemger bleibt.

17
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1.1 Vektoren

Es soll in diesem Abschnitt zachst der Begriff des Vektors eingéiit werden. Es wird sich spér
herausstellen, dal3 sich durch die Vektorschreibweise physikalische Gesetze in einer vom speziellen Be-
zugssystem unalaingigen Darstellung auattken lassen, in der bestimmte Symmetrien bzw. Invarian-

zen der Naturgesetze zum Ausdruck kommen. Um den Gang der physikalischen Argumentggon sp”
nicht allzusehr zu unterbrechen, erscheint es sinnvoll, einige allgemeine Bemerkungen zum Vektorbegriff
voranzustellen.

1.1.1 Skalare und Vektoren
1.1.2 Komponentendarstellung von Vektoren
1.1.3 Koordinatensysteme

1.1.4 Produkte von Vektoren
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1.2 Physikalische Gbl3en

1.2.1 Grolden, Einheit und Dimension
Definition einer physikalischen GroRe

Alle in der Natur vorkommenden Eigenschaften (z.Bwngé, Zeit, Temperatur, etc.), die durch eine
physikalische MeRRvorschrift erfal3t werdeonkien, nennt maphysikalische @Ren Das Prinzip jeder
Messung ist der Vergleich der physikalischeroGe mit eineMMaReinheit wobei ihr eineMalzahlzu-
ordnet wird, d.h. das Ergebnis einer Messung istMiézahl Man kann dann eine physikalischedBg

A quantitativ mit einer GoRRe B gleicher Qualist vergleichen.

Eine physikalische @f3e wird folglich immer durch ein Produkializahimal MalReinheitcharakteri-
siert:

GroBle = Mafzahl x Mafleinheit
{A} x [A] (1.2.1)
2,0m

symbolisch : A
Beispiel : L

Unter [A] wird also die Mal3einheit der GBe A und unter{ A} ihre MaRzahl verstanden. Man kann
selbstverstidlich verschiedene physikalischeoBeh gleicher Qualit'addieren, auch dann wenn sie
verschiedene Malieinheiten besitzen (z.B. kann eamgyevon 1 km zu einerdrige von 1 Meile addiert
werden). Man kann allerdings keine physikalische®&r unterschiedlicher Qualit(z.B. Lange und
Zeit oder Zeit und Temperatur) addieren.

Eine physikalische @f3e ist generell unalingig von der Wahl der benutzten Einheit. Diarige eines
Stabesandert sich nicht, wenn sie mit verschiedenen Malffst"bestimmt wird. Es kann also festgestellt
werden, dal®ine physikalische ®Re invariant gegeiber dem Wechsel der Einheit ishus diesem
Grund werden physikalische Gesetze immer in Form vool¥éngleichungen (z.B. Geschwindigkeit =
Lange pro Zeit) und nicht in Form von Zahlenwertgleichungen formuliert.

Internationales Einheitensystem

Im Jahre 1790 begann man (im Geist der f@sigchen Revolution) solche Einheiten zu suchen, die
nicht von der zudlligen Gio3e des menschlichenokpers (z.B. Elle, Ful3) alimgen. Man whlte fir

die Langeneinheit den vierzigmillionsten Teil des durch Paris gehenden Erdmeridians. Da eine sol-
che Messung schwer durchmtifen ist und lange dauert, hat man in Paris einen Mafl3stab dieser neuen
Langeneinheit angefertigt, das sogenatutmetert

Seit langer Zeit bemtit man sich, dif alle Arten von physikalischen GR&én internationalgtige Einhei-

ten festzulegen. Das Ziel ist dabei, mibglichst wenigerGrund- oderBasiseinheiterauszukommen.

Es hat vor der Festlegung der Einheiten zahlreiche Diskussiopendie Wahl der Basiseinheiten gege-

ben, deren Wahl nicht von grundlegender physikalischer Bedeutung ist. Bei der Festlegung der Einheiten
haben vielmehr praktische @rde den Ausschlag gegeben. Man hat darauf geachtet, dal3 die Basisein-
heiten

Ispter wurden 20 gleiche und verbesserte Exemplare aus einanbiggiii Legierung von 90% Platin und 10% Iridium
hergestellt und in die wichtigstenaider verteilt. Eines blieb in Paris und wurde die internationdige’ L&ngeneinheit.
Im Jahr 1875 ist ein Staatsvertrag (Internationale Meterkonvention) in Kraft getreten, welcher die Schaffung und einheitliche
Verwendung von Mal3einheiten anstrebt. Dieser Vertrag gilt noch heute.
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e allgemein bekannt,
e gut reproduzierbar,

e und bequem anwendbar sind.

Alle Grofien der Mechanik lassen sich auf 3 Grundeinheiteanckdiibiren. Nimmt man die anderen Ge-
biete der Physik hinzu, so gegén insgesamt 7 Grundeinheiten. Diese Basiseinheiten dienen dann zur
Bildung aller anderen sogenanntabgeleiteten EinheitenAbgeleitete Einheiten sind z.B. [Geschwin-
digkeit] = [Lange]/[Zeit] oder [Féiche] = [Lainge] etc..

Auf der Conkrence @réral des Poids et Mesures (CGPM) Jahre 1960 und 1971 wurde diaer-
nationale Einheitensystem (Srsie Internationale d’Urits: Sl)beschlossen. Es basiert auf folgenden
GrundgoRen?

BasisgioR3e und Zeichen SI-Einheit und Zeichen
Lange l Meter m
Masse m Kilogramm kg
Zeit t Sekunde S
elektrische Stromatke I Ampere A
thermodynamische TemperaturT’ Kelvin K
Lichtstarke T Candela cd
Stoffmenge v Mol mol

Die Einfiihrung einer Gol3elber eine Mel3vorschrift nennt mé&tealdefinition Dabei sind in der klas-
sischen, nichtrelativistischen Mechanikrhge und Zeit unalamgige GoRRen, vehrend in der relativisti-
schen Mechanik &fige und Zeit miteinander verkoppelt sind.

In den einzelnen Gebieten der Physik ist es oft notwendig, Vielfache oder Teile der Grundeinheiten zu
verwenden. Deshalb wurdarfalle Einheiten eine dekadische Unterteilung einpef”

Zehnerpotenz Vorsilbe Kurzzeich¢nZehnerpotenz Vorsilbe Kurzzeichén

1071 Dezi d 10" Deka da

1072 Zenti c 102 Hekto h

1073 Milli m 103 Kilo Kk

1076 Mikro 1 10° Mega M

107° Nano n 10° Giga G

10~12 Piko P 10'2 Tera T

10-15 Femto f 1015 Peta P

10~18 Atto a 10'8 Exa E

Es ist oft zweckmRig, statt einer bestimmten Einheit allgemeiner Diimensioneiner physikalischen
GroRe anzugeben. Mit dem Begriff Dimensiarharakterisiet man eine physikalischeoB€; indem

’Das auf den GrundgRen lange, Masse, Zeit und elektrische Strommet” bestehende Einheitensystem nennt man
MKSA -System M eter,Kilogramm,Sekunde Ampere), Physiker benutzemuifig das heute nicht mehr askigecgsSystem
(CentimeterGramm,Sekunde)

SUngliicklicherweise wird der Ausdruck Dimension auci fien Begriff “Ausmaf, Abmessung” benutzt.
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man unter Weglassung aller Mal3zahlen und Einheiten angibt, wie sich die betrefferitie &u1s den
GrundgoRBen zusammensetzt. Zum Beispiel kann man die Geschwindigkeit in km/h, m/s, cm/s etc.
angeben. Gibt man nun die Dimension der Geschwindigkeit an, so ist deggel dividiert durch Zeit

t und man schreibt hiemf"kurz:

dimv = % . (1.2.2)

Eine solcheDimensionsgleichungst sehr vorteilhaft. Sieutirt zurUbersichtlichkeit und man kann
die Richtigkeit von Gleichungen leicht anhand solcher DimensionsgleichungdenprEs gibt auch
GroRRen, die keine Dimension besitzen, z.B. sogenanntealfaibgioRen (Verlltnis zweier lahgen,
Geschwindigkeiten etc.). Man sagt hier, dieoGe 'habe di®imension “Eins”.

1.2.2 Lange und LAngenmessung

Bei einer ldAngenmessung bestimmt man den Abstamwischen zwei RaumpunkteA und B oder
allgemeiner die Bogealige einer Raumkurve (z.B. den Umfang eines Kreises). Als Einheit dient das
willkurlich im 18. Jahrhundert einggiite Meter. Es entsprach urspglich dem10~"-ten Teil der
Entfernung zwischen Pol urhuator auf der Erdobegthe. Diese Einheit wurde als das Meter

(1] :== 1 Meter :=1m (1.2.3)

definiert, als Urmeter aus einer chemisch und physikalisch resistenten Platin-Iridium-Legierung gefertigt
und unter festgelegten UmweltbedingungetC(dr60 Torr) in Paris aufbewahrt.

Abbildung 1.1: (a) Das Ende eines der 30 gleichen UrmetbestMan erkennt drei feine Strichmarken,

von denen die mittlere das Ende des Meters markiert. (b) Eine der beiden entscheidenden Strichmarken
auf einem Urmeterstab. Die Aufnahme zeigt die Ungenauigkeit der Ablesung durch die Breite und
UnregelnaRigkeit der Strichmarke.

Das Urmeter hatte allerdings den Nachteil, dal3 es nicht der unbelebten Natur entnommen wurde und
bei einer Naturkatastrophe zesgtwerden konnte. Aus diesem Grund wurde bereith fvon Babi-
net (1827) undMaxwell (1870) vorgeschlagen, die Wellamge des Lichts einer bestimmten Farbe als
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Langeneinheit zu verwenden. AulRerdem ergaben genaue Messungen am Urmeter, daf3 aligesorgf”
Aufbewahrung stidig umweltbedingte arigemhderungen auftraten. Ferner waren die auf dem Urmeter
angebrachten Ritzmarken zu ungenau. Deshalb wurde 1960 diese Definition des Meters aufgegeben und
durch einen atomaren Standard ersetzt, der sich sehr viel genauer reprodafierdtali nahm als Mal3

die Wellenkinge des Lichtes, welches durch das angeregte Edelgasfiotgpton beimUbergang vom
Atomzustand 5¢lnach 2p, ins Vakuum ausgesandt wird. Es ergibt sich somit die Definition

\ [[] := 1Meter :==1650763.73 X Ayac(5d5 — 2p10) - (1.2.4)\

Bei der einfachsten drigenmessung vergleicht man direkt das Objekt mit einem passend dezimal unter-
teilten MaRRstab. Technisch verfeinerte mechanische MaBstind die Schieblehre oder die Mikrome-
terschraube (siehe Abb. 1.6). Zum experimentellen AnschluRalege_éines Meters an die Wellantje

der Kryptonlinie dient daMichelson-InterferometerMit Hilfe dieser interferometrischen Methode kann

das Meter mit einer Genauigkeit van—? tiberall auf der Welt reproduziert werden.

Michelson-Interferometer:

Der Lichtstrahl einer Lichtquelle LQ trifft unter einem Winkel von 45° auf einen halb-
durchlassigen Spiegel, der als Strahlteiler ST wirkt (siehe Abb. 1.2). Das reflektierte Licht
wird vom Spiegel SP |, das durchgelassene vom Spiegel SP Il reflektiert. Beide Strahlen
werden nach nochmaligem Passieren bzw. nochmaliger Reflektion am Strahlteiler ST am
Beobachtungspunkt D zur Uberlagerung (Interferenz) gebracht. Die relative Phasenlage der
beiden Lichtschwingungen im Punkt D bestimmt, ob es zu einer gegenseitigen Verstirkung
oder Abschwachung der elektromagnetischen Wellen kommt. Durch Verschieben des Spie-
gels SP Il kann die relative Phasenlage variiert werden. Verschiebt man SP Il gerade um
das Stick I = A/2 (oder ein ganzzahliges Vielfaches n davon, wobei A die Wellenlange
der Strahlung sein soll), so muf3 der Lichtstrahl beim Hin- und Ruckweg die Wegstrecke
2l = X (oder 2] = n)) zusatzlich durchlaufen und man erhalt wieder das urspriingliche Inter-
ferenzmuster. Durch einfaches Abzahlen der an D durchlaufenen Interferenzmaxima (oder
Minima) kann damit die Wegstrecke [ in einer bestimmten Anzahl n von Wellenlangen aus-
gedriickt werden. Bei bekannter Wellenlange (in Metern) kann somit die Wegstrecke [ (in
Metern) gemessen werden. Die Meterdefinition in Gl.(1.2.4) entspricht genau der Festle-
gung einer Wellenlange in Metern fiir eine definierte Lichtstrahlung.

—lT_ >P I‘ptensitat
LO ST SPIl SPII A2
—A— | e
X X
l l "‘1 =nA2 }-7 -
D

Abbildung 1.2: Das Michelson-Interferometer.

Seit 1983 wird das Meter durch die Festlegung der Naturkonstaisteégeschwindigkeitauf ¢ =
299 792 458 m/s uber die Zeit definiert. Die Strecke von 1 m ergibt sich in dieser Definition als die
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Strecke, die das Licht im Vakuum in einer Zeit von 1/299 792 458 Sekunden dufthMan erlalt
somit eine neue Definitioruf die LAngeneinheit

1

= 1M =
U et = 00792458

-cm/s] . (1.2.5)

Man hat damit die Bhgenmessung auf eine Zeitmessungiekigéfihrt. Da die Zeit momentan dieje-
nige Einheit ist, die mit gslRter Genauigkeit reproduziert werden kémat man durch Festlegung von
Naturkonstanten andere Einheiten an die Zeiteinheit angeb@rdierGréRe der Naturkonstanten wird
auf internationalen Konferenzen der nationalen Rinter festgelegt.

Laufzeitmessungen

Aus der obigen Definition des Meters ergeben sich aufniahe Weise zur Ermittlung von Entfernun-
gen einsetzbare Melverfahren, die sogenannderfzeitmessungetdierbei wird im PunktA zur Zeitg

ein Schall-, Radar- oder Lichtpuls ausgesandt, im Pubkteflektiert und dann wieder am Punktzur

Zeit ty + At registriert. Aus der Laufzeif\t und der bekannten Laufgeschwindigkeit der verwendeten
Wellen kiRt sich der Abstand B bestimmen (z.B. Echolot-Verfahren, Radarpeilung). In der Astronomie
wurden mit dieser Methode mit Hilfe von Laserpulsem&sionsmessungen des Abstands Erde-Mond
und Erde-Venus gewonnen. Solche Messungen sind enorm wichtig, da man addsplierschen Ge-
setzen (siehe Abbschnitt 1.5.3) aus einer Messung von Planetenlaufzeiten nur auf ditnigsdgnvon
Planetenbahnradien schlieRen kann. Eine einzige Absolutmessung des Abstands zweier Planeten lie-
fert dann einen Absolutmal3stalr fdie Bahndaten (u.a. ergibt sich der Absolutwert der astronomischen
Einheit, die Entfernung Erde-Sonne, siehe unten)

Echolot-Verfahren:

Abbildung 1.3 zeigt die Anordnung zur Bestimmung von Langen mittels Laufzeitmessungen.
Ein Lautsprecher strahlt kurze Sinuspakete der Grundfrequenz 4kHz ab. Diese werden in
einem Kanal des Oszilloskops angezeigt. Das an einer Reflektorplatte zuriickgeworfene
Signal wird von dem Hohlspiegel auf ein Mikrophon fokusiert, mit diesem registriert und
im zweiten Kanal des Oszilloskops angezeigt. Aus der zeitlichen Verschiebung der beiden
Signale laf3t sich die Entfernung zur Reflektorplatte bestimmen.

Im Zusammenhang mit Laufzeitmessungen bietet sich die ukiofig einer astronomischen
Langeneinheit, derhichtjahr (Abklirzung: 1 Lj) an. 1 Lj ist die Bnhge, die Licht im Vakuum in ei-
nem Jahr zurcklegt. Es gilt

1Lj=1,94 x 10%m . (1.2.6)

Messung grofRer LAngen

Ein fur groRe lanhgen geeignetes MeRRverfahren, das in der @gedind der Astronomie verwendet
wird, ist die Triangulierung In den Entfernungsbereichen auf der Erde und im Kosmos, die durch

“In Caesiumatomuhren mit laserggitten Cs Atomen &finen heute Genauigkeiten von etiva ** erreicht werden.

>Neben dem Meter, durch Festlegung der Lichtgeschwindigkeit, hat man das Volt durch Festlegung des Fl@@gaants
h/2e an die Zeit bzw. die Frequenz = 1/Zeit (vergleiche GIl. 1.2.19) angebunden (aufgrund des Josephson-Effekts gilt:
V = ®yv, wobeiv die Frequenz ist).
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/Hohlspiegel Reflektor

""Mikro- =
*_phon

@

Lautsprecher

W~ W

Generator

Oszilloskop

Abbildung 1.3: Prinzip des Echolot-Verfahrens.

Triangulierung noch zuaiglich sind, konnten experimentell keine Abweichungen von der euklidischen
Geometrie nachgewiesen werden. Dennoch wird in der allgemeinen Ralatividrie angesetzt, dald die
euklidische Geometrie nichuf das gesamte UniversunutBgkeit besitzt, sondern der Raum vielmehr
geknuimmt ist.

Triangulierung:

Abbildung 1.4a zeigt das MeRprinzip. Bei bekannter Basislinge AB = c lassen sich die
unbekannten Entfernungen BC' = a und AC = b durch eine Messung der Winkel a und
bestimmen. Nach dem Sinussatz der (ebenen, euklidischen) Geometrie gilt

@ _ b _c (1.2.7)
sin sin@  sinvy
wobei vy = 77— (a+pf). (1.2.8)

Mit Hilfe der Triangulierung kann bei Halbmond bei bekanntem Abstand dy;g zwischen Er-
de und Mond der Abstand dsg zwischen Sonne und Erde bestimmt werden (siehe Abbil-
dung 1.4b). Bei Halbmond ist der Winkel v = 90° und man erhélt dsg = dy g/ cos 3. Man
muf3 also nur den Winkel s messen.

(b) Mond

B Sonne dSE El’de

Abbildung 1.4: Prinzip der Triangulierung: messer und 3; berechne: undb.

Die Entfernungen zwischen Erde und Mond oder Erde und den Planeten, die der Erde nahe kommen,
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lassen sich mit einer BasiB auf der Erde mittels Triangulierung bestimmenir Entfernungen aufRer-

halb unseres Planetensystems ist man auf eioeye BasisliigeAB angewiesen, arnlich den Radius

r der Erdbahn um die Sonne. Betrachtet man von der Erde aus erdnahe Sterne vor dem Hintergrund weit
entfernt liegender Sterne, so scheinen die erdnahen Sterne im Laufe eines Jahre eine Ellipsenbahn zu
durchlaufen. Winkelmessungetér ein Jahr hinweg erlauben die Bestimmung des trigonometrischen
Parallaxenwinkelgp, d.h. des Winkels, unter dem die grol3e Halbachse der elliptischen Sternbahn von
der Erde aus erscheint. Die Parallaxe stimmt nach Abb. 1.5 mit dem Wiblkeéin, unter dem ein Be-
obachter vom Stern aus die grol3e Halbachseutehfi'elliptischen Erdbahn um die Sonne sehemde.
Bezeichnet man den Abstand Gestirn Sonnelngit ergibt sich aus Abb. 1.5:

r

tanp = " baw. (1.2.9)

[ =
l tanp

Abbildung 1.5: Der Parallaxenwinkeleines Sterns.

Die genaue Kenntnis des Erdbahnradiyglerastronomischen Einheitst von zentraler Bedeutungif”
Entfernungsmessungen im Kosmos. Gleichung (1.2.9) gibt Anlal3 zuntEundg einer in der Astrono-
mie gebauchlichen lahgeneinheit, deParallaxensekundeder kurzParsec(Abbkirzung: 1 pc). Ein
Stern hat die Entfernung 1 Parsec von der Sonne, wenn sein Parallaxenwglkalh einer Bogense-
kunde wird. In Metern ausgedickt ergibt sich

1pc=3.086 x 10" m = 3,26 L] (1.2.10)

Schon der unserer Sonnadfiste Sterno{ Proxima Centauri) hat einen Parallaxenwinket 1’. Da die
Fehler bei der Parallaxenbestimmung heute usi@r01”’ liegen, erlaubt die Triangulierungsmethode
Entfernungsmessungen hiber 100 pc.

Fiur noch goRere Entfernungsmessungen ist man auf indirekte Methoden angewiesen, die an Sternen
innerhalb des mit der Triangulierungsmethode abgedeckten Bereichs geeichtet wassen.nSo be-

steht z.B. ein systematischer Zusammenhang zwischen der Farbe und der absoluten Leuchtkraft eines
Sterns (Hertzsprung-Russel Diagramm) sowig féstimmte in der Helligkeit pulsierende Sterne) zwi-
schen Pulsationsdauer und absoluter Helligkeit. Da sich Farbe und Pulsationsdauer auf der Erde genau
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bestimmen lassen, kann man mit Hilfe dieser Zusammaegé'und der auf der Erde gemessenen schein-
baren Leuchtkraft der Sterne, die mit dem Quadrat der Entfernung abnimmt, die Entfernung von Sternen
absclatzen.

Als weitere Methode sei hier auf die Bestimmung der Rotverschiebung hingewiesen. Sehr entfernte
Galaxien erscheinen punktinig. lhre Entfernung kann nur noetbér die kosmologische Vorstellung

eines expandierenden Weltalls aus ihrer Fluchtgeschwindigkeit angegeben werden, die auf der Erde aus
der Rotverschiebung der Sternspektren (Dopplereffekt) nachweisbar ist.

Messung kleiner LAngen

Mit bloRem Auge nicht mehr sichtbare Objekte lassen sich mit dem Lichtmikroskop (bis herab zu

I ~ 0.1 um) bzw. mit dem Elektronenmikroskop (bis herabiztt 0.1 nm) ausmessen. Mit den Raster-
sondentechniken (Rastertunnel- und Rasterkraftmikroskop) lassen sich ara€imerflion Festicpern
Abstédnde im atomaren Bereich bestimmen. Im subatomaren Bereich ist man schlieZlich auf Streuexpe-
rimente mit Rintgenstrahlen, Neutronen, Elektronen u.a. angewiesen. So kann z.B. der mittlere Abstand
von Atomen in einem Kristallgitter mit Hilfe der &itgenbeugung mit einer Genauigkeit von besser als
0.1 pm bestimmt werden. Getrchliche langenskalen im atomaren und subatomaren Bereich sind

1A (Angstom) = 107%m . (1.2.11)
1fm (Fermi) = 10" m . (1.2.12)

Der in der klassischen Physik eingéfte Begriff der lange i3t vor allem im atomaren und subatoma-
ren Bereich an seine®igkeitsgrenze. Die Frage, wie genau man letztendlich den Ort eines Teilchens
bestimmen kann, wird in der Quantenmechanik durchHéisssenbergche Unschiferelation

Ap,Ax > h (1.2.13)

beantwortet. Hierbei istk = 6,626 075 7 x 1073* Js dasPlancksche Wirkungsquantum. Sie besagt,
daf? die Unschrfe Az in der Ortsbestimmung an die Unsafeé Ap, in der Festlegung des Impulsps
gekoppelt ist. Eine @Zise Ortsbestimmungfift also zu einer groRen Unsaffé bei der Impulsbestim-
mung und umgekehrt. Dies ist mit der klassischen Orts- und Impulsmessung nicht vereinbar.

L angenspektrum

Folgende charakteristischeramgen kommen in der Natur vor (sie erstrecken sibker'mehr als 40
Grofienordnungen):
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Abbildung 1.6: Werkzeuge zur Messung voarigen.
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ca.10?® m Ausdehnung des Weltalls
1,56 x 10>" m Entfernung zur achsten Galaxie (Magellansche Wolke)
3 x 102 m Abstand Sonne — galaktisches Zentrum
4 %10 m Entfernung zum achsten Sterm( Proxima Centauri)
1,496 x 1011 m Abstand Sonne — Erde (astronomische Einheit)
6,96 x 108 m Radius der Sonne
6,378 x 105 m Radius der Erdedguatorebene)
8,85 x 10> m héchster Berggipfel (Mt. Everest)
1,80 m homo sapiens
1x107% m Sandkorn
107% m Gr6ie von Bakterien
5x 1077 m Wellenkinge des sichtbaren Lichts
10710 m typischer Durchmesser der Atonile”
3x 10715 m typischer Durchmesser eines Atomkerns

1.2.3 FBAchen-, Raum- und Winkelmessungen

Aus der GrundgsRelLangeund ihrer EinheitMeter lassen sictabgeleitete Gifdenund ihre Einheiten

gewinnen (siehe Abb. 1.7):

Fliche A=a-b [A] = 1m?
VolumenV =a-b-c [V]=1m (1.2.14)
ebener Winkel o = s/r [a] = 1rad (Radiant)
Raumwinkel Q = A/r? [Q] = 1sr (Steradiant) (1.2.15)
c Q% )s
b b A

a

Abbildung 1.7: Féichen-, Raum- und Winkeleinheit.

Der ebene Winkel und der Raumwinkel sind \@lthisgiol3en mit Dimension, die zur Kennzeichnung
den ZusatRadiant(rad) undSteradiant(sr) erhalten. 1 rad entspricht dem Winkel, der auf dem Einheits-
kreis mit Radiug: = 1 m die zugebiige Bogerdinge von 1 m herausschneidet. Genauso entspricht 1 sr
dem Raumwinkel, der aus einer Kugel mit Einheitsradius von 1 m @iehél'von 1 faherausschneidet.
Neben diesen Sl-Einheitenrfdie Winkelmessung werdembfig die Einheiten im Gradmalf? verwendet.
Wegen2r - rad = 360° und4r - st = (360°)2 gilt:

1 rad = 360°/2r = 57.2928°

1 sr = (360°)2/4n = 10313.2(°)? (1.2.16)

Hierbei wird 1(°)? als ein Quadrat-Altgrad bezeichnet.



1.2 Physikalische @f3en RIvsIK | 29

1.2.4 Zeit und Zeitmessung

Bei der Zeitmessung wird das Zeitintervalbestimmt, das zwischen zwei Ereignissérund B ver-

streicht. Ahnlich wie fiir die Lage im Raum kann man keine “absolute” Zeit angébéian kann also

nur die Zeitdifferenz zwischen zwei Ereignissen, d.h. eine Zeitspanne, durch eine MeRvorschrift definie-
ren. Ein Zeitintervall kann am besten durch den Vergleich mit der Dauer pargsdischen Vorgangs
gemessen werden. Setzen wir die Dauer einer Periode gleich unserer Zeiteinheit, so bedeutet die Bestim-
mung eines Zeitintervalls zwischen zwei Ereignissen dasaAleri' der Anzahl der Perioden des als Uhr
benutzten periodischen Vorgangs.

Hierbei stellt sich natflich sofort das Problem, wie man entscheidet, ob ein physikalischer Vorgang
streng periodisch ist. Diese Frage kann nur beantwortet werden, indem maie Ger Zeitmessung
(Uhren), die nach verschiedenen Prinzipien funktionieren, untereinander vergleicht. Die Ganggenauig-
keit der genauesten Uhren kann nur aus dem Gleichlauf mehrerer gleichartiger Uhren beurteilt werden.

Entsprechend wie urspnglich die LAngeneinheit an diatimliche Ausdehnung der Erde angeschlossen
wurde, wurde die Zeiteinheit ebenfalls mit einem irdischen Maflich mit der Periode der Erddrehung

um ihre eigene Achse (1 Tag := 1d) bzw. mit der Bewegung der Erde um die Sonne (1 Jahr := 1a)
verkniipft. Damit ergab sich folgende Definitionrfdie Sekunde (sogenanriEphemeriden-Sekunde

mittlerer Sonnentag
24 - 60 - 60

[t] := 1Sekunde = 15 := (1.2.17)

Mit fortschreitender Technik erwies sich diese Definition als zu grob. Ziftfdie Ellipsenbahn der Er-

de um die Sonne zu variablen Bahngeschwindigkeiten, die auch bei konstanter Rotationsgeschwindigkeit
der Erde um ihre eigene Achse im Laufe eines Jahres zu unterschiedlichen Dauern eines Sonnentages
fuhren. Deshalb muf die Dauer eines Sonnentabes€in Jahr gemittelt werden. Erschwerend kommt
hinzu, daf3 durch die Gezeitenwirkung die Erde in 100 Jahren um 1,6 ms langsamer rotiert und wegen der
Prazession und Nutation der Erdachse diese keineswegs konstant im Raum orientiert bleibt. Man hatte
aulRerdem gelernt, viel genauere Zeitmesser (Uhren), die auf periodischemyengberuhen, zu bauen
(siehe z.B. Abb. 1.8). Als Beispiel seien hier die Pendeluhren, Torsionsuhren, Quarzuhren und die heute
von den Eiclamtern verwendeten Atomuhren genannt. Die Erfindung der Atomuhren hat datutgef”

dalR man sichui'das SI-System im Jahre 1967 zur Eimfling eines atomaren Zeitstandards entschieden
hat. Danach ist die Sekunde ein bestimmtes Vielfaches der Schwingunggdaeerelektromagneti-

schen Strahlung, die von dem IsotgpCs (Kernspin/ = 7/2) beim Ubergang zwischen den beiden
Hyperfeinstrukturniveausi = 4, M = 0 — F = 3, M = () des Grundzustandx$, , ausgesandt

wird:

t] = 1s:=9192631770 T ~9.19 x 10° T(}33Cs) (1.2.18
55

Die Schwingungsdauér ist die Zeit, die véhrend einer vollen Schwingung (Hin- undiékschwingung)
verstreicht. Der Kehrwert vofi" gibt die Anzahl der Schwingungen pro Zeiteinheit an und wird als
Schwingungsfrequenz bezeichnet. Die Einheit der Frequenz im SI-System ist Liad wird auch mit

1 Hertz (Abkirzung: 1 Hz) bezeichnet:

®Man kann ohne Bezugssystenr #wei Punkted und B keine absolute Lage im Raum angeben, nur ihr Abstaftdich
genau angeben.

Im Jahr 1960 wurde die Ephemeridensekundd zu= (1/31 556 925, 9747) x topisches Sonnenjahr am 01. 01. 1900
festgelegt. Ein mittleres Sonnenjahr (Umlauf der Erde um die Sonne) hat 365,2422 Tage. Die Genauigkeit der hiermit festge-
legten Sekunde betgt etwal0™®.
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@ ©

Abbildung 1.8: (a) Fadenpendel: die Schingungsdaueaf&tt ~ 27r\/7, wobeig die Erdbeschleu-
nigung ist. Am 50. Breitengrad esti'manT = 1s beil = 0.248 m. (b) Federpendel: die Schwin-
gungsdauer beagtT = 2m\/m/k, wobeik die Federkonstante ist. (c) Schwinggabel: die typische
Schwingungsdauer ig0~3 s. (d) Schwingquarz: die typische Schwingungsdaueriists. (e) Atom-

uhr basierend auf Amoniak (NJH Die Inversionsschwingung hat eine Frequenz ¥vea 23870, 4 MHz

mit einer Genauigkeit volhv /v = 1079, Nicht gezeigt ist das Drehpendel (Unruhe in Armbanduhren).

1
v o= —
T
und [v] = 1/s:=1Hertz=1Hz . (1.2.19)

Die Definition der Sekunde nach GI. (1.2.18) entspricht genau der Festlegung der Freqyét2sder
Strahlung auf, =9.192 631 770 GHz.

Die Ganggenauigkeit von Uhren wird durch den Quoti&rft aus AbweichungA¢ und Zeitintervall

t angegeben. Die besten Pendeluhren erreicket = 108, die besten Quarzuhreht/t = 1010,

die AmoniakatomuhiAt/t = 10~° und die besten Cs-Atomuhren (z.B Atomuhr CS2 bei der Physi-
kalisch Technischen Bundesanstalt in BraunschiveigyaAt/t = 10~'4. Ganz neue Entwicklungen

mit lasergekihlten Cs Atomen erlauben eine weitere Verbesserung der Ganggenauigkeit um etwa eine
GrolRenordnung. Hierbei wird die mittlere thermische Geschwindigkeit der Cs-Atome von etwa 100 m/s
durch Wechselwirkung mit Laserstrahlung auf etwa 1 m/s reduziert.

8Nach dem Zeitgesetz von 1978 ist die PTB mit der Darstellung und Verbreitung der gesetzlichen Zeit beauftragt. Diesen
Auftrag erfillt die PTB vor allem durch ihre Zeitsignal- und Normalfrequenzaussendungamdén Langwellensender DCF77.
Das Zeitsignal wird mit einer Leistung von 50 kW abgestrahlt und ist in weiten Teilen Europas (Reichweite etwa 2000 km) zu
empfangen. Die Bgerfrequenz 77,5 kHz des DCF77 ist eine hochstabile Normalfrequenz, die zur Nachsteuerung von Normal-
frequenzoszillatoren verwendet werden muf3. Das Zeitsignal der PTBwridief Uhren der Bahn AG, der Rundfunkanstalten,
fur Funkuhren, aber auchifVerkehrsiberwachungsgaté und zur Steuerung von Proze(@aiién verwendet.
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Messung sehr kurzer Zeiten

Bei bekannter Geschwindigkeit eines Objekts lassen sich sehr kurze Zeiten elegant durch Messung der
zuntickgelegten Wegstrecke bestimmen. Dies funktioniert insbesondere dann sehr gut, wenn sich Objekte
sehr schnell (z.B. mit Lichtgeschwindigkeit) bewegen. Ein Beispiel ist die Bestimmung der Lebensdauer
desn’-Mesons durch eine BlasenkammeraufnahmleMesonen werden bei der Reaktien + p* —

7% +n erzeugt und zerfallen in der mittleren Zeiin eine Elektron, ein Positron und e1',quuant:7x0 —

et 4+ e~ + . Das7’-Meson bewegt sich praktisch mit Lichtgeschwindigkeit und seine Lebensdauer
kann deshalb aus der in der Blasenkammer zwischen Erzeugung und Zeudakgelegten Strecke

zut = s/c bestimmt werden. Da die kleinste meRbare Streok®val ym ist, kann man Zerfallszeiten

7 >3 x 1071 s messen.

Messung sehr langer Zeiten

Neben periodischen Voagigen kann im Prinzip jeder physikalische Prozel3, der einer zeitlichen Ge-
setzraligkeit gengt, zur Zeitmessung herangezogen werden. Ein antikes Beispiel ist die Sanduhr, ein
modernes der radioaktive Zerfall instabiler Elementarteilchen, Atomkerne etc.. Der radioaktive Zerfall
wird insbesondere zur Altersbestimmung (Messung sehr langer Zeiten) in dexcdoghe’ und der Geo-

logie herangezogen. Der Zerfall folgt der GesedRigkeit

N(t) = Ny exp(— ;) , (1.2.20)

wobei 7 die mittlere Zerfallszeit undV, die Anfangszahl der zerfallenden Teilchen ist. Sindind
Ny bekannt, so kann durch Messung vdHt) auf die seit dem Anfangszustand verstrichene Zeit
geschlossen werden. Bekannte Radionukliduhren'$@ddie K-Ar-Uhr und die U-Pb-Uhr.

Der soeben diskutierte Begriff der Zeit in der klassischen Physik bedarf einer Revision, die von der
Quantenmechanik vorgegeben ist und insbesondere im atomaren Bereich wirksam wird. Analog zur
Unschdrferelation €ir Ort und Impuls in Gl. (1.2.13) sind auch die Zeitind die EnergieFl Gber eine
Unsclarferelation verbunden:

At-AE>Hh . (1.2.21)

Diese Relation besagt, dal3 entgegen der klassischen Annahme die Zeit nicht beliebig genau festgelegt
werden kann, ohne daf? dadurch eine andere wichtige Eigenschaft eines Zustands, digtEbeligibig

unscharf wird (umgekehrt gilt dies genauso). Unsere Kenntnis der &fitdamit auf einen Kompromifid

hinaus, mit welchen Genauigkeiten Ort, Impuls, Zeit und Energie eines Zustandes angebbar sind.

Zum Schluf’ sollen einige charakteristische Zeitskalen, die in der Natur auftreten, aufgelistet werden:
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ca.10'%a Alter des Universums
4,5 x10% a Alter der Erde
2 x10%a Laufzeit der Sonne um das galaktische Zentrum
1,75 x 106 a Alter der Menschheit
3,156 x 107 s Umlaufzeit der Erde um die Sonne
8,64 x 10*s Dauer eines mittleren Sonnentages
1s Herzschlag
1x1073s Schwingungsdaudr des Schalls im empfindlichsten Bereich des
menschlichen Geairs
1x10°8s Schwingungsdaudr von elektromagnetischen Wellen im UKW
Bereich
1,6 x107Ps SchwingungsdaudF des sichtbaren Lichts
1072's Dauer einer Atomkernschwingung
107%3s Dauer, die Licht zum Durchlaufen des Durchmessers eines Atom-

kerns bentigt

Positionsbestimmunguber Laufzeitmessungen — das Global Positioning System (GPS)

Ortung und Navigation sinduif‘den Menschen schon immer von gro3er Bedeutung gewesen. Der Begriff
Navigation ist von lateinischavis Schiff, abgeleitet, da Seeleutar fdie Bestimmung ihrer Position und
ihrer Fahrtrichtung auf dem Meer schon seit der Antike technische Hilfsmittel entwickelt haben. Durch
die Entwicklung der Satellitentechnik und ultrapiser Uhren, wurden in den letzten Jahrzehnten globale
Positionsbestimmungssysteme entwickelt, die auf Laufzeitmessungen beruhen.

Ab 1973 entwickelten die USA das sogenan@®bal Positioning System (GPSJjas aus 24 Satelli-

ten besteht, die in einerdté von 20 000 km in kreisfimigen Bahnen in jeweils 12 Stunden die Erde
umkreisen. Die Satelliten sind auf 6 Bahnebenen so verteilt (siehe Abb. 1.9), dal3 von jedem Punkte
der Erde aus Signale von mindesten 4 Satelliten empfangen weotherek” Jeder Satellit ergh™3
hochgenaue Atomuhren, die von einer Leitzentrale auf der Erde (Colorado Springs) synchronisiert und
Uberwacht werden. Die GPS-Satelliten identifizieren sich durch Abstrahlung eines Codes (Abstrahlfre-
quenz = 1.6 GHz), der verschiedene Informationen wie z.B. die genauen Bahndaten des Satelliten und
weitere technische Informationen ealhDieses charakteristische Signal wird, synchronisiert mit der
hochpezisen Atomuhr des Satelliten, jede Millisekunde wiederholt. Emgtfein GPS-Empfiger auf

der Erde das Signal eines der 24 Satelliten, so synchronisert er sich zuerst mit diesem und kann dann
die Signallaufzeit zwischen Satellit und Erapfjer und damit die Entfernurfg§ zum Satelliten bestim-

men. Die Position des Emgrfigers liegt dann auf der Obexéhie einer Kugel mit Radiug,. Dieser
Vorgang kann mit zwei weiteren Satelliten wiederholt werden. Dadurch ergeben sich zwei weitere Ku-
geln mit RadiusRs und R3. Die drei Kugeloberfithen schneiden sich in 2 Punkten, von denen einer
meist ausgeschlossen werden kann (da er z.B. nicht auf der Erdaberfliégt). Somit kann durch
Laufzeitmessungen zu 3 Satelliten die Position des Engis prinzipiell bestimmt werden.

Ein Problem besteht aber darin, daR3 die Uhr des Emgdis im Vergleich zu den Atomuhren der Satel-
liten sehr ungenau ist (die Engsfger sollen billig sein). Die Frage stellt sich also, wie ma@erhaupt

eine Synchronisation erreichen kann. Diesuihg besteht darin, daf? der Gangunterschied zwischen
Empfangeruhr und Satellitenuhr als weitere Unbekannte wie eine der drei Standortkoordinaten betrach-
tet wird. Um diese vierte Unbekannte zu eliminieren, muf3 eine Laufzeitmessung zu einem vierten Sa-
telliten gemacht werden. Mathematisch ergibt sich mit den gemessenen LaufZgitefi’'s) zwischen
Empfinger und Satellit folgendes Gleichungssystem:
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R=c(T-T) =\/(X=X)3(Y,-V)4(Z,~Z)3 cb+e,

gebindelter

Signalstrahl mit (X, Y, Z), Position des Beobachters
und (X, Y, Z), Position des Satelliten miti = 1...4;
b Uhrentehler im Empfanger,
c Lichtgeschwindigkeit,
77777 Horizont e, restliche Fehler im System.

Abbildung 1.9: (a) Seit 1993 umkreisen 24 Satelliten in etwa 20 000 kineHdie Erde, die zusam-

men mit einer Bodenstation die Grundausstattung des Global Positioning Systems (GPS) bilden. Je-
weils 4 Satelliten haben eine gemeinsame Bahnebene. Die Umlaufbahnen sind um j&wgés
geniber demAquator geneigt. (b) Geometrische Darstellung der Positionsberechnung per GPS. Die
Empfangerposition ist einer der zwei Schnittpunkte von 3 Kugelobehnih. (c) Zur Positionsbestim-
mung mit GPS.

Ri = ¢ (Tp—Ts;) = \/(IL"E —25,)? + (yg — ys,)? + (25 — 25,i)?
+c-b+e i=1...4 (1.2.22)

Hierbei ist (2, yr, 2r) die Empéingerposition(zs;, ys, zs,;) die Position des i-ten Satellitefi &
1...4), b der Uhrenfehler des Emaiffigers,c die Lichtgeschwindigkeit und restliche Systemfehler
der einzelnen Satelliten. Um die vier Unbekannign vz, zr undb zu bestimmen, bextigt man vier
Gleichungen, d.h. Laufzeitmessungen zu vier Satelliten.

Durch stindigeUberwachung und Korrektur der Satellitenuhren mit Hilfe der Bodenstation wird die
Abweichung der Satellitenuhren gegdei einer vorgegebenen GPS-Zeit aufs x 10~s reduziert,

was einem Fehler in der Abstandsmessung von weniger als 1,5m entspricht. Zusammen mit anderen
Fehlern (Satellitenposition, lonosmtE, Empéihgerrauschen, etc.) @h'man heute eine Genauigkeit

von etwa 5 .

®Durch spezielle MeRtechniken (Ausnutzung des Dopplereffekts) lassen sich heute aber wesentlich genauere Ortsbestim-
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Das GPS wurde urspnglich hauptachlich fir militarische Zwecke entwickelt. Eine zivile Nutzung
wurde zwar vorgesehen, aber nur mitherer Fehlertoleranz. So steht heute die hohe Genauigkeit nur
dem Militar zur Verfigung. Rir zivile Nutzer wurden die abgestrahlten Satellitensignateskich ver-
schlechtert gelective availability, so dal’3 nur eine Genauigkeit von etwa 100 m erreicht werden kann.
Dieses Problem wurde durch die Entwicklung des differentiellen GPS (DGPS) umgangen. Beim DGPS
wird der Winstlich aufgemgte Fehler der Satellitensignale durch eineazzlghe Laufzeitmessung zu

einer auf der Erde befindlichen Referenz mit bekannter Position wieder reduziert, so dafl man Genauig-
keiten von etwa 10 m erreicht.

1.2.5 MelRfehler

Wiederholte Messungen einer physikalischeror tihren im allgemeinen nicht zu gleichen Ergeb-
nissen. So ergeben sich z.B. Unterschiede durctat3ahgen von MelRwerten, die zwischen zwei
Teilstrichen auf einer Skala liegen oder durch Parallaxen bei der Ablesung (siehe Abb. 1.10). Diese
zufalligen Fehlerlassen sich durch eine Fehlerrechnung ausgleichen. Mait delrin einen wahrschein-
lichsten Wert €ir das Ergebnis und einen mittleren Went &ien Fehler. Eine Grundvoraussetzungdie
Durchftihnrung einer Fehlerrechnung ist ndich das Vorhandensein mehrerer Messungen.

& 6

Beobachter Beobachter
A | B
Zeiger
Skala
o 2 a 6 s 10

Abbildung 1.10: Parallaxenfehler: Der Zeiger von Mel&gen hat meist einen endlichen Abstand von

der Skala, weshalb durch das Ablesen der Skala unter endlichem Winkel der sogenannte Parallaxenfehler
entsteht. Zur Vermeidung von Parallaxenfehleonhkén verspiegelte Skalen verwendet werden, bei
denen der Zeiger mit seinem Spiegelbild zur Deckung gebracht werden muf3.

Neben derzufilligen Fehlernkdnnen auctsystematische Fehlaauftreten, die z-B. auf eine falsche
Mefskala, durch ein fehlerhaftes MeRinstrument oder durch Bedienungsfehler des Experimentators ver-
ursacht werdendrinen. Diese systematischen Fehlenf&én nicht durch eine Fehlerrechnung korrigiert
werden.

Bei einer wiederholten Messung wird der wahrscheinlichste Wert durch Bildung des arithmetischen Mit-
tels gewonnen. Daarithmetische Mittelst der Wert, fir den die Summe der Quadrate der Abweichun-
gen ein Minimum ist (Ausgleichsprinzip vddaul3, Methode der kleinsten Quadrate). #stlie Zahl der
durchgetihrten Messungen, dann ist duaittlere absolute Fehleder Mel3reihe gegeben durch

Az =+ 2;;((27:1"’5))2 . (1.2.23)

mungen vornehmen. UF geoditische Messungen wie z.B. die Bestimmung der Bewegung der Kontinentalplatten konnten
Genauigkeiten von einigen Millimetern erreicht werden.
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Hierbei istz; das Resultat einer Einzelmessung une- > z;/n das arithmetische Mittel. Der mitt-
lere absolute Fehler liefert eine Wertung des MelRergebnisses. Ist die Streuung grol3 und die Zahl der
Messungen klein, so ergibt sich ein grof3er Fehler und umgekehrt.

Die Grol3e des mittleren absoluten Fehlers mul3 aber auch inaleihzum Wert der gemessenernGe’
betrachtet werden. Ist z.B. der mittlere absolute Fehler bei eiaegérimessundz = 0.01 m, dann ist
dieser Fehler ohne Zweifel klein, wenn die gemessearggez = 100 m betiégt. Er ist dagegen grof3,
wenn die gemessenahge nur 10 cm bedgt. Aus diesem Grunde ist es besser agativen Fehlerzu
betrachten, den man durch Bildung des \&thissesAz /x aus mittlerem Fehler und mittlerem MeRwert
erhdlt. Man gibt den relativen Fehler meist in Prozent an, wie z.B.

Az 0.0lm
—— = —0.01% . 1.2.24
T 100m 0.01% ( )

Der relative Fehler gibt sofort eine Auskunitbér die Genauigkeit von Messungen ganz unterschiedlicher
Art (z.B. Lange, Zeit, etc.) an.

Sehr lufig setzt sich ein MelRergebnis aus mehreren Einzelmessungen zusammen. Setzt sich das Ergeb-
nis K aus der Summe von zwei Einzelmessungamdy zusammen, so mufd man bei der Betrachtung

des Fehlers die mittleren absoluten Fehler der Einzelmessungen addigker: Az + Ayl Ist das
ErgebnisK eine Funktion der gemessenenoGez, dann ist der mittlere absolute Fehler des Ergeb-
nissesAK = dK/dz - Ax. Dies kann an dem einfachen Beispiel der Bestimmung einer Kaefsl”
verdeutlicht werden. Durch mehrmaliges Messen des Durchmessers wurde ein mittlerer Durchmesser
z = 2,00 m mit einem mittleren absoluten Fehler vixx = 0.01 m bestimmt. Die mittlere Eche ist

damit K = 3,14 m? und der mittlere absolute Fehler et

AK = Ad—K Az = %233 Az = +0,03m? . (1.2.25)
€T

Das heifdt, dal? aus dem Fehlar ien Durchmesser auch der Fehlar die Kreisfiiche berechnet wer-
den konnte. Der relative Fehleurfden Kreisdurchmesser bagt'Az/z = 0.2%, derjenige @if die
Kreisflache jedoctAK /K = 1%.

Nimmt man allgemein an, dal’3 der Zusammenhang des Ergebiisseisden Einzelmessungen y, z,
... durch eine Funktiorf (z, vy, z, .. .) gegeben ist, so ergibt sich der relative Fehler zu

AK 1 [(af N (oF N2, (0F .\
7‘?\/(%'“) +<d—y-Ay> +($-Az> I (1.2.26)

Ist K z.B. das Volumen eines Zylinder mit Gruraiflier2? /4 und Hhez und werden der Durchmesser
z und die Hhez des Zylinders in Einzelmessungen bestimmt, so ergibt siclf @itz) = wa?2/4 der
relative Fehler zu

AK Az\?  [Az\?
7:\/@7) +(7> _ (1.2.27)

OMan muR den ungristigsten Fall betrachten.




36

R. GROSS UNDA. MARX Kapitel 1: Mechanik des Massenpunktes

1.2.6 Skalare und vektorielle Mel3gbl3en

Zur Beschreibung physikalischer Vangge werden dimensionsbehafteteo@ei bentigt. Diese kohnen

sich durch die Anzahl von Angaben unterscheiden, die zu ihrer eindeutigen Festlegung notwendig sind.

Grof3en, die bei vorgegebener MalReinheit durch eine einzige Zahlenangabe festgelegt sinGkeillen
lare. Hierzu gelofen z.B. lange, Fiche, Volumen, Zeit, Masse oder Temperatur. Skalao&r'sind
also ausschlie3lich durch ihre Menge (Maf3zahl und Einheit) gekennzeichnet, womitrsitih £ange
folgende Darstellung ergibt:

L={l} (1]
skalare Grofle = {Mafizahl} - [Dimension] . (1.2.28)

Grof3en, die bei vorgegebener Maleinheit durch eine ZaheumaRichtung charakterisiert sind, heil3en
Vektoren Hierzu gelofen z.B. Geschwindigkeit, Kraft, Impuls, Magnetfeld oder elektrisches Feld. Wie
in Abschnitt 1.1.1 gezeigt wurdepkihen Vektoren in Betrag und Einheitsvektor (Mafl3zahl und Richtung)
zerlegt werden. Somit sind vektorielle @€n durch die Mal3zahl, die Dimension und die Richtung
gekennzeichnet, wodurch sich z.Brflie Geschwindigkeit folgende Darstellung ergibt:

v ={v} - [v] e
vektorielle Grofie = {Mafizahl} - [Dimension] - Richtung . (1.2.29)

Hierbei gilt fir den Einheitsvektofé| = 1 und é||v, d.h. die MaR3zahl des Einheitsvektors ist eins und
seine Richtung parallel zu.
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1.3 Kinematik des Massenpunktes

Die Kinematikist die Lehre von den Bewegungen vorodgérn in Raum und Zeit. Die Ursache der
Bewegung bleibt dabei auRer Betracht. Im Rahmen der Kinematik werden Bewegungen nur beschrieben.
Im Gegensatz zuKinematikist die Dynamikdie Lehre vom Zusammenhang zwischen Bewegung und
Kraft, wobei dann eine Antwort auf die Ursache von Bewegandgsfungen gegeben wird. Man kann

also in der Mechanik unterscheiden zwischen

Kinematik = Beschreibung der Bewegung
Dynamik = Beschreibung des Zusammenhangs zwischen

Bewegung und Kraft .

In diesem Abschnitt sollen nur punktihige Objekte betrachtet werden. Als wichtige neue Begriffe
sollen dieGeschwindigkeitnd dieBeschleunigungingefihrt werden. Unter einempunktirmigen Ob-

jekt verstehen wir dabei einendfper mit @umlicher Ausdehnung Null aber endlicher Masse — man
spricht von einenMassenpunktim Gegensatz zu einem Massenpunkt spricht man von egtamen

Korper, wenn das betrachtete Objekt eine endliciemliche Ausdehnung besitzt, wobei aber alle Teile

des ausgedehnten Objekts einen festen Abstand haben (starr: keine Vibrationen, keine Deformation).
Wie in Abb.1.11 gezeigt istal’t sich jede Bewegung eines starrasrpérs als eingberlagerung einer
fortschreitenden Bewegungranslatior) desSchwerpunktsles Korpers und einer Drehbewegurigd-

tation) auffassen. Die reine Translationsbewegung eines staroepeks’ ist deshalb identisch mit der
Bewegung eines Massenpunktes.

Abbildung 1.11: Die Bahn des Schwerpunkts eines starm@mp&rs entspricht der Bewegung eines Mas-
senpunktes.

Bezugs- und Koordinatensysteme

Die Bahnkurven eines punkifinigen Objekts werden in eineBezugssysteturch den zeitakdrigigen
Ortsvektorr(¢) des Objekts beschrieben. Bei einem Wechsel des Bezugssyatetes Sich die Dar-
stellung der Bahnkurve undif‘gegeneinander bewegte Bezugssystamgeit sich sogar die Bewe-
gungsform eines Objekts, je nachdem von welchem Bezugssystem aus wir das Objekt betrachten. So
ruht z.B. eine in einem fahrenden Zug sitzende Person im Bezugssystem, das mit dem Zug mitbewegt
wird, wogegen sich die Person in einem relativ zur Erde ruhenden Bezugsystem beweade Mén

das Bezugssystem nicht an die Erde koppeln, sondern an die Sonngidssich durch die zagZliche
Bahnbewegung der Erde um die Sonne in diesem Koordinatensystem eine wiederum andere Bewegungs-
form ergeben. Daraus kann man ablesen, daf3 sich die Suche nach einem ausgezeichneten Bezugssystem,
von dem aus die “Absolutbewegung” eines Objekts beobachtet werden kann, als erfolglos herausstellt.
Es macht nur Sinn, von der Bewegung einex€rs relativ zu einem mehr oder weniger wilth¢h
gewdhltenBezugssysteau sprecheht

11sitzt man in einem Eisenbahnwaggon und blickt auf einen fahrenden Gegenzug, so kann man oft nicht feststellen, ob sich
nur der Gegenzug bewegt oder ob sich der eigene Zug ruckfrei in Bewegung gesetzt hat.
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Olazabal! Oder:
Ein Putt zu viel
it dem lingsten Putt al-
ler Zeiten hat sich der
spanische Golfstar Jos¢ Maria
Olazabal in die Rekordbiicher
gespielt. Der Masters-Sieger
iiberbot auf dem Flug von
London nach Boston in der
Concorde, die 2000 km/h flog,
die bisherige Bestmarke von
Brad Faxon bei seinem ersten
Versuch um 1,1 Kilometer.
Insgesamt war der Ball 14,6
Kilometer in Bewegung. Der
Amerikaner Faxon hatte 1997
ebenfalls in einem Flugzeug
einen 13,6 Kilometer langen
Putt eingelocht. (sid)

Kdélner Stadtanzeiger, September 1999

Abbildung 1.12: Zur Bedeutung von Bezugssystemen: “Bagéte Putt”.

Es macht also keinen Sinn vatrsoluter Ruh@derBewegungu sprechen. Aus der Tatsache, dal3 man
nur Relativbewegungen vondfpern gegeaber Bezugssystemen beobachten kann und keines dieser
System bevorzugt ist, leitet man die Gleichberechtigung einer ganzen Klasse von Bezugssystemen, den

Inertialsystemenab. Weitere Details hierzu werden in Abbschnitt 1.8.1 im Zusammenhang mit der
Galilei-Invarianz diskutiert?

Zur Beschreibung der Bewegung eines Massenpunktes braucht man also

e ein Raumsystem als Bezugssystem (dreidimensional)

e die Zeit (eindimensional)

Zur Festlegung von Punktenabgen und Bewegungen benutzt man sogendfmbedinatensystemelie

im Bezugsystem fest verankert sind. Das Koordinatensystahitwian meist so, daf3 die mathematische
Beschreibung von Bewegungen in einem Bezugsystangliotist einfach wird. Einige gehtichliche
Koordinatensysteme sind in Abb. 1.13 gezeigimtich daskartesische Koordinatensystem vy, z), das
zylindrische Koordinatensyste(p, ¢, z) und dasKugelkoordinatensysterfr, 0, ¢). Ein und derselbe
RaumpunktP lafit sich durch die Koordinatefx, y, z), (p, ¢, z) oder(r,0, ) charakterisieren. Die
verschiedenen Koordinaten lassen sich auf folgende Weise ineinander umrechnen:

12Es sei hier angemerkt, daR iptolengischen Weltbildangenommen wurde, daR die Erde ruht und der Fixsternhimmel
sich bewegt. Inkopernikanischen Weltsystemurde dagegen der Fixsternhimmel als ruhend angenommahrafd es nach
den Gesetzen der Mechanik urassig vére, anzunehmen, daf die Erde ruht und der Fixsternhimmel sich bewegt, ist die

umgekehrte Annahme mit ihnen vexglich. D.h. das ptoleaische Weltsystem widerspricht unserer Mechani&hrend das
kopernikanische mit ihr im Einklang ist.
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Kartesische Koordinaten : T, Y, 2

Zylinderkoordinaten : P, O, 2

T = pCcos
y = psing
Zz =2z

Kugelkoordinaten : r, 0,p
z = rsinf cos ¢

y = rsinfsinp

z =rcosf (1.3.1)
Zb Pxya)
P(p.9.2)
a) P(r,0,0)
r Y4
I

500y

Abbildung 1.13: Kartesisches Koordinatensystémy, z), zylindrisches Koordinatensyste(p, o, z)
und Kugelkoordinatensystefm, 6, ¢).

Im kartesischen Koordinatensystem ist der Abstamihes Punktes vom Koordinatenanfangspunkt ge-
geben durch

r=va?+y>+2% . (1.3.2)

Den Abstandi zweier Punkte erdt man zu

d=/(z1—72)2 4+ (y1 — 12)2 + (21 — 22)? . (1.3.3)

1.3.1 Geschwindigkeit
Gleichformige, geradlinige Bewegung

In einem vorgegebenen kartesischen Koordinatensystem sa@thksndie nach dem Zustand der Ruhe
einfachste Bewegungsform, diteichbrmige Bewegundiskutiert werden. Darunter versteht man die in
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Abb. 1.14a gezeigte Bewegung einesrers, der auf einer geradlinigen Bahn in gleichen Zeitatusi
At gleiche BahnabschnittAs durchBuft, d.h. As oc At (das Zeichenx steht fir “proportional zu”).
Der Proportionaliisfaktor heil3Geschwindigkeit (von lat. “velocitas”):

As=v- At . (1.3.4)

Die Geschwindigkeit ist demnach die pro Zeiteinheitunkgelegte Wegstrecke:

As  zuriickgelegter Weg m
v At verstrichene Zeit [v] S ( )
@) zA (b) s
So+2A.S/ S,+2As 4

S.t+AS / t,+2At - SG As
/‘ SO+AS e g

s, 1 Lt e

-1

y — = -
t t+At 24t t

Abbildung 1.14: (a) Die geradlinige gleiahihige Bewegung. (b) Weg-Zeit-Diagramm der
gleichférmigen Bewegung.

In dem in Abb. 1.14b gezeigten Weg-Zeit-Diagramm bedetitdie Steigung der Geraden.uFdie
Steigung gilt:

A
= Ki =tana . (1.3.6)

<

Je steiler die Gerade, desto@er ist also die Geschwindigkeit. Aus dem Weg-Zeit-Diagramm ergibt
sich au3erdem sofort die auf dem Fahrstrahlizkgéelegte Streckeals Funktion der verstrichenen Zeit
tzu

s:so+ZAs:so+ZvAt:so+UZAt, (1.3.7)

da die Konstante) vor die Summe gezogen werden kann. Beginnend beim Zeitpyiriefert die
Summation der ZeitintervallAt aber gerad® At = (t—ty), so dal man den zur Zeirunickgelegten
Weg wie folgt ausdrcken kann:

5(t) = so+v(t —ty) . (1.3.8)

Diese int lineare Funktion ist in Abb. 1.14b dargestellt.
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Messung von Geschwindigkeiten

A: Bestimmung der Geschol3geschwindigkeit:

Auf der verlangerten Achse eines Elektromotors sind zwei Pappscheiben im Abstand d an-
gebracht, die mit der Drehzahl U (Umdrehungen pro Minute) des Motors rotieren. Feuert
man aus einem Gewehr eine Kugel parallel zur Achse des Motors ab, so durchschlagt die
Kugel die beiden Pappscheiben. Aufgrund des Abstands der Pappscheiben und der nur
endlichen Geschwindigkeit des Geschosses, hat sich die zweite Pappscheibe bereits um
den Winkel a weitergedreht, bis sie von der Gewehrkugel durchschlagen wird. Da der in der
Sekunde durchlaufene Winkel 360° - U/60s betragt, erhélt man fur den in der Zeit ¢ durch-
laufenen Winkel

U[Umdrehungen pro Minute]

al’]l = ts] ) -360 .

Fur die Flugzeit ¢ des Geschosses zwischen den beiden Scheiben und die GeschoRRge-
schwindigkeit ergibt sich

_ o - 60

T 360-U

_d_d-360-U
YT YT T A 60

Fur eine GescholRgeschwindigkeit von 300 m/s, einem Scheibenabstand von 1 m und einer
Motordrehzahl von 2400 Umdrehungen/min ergibt sich ein Winkel von etwa 45, der bequem
gemessen werden kann.

\Y

Kugel

f‘\
JJ
U

Abbildung 1.15: Experimentelle Anordnung zur Bestimmung der Geschwindigkeit eines Geschosses.
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B: Messung der Schallgeschwindigkeit in Luft:

Ein Lautsprecher erzeugt einen kurzen Ton, wodurch eine Quarzuhr gestartet wird. Im Ab-
stand d vom Lautsprecher befindet sich ein Mikrofon, das den eintreffenden Schall registriert
und die Uhr nach der Zeit ¢ stoppt. Durch Messung von d und ¢ erhélt man dadurch die
Schallgeschwindigkeit in Luft bei Atmospharendruck zu etwa 330 m/s.

C: Messung der Lichtgeschwindigkeit — Geschichtliche Entwicklung:

1. Olaf Rdmer (1676): Die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts wurde erstmals von Olaf
Romer mittels einer astronomischen Methode nachgewiesen, bei der groRe Entfernungen
und deshalb grof3e Laufzeiten des Lichts auftreten. Romer untersuchte die Verfinsterung der
Jupitermonde. Die Umlaufzeit eines Jupitermondes sei T'. In der Stellung A der Erde in der
Bahn um die Sonne werde zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢, eine Verfinsterung beobachtet
(siehe Abb. 1.16a). In der Zeit, in der sich die Erde von der Stellung A in die Stellung B be-
wegt, macht der Mond eine bestimmte Anzahl n von Umlaufen um den Jupiter.2 Es IaRt sich
also die Zeit t = to + nT vorausberechnen, wann der Mond in der Erdstellung B in den Ju-
piterschatten treten sollte, falls die Lichtgeschwindigkeit unendlich grof3 ist. Tatsachlich stellt
man aber fest, dal} dieses Ereignis um 1000 s spater als vorausberechnet eintritt. Dieses
Ergebnis lalt sich dadurch erklaren, daf das Lichtsignal, das in der Stellung B den Eintritt
der Verfinsterung angibt, 1000 s bendtigt, um den Durchmesser der Erdbahn d = 3 x 10! m
zu durchlaufen. Damit ergibt sich die Lichtgeschwindigkeit zu ¢ = 3x 10'1 /103 = 3 x 10* m/s.

#Die Umlaufzeit des dem Jupiter anactisten Mondes betgt 42 Stunden 28 Minuten und 36 Sekunden|.

2. Fizeau (1849):Die Lichtgeschwindigkeit wurde erstmals von Fizeaumit irdischen Lichtwe-
gen gemessen (siehe Abb. 1.16b). Die von Fizeauverwendete Zahnradmethode enthalt das
Prinzip aller modernen MeRverfahren. Das von der Lichtquelle @ ausgehende Licht wird
von einem halbdurchlassigen Spiegel reflektiert und tritt durch die Liicke eines Zahnrades.
Nach dem Weg [ wird es an einem Spiegel reflektiert und gelangt zum Beobachter. Wird das
Rad mit einer bestimmten Umlaufzeit T gedreht, so kann gerade der nachste Zahn an die
Stelle der Lucke geriickt sein, wahrend das Licht zum Spiegel hin- und wieder zurtcklauft.
Es wird dann vom Zahnrad abgefangen, das Gesichtsfeld des Beobachters bleibt dunkel. Ist
die Frequenz v = 1/T und hat das Zahnrad N Zahne (wobei Zahne und Lucken gleich breit
sein sollen), soistt = 1/2Nv die Zeit, die das Licht zum Durchlaufen der Strecke 2/ benétigt.
Damit ergibt sich die Lichtgeschwindigkeit zu ¢ = 21/t = 4Nlv. Im Experiment von Fizeau
war ! = 8,6km, N = 720 und v = 12.6s~!. Daraus ergab sich ¢ = 3.13 x 108 m/s. Moderne
Messungen verwenden polarisiertes Licht und statt des Zahnrades eine Kerr-Zelle, die mit
Wechselstrom betrieben wird, als Lichtschranke (siehe unten).

3. Foucault (1869): Ein anderes Verfahren zur Messung der Lichtgeschwindigkeit ist die
Drehspiegelmethode, die erstmals 1869 von Foucault verwirklicht wurde. Das Prinzip ist
in Abb. 1.16c gezeigt. Das von () ausgehende Lichtbindel lauft nach Reflexion an den
Spiegeln in sich zuriick, wenn der Drehspiegel ruht. Bei Rotation des Drehspiegels mit
der Winkelgeschwindigkeit w wird jedoch eine Verschiebung As des Bildes )’ gegeniiber
() festgestellt. Diese kommt dadurch zustande, dald sich der Drehspiegel in der Zeit At, in
der das Licht vom Drehspiegel die Strecke b zum festen Spiegel und wieder zuriick lauft,
um den Winkel 8 = wAt gedreht hat. Die Verschiebung As entspricht dann dem Winkel
2 zwischen einfallendem und reflektiertem Strahl. Somit ist ¢ = 2b/At = 2bw/B. Mit
283 ~ As/a folgt ¢ = 4abw/As. Foucaulterhielt fur b = 20m, w = 27r-8 x 10°s tunda = 1m
eine Verschiebung As = 1,34 mm, woraus er ¢ = 3 x 108 m/s erhielt.
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(@) (b) gco-

JUpi bachter
B A upiter B
t,+nTO O Ot @FI [ =
de halbdurchlassiger
Mond Spiegel Spiegel

Lichtquelle
Q
C
( ) Drehspiegel Qy (2) Robmer (1676)
) B o As (b) Fizeau (1849)
= . (c) Foucault (1869)
b a @

T T Spiegel

Abbildung 1.16: Zur Messung der Lichtgeschwindigkeit naacmi¥ (a), Fizeau (b) und Foucault (c).

D: Messung der Lichtgeschwindigkeit — Laborexperimente:

1. Laufzeitexperiment mit Kerr-Zelle: Eine intensive Lichtquelle erzeugt einen intensiven
Lichtstrahl, aus dem mit Hilfe eines schnellen Schalters (“Kerr-Effekt”) zur Zeit ¢ = 0 ein
kurzer Lichtpuls herausgeschnitten wird. Nach Durchlaufen der Strecke d wird der Lichtpuls
mit einem schnellen Photodetektor registriert. Die Laufzeit ¢ des Lichtimpulses tber die
Strecke d wird mit Hilfe eines Oszilloskops gemessen (etwa 100 ns fur d = 30m). Man
erhalt somit die Lichtgeschwindigkeit zu ¢ ~ 3 x 10® m/s.

2. Mikrowellen-Interferometer:  Ein Mikrowelleninterferometer funktioniert wie das in
Abb. 1.2 beschriebene Michelson-Interferometer. Bei bekannter Frequenz v (~ 100 GHz)
der Mikrowelle wird die Wellenlange X aus der Verschiebung des Spiegels zwischen zwei
Intensitatsmaxima gemessen. Da die typische Wellenlange der Mikrowellen im Bereich von
0.1 bis 1cm liegt, kann die Verschiebung bequem gemessen werden. Die Lichtgeschwin-
digkeit ergibt sich zu ¢ = v - A. Eine abgewandelte Methode stellt die Hohlraum-Resonator
Methode dar. Ein Mikrowellen-Resonator wird z.B. durch zwei planparallele Platten im
Abstand I = n - A gebildet. Durch Messung von [ kann A bestimmt werden und man erhalt
wiederumc=v - \.

Es soll hier nochmals darauf hingewiesen werden, daf seit 1983 die Lichtgeschwindigkeit=auf
299 792 458 m/s als Naturkonstante festgelegt ist und dadurch diegeiiber die Naturkonstante
an die Zeitdefinition gekoppelt wurde (vergleiche hierzu Abschnitt 1.2.2).

Ungleichformige, geradlinige Bewegung

Im Gegensatz zu der bisher betrachteten gleichien Bewegung legt ein d¢per bei einer un-
gleichférmigen Bewegung in gleichen Zeitabschnitt&m keine gleichen Streckem\s zunick (siehe

Abb. 1.17). Im Weg-Zeit-Diagramm ist die Kurwét) gektimmt, d.h. sie besitzt keine konstante Stei-
gung mehr. Damit wird die Geschwindigkeit selbst eine Funktion der Zei: v(t). Wahrend fir

eine gleichbrmige Bewegung bei der Bestimmung der Geschwindigkeit aus dem Weg-Zeit-Diagramm
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die Lange des verwendeten Zeitintervall gleiahig war, ertalt man fir die ungleichérmige Bewegung

fur verschiedene Zeitintervalle verschiedene Geschwindigkeiten. Der Wevtateentangeschwindig-
keit v(¢) ergibt sich, wenn man zu immer kleineren (in der Grenze “infinitesimalen”) MeRintervallen
Ubergeht. Daher liegt es nahe, in Verallgemeinerung von GI.(1.3.5) die Geschwindigkeitefinieren

als

o st AY) —s(t)  ds .
v(t) :== Aliglo s = =5 (1.3.9)

Hierbei &Mt sich der Differentialquotients/dt im Weg-Zeit-Diagramm als Steigung der Tangente an
die Kurves(t) interpretieren.

Si
Tangente .-~
s +2AS e B0y
SetAS | 0/
SO ’——.

t LAt GA2At

Abbildung 1.17: Weg-Zeit-Diagramm der nichtgleiohfiiigen Bewegung.

Nicht-geradlinige Bewegung

Bei der Betrachtung von geradlinigen Bewegungerugemine skalare Betrachtungsweise, da das Ko-
ordinatensystem immer so gahit werden kann, dal3 eine AchseAchse) parallel zur Bahn ist. Dann

wird der Bewegungsvorgang zu einem eindimensionalen Problem, die einzelnen Bahnabschnitte ent-
sprechen den Koordinatenabschnitten aufdd@chse. Bei einer nicht-geradlinigen oder krummen Be-
wegung Rt sich diese Vereinfachung nicht mehr machen. Die Bahnkurve muf durch einen zeitlich
verdnderlichen Ortsvektar im dreidimensionalen Ortsraum beschrieben werden (siehe Abb. 1.18).

Zum Zeitpunktt wird die Lage des betrachteterokpers durch den Ortsvekteft), zum Zeitpunkt+ At

durch den Vektor(t + At) festgelegt. In der Zeit\t hat sich der Kiper auf der Bahnkurve um das
Wegstick As weiterbewegt und die Lage deroers hat sich um\r = r(¢ + At) — r(¢) verschoben.

Die mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervalh¢ ist dannv = Ar/At. In Verallgemeinerung der oben

bei der geradlinigen Bewegung verwendeten Geschwindigkeitsdefinition (GI.(1.3.9)) definiert man die
Momentangeschwindigkeintlang der Bahnkurve zu

. r(t+ At) —r(t) . Ar dr
t) = 1 = lim = =" =i. (1310
MR - A Ar a0 4319

Fur infinitesimale MeRintervallé\r und At stellt das Verhltnis Ar/At tatsichlich die zum Zeitpunkt
t herrschenddlomentangeschwindigkeit(¢) dar. Gleichung (1.3.10) gibt somit eine allgemeine Defi-
nition der Geschwindigkeit auchuf Bewegungen, bei denen sich die Geschwindigkeit nach Betrag und



1.3 Kinematik des Massenpunktes HYSIK | 45

Abbildung 1.18: Zur Definition der Geschwindigkeit bei einer ungleichfigen, nicht-geradlinigen
Bewegung.

Richtung zeitlichandert. Da im Limeg\¢ — 0 der Verschiebungsvektakr fur infinitesimal benach-

barte Bahnpunkte tangential zur Bahn gerichtet ist, folgt aus der Definitionsgleichung (1.3.10), daR die
Geschwindigkeit immer in Richtung der Tangente an die Bahnkurve weist (siehe Abb. 1.18). Da ferner
Ar ein Vektor undAt ein Skalar ist, ist die Geschwindigkeit selbst ein Vektor. In kartesischen Ko-
ordinaten erhlt man folgende Ausdicke fir die Komponenten, v, und v, sowie den Betrag der
Geschwindigkeit:

dzx _dy _dz
a T T

y %(%)Z(%)Z(%Y _ (1.3.12)

Mit Hilfe des Betragsy der Geschwindigkeita3t sich der Geschwindigkeitsvektor mit Hilfe dean-
genteneinheitvektorsals

(1.3.11)

Ve =

v(t) =wv(t) -t (1.3.13)

ausdricken. Diese Schreibweise zeigt explizit, daR die GeschwindigKejtimmer tangential an die
Bahnkurve gerichtet is€

Mit Hilfe der in GI.(1.3.10) gegebenen Definition kann man ausgehend vom Ortsugktor(ty) zur
Zeit ty bei bekannter Geschwindigkei(t) den Ortsvektok(t) zur Zeitt berechnen zu

r(t) =1+ /tv(t')dt' (1.3.14)

to

Das Zeitintegral der Geschwindigkeit auf der rechten Seite von Gl.(1.3.14) ergibt damit die Verschiebung
Ar(t) = r(t) —rg. Weiterhin erfalt man den entlang der Bahn mekgelegten Wed\s = s(t) —s(%) =
s(t) — so durch Integration des Betragsder Geschwindigkeit:

Der Tangenteneinheitsvektor ist dunch= dr(s)/ds definiert. Er ist also tangential an die Bahnkurve gerichtet und wie
sich leicht zeigendRt ist|t| = 1.
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t t
s(t) = so + / v(t)dt' bzw. As(t) = / o(t)dt' . (1.3.15)
to to
Ein Vergleich von Gl.(1.3.14) und GI.(1.3.15) macht klar, da’ auBefire hin- und herpendelnde Bewe-
gung die Verschiebungd.r(t) immer wieder zu Null wird, die Funktios(¢) dagegen monoton mit der
Zeit ansteigt. Von einem willlirlichen Nullpunkts(4) = 0 auf der Bahn aus gikhs(¢) die Bogeniinge
der Bahnkurve an.

Zusammensetzung und Zerlegung von Bewegungen

Der vektorielle Charakter der Geschwindigkeit schliel3t dieghthkeit ein, die Geschwindigkeit in
Komponenten zu zerlegen oder zwei Geschwindigkeiten zu einer zusammenzusetzen, wie allgemein in
Abb. 1.19 gezeigt ist.

@1y (b)

Y,
Vy

Vy X

Abbildung 1.19: Komponentenzerlegung (a) und Addition (b) von Geschwindigkeiten.

Ein Beispiel fir die Zerlegung von Geschwindigkeiten ist in Abb. 1.20 gegeben: ein Schwimmer
durchquert einen FluB3, der mit der Geschwindigkeitstromt, relativ zum Flu3 bewegt sich der
Schwimmer mit der Geschwindigkeit,. Die resultierende Gesamtgeschwindigkeit des Schwimmers
(vom Ufer aus betrachtet) ist dann = v; + vo. Ein wichtiger Satz zur Zerlegung von Geschwin-
digkeiten lautet, da3 Bewegungen, die senkrecht zueinander erfolgen,angaplvoneinander sind.
Schwimmt der Schwimmer genau senkrecht zuoiatiiig des Flusses, so wird er unabbig von der
Strdmungsgeschwindigkeit; des Flusses immer nach der gleichen Zeit das andere Ufer erreichen, da
hierflr nur die senkrecht zw, gerichtete Schwimmgeschwindigkeit malRgebend ist.

\Y; \Y; \
9 A ) e
V, V, - V, -

Abbildung 1.20: Ein Schwimmer in einem Flul3 derd@iningsgeschwindigkei; hat relativ zum Fluf3
die Geschwindigkeit» und relativ zum Ufer die Geschwindigkait= v; + vs.

1.3.2 Beschleunigung

Eine Bewegung, bei der sich der Geschwindigkeitsvektam Laufe der Zeitahdert, nennt man eine
beschleunigte Bewegundpeshalb ist jede ungleicbifinige Bewegung eine beschleunigte Bewegung.
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Experiment: Freier Fall und schiefer Wurf:

Man betrachtet 2 Kugeln 4 und B (siehe Abb. 1.21a). Kugel A erhalt eine Anfangsgeschwin-
digkeit v, in x-Richtung, wobei fir Kugel B v, = 0 gilt. Sobald Kugel A die Rampe verlafit
und frei fallen kann, wird auch Kugel B in gleicher Hohe losgelassen. Da die Horizontal-
und Vertikalgeschwindigkeit getrennt betrachtet werden kdnnen, kann man sofort folgende
SchluRfolgerungen treffen. (i) Beide Kugeln erreichen zur selben Zeit den Boden. (ii) Da die
Hohe z flr beide Kugeln zu allen Zeiten gleich grof3 ist (gleiche Fallbewegung), stof3en die
Kugeln unabhangig von der Horizontalgeschwindigkeit v, immer zusammen.

In Abb. 1.21b ist ein weiteres Experiment zur Demonstration der gleichen Fallzeiten beim
horizontalen Wurf gezeigt. Ein Hammer schlagt auf eine Blattfeder und verursacht somit eine
Horizontalgeschwindigkeit von Kugel A. Gleichzeitig fallt Kugel B senkrecht nach unten.
Unabhangig von der mit dem Hammer erzeugten Horizontalgeschwindigkeit schlagen beide
Kugeln immer gleichzeitig am Boden auf.

@) oy (b)

Abbildung 1.21: Freier Fall von zwei Kugeld und B mit unterschiedlichen Horizontalgeschwindig-
keitenv,.

Fur die Beschleunigung verwendet maawuffigg das Symbah von lat. “acceleratio”.

Es ist naheliegend, die Beschleunigung alsididerung der Geschwindigkeitv im Verlauf des Zeit-
intervalls At, dividiert durch das Zeitinterval\¢ zu definieren. Anhand von Abb. 1.23 afhinan

v(t + At) =v(t) + Av = Av =v(t + At) — v(t) (1.3.16)
und (t+ At) =t + At = At=(t+At)—t (1.3.17)

Um wie bei der Geschwindigkeit auch bei der Beschleunigung den Momentanwert ztizd eitfassen,
geht man mit dem MeRintervalit gegen Null. Die Beschleunigung ergibt sich somit zu

Experiment: Welche Kugel ist schneller am Ziel ?

Man betrachtet 2 Kugeln A und B (siehe Abb. 1.22). Beide Kugeln haben die gleiche Hori-
zontalgeschwindigkeit v,. Man wirde deshalb erwarten, daf beide Kugeln gleichzeitig am
Ziel ankommen wirden (fur die Horizontalbewegung ist nur v, maf3gebend) oder daf? Kugel
B spater ankommt, da sie einen langeren Weg zu durchlaufen hat. Im Experiment werden
diese Erwartungen allerdings widerlegt. Kugel B erhalt durch die Mulde in der Bahn eine
zusatzliche Beschleunigung und lauft deshalb einen Teil der Wegstrecke mit hoherer Ge-
schwindigkeit als Kugel A und erreicht somit trotz des langeren Wegs als erste das Ziel. Die
genaue Berechnung erfordert etwas Zeit.
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A .L,
Vy
B@——

~_ 7 Zel

Abbildung 1.22: KugeB erreicht trotz desdfigeren Wegs als erste das Ziel, da sie durch die Mulde eine
zustzliche Beschleunigung effit.

Zh vy V(t+AL)
//L’"*i*
e Bahn

r(t) r(t+At)
5 v (t+At)
X y

Abbildung 1.23: Beschleunigte Bewegung.

L V(A —v(t) . Av dv
alt) = Jfm, At Am o T w318
m
a] = 2z (2.3.19)

Laut dieser Definition ist die Beschleunigung ein Vektor. Es sei darauf hingewiesen, daf3 eine Beschleu-
nigunga # 0 auch dann vorliegt, wenn der Betrag der Geschwindigkeit konstant bleibt, sich aber die
Richtung des Geschwindigkeitsvektomadert. Die spezielle Bewegungsform rait= const. heifldt
gleichbrmig beschleunigte Bewegung

Als Differentialquotient geschrieben wird aus GI.(1.3.19)

t) = . 1.3.20
a(t) = — (1.3.20)
und mit Hilfe von GI.(1.3.10) ergibt sich
d?r(t)
a(t) := ol (1.3.21)

Die Beschleunigung ist also die erste Ableitung der GeschwindigKejtbzw. die zweite Ableitung des
Ortsvektorse(t) nach der Zeit. In Komponenten lauten die GiIn.(1.3.20) und (1.3.21)

dv, d*xz dvy d*y dv, d*z
Oy = =—2 =

a2 YT e T A YT a T A

(1.3.22)
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und flir den Betrag der Beschleunigung &lthhan

dvg \ 2 dv, 2 dv,\ > d2z\ 2 d?y 2 d2z\?
= — —= — ] = — — — ] . 1.3.23
¢ \/( dt ) + ( dt > T\ @ a) T\ae) T\ ( )
In GI.(1.3.13) wurde gezeigt, dal’ die Geschwindigkeit immer tangential an die Bahnkurve gerichtet ist.
Mit v = v - t erhélt man:

dv  dw-t) dv. dt
_av _ _ at 1.3.24
dt dt T (1.3.24)

a

Die Beschleunigungal3t sich also somit in zwei Teile zerlegen: Der erste Summand gibt die Tangen-
tialkomponente der Beschleunigung an, deren@rdeAnderung des Betrags der Geschwindigkeit
entspricht. Die Bedeutung des zweiten Summanden wird nur nach einigen Umformungen ersichtlich.
Mit Hilfe von

dt _ dtds

folgt

v— =v'— =v — . (1.3.26)

’ f(t)
o Bahn ﬂt)
RN «(‘A?
i Qt +At) it +

R KrUi’nmungs—
’ kreis

X

Abbildung 1.24: Tangentenvektéuund Hauptnormalenvektai an einem Punkt der Bahnkurve.

Um den Ausdrucldf:/ds zu berechnen, betrachtet man die in Abb. 1.24 gezeichnete Bahnkurve. Die
Bahnkurve wird im Bereich zwischen den Bahnpunki¢t) undr(¢ + At) fur kleine A¢ durch einen
Kreis approximiert, der sich optimal der Bahnkurve anpassen soll. Diagermungskreivesitzt den
RadiusR. Fur den WinkelA¢ gilt nach Abb. 1.24

g
»
=

Ap=—"~ 20 = At (1.3.27)

=
GE

und damit erhlt man

At 1 dt| 1
% =% und damit % =5 (1.3.28)
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Vom PunktM aus erscheint das Bogensk'As auf der Bahn unter dem Winkély und im Limes
As — 0ist As = RAp, wennAy im BogenmaR gemessen wird. Die Richtung vibfds kann man
aus folgendetberlegung gewinnen: Dia| = 1 folgt t> = 1. Da die Ableitung einer Konstanten Null
ergibt, erkalt man:

— =2t—=0=—1¢%. (1.3.29)

Mit dem Hauptnormalenvektofi, der vom Bahnpunkt(¢) zum Knimmungsmittelpunkd/ gerichtet ist
und den Betrag 1 hataB3t sichdf:/ds schreiben als

. 1
—=—=n . 1.3.
=gl (2.3.30)
Der zweite Summand in GI.(1.3.24) gibt also di@rmalkomponente&er Beschleunigung an, deren
Betrag durch das Quadrat der Bahngeschwindigkeit dividiert durch demikringsradius gegeben ist.
Somit kann die Beschleunigung grumatidich in eineTangentialkomponentg und Normalkomponente
a, zerlegt werden

U
o

v, v
: +§n:at+an. (1.3.31)

|

Zum Abschluf3 sollen einige SondaliE diskutiert werden:

Geradlinige Bewegung:

In diesem Fall sind Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung immer kollinear. Die Normalkompo-
nente der Beschleunigung ist Null, nur die Tangentialkomponente hlbiig. “Ist die Beschleunigung
bekannt, so kann durch Integration die Geschwindigkeit, der Ortsvektor und dekgetégte Weg be-
rechnet werden:

v(t) = /ta(t’)dt’ (1.3.32)
to

r(t) = /tv(t')dt' (1.3.33)
to

s(t) = /tv(t’)dt’ (1.3.34)
to

Fur eine zeitlich konstante Beschleunigua@) = const. (gleichbrmige Beschleunigungerhélt man

V(t) = Vvgo+ a(t - t()) (1.3.35)
() = ro+volt—t) + %a(t — 10)? (1.3.36)

s(t) = 30+vo(t—t0)+%a(t—to)2 . (1.3.37)
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Hierbei sindry = r(ty), vo = v(to) und sy = s(to) der Ortsvektor, die Geschwindigkeit und die
Wegstrecke zur Zeit = #,. Im speziellen Fally = 0, vg = 0 undsy = 0 ergibt sich

v(t) = at (1.3.38)
s(ty = =at® . (1.3.39)

Bei der gleichéimig beschleunigten Bewegung nimmt also die Geschwindigkeit linear und der
zunlickgelegte Weg quadratisch mit der Zeit zu, d.h. die Funkt{@hist eine Parabel.

Experiment: Luftkissen-Bahn:

Messung von v und s mit Hilfe einer geneigten Bahn, auf der sich ein Fahrzeug mit ver-
nachldssigbarer Reibung auf einem Luftkissen bewegt. Man kann experimentell die in
Gl.(1.3.39) hergeleiteten Zusammnehange verifizieren.
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Experiment: Freier Fall:

Ein einfaches Beispiel fiir eine geradlinige, gleichformig beschleunigte Bewegung ist der
freie Fall. Die vertikale Beschleunigung ist durch die Erdbeschleunigung ¢ = 9.81 m/s?
gegeben (der genaue Wert hangt vom Ort auf der Erdoberflache ab und ist unabhangig von
der Masse, eine genaue Erklarung folgt spater). Aufgrund der Unabhangigkeit von g von
der Masse fallen alle Kdrper gleich schnell. Die im Alltagsleben fur unterschiedliche Korper
(z.B. Feder und Bleikugel) beobachteten unterschiedlichen Fallgeschwindigkeiten hangen
nur mit der Luftreibung zusammen.

(@) LaRkt man eine Styroporkugel in einem evakuierten Rohr fallen (keine Luftreibung
mehr), so fallt sie so schnell wie eine gleichgrof3e Bleikugel.

(b) Experiment mit Fallschniren:

An zwei Schniren werden Eisenkugeln befestigt und zwar an Schnur A in gleichen
Abstanden und an Schnur B in Abstdnden, die sich wie 1:4:9:16:25 verhalten. Beide
Schnire werden an der Decke so aufgehangt, dafl} die unterste Kugel fast den Boden
bertihrt. Schneidet man dann die Schnire ab, so schlagen die Kugeln nacheinander auf
dem Boden auf. Bei Schnur A geschieht dies in immer kirzeren Zeitabstanden, wahrend
die Kugeln von Schnur B in gleichméRigen Zeitintervallen auf dem Boden aufschlagen.

(c) Experiment zur Bestimmung der Erdbeschleunigung — der Fall auf der schiefen
Ebene (siehe Abb. 1.25):

Lalt man eine Kugel in einer Rille eine schiefe Ebene herunterrollen, so rollt sie umso
langsamer, je kleiner der Neigungswinkel « der schiefen Ebene ist. Die senkrecht nach
unten wirkende Beschleunigung ¢ des freien Falls 1&Rt sich in die beiden Komponente
gsina und gcosa zerlegen. Da die senkrecht zur Bahn wirkende Komponente keine
Bewegung hervorrufen kann, wirkt allein die GroR3e gsina als Beschleunigung. Diese ist
aber kleiner als g, d.h. die Fallgeschleunigung auf der schiefen Ebene kann herabgesetzt
werden und dadurch die Fallbewegung verlangsamt werden. Die kleineren Geschwin-
digkeiten kénnen dann besser gemessen werden? Mit v = gt, s = 1(gsina)t* und
s = h/sina ergibt sich die Endgeschwindigkeit nach Durchlaufen der schiefen Ebene
zuv = /2(gsina) - (h/sina) = /2gh. Dies ist exakt dieselbe Geschwindigkeit, die ein
Korper beim senkrechten freien Fall erreicht. D.h., die Endgeschwindigkeit eines aus einer
bestimmten Hohe fallenden Korpers hangt nicht davon ab, ob er frei fallt oder auf einer
beliebig geneigten Ebene herabgleitet.?

4Galilei hat diese Methode benutzt, um die Fallgesetze abzuleiten. Er benutzte zur Zeitmessung Wagseruhren,
bei denen die Zeiiber das Gewicht des ausgelaufenen Wassers bestimmt wird.
bBei diesetUberlegung wird vernachisigt, daR bei einer rollenden Kugel aufgrund der auf der schiefen Ebe-
ne erhaltenen endlichen Rotationsenergie die Endgeschwindigkeit nach Durchlaufen der schiefen Ebene geringer
ist als diejenige beim freien Fall.

Gleichformige Kreisbewegung

Bei einer gleichbirmigen Kreisbewegunglift ein Korper mit konstantem Geschwindigkeitsbetrag
auf einem Kreis mit Radiug. Er legt in gleichen Zeiter\¢ gleiche BogerdhgenAs zunick. Nach
Gl.(1.3.31) verschwindet daher die Tangentialbeschleunigungd es existiert nur eine von Null ver-
schiedene Normalkomponerdg der Beschleunigung. Das heif3t, nur die Richtung der Geschwindigkeit
andert sich, whrend der Geschwindigkeitsbetrag konstant bleibt.
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Abbildung 1.25: Zum Fall auf der schiefen Ebenar flie zurickgelegte Wegstrecke gilts(t) =
1 : 2
5(gsina)t”.

Dem Bahnatck As kann der WinkelAp = As/At zugeordnet werden (siehe Abb. 1.26). Mit Hil-
fe dieses Winkels d&rinen fir KreisbewegungenutZliche neue Gif3en definiert werden,amilich die
Winkelgeschwindigkeit und dieWinkelbeschleunigung:

o Ap de
wo= m S (1.3.40)
o Aw  dw  dPo
b= m =T (1.3.41)

Anschaulich gebew und g die Geschwindigkeit und die Beschleunigung eines fiktiven Massepunktes
im Abstand 1 m vom Drehzentrum auf dem Fahrstrahl an. Es ist zu beachten, @a®5 nicht die
Dimension einer Geschwindigkeit bzw. einer Beschleunigung haben, weshalb die verwendete Namens-
gebung etwas irrefirend ist. Aus Gl.(1.3.41) folgtamilich

w]=1— und Bl=1— . (1.3.42)

Fir die gleichbrmige Kreisbewegung ist = const. und g = 0, daher gilt auchui endliche Zeitinter-
valle At

Ap=w At . (1.3.43)

Gl.(1.3.43) stellt also di&Jbertragung von Gl.(1.3.4) auf die Kreisbewegung dar. Welyen= As/R

folgt 32 = L 22 und damit

_ i Ao V]

Die Bahngeschwindigkejt| und die Winkelgeschwindigkeit sind alsauber den Radius der Kreisbahn
miteinander verkapft. Mit der UmlaufzeitT (Zeit fur einen vollen Umlauf = 2r) gilt ferner

27 1 |v|
w v V= rp [V]

1
T s

(1.3.45)
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Abbildung 1.26: Kinematik der gleicbfimigen Kreisbewegung. Die Beschleuniguagst parallel zu
Av. Sie st fir infinitesimaleAr = r(¢) — r(#) auf den Mittelpunkt)/ der Kreisbahn gerichtet.

Die Frequenzs mif3t hierbei die Zahl der Uralife pro Zeiteinheit. Aufgrund von GI.(1.3.45) nennt man
w auchKreisfrequenz Schliefilich ergibt sich mié|v(¢)|/dt = 0 die Beschleunigung mit Hilfe von
Gl.(1.3.31) zu

a(t) = % f(t) = w?R i(t) (1.3.46)
la(t)] = w?’R= “_1; (1.3.47)

Fur eine gleichérmige Kreisbewegung ist die Tangentialkomponente der Beschleunigung also Null und
die verbleibende Komponente ist auf den Kreismittelpunkt gerichtet. Man nennt sie déshéiipetal-
beschleunigung

Experiment: Messung der Kreisfrequenz mit einem Stroboskop:

Zur Messung der Kreisfrequnz kann ein Stroboskop, d.h. eine Blitzlampe mit variabel ein-
stellbarer Blitzfolgefrequenz vg, verwendet werden. Beleuchtet man einen mit der Frequenz
v rotierenden Korper mit einem Stroboskop, so erhalt man nur dann ein stehendes Bild des
Korpers, wenn vgi, = nv oder vsy, = v/n gilt (hierbei ist n eine ganze Zahl) .

Wurfparabel:

Es soll nun didJberlagerung einer Bewegung mit konstanter Geschwindigkeitit der freien Fallbe-
wegung diskutiert werden. Zur Zefg = 0 soll gelten:v(0) = vp,a = az = —¢g - z undr(0) = 0.
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Hierbei istz der Einheitsvektor ir-Richtung undg der Betrag der Erdbeschleunigung. Durch Integra-
tion errélt man

v(t) = —g-t-z+vp , (1.3.48)
1
r(t) = —§gt2 7+ vot . (1.3.49)

Der Ausdruck fir r(t) ist wiederum durch eine Parabel gegeben, die sogenahintéparabel(siebe
Abb. 1.27).

A '}
Z z /
Vot r’/A

1/2gt?
Az ~ t2

r(t)

X
X

Abbildung 1.27: Wurfparabel: Es gilhz oc t und Az o< £2.

Experiment: “Falling faster than g”:

Bei der Entfernung der Haltebuigel in Abb. 1.28 fallt das Brett und damit der auf ihm befestigte
Topf und die Kugel im Schwerefeld der Erde nach unten. Wenn das Brett ankommt, liegt die
Kugel im Topf. Der Topf scheint also schneller als die Kugel nach unten zu fallen: “Falling
faster than g ?”.

Erklarung: Der Schwerpunkt des Brettes fallt mit der Geschwindigkeit vg = gz - t. Da das
Brett am Drehpunkt festgehalten wird, fallt der Topf mit einer Geschwindigkeit vrops > vs.
Fur die Geschwindigkeit des Brettendes kann folgende Abschatzung gemacht werden:

VBnde ¥ w-L >vg~w-L/2 (1.3.50)

Mit v, = gt erhdlt man vgnge ~ 2gt. Wichtig ist, dal3 der Schwerpunkt des Brettes und
der Kugel exakt gleich schnell fallen. Die Tatsache, dald das Brettende schneller fallt, liegt
daran, dal’ man es nicht mit der Bewegung eines Massenpunktes sondern mit derjenigen
eines starren Korpers zu tun hat. Der soeben diskutierte Fall kann auch auf einen kippenden
Kamin angewendet werden. Beim fallen knickt der Kamin ab. Wirde der Kamin als starre
Einheit fallen, so mifite das Ende des Kamins auf etwa die doppelte Fallgeschwindigkeit
beschleunigt werden. Die dabei auftretende Kraft fiihrt zum Abknicken.
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(a)

Fallbrett

Kugel

(b) | Kamin

Halte-
bigel

Drehpunkt

Abbildung 1.28: (a) Beim Fallen des Brettesdlf'der Topf schneller als die Kugel, so dal’ die Kugel in
den Topf #llt. (b) Kippen eines Kamins.

Zahlenbeispiele von Geschwindigkeiten:

2,998 x 108m/s
2,50 x 10°m/s
2,98 x 10*m/s
4,59 x 10°m/s

3 x 10°m/s
10m/s

Lichtgeschwindigkeit

Bahngeschwindigkeit der Sonne um das galaktische Zentrum
Bahngeschwindigkeit der Erde um die Sonne
Umfanggeschwindigkeit der Erde dmuator
Schallgeschwindigkeit in Luft bei Normaldruck
Geschwindigkeit eines Sprinters
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1.4 Kraft und Masse — Dynamik des Massenpunktes

Die Kinematik beschftigt sich mit der Beschreibung von Bewegungen, ohne nach der Ursache eines in
der Natur beobachteten Bewegungszustands zu fragen. Die kinematische Beschreibung kommt mit den
GrundgoRRen lange und Zeit aus. Um aber von einem bestimmten Bewegungszustand eipessK”
ausgehend seine weitere Bewegung vorhersagenrmek, bedarf es des physikalischen \amdtiisses

des Bewegungsablaufs. Es muf die Ursache der Bewegung und die Reaktion @ipess lKuf die
Bewegungsursache gekt'werden. Das heil3t, wir wollen nicht nur beschreiben, wie ein Apfel vom
Baum fllt, sondern aufgrund welcher Ursache er das tut. Die Antwort hierauf gebé&teditonschen
Axiome!* der Mechanik, die auf die Begrifféraft undMassefuhren. Die Einfihrung deNewtonschen
Axiome bedeutet deblbergang von der Kinematik ziynamikeines Bewegungsvorganges. Mit ihrer
Hilfe ist es noglich, dieDynamik eines Bewegungszustandestudieren. Das bedeutet, dal3 man einen
Bewegungszustand nicht nur kinematisch beschreibt, sondern aus den Ursachen heraus berechnet.

Im vorliegenden Abschnitt sollen diblewtonschen Axiome diskutiert werden. Aus didaktischen
Griinden wird die Krafuber eine MelR3vorschrift als dritte Grundée neben &fige und Zeit eingefirt

und die Masse anhand d¥ewtonschen Axiome definiert, obwohl abweichend davon im SI-System die
Masse als weitere Grundge ausgeafilt wurde.

1.4.1 Das Tiagheitsgesetz — Lex Prima

Eingehende Beobachtungen udberlegungenuhirtenGalilei (1564-1642) zum Tgheitsgesetz, wel-
ches vorNewton (1643-1727) schlie3lich an die Spitze seiner Axiome gesetzt wurde:

1. Newtonsches Axiom — Lex Prima: “Alle K'orper verharren im Zu
stand der Ruhe oder der gleiohniiigen, geradlinigen Bewegung, wenn keine
aullere Einflsse vorhanden sind.”

Das Beharrungsverogien eines kérpers in seinem Bewegungszustand nennt marTéigkeit eines
Korpers, weshalb das vadewton als Lex Prima in sein Axiomensystenbérnommenésalileische
Bewegungsgesetz auch daggheitsgesetheift. Man beachte, dal’ die Lex Prima als experimentelle
Erfahrungstatsachebér die rein kinematische Beschreibung einer Bewegung hinausgeht. dgjieeltr”
eines kKorpers schreibt man einer Eigenschaft desg€rs zu, dettagen Massen. Da alle Korper dem
Tragheitsgesetz gagén, haben alle im Rahmen déewtonschen Mechanik einedge Masse.

Es sei darauf hingewiesen, daf die Lex Prima keineswegs trivial ist und zuerdseptar erkannt und
formuliert wurde. Im Gegensatz dazu glaubtastoteles, dalBv « F, d.h. dal3 eine gleicbfinige
Bewegung nur bei Vorhandensein einer endlichen Kradginsh sei. Diese Aussage stimmt zwar mit
der Erfahrung hufig tberein, lahgt aber mit den nichtverschwindenden Reiburgféén’ zusammen
(Reibungskafte werden sater in Abschnitt 1.6.4 diskutiert). Reibungake machen also die experi-
mentelle Beobachtung der Lex Prima schwierig. Die Yoistoteles gemachte falsche Vermutung hat
wahrscheinlich bewirkt, dal3 sehr lange Zeit bis zur FormulierundNésrtonschen Axiome vergangen
ist.

14axiom (griech.) = Forderung. Axiome sinca&e eines Wissensgebiets, mit denen alildgen Sitze des Wissensgebiets
bewiesen werdenddinen. Ihre @ltigkeit ist beweislos vorausgesetzt. Die Axiome eines Axiomensystenssen (i) wider-
spruchsfrei, (ii) unabdwigig und (iii) vollstindig sein. Es darf also nichtaglich sein, mit Axiomen zwei &Ze zu beweisen,
die sich widersprechen (Widerspruchsfreiheit). Keines der Axiome darf sich mit Hilfe eines anderen beweisen lassen (Un-
abhangigkeit). Jeder Satz soll mit den Axiomen bewiesen werdeméri (Vollseindigkeit). Welche &ze man als Axiome
einfuhrt, ist innerhalb der durch diese drei Forderungen gezogenen Grenzaurheitik”
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Im Tragkeitsgesetz ist von Ruhe und glefiger, geradliniger Bewegung die Rede. Derartige Aussa-
gen kohnen nur dann gelten, wenn ein bestimmtes Bezugssystem zugrunde gelegt wird. Die Lex Prima
und alle weiteremMNewtonschen Axiome sind nur imertialsystemerflat.: inertia = Tagheit) odeiFun-
damentalsystemagiiltig, auf die sgiter in Abschnitt 1.8 im Detail eingegangen wird. Ein Inertialsystem
ist per Definition ein Bezugssystem, in dem das\Ewtonsche Axiom ertillt ist, d.h. gegenber dem

sich ein kaftefreier Korper mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Ein solches System ist nicht die
Erde, wenngleich dies naheliegenan; da das Egheitsgesetz aus Versuchen auf der Erde abgeleitet
wurde. Es wird sater aber noch genau gezeigt, daf3 nur ein im Fixsternhimmel verankertes Koordina-
tensystem ein geeignetes Bezugssystem darstellt. Das man trotzdenaglasitSgesetz aus Versuchen
auf der Erde abgeleitet hat, liegt nur an demoflichen Umstand der zu groRen MelRungenauigkeit, der
die durch die Erdrotation auftretenden Abweichungen nicht erkennbar werden lief3.

Da eine gleichdimige, geradlinige Bewegung auch in jedem anderen Bezugsystem, das siglidbez”
des Fixsternhimmels geradlinig und gleiohfiig bewegt, wiederum als gleiarfhig, geradlinige Be-
wegung erscheint, gibt es unendlich viele gleichberechtigte Bezugssysteme. Geschwindigheitam k™
deshalb nicht absolut sondern immer nur relativ angegeben weBiditeisches Relatiétsprinzip

Experiment: Luftkissentisch:

Geht man von der Vorstellung aus, dald Wechselwirkungen zwischen Korpern materiellen
Ursprungs sind und deshalb grundsatzlich zwischen zwei oder mehreren Koérpern wirken, so
ist das im Tragheitsgesetz geforderte Verschwinden aller Wechselwirkungen nur schwierig
zu erfullen. Auf der Erde ist dies aufgrund der Erdanziehung, der Reibung und des Luftwi-
derstands besonders schwierig. Am Uberzeugendsten sind Experimente mit Luftkissenfahr-
zeugen. Wird ein Korper auf einem Luftkissentisch angestol3en, so gleitet er gleichférmig
und geradlinig weiter. Die Reibung als aufRerer Einflu wird durch die Luftschicht zwischen
Unterlage und Kdrper minimiert. Die Erdanziehung kann bei einer horizontalen Unterlage
nicht wirksam werden.

1.4.2 Realdefinition der Kraft

Im folgenden soll die Kraft im Sinne einer Realdefinitiober eine MelRvorschrift als dritte Gruno@e
eingefihrt werden. Dabei wird versucht,aglichst eng an die Vorstellung der vertrauten “Muskelkraft”
anzuschlielRen. Danach ist eine “Kraft” notwendig, um einenpiéi’ zu beschleunigen, ihn hochzuheben
oder auf dem Boden zu schleiféh.Als charakteristische Eigenschaft einer Kraft kann man heraus-
greifen, dafd sie Krper beschleunigen kann. Man kann deshalb gleichwertig zu obiger Definition des
Tragheitsgesetzes formulieren, dall Abweichungen vaghgitsgesetz auf Kfte zutickzutihren sind.

Hangt man wie in Abb. 1.29 gezeigt Gewichisgér an einer Feder auf, so wird die Feder gespannt

— die “Federwaage” schfjit aus. Die Interpretation dieser Beobachtung lautet, da3 die Kraft, die die
Gewichtslorper zum Erdmittelpunkt hin beschleunigt, die Feder deformiert. Diese EigensaRaft |”
sich bequemui’ eine Mel3vorschrift und damit Definition der Kraft verwenden. Der Federausschlag
kann mit einem Satz identischer Gewichtssteine geeicht werden. Die geeichte Federausdehnung wird
dann als MaR di die Kraft benutzt, wobei Kafte, die mit keiner Eichmarkabereinstimmen, durch
Interpolation erhalten werden. Es mul3 beachtet werden, dal3 bei dieser Realdefinition angenommen
wird, dalRN Gewichtssteine dei-fachen Kraft entsprechen. Dagegen wind flie Feder kein linearer
Zusammenhang zwischen Dehnung und Kraft vorausgesetzt. Zusammenfassdhchanhfolgende
qualitative und quantitative Definition der Kraft:

BTypische aus dem Alltagsleben bekannte &fe” sind die Muskelkraft, die Reibungskraft, die Schwerkraft oder die
Ruckstellkraft einer Feder.
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Abbildung 1.29: Zur Realdefinition der Kraft. Eine Verdopplung der Zahl der Gewiohpsk Lihrt zu
einer Verdopplung der Auslenkung. Die Auslenkung ist also proportional zur SchwetKraftz.

e Qualitative Definition: Die Kraft ist die UrsacheifdieAnderung des Bewegungszustands bzw.
Ursache tif eine Deformation.

e Quantitative Definition: Kafte sind gleich, wenn sie gleiche @ rderungen hervorrufen (z.B.
gleiche Deformation oder Geschwindigkeitslerung).

MeRtechnisch ist die Definition der Kraft nach obigem Verfahren allerdings problematisch, da man einen
Satz identischer, unvanderlicher Eich&iper bewotigt. Zum anderen variiert die Schwerkraft mit dem

Ort auf der Erde. Da sich auBRerdem der Aufbau und die Bewegungsform der Erde im Laufe der Zeit
verdndern, wifde man selbst an einem Normort keine konstanten Federauslenkungen messen. Dennoch
soll in den Unterabschnitten 1.4.3 und 1.4.4 die Argumentation sahgeWerden, dal’ die Kraft mit

Hilfe des eben beschriebenen Kraftmessers eutgefei. Die Kraft wird mit dem Buchstabeh von

lat. “fortitudo” symbolisiert.

Aufgrund ihrer Definition sind Kafte vektorielle GoRRen, d.h. sie sind durch Vorgabe von Mal3zahl,
MafReinheit und Richtung eindeutig bestimmt. Man kann grob zwischen Paftktkr(greifen an einem

Punkt an, wie z.B. bei Feder) und Kraftfeldern (hier wirkt in jedem Raumpunkt eine Kraft, wie z.B. bei
elektromagnetischen Feldern) unterscheiden. Eine weitere aus dem Alltagsleben gut bekannte Kraft ist
die Reibungskraft, die an &hen angreift und von der Geschwindigkeit abt'(eine genaue Diskussion

folgt in Abschnitt 1.6.4).

1.4.3 Das Kraftgesetz von Newton — Lex Secunda

Zur Aufstellung deslynamischen Grundgesetzes, der Lex Secumetsachten wir das in Abb. 1.30 ge-
zeigte Experiment, bei dem eine Kraftauf einen KrperM wirkt, der sich auf einer waagrechten Luft-
schiene frei bewegen kann. Depkoer M ist Uber eine Schnur und eine Umlenkrolle mit dem kleinen
Korper . verbunden. Werden died{per losgelassen, so erfahren beidap€r durch die Wirkung der
Schwerkraft von K¥pery eine Bewegungaiderung. Es wird die Zeit gemessen, diedine bestimmte
Wegstreckes berotigt wird. Man stellt fest, daluf"den 4-fachen Weg die doppelte Zeit bégt wird,
d.h. der zuutkgelegte Weg ist proportional zum Quadrat der vergangenen Zeitc #. Setzt man
die Proportionaliitskonstante gleict/2, ergibt sich die Gleichunguf eine gleichéimig beschleunigte
Bewegung (vergleiche Abbschnitt 1.3.2). Es gilt das Weg-Zeit-Gesetz

= —at® .
S 2@
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Die Frage stellt sich nun, welcher Zusammenhang zwischen der Kraft und der Beschleunigung besteht.
Dieser muf3 aus dem Experiment bestimmt werden.

~
! \.)l aM

H HZM

F F
\

Abbildung 1.30: Versuchsanordnung zur Bestimmung des Zusammenhangs zwischen Kraft und Be-
schleunigung. Die Massk/ kann sich frei auf einem Luftpolster horizontal bewegen. Die wesentlich
kleinere Masse: verursachuber ihre Schwerkraft eine Beschleunigung. Sowkhhbls auchy kdnnen

durch Vielfache ersetzt werden.

Hierzu variiert man die Kraff’, indem man Vielfaché des Gewichtsrpersy verwendet, es gilf’ «

i - u. Ebenso verwendet man Vielfachees KorpersiM . Damit kann die Kraft in Einheiten desdfpers
u angegeben werden, weil die Anzahl der Gewicbtpkt die GolRe der Kraft bestimmt. Weil sehr viel
kleiner ist alsM, besteht der beschleunigte Gesamnger raherungsweise nur add. Im Experiment
mift man die Zeit zum Durchfahren der Streckeund bestimmt daraus die BeschleunigungAus

dem Experiment ergibt sich:

1. Bei gleicher Kraft ergibt sich bei Vervielfachung desridérs M eine Vervielfachung des
VerhéltnissesF'/a.

2. Hir einen gleichen Krper M ergibt sich bei einer Vervielfachung der Kraft ein konstantes
Verhéltnis F'/a.

Aufgrund des Ergebnissds/a = const. kann man allgemein ansetzen

g = const. = f(m) , (1.4.1)

wobei f(m) zuréichst eine unbekannte Funktion dexgen Massen des KorpersM ist. Da eine Ver-
vielfachung vonM zu einer Vervielfachung vo#'/« fuhrt, folgt

J
FG-m) =" flm) - (1.4.2)

k=1

Demnach hat ein Brper M, der sich aus zwei identischerokern zusammensetzt, den doppeli&fa-
Wert wie die Einzelkrper. Man definiert deshalb

f(im):=m (1.4.3)

und das Naturgesetz (1.4.1) besagt, dalR jedep&i eine wohldefiniertedge Masse besitzt, die durch
das Verlaltnis F'/a gegeben ist. Damit ergibt sich die das zwe@wvtonsche Axiom zu:
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2. Newtonsches Axiom — Lex SecunddWirkt auf einen frei bewegliche
Korper eine Kraftt', so bewegt sich der ¢tper mit einer Beschleunigung
die proportional zu der wirkenden Kraft ist:”

>

F=m-a (1.4.4)

Die Lex Secunda ist als dynamische Bewegungsgleichung von grundlegender Bedeutdiey dé-
samte klassische Physik (“Grundgesetz der Mechanik”). Danach bewirkt die an eiowgrer Khgrei-
fende Kraft ' eine Anderung seines Bewegungszustandeahneiid sich der &fper aufgrund seiner
tragen Masse: dieserAnderung widersetzt. Das dgheitsgesetz ist ein Spezialfall des\&wtonschen
Axioms. Wenn keine Kafte wirken, ista = 0 und somitv = const.. Die Bewegungsgleichung = ma
findet eine sehr vietfitige Anwendung . Bei bekannter Kraft und Masse kann man die Beschleuni-
gung und daraus die Bahnkurve vomigérn bestimmen (z.B. Planeten im Gravitationsfeld, Ladungen
in elektromagnetischen Feldern eté.).

Das GesetZ" = m - a wurde unter der Annahme abgeleitet, dal’3 d@p€rmasse konstant ist. In der
klassischen Physik kann man viele Beispieleuaingén, in der diese Bedingung nichtfist: etwa ein
rinnender Wassereimer oder eine startende Rakete, die verbrannte AuspuffgaBe abstér speziel-
len Relativititstheorie wird die Masse sogar ablgig von der Geschwindigkeit eineipéers! Wie
die dynamischen Bewegungsgleichungen in diesen allgemeiaklenHauten, wird in einem sgpéren
Abschnitt im Zusammenhang mit dem Impuls diskutiert.

Das Gesetz der Additivat der Masse ist in der klassischen Physik sehr gutlerfin Bereich der Atom-

und Kernphysik werden allerdings Abweichungen von diesem Gesetz deutlich. Gehen beispielsweise
zwei Atome eine Bindung ein oder verschmelzen Protonen und Neutronen zu einem Atomkern, so ist
die Masse des entstandenen Maisiizw. Atomkerns kleiner als die Summe der Massen ihrer Baustei-
ne. Dieser Massendefekangtuber die vorEinstein entdecktd\quivalenz von Masse: und Energie

E (E = mc?, wobeic die Lichtgeschwindigkeit ist) mit der Bindungsenergie zusammen. In der Ele-
mentarteilchenphysik kann sogar die gesamte Masse bei der Zerstrahlung von Materie und Antimaterie
in masselose-Quanten umgewandelt werden.

Grundgr 63e Kilogramm

Nach dem 2.Newtonschen Axiom lohnen Korper dadurch gekennzeichnet werden, daf3 sie von einer
Kraft verschieden stark beschleunigt werde. Diese Kennzeichnung wirdigdsviasséezeichnet. Man

kann Massen dadurch vergleichen, indem man bei konstanter Kraft die resultierenden Beschleunigungen
oder bei konstanter Beschleunigung die resultierendeaft&mifdt. Letzteres ist imaglichen Leben
allgemeinublich. Man vergleicht die Kafte (= Gewichte) mit denend¢per zur Erde gezogen werden.

Die Lex Secunda gilt natlich auch nur im Bezugssystem des Fixsternhimmels bzw. eines davon abgeleiteten Inertialsy-
stems. Denn in jedem dieser Systeme, aber auch nur in einem solchen System, ist die Beschleutigygteiche. In allen
Inertialsystemen gilt alsé” = m - a vollig unverdndert. Vom experimentellen Stand aus betrachtet bedeutet dies, dal? man
niemals durch Versuche unterscheiden kann, ob man sich in einem “ruhenden” oder tghaighféwegten” Bezugssystem
befindet: Die “absolute” Bestimmung der Geschwindigkeit ist aglich: Galileisches Relativ@tsprinzip(siehe hierzu auch
Abschnitt 1.8).

"Mit zunehmender Geschwindigkeit nimmt die Masse zu:

Diese Beziehung stammt aus der @imstein entwickelten speziellen RelatiwitStheorie. Hierbei ist, die Ruhemasse bei
v = 0. Bei Geschwindigkeitem < ¢ erhélt manv ~ vy.
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Da an einem Ort die Fallbeschleunigung konstant mtyiehn Massen durch Gewichtsvergleich bestimmt
werdel®

Aufgrund der in Abschnitt 1.4.2 beschriebenen Probleme bei der Definition der Kraft, ist man internatio-
nal tibereingekommenufdasinternationale Einheitensystenicht die Kraft sondern die Masse als drit-

te GrundgoRe neben der Zeit und deabhge einzuihren. Die Einheit der Masse wurde willkich da-

durch festgelegt, dal’ man ein Metallsit"(chemisch und physikalisch widerstaalligje Ptlr-Legierung,

90% Pt, 10% Ir) genommen, bei Paris aufbewahrt undaerkiat, daRR dieses 8K Metall die Einheit

der Masse darstellen séfl.Die Masse ist die dritte Grundg8e im SI-System:

[m] =1kg (Kilogramm) . (1.4.5)

Alle Lander, die sich dem SI-System angeschlossen haben, besitzen in den staatlichamegncin
Deutschland ist dies die Physikalisch Technische Bundesanstalt in Braunschweig) eine Kopie des “Urki-
logramms”. Mit dem Kilogramm als weitere Grun@d€ ergibt sichdi die Einheit der Kraft:

[F]:[m-a]zlkg-lgle (Newton) . (1.4.6)

Den Quotienten aus Masse und Volumen bezeichnet mdbicthée eines Korpers:

p = (1.4.7)
] = 1%. (1.4.8)

Als atomare Masseneinheit verwendet man:

1
lamu = Em(IQC):1,660531 x 1072"kg (1.4.9)
[amu] = [g] /Na . (1.4.10)

Hierbei ist N4 = 6,0022169 x 10%3/mol die Loschmidt- oder Avogadro-Konstante, die die Zahl der
Atome pro Mol angibt, wobei die Stoffmenge 1 mol genauGramm eines Stoffes mit Molekularge-
wicht M entspricht.

In der folgenden Tabelle sind einige Beispiele von Massen zusammengestellt:

9,11 x 10~3kg Ruhemasse des Elektrons
1,6725 x 102"kg Ruhemasse des Protons
1,6748 x 10~2"kg Ruhemasse des Neutrons

3,95 x 10~?°kg Masse des Uranatoms

7,35 x 10%%kg Mondmasse
5,98 x 10%3kg Erdmasse

1,99 x 103%kg Sonnenmasse
ca.4 x 10*'kg Masse unserer Galaxie (c&)'' Sterne)
cal0®?kg Masse des Universums (ci)!! Galaxien)

18Dje trage und die schwere Masse sind allerdings zwei verschiedafie@r Tage Masse = Kraft/Beschleunigung; schwere
Masse=Gewicht/Fallbeschleunigung. Es wirdtepjedoch gezeigt, dal? man sie gleichsetzen kann. Deshalb lassen wir in den
nachsten Abschnitten die Bezeichnungdgheit” bei Massen weg.

1%Es sollte urspuiiglich die gleiche Masse wie ein Kubikdezimeter Wassedt@iund 760 Torr besitzen, was zwar uraferf”
aber nicht genau stimmt: 1 kg, entspricht 1,000028 din
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1.4.4 Das Wechselwirkungsgesetz — Lex Tertia
Kraft als Vektorgr 63e (Lex Quarta)

Da die Beschleunigung eine VektorgoRRe undn ein Skalar ist, liegt es nahe, die Kr&ftaufgrund der
BeziehungF = m - a ebenfalls als Vektorgf3e aufzufassen und in der Form

F=m-a (1.4.11)

darzustellen. ImNewtonschen Axiomensystem ist aleex Quartafestgeschrieben, daf? die Kraft ein
Vektor ist. Als Vektorgol3en lassen sich dannaté in Komponenten zerlegen

F, = m-ay
F, = m-q (1.4.12)
F, = m-a,

und umgekehrt lassen sich mehrere an einenpkri angreifende Kafte zu einer Gesamtkraft

F:F1+F2+F3+"' (1413)

addieren. Diese Vektoreigenschaften der Kraft lassen sich experimebseppufen (siehe Abb. 1.31).
Wichtig ist hierbei

¢ die Kompensierbarkeit von Kiten.Befindet sich ein I§iper in Ruhe oder der gleiabrfhigen Be-
wegung, so muld die auf derokper wirkende Gesamtkraft verschwinden. In Abb. 1.31a wird z.B.
die GewichtskraftF; durch die Federkraff'r kompensiert. Beide Kafte besitzen den gleichen
Betrag und die entgegengesetzte Richtung, so daf

Fo+Fp=0 (1.4.14)

e die Umlenkbarkeit von Kaften(siehe Abb. 1.31b). Kafte lassen sich mit Rollen in ihrer Richtung
umlenken (z.B. Flaschenzug).

¢ die Vektoraddition von Kaften(siehe Abb. 1.31c).

e die Komponentenzerlegung vonaiten (siehe Abb. 1.31d). Bei der Bewegung auf der schiefen
Ebene kann die Schwerkrdf; in eine TangentialkrafF; und eine NormalkrafF,, zerlegt wer-
den. Letztere ist senkrecht zur Auflagefie und hat somit keinen Einflu? auf die Bewegung. Die
GewichtskraftF g2 mul3 nur die Tangentialkomponernk kompensieren, um ein Abgleiten zu
verhindern.
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Abbildung 1.31: Zur Kompensation (a), Umlenkbarkeit (b), Vektoraddition (c) und Komponentenzerle-
gung (d) von Kaften.

Das Wechselwirkungsgesetz (Lex Tertia)

Newton formulierte alsLex Tertiaein Axiom, das bei einer Wechselwirkung zwischen zwerpern 1

und 2 eine Beziehung zwischen denalken F; und F» herstellt, die an den &fpern angreifen. Da-
nach sind die Kafte F; und F2 betragsmaRig gleich grof3, antiparallel zueinander gerichtet @am$’

der Verbindungslinie der beidenafper wirksam. Schlagwortartig umschreibt man dieses Wechselwir-
kungsgesetz mit

3. Newtonsches Axiom — Lex Tertia;

actio = reactio

Fi=-F, (1.4.15)

Die Lex Tertia postuliert eine bestimmte Symmetrie in der Wechselwirkung zweigrek "'Das Axiom
verbietet beispielsweise, dal einfgér 1 auf einen Krper 2 eine Kraff; ausibt, ohne das gleichzeitig
Korper 1 eine Gegenkral; von Korper 2 eréihrt. Die Erfahrung beatigt das Wechselwirkungsgesetz.

Klassifizierung von Kraften

Krafte, die einer Wechselwirkung zwischen materiellesrg€in entsprechen, nennt marale Kafte
Nicht reale Kgfte nennt man dagegdiktive oder Pseudokifte Hierzu gelofren die in den sqtéren
Abschnitten zu behandelndenabfieitskafte und die Scheinkifte in beschleunigten Bezugssystemen
(siehe Abschnitt 1.8).
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Beispiele:

1. BetragsmaRig ist die von der Sonne auf die Erde ausgeubte Kraft gleich der von der
Erde auf die Sonne.

2. Expander: Eine Person versucht zwei tber eine Feder verbundene Korper mit den
Kraften F| und F5, auseinander zu ziehen. Die Feder wirkt dieser Bewegung mit
den Kraften F; und F5 entgegen. Befindet sich das in Abb. 1.32 gezeigte System in
Ruhe, so erhédlt man die Kraftebilanz: ¥4/ = F5; F; = F} und F, = F,. Insgesamt
folgt damit fir die Wechselwirkungskrafte zwischen den beiden Koérper F; = F,. Das
Modell liefert damit zwanglos das Wechselwirkungsgesetz.

F. F.

—_— -————

Yy —

= F,'
Abbildung 1.32: Modell zum Wechselwirkungsgesetz.

Bei den realen Kaften unterscheidet man heute (mindestens) zwischen vier Grundtypen der Wechsel-
wirkung oderFundamentalkifte

1. Gravitation oderGravitationskraft(Kraft zwischen schweren Massen).

2. elektromagnetische Wechselwirkumdgerelektromagnetische KrafKraft zwischen ruhenden La-
dungen (Coulombkraft) und zwischen bewegten Ladungen (magnetische Kraft)).

3. starke WechselwirkungderKernkraft (Kraft, welche z.B. Nukleonen in einem Atomkern zusam-
mentalt).

4. schwache Wechselwirkuragler schwache Kraf{diese ist unter anderem verantwortliahr den
[B-Zerfall radioaktiver Kerne).

Alle anderen Kafte lassen sich aus den Fundamentdtkri ableiten. Diese bezeichnet man deshalb
alsabgeleitete Kifte Beispiele hierir sind Molekularkafte, Auftriebskéfte, Federlaifte oder die Rei-
bungskraft.

Bei Korpern, die sich durchuirungen oder Schienen auf einer vorgegebenen Bahnkurve bewegen, stellt
maneingepagte Krafte denZwangskéftengegeniber, wie dies in Abb. 1.33 gezeigt ist. Bei der Bewe-
gung auf der schiefen Ebene tritt als eingagie’ Kraft die zum Erdmittelpunkt gerichtete Schwerkraft
auf. Um die Zwangsbedingung (Bewegung auf Ebene) einzuhalten, muf3 aufodeerkon der Bahn

eine Zwangskraftibertragen werden, die genau die Normalkomponente der eamfeprKraft kompen-

siert. Diese Komponente heil3t desheéislorene Kraft Aus der Vektorsumme der eingegtén und der
Zwangskraft ergibt sich schliel3lich digrksame Kraftdie flir die Begegung entlang der schiefen Ebene
verantwortlich ist. Sie ist durch die Tangentialkomponente der eilagégn Kraft gegeben.
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Zwangs-
kraft

wirksame
{_Kraft

verlorene o

a,
-

' Kraft

Abbildung 1.33: Zur Klassifizierung von léften.
1.5 Gravitation und Schwerkraft

Zum Erfolg der in derNewtonschen Axiomen formulierten Mechanik hat wesentlich eine weitere Ent-
deckung Newtons beigetragen: die Aufstellung @ravitationsgesetzesUnter Gravitation versteht
man eine experimentell beobachtbare anziehende Wechselwirkung zwisctperik Das Gravitations-
gesetz gibt die Kraft an, mit der sich zwebdKoer bestimmter Massen anziehenr Einen vorgegebenen
Korper mit Massen lafdt sich aus deNewtonschen Bewegungsgleichudy = m - a erst dann die
Bahnkurver(t) berechnen, wenn neben der Masse auch die Hdfekannt ist, die auf die Masse
wirkt. Aus der Kombination der BewegungsgleichuRg= m - a mit dem Gravitationsgesetz lassen sich
z.B. die Gesetze der Planetenbewegung, die empirisch gefundepderschen Gesetzableiten. Dies

ist eintiberzeugender Beweis deufBdkeit derNewtonschen Mechanik.

1.5.1 Das Gravitationsgesetz

Aufgrund intensiver Planetenbeobachtungen Tpcho Brahe (1546-1601) entwickeltdohannes Kep-
ler (1571-1630) die nach ihm benanntiéaplerschen Gesetzdsaac Newton(1643-1724) leitete wie-
derum aus ihnen das Kraftgesetz zwischemg€in ab, das allgemein &&ravitationsgesetbezeichnet
wird.

Betrachtet man zwei Massen am @ytundrs mit Massenm; undms (siehe Abb. 1.34) so kann man
die Verbindungsvektorem s = r; — rp undrg; = ro — ry als Verbindungsvektoren zwischen und
mg bzw. my undm; einflihren. Mitr = |re1| = |r12| als Abstand der beiden Masseorkien ferner die
Einheitsvektorerfay = raq1/r undf12 = ri2/r eingefihrt werden. DamitdRt sich dadNewtonsche
Gravitationsgesetzuf“die Anziehungskraff; auf die Massen; und Fs auf die Massen; wie folgt
ausdrtickerf®

mimsa
Fl = G 7‘2 roq :—Fz
Fo = G 24,——F, (1.5.1)
r

2Newton'sche Herleitung des Gravitationsgesetzes:eftie gleichfrmige Kreisbewegung (z.B der Erde mit Masseum
die Sonne mit Masse:.) gilt fur die Zentripetalkraft (vergleiche GI.(1.3.48% = F; = miRw?. Mit dem 3. Kepler'schen
GesetzZI'* « R? (siehe Abschnitt 1.5.3) un@@ « 1/w ergibt sich damitF; o m;/R?. Wegen actio = reactio muBp o
m2/R? sein. Damit erhlt manF; = F» = G 7452 mit der Gravitationskonstanted.
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0

Abbildung 1.34: Zum Gravitationsgesetz.

Hierbei istG eine Mal3systemkonstante, deavitationskonstantemit dem Zahlenwert

1 Nm?
kg?
Die Gravitationskonstante mufd experimentell bestimmt werden. Die Gravitationskraft igegitral-
kraft. Sie ist parallel zur Verbindungslinie der beiden Massen. Gravitatiafteksind immer Anzie-
hungskafte. Der Betrag der beiden Gravitationske'ist gleich grof und aus GI.(1.5.1) folgt

G = (6,67259 & 0,00085) x 10" (1.5.2)

mimsa

F=Gg

153
2 (1.5.3)
Das heil3t, die Gravitationskraft ist proportional zum Produkt der Massen und umgekehrt proportional
zum Quadrat deren Abstandes. Wedgn= —F', erflillen die Gravitationslkafte das dritté&Newtonsche
Wechselwirkungsaxiom (actio = reactio).

Bestimmung des Gravitationskonstante

Es soll im folgenden die Bestimmung der Gravitationskonstante nach der Method€awamdish
(1798) vorgestellt werden (siehe Abb. 1.35). Da die Gravitationskraft sehr klein ist (2 Massen von jeweils
100 kg im Abstand von 1 m ziehen sich mit der Kraft= 6,7 x 10" N an), ist eine sehr empfindli-

che MelRmethode erforderlich. Die Idee von Cavendish bestand in der Umsetzung einer Translation in
eine Rotation und Anzeige des Drehwinkels mittels eines Lichtzeigers, wodurch eine holaekvergt”
erzielt wird. Im Experiment werden zwei kleine, miteinander fest verbundene Massereinem Torsi-
onsfaden aufgedrigt. Ihnen gegerber befinden sich zwei grol3e, ebenfalls fest verbundene Madsen
Nach dem Gravitationsgesetz wirken zwischen den kleinen und den grof3en Massen Anzietftengskr”
Dreht man nun die grol3en Massen so, dal3 die Anziehuafielkron der entgegengesetzten Seite auf die
kleinen Massen wirken, so \amdert sich deren Lage. Experimentell wird die resultierende Drehung mit
Hilfe des Lichtzeigers nachgewiesen.

Durch die Gravitationslafte resultiert das Drehmomé&hfT'¢ = 2F¢ - R, das durch das Drehmoment
des DrahtesTp = —Tg kompensiert wird und dadurch zu einem bestimmten Drehwinkélhrt,

2lEine genaue Diskussion des Drehmoments folgt in Abschnitt 1.11.
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Faden

2R

Abbildung 1.35: Bestimmung der Gravitationskonstante mit der Cavendish’'schen Drehwaage.

dessen Gaf3e vom Drehmoment des Drahtes aigt. Hierbei istFg die durch die Gravitationswech-
selwirkung verursachte Kraft. Werden die groBen Massen jetzt umdeglbeht, so et man das
Drehmoment["G = —Tg, wahrend das Drehmoment des Drahtes uaveeit bleibt. Somit ergibt sich

T/

gesamt

=Tg+Tp=-4Fg-R#0 (1.5.4)

Das heifdt, das System der kleineren Massen, das am Faden anggét, wird rotieren (gegen den
Uhrzeigersinn). Aus der Messung des Drehwinkels als Funktion der Zgit, |af3t sich die Gravita-
tionskonstante bestimmen. Ebenso wie bei Fallversuchen ist deckgeiegte Weg\r = (a/2)#,
woraus sich die Beschleunigung errechnafdtl”Da der Weg\r sehr klein ist, wird dieser mit Hilfe
eines Lichtzeigers hochskaliert. Mit

1
Ar = a-R= Eat2 (1.5.5)
A !
und o = 22 —9a (1.5.6)
L
erhdlt man
o, AS'R
z — 1.5.7
2at 5T (1.5.7)
AS'R M
und a = -5 :G'T—2 , (1.5.8)
woraus sich schliel3lich
2, A !
o - rR-As (1.5.9)

M-L-t?
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ergibt. Hierbei istr der Abstand der Schwerpunkte der gro3en und der kleinen Masse. Typische
GrofRenordnungen der beim Experiment von Cavendish verwendeten Masserangehskalen sind
M ~ 1kg, m ~ 10g, R ~ 5cm,r ~ 40mm undL ~ 20m.

Superpositionsprinzip

Treten mehr als 2 Massen miteinander in Wechselwirkung (z.B. die Massen, undms), so ist die
Gravitationskraft auf die Mass®e; die vektorielle Summe der Wfte Fo; (zwischenms undm;) und
F31 (zwischenms undmy)

Fi = F21+F31 , (1.5.10)

wobei sowoh[F2; undF3; dem Gravitationsgesetz gegen. Die Gesamtwechselwirkurgf3f'sich also
einfach aldJberlagerung von 2-&rper-Kiften darstellen (siehe Abb. 1.36).

(b) =

msq

Abbildung 1.36: (a) Das Superpositionsprinzip der Gravitation. (b) Zur Gravitation zwischen ausge-
dehnten Kipern.

Das Superpositionsgese@f3li sich dazu benutzen, das Gravitationsgesatadisgedehnte Massen zu
verallgemeinern. Nach dem Superpositionsprinzip ergibt sich die Gesamtkraft zwischen zwei aus-
gedehnten Massen als Summe der WechselwirkuafiskZwischen allen infinitesimalen und damit
punktfsrmigen Masseelementefn; und dms. Die vondm,; auf dmy ausgebte Kraftd?F; ist mit

Gl. (1.5.1) gegeben durcffFy = Gdmidmsiay/r3,. Die vom gesamten &fper 2 auf das Massen-
elementdm, ausgebte KraftdF; erhédlt man hieraus durch Summation aller von den Massenelementen
dmo verursachten Einzellfte (Superpositionsprinzip) zu

dmg N

dFl = del/ 5 rsy . (1511)

ma 21

Eine weitere Integratiomber alle Massenelemenden, liefert schlie3lich die Gesamtkral; auf den

Korper 1:
dmid dVid
F) =G / / T = G / / N9V b (15.12)
mo i 2 T21

wobeidm = pdV benutzt werden kann, falls jedeoifer eine homogene Massendichtaufweist. Die
GesamtkrafiFy auf den Korper 2 ist wegen actio = reactio einfaBh = —F ;.
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Bei beliebig geformten Krpern werden die Integrale beliebig schwierig und eine Integration isti.a. nicht
geschlossen durchifitbar. Besonders einfach@uingen gibt es bei kugelfhigen Korpern:

e Zwei homogene Kugeln:

Das Gravitationsgesetz reduziert sich auf die einfache Form#ei Massenpunkte, deren Massen
den Kugelmassen und deren Abstand dem Abstand der beiden Kugelmittelpunkte entspricht.

e Hohlkugel mit kleiner Masse im Innenraum:

Im Innenraum der Hohlkugel verschwindet die Gravitationskraft. Dies ist auf die gegenseiti-
ge Kompensation der von den einzelnen Massenelementen der Kugelschalgbtersdadfte
zurtickzufihren.

e Homogene Vollkugdkiehe Abb. 1.37):

Befindet sich ein Probekper mit Massen im Abstandr vom Kugelmittelpunkt, so eaftirt dieser
von der Kugelschale zwischenund R keine Gravitationskraft (dieser Bereich entspricht einer
Hohlkugel). Das heil3t, der Probaiper eréihrt nur eine Gravitationskraft, die von der Magdge
der Innenkugel mit Radius hertihrt. Mit M; = p - §7r7"3 ergibt sich die Gravitationskraft

m(p- Amr®)

=G :G-p-gw-m-r. (1.5.13)

r2

Fir eine homogene Vollkugel igt= M/V = M /37 R3, womit sich

M
r fuir 0<r<R (1.5.14)

F=G0g

ergibt. Die Gravitationskraft im Innern einer Vollkugel nimmt also linear miu. Rir den Au-
Renraum« > R) gilt F oc 1/72.

M
- -0
m
E A
~1/r2
R r

Abbildung 1.37: Gravitationskraff’ auf eine punkiffmige Massen im Abstandr vom Zentrum einer
homogenen Kugel mit Radiug.
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Was ist Gravitation ?

Obwonhl das Gravitationsgesetz eine einfache Beziehung darstellt, nach deren simplen Regel sich Monde,
Planeten und Sterne richten, wurde bis heute keine Maschinerie gefunden, die die Gravitatamt’,'erkl”
ohne gleichzeitig ein anderes &tomen vorherzusagen, daisht existiert. AuchNewton hat datiber

keine Hypothese aufgestellt. Er war zufrieden, herauszufinden, was sich tut, ohne sich mit der Maschi-

nerie zu befassen.

Es ist instruktiv, negliche Beziehungen zwischen der Gravitationskraft und anderafterzu diskutie-

ren. Gegenwitig gibt es keine Erldfung der Gravitation aus anderenalten. Jedoch sind Gravitation

und andere Kafte sehahnlich und es ist deshalb interessant, Analogien aufzuzeigen. Zum Beispiel sieht
das Kraftgesetz zwischen zwei purtkiiiigen Ladungeiy und g

1
F=_—_ 1% (1.5.15)
dmeg 12

genauso aus wie das Gravitationsgesetz. Hierbej ist 8.85 x 10~'2 As/Vm die elektrische Feld-
konstante. Die elektrische Kraft zwischen gleichnamigen Ladungen ist abstoRend, sie ist aber wie die
Gravitationskraft proportional zii/7> und proportional zum Produkt der Ladungen, genauso wie die
Gravitationskraft proportional zum Produkt der Massen ist. Vielleicht sind also Gravitation und Elek-
trizitat viel enger miteinander verwandt als wir denken. Es wurden viele Versuche unternommen, die
beiden Kafte zu vereinigen, die aber bis heute nicht erfolgreich wiren.

Ein interessanter Aspekt sind die relativear®€n der Gravitationskraft und der elektrischen Kraft. Ver-
gleicht man die Kraft zwischen zwei Elektronep £ 1.602 x 107'? As, m = 9.109 x 10~3! kg) so
findet man

1

m . (1.5.16)

anziehende Gravitationskraft (m

2
abstofende elektrische Kraft q > eo

Dieses Verhltnis ist unabhingig vom Abstand und stellt eine Naturkonstante dar. Die Gravitations-
kraft ist also im Vergleich zur elektrischen Kraft extrem klein. Zur Zeit isllig unklar, woher dieser
extreme Unterschied kommt (man bedenke, dal man nur zwei unterschiedliche Aspekte des gleichen
Dings, des Elektrons, betrachtet). Das \&this in Gl.(1.5.16) ist aber eine Naturkonstante und damit
voraussichtlich mit irgendetwas Tiefgehendem in der Natur wgskn Man hofft, dal3 man eines Tages

eine “Universalgleichung finden wird, die zu den Wurzeln der phantastisch grof3en Zahl im Nenner von
Gl.(1.5.16) fihrt.

1.5.2 Schwere und tdge Masse

Im Gravitationsgesetz (Gl.(1.5.1)) wurde als diejenigep€reigenschaft, dieif die Gravitation verant-
wortlich ist, die Massen des Korpers verwendet, wie man sie aus Beschleunigungsexperimentdh erh”
Diese Vorgehensweise ist keineswegs selbstedéich. Man kann im Gegenteil nicht erwarten, dal3 die
Eigenschaft einesétpers, die i sein Beharrungsvemgeén (“Trdgheit”) bei Beschleunigungsversuchen
zustndig ist, auch zu einer Gravitationswechselwirkuogrt.” Begrifflich muf?3 man deshalb zwischen
einertragen Massen,, die in der dynamischen Grundgleichufy= m.a auftritt, und eineischweren
Massemy, die als Ursache der Gravitationsanziehung auftritt und in das Gravitationsgesetz einzusetzen

22Bjs heute konnten die Kernkraft, die schwache Kraft und die elektromagnetische Kraft vereinigt werden. Eine Vereinigung
aller vier Fundamentalkfie (grof3e Vereinheitlichung) steht allerdings noch aus. Zur Zeit wird dies sehr intensivim Rahmen
sogenannter String-Theorien versucht.
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ist, unterscheiden. Experimentell steht allerdings fest, dal3 schwereagelMéasse eng miteinander
verkniipft sind. Im Rahmen der MelRgenauigkeit sindundm; streng zueinander proportional:

mg x my oder Ms _ const . (1.5.17)
mi

Das Vertaltnis vonmg und m; ist also fir alle Kérper eine Konstante. Moderne Experimente haben
gezeigt, daR die Abweichungen von der Konstanzf;/m; kleiner als10~!! sind.

Die Proportionaligit vonm, undm, folgte schon aus Fallversuchen, die v@alilei durchgetihrt wur-
den. Auf der Erdoberdiche wirkt die Gravitationsanziehung zwischen der Erde und einem Rnqisek
der schweren Masse, als SchwerkrafoderGewicht Setzt man in Analogie zurdgen Masse auchuf”
die schwere Masse an, dal sie additiv ist, so beobachtet man experimentell

Fogxxm, . (1.5.18)

Diese Aussage ist bereits iNewtonschen Gravitationsgesetz enthalten, aus dem sich

——— =ms-g (1.5.19)

ergibt (vergleiche GI.(1.5.1)) mit eineurfalle Kérper einheitlichen ProportionaditSkonstantery. Da
sich g aus Konstanten zusammensetzijisteshalb selbst eine Konstante. Hierbeilit die Erdmasse
und Ry, der Erdradius.

Beim freien Fall wird die Schwerkrafi;; zur antreibenden Kraft, die als Beschleunigungsursache in der
dynamischen Grundgleichunig = m;a auftritt. Mit F; = F' ist daherm;g = m;a oder

a="q . (1.5.20)
my

Fur die weitere Argumentation ist nun entscheidend, daf3 Fallversuche und weitere Experimente an den
unterschiedlichsten étpern ergaben, dal3 alleoiper gleich schnell fallen, d.h. sie erfahren dieselbe
Fallbeschleunigung = const.

(@)

F|: e FF e
Fo Fo | F § ’ F : '
meg sing 4 m:g sing 4
O © @ Fe=meg O Fo=meg
m m
FG‘ FG

Abbildung 1.38: Fallversuche (a) und Pendelversuche (b) mit identischen Massen aus unterschiedlichen
Substanzen. Wi die Substanzen mit geringerer Dichte werden Hohlkugeln verwendet.
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Fallversuche:

Die ersten Fallversuche wurden von Galilei vor mehr als 350 Jahren in Pisa durchgefihrt,
wo er Korper von einem hohen Turm (wahrscheinlich nicht vom bekannten Schiefen Turm)
fallen lie3. Er lie3 Korper aus Holz und Blei fallen, die die gleiche Form (z.B. Vollkugel und
Hohlkugel) hatten, um Unterschiede im Luftwiderstand zu eliminieren. Er stellte fest, dal3
alle Korper mit der gleichen Beschleunigung fallen.

Den storenden Effekt des Luftwiderstands kann man in Vakuum vermeiden. LaRt man in ei-
ner luftgefillten Réhre eine Bleikugel und einer Feder fallen, so féllt die Bleikugel wesentlich
schneller. Die Ursache hierflr ist der hohere Luftwiderstand fir die Feder. Wird die Rohre
evakuiert, um den Luftwiderstand zu eliminieren, so fallen die Bleikugel und die Feder exakt
gleichschnell. 2

aZur Zeit werden am Bremer Fallturm hoclagiSe Fallexperimente durchgéft, um festzustellen, ob up
terschiedliche Krper (z.B. Korper aus Elementen mit unterschiedlicher Baryonen-Zahl) wirklich exakt gleich-
schnell fallen.

Pendel-Experimente von Newton:

Newton verglich die Schwingungsdauer von mathematischen Pendeln, an denen gleiche
Massen unterschiedlicher Substanzen befestigt waren (siehe Abb. 1.38). Um Effekte des
storenden Luftwiderstands zu eliminieren hat er Kugeln mit gleichem Radius verwendet
(Vollkugeln oder Hohlkugeln). In die Bewegungsgleichung des mathematischen Pendels
(zur Herleitung siehe Abschnitt 1.6.3), —ms - g - sinp = my - [ - %", gehen schwere und
trage Masse ein. Da bei gleicher schwerer Masse fur unterschiedliche Substanzen dieselbe
Schwingungsdauer beobachtet wurde, schloR Newton auf die Aquivalenz von schwerer und
trger Masse.

Abbildung 1.39: Schematische Darstellung des Versuchsaufbaus lmutisEEXperiment. Durch Be-
obachtung der Torsionswaage in unterschiedlichen Orientierungen staltisEest, dal’ keine melRbare
Rotation stattfand.
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Eotvos-Experiment:

Der ungarische Physiker Edtvos® entwickelte einen Versuchsaufbau, mit dem die Aquivalenz
von trager und schwerer Masse erstmals mit hoher Genauigkeit (~ 10~%) tiberpriift werden
konnte. Die Experimente wurden zwischen 1889 und 1908 durchgefihrt. Der Versuchsauf-
bau ist in Abb. 1.39 skizziert. Edtvosbeobachtete den Effekt auf eine Torsionswaage, wenn
zwei Massen unterschiedlicher Substanzen, die an einem Balken aufgehangt sind, gleich-
zeitig von der Schwerkraft Fg = m,-g und der Zentrifugalkraft® Frz = —m;-wR?1 beeinflult
werden. Hierbei ist R der Erdradius und w = 2 /T = 2w /24h die Drehfrequenz der Erde
um ihre eigene Achse. Ein Unterschied zwischen der tragen und schweren Masse wirde zu
einem Drehmoment und damit zu einer Rotation des Aufhangebalkens flhren. Eine solche
Rotation kann mittels eines an dem Balken befestigten Spiegels sehr genau nachgewiesen
werden.

Spater wurden &hnliche Experimente mit hdherer MeRgenauigkeit durchgefihrt, aus denen

(ms —my)/m; < 107! geschlossen werden konnte (z.B. R. H. Dicke, 1960).°

aBaron Roland von Efv0s, 1848 -1919

bZur Herleitung des Ausdrucksif die Zentrifugalkraft sieche Abschnitt 1.7.

‘In einigen Experimenten wurden auch Abweichungen zwisclegetriind schwerer Masse festgestelltjund
daraus auf die Existenz einenfften Fundamentalkraft geschlossen. Diese Experimente konnten allerdings nicht
besttigt werden.

Die Konstanz vor: in GI.(1.5.20) beweist aber mjt= const die in GI.(1.5.17) aufgestellte Behauptung
ms o my. Die Proportionaliat m; o< m; beinhaltet, dal Gravitation unddgheit einandeadjuivalent
sind. Diese Aussage wird afgjuivalenzprinzipzum Ausgangspunkt der Relatiistheorie vorEin-
stein. Die Gleichwertigkeit von schwerer undagér Masse wird hier aber nicht als Zufall abgetan,
sondern vielmehr zum Grundpostulat einer Theorie der Gravitation erhoben.

SchliefZlich kann durch eine passende Einheitenwahl

m, = my:=m  (15.21)

gewahlt werden, was einer Gleichsetzung von schwerer uagktrMasse entspricht. Als Einheit wird

1kg verwendet. Bei dieser Einheitenwahl mul3 man dann aber im Gravitationsgesetz eine MalRsystem-
konstanteG vorsehen, daiber alle Einheiten der im Gravitationsgesetz auftretendesf3@r bereits
verfugt wurde. Mit der Festlegung in Gl.(1.5.21) eftyhan schlieBlich mit GI.(1.5.20) die Fallbeschleu-
nigung

a=g . (1.5.22)
Auf einen Korper der Massen an der Erdoberfiche wirkt die Kraft

F=G
R,

=m-g . (1.5.23)

Die Grol3eg ist die Fallbeschleunigung auf der Erdobacfié und wird auckrdbeschleunigungenannt.
Da die genaue Masse der Erde nicht bekannt ist, kann man durch Messung der Erdbeschlgumigung
den bekannten ®RenRy und G die ErdmasseV/r bestimmen. MitRg = 6,37 x 10°m, G =

6,67259 x 10~11 T{gﬁ undg = 9,82 m/$ erhdlt man

Mp =598 x 10%*kg . (1.5.24)
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Die GroRRe der Erdmasse macht varsilich, dal trotz der kleinen Mal3zaht fiie Gravitationskonstante
G die Schwerkraft an der Erdobextliie leicht beobachtbar i&t.

Die Erdbeschleunigung ist abkdngig von der lehe h Uber der Erdoberdiche. Die wirksame Erdbe-
schleunigungj(h) ist gegeben durch

G- My G- Mg,
h) = = . 1.5.25
gth) (R +h)?  RL(1+ 45)? ( )

Firh/Rp < 11aRtsich der Ausdruckl + =) =2 nach Taylor entwickeln. Mit1+ 7-)~% ~ (1 - %)
ergibt sich

M 2h
g(h) ~ G R—g (1 - R_E> , (1.5.26)

d.h. die Erdbeschleunigung nimmt etwa linear mit zunehmendéetiber der Erdoberdiche ab (wobei
die Nadherung nurdi h < Rpg gilt). In einer Hdhe von 300 krruber der Erdoberdiche hat die Erdbe-
schleunigungg(h) im Vergleich zug(0) um 10% abgenommen. Da die Erde keine exakte Kugelform
besitzt, ist die Erdbeschleunigung alolgig vom genauen Ort auf der Erdobacfie. Insbesondere ist
aufgrund der an den Polen abgeflachten Form der Erde die ErbeschleunigungBertajs aquator
(gpol = 9,8322M/S", g5 yator = 9> 7805 M/S7). 24

1.5.3 Die Keplerschen Gesetze

Die Bewegung der Planeten hat schon im Altertum und insbesondere zu Beginn der naturwissenschaft-
lichen Forschung in der Neuzeit das Interesse der Astronomen und Physiker geweckt. Anhand eines
umfangreichen Beobachtungsmaterials gelaniegder, die wichtigsten Eigenschaften der Planeten-
bewegung in einfachen empirischen Regeln zusammenzufassen. Diese haben entscheidend dazu beige-
tragen, dagieozentrisch@urch dasheliozentrische Weltbildu ersetzen, in dem sich die Planeten um

die Sonne und nicht um die Erde bewegen. Der gro3e Verddmstons bestand dann darin, dieep-

lerschen Regeln zwanglos aus fundamentalen Naturgesetzen (Newtonsche Axiome, Gravitationsgesetz)
abzuleiten.

Die dreiKeplerschen Gesetze lauten angewandt auf unser Planetensystem:

1. Keplersches GesetzDie Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in deren einem Brennpunkt
die Sonne steht (siehe Abb. 1.40a).

Mit Hilfe von Fg = m, - ©25E = m, - g laRt sich auch die Fallbeschleunigung auf dem Mond berechnen/Mit=
E
7,35 x 102 kg, Ry = 1,74 x 10° m erkelt mangyr = 1,62m/s’. Die Fallbeschleunigung auf dem Mond ist deshalb nur
etwa 1/6 der Erdbeschleunigung. Entsprechend ist die SchweHra#t m - g»r auf dem Mond etwa um den Faktor 6 kleiner
als auf der Erde.
247y einer Abweichung kommt es allerdings auch aufgrund der durch die Erdrotation verursachten Zentrifugalkraft. Eine

genaue Eduterung erfolgt sptér bei der Diskussion von dgheitskaften in Abschnitt 1.7.3.
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2. Keplersches GesetzDer Fahrstrahl von der Sonne zur Erdeefstreicht in gleichen
Zeitendt gleiche FéichendA. Anders formuliert: die Richengeschwindigkei{A/dt des
Fahrstrahls istdi einen Planeten konstant (siehe Abb. 1.40Db).

3. Keplersches GesetzDie Quadrate der Umlaufzeitéh und T, zweier Planeten verhalten
sich wie die Kuben der grof3en Halbachsgmnda, der Bahnellipsen:

T2 3
L0 (1.5.27)
Ty a3
Planet (b)
Perihel Aphel
* < .
F, v groi3 v klein
a

Abbildung 1.40: Zum 1. und 2. Keplerschen Gesetz.

Zur Diskussion des 1. und Xeplerschen Gesetzes soll lediglich die im 1. Gesetz als Spezialfall ent-

haltene Kreisbahn eines Planeten um die Sonne diskutiert werden, da diese mathematisch einfacher zu

handhaben ist. Beim Kreis fallen die Ellipsenbrennpuri{tand F; in Abb. 1.40 zusammen, die beiden
Halbachsen: und b sind gleich und es gil. = b = . Ferner wird ausgenutzt, dal3 die Sonnenmasse
My viel groRer als die Planetenmassg ist. Man kann dannatierungsweise annehmen, dal3 der Zen-
tralstern ruht, unddi die Planetenbahn eine Kreisbahn anseé#vie in Abb. 1.41 gezeigt ist, soll ein
Planet mit Massen, betrachtet werden, der zum Zeitpurikion der Sonne aus mit dem Ortsvekit)
beschrieben wird. Die Geschwindigkeitt) steht senkrecht auf(¢). Durch die Sonnenmasse &hft

der Planet die Gravitationskraft

mpMs

F = -G

P (1.5.28)
.

die auf das Gravitationszentrum, die Sonne, gerichtet ist. Diese Kraft hat eine Beschleusnigaag
Planeten zur Folge, die sich al’s = mya ergibt und ebenfalls zur Sonne weist. Die momentane
Beschleunigung steht daher senkrecht zur Geschwindigkejtdes Planeten. In der Bezeichnungs-
weise des Abschnitts 1.3.2 stedl{t) eine Normalbeschleunigung des Planeten dar, wogegen die Tan-
gentialbeschleunigung verschwindet. Gé$rGl.(1.3.31) bleibt daher der Betragler Geschwindigkeit
gleich, wahrend sich die Richtung der Geschwindiglaidért, d.h. die Bahnkurve wird geknimt. Der
Krummungsradiug ergibt sich geral? GI.(1.3.31) aus

2
a(t)=—n=a, , (1.5.29)
R
2In Wirklichkeit bewegen sich die Sonne und der Planet um einen gemeinsamen Schwerpunks B m, liegt der
gemeinsame Schwerpunkt aber praktisch im Mittelpunkt der Sonne.
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wobei i der Normalenvektor ist, der vom Planeten auf demrmiungsmittelpunkt der Bahn gerich-

tet ist. Wenn nun der Kmhmungsradiu® der Bahn mit dem Abstand zwischen Sonne und Planet
ubereinstimmt, d.hR = r qilt, so lauft der Planet in der Zei\¢ auf einem Kreisbogen mit Radius

um die Sonne. In der neuen Position zur Zeit At steht aber wiedev (¢ + At) wieder senkrecht zur
Gravitationskraft und obige Argumentation gilt von neuem. Insgesamt bewegt sich der Planet auf einer
Kreisbahn, in dessen Mittelpunkt sich die Sonne befindeKéplersches Gesetz).

m,

v(t)

v (t+At)

Abbildung 1.41: Umlauf eines Planeten mit Masggum die Sonne mit Massk/s auf einer Kreisbahn.

Im speziellen Fall der Kreisbahn ist die Bahngeschwindigkeit konstant und ergibt sich aus den obigen
Gleichungen

— 5 :mp-a:mpﬁ :mp7 (1530)

ZUu

v =6=—= . (1.5.31)

Je enger ein Planet die Sonne umkreist, destehist seine BahngeschwindigkeitFlir die Winkelge-
schwindigkeitw = v/r und die Umlaufzeifl’ = 27 /w folgt

W o= gMs (1.5.32)
T
4 2,.3

T — Cj‘rl\;s . (1.5.33)

Beim Vergleich zweier Planeten auf Kreisbahnen mit Radiamdr, um die Sonne liefert GI.(1.5.33)
fur das Verhltnis der Umlaufzeitef /T, unmittelbar

TP _ i (1.5.34)
T2 13
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Dies ist der Inhalt des Xeplerschen Gesetzesifkreistormige Planetenbahnen. Die Herleitung macht
deutlich, dal? das Xeplersche Gesetz nur dannutigkeit besitzt, wenn das Gravitationsgesetz einer
1/r2-Abhangigkeit gengt.

Fur die Diskussion des Xeplerschen Gesetzes sollen die Valtinisse in zwei ausgeatilten Punkten
einer ellipsenfmigen Planetenbahn betrachtet werdemwr éasPerihel (sonnenachster Punkt) und
dasAphel(sonnenfernster Punkt) ist derignimungsradiu® aufgrund der Symmetrieeigenschaften der
Ellipse gleich. kit die auftretenden Kafte (Gravitationskraft = Zentripetalkraft) gilt dann

. my - Mg v? Mg v?
Perihel : G—2_—2 = A sg=2 =1 1.5.35
erihe 2 My g 72 7 ( )
my, - Mg v3 Mg v}
Aphel: G—2_—2 = L2 =2=2 1.5.36
phe 7’% M R 7’% R ( )

Hierbei sindr, undry der Abstand von Perihel und Aphel zur Sonne. Aus beiden Gleichungen ergibt
sich
2 2 2

r? .02 =73 02 baw. ri vy =19 -v0 . (1.5.37)

Mit der in der Zeitdt uberstrichenen BthedA = irds ergibt sich

dA 1 ds 1

=T =g (1.5.38)
und damit das 2Keplersche Gesetz

dA;  dAy

7T const . (1.5.39)

Aus GI.(1.5.33) &3t sich mit Hilfe der Umlaufzeiten und der Bahnradien der Planeten die Masse der
Sonne berechnen. Man ath”

Mg =1,99 x 10> kg . (1.5.40)

Die Masse der Sonne ist also um etdva 10° gréRer als die Erdmasse und immerhin noch etwa 1000
mal groer als die Masse desofgten Planeten (Jupiter). Die obige Annahide > m,, ist also gut
erfillt.

Die Keplerschen Gesetze gelten aualr flie Monde der Planeten odeunnstliche Monde (Satelliten).
Der Planeubernimmt hierbei die Rolle des Zentratpérs. Analog zu Gl.(1.5.33) folguf'die Umlauf-
zeiten der Satelliten

TSor = 77— (1.5.41)

wobeir z.B. der Abstand zwischen Erde und Mond istir klinstliche Satelliten folgt mit = Rg + h
undGMpg = gR% (vergleiche GI.(1.5.19)) folgt

2
T2, = —— g . (1.5.42)

Hieraus ergibt sichui' A = 35 800 km liber demAquator eine Umlaufzeit von = 24 h. Die Position
des Satelliten wird dadurdeostatioar, was fir die Nachrichtentechnik wichtig ist.
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1.6 Anwendungsbeispiele der Bewegungsgleichungen

In diesem Abschnitt soll anhand von einfachen Beispielen beschrieben werden, wie mit Hiewder
tonschen Axiome die Gesetafligkeiten von Bewegungsalblfen beschrieben werdenrkien.

1.6.1 Die Fallgesetze

Im Schwerefeld der Erde wirkt auf einenokper mit der schweren Masse, die Schwerkraffg =
ms - g. Sie bewirkt eine Beschleunigurgder tdgen Massery

F a d°r (1.6.1)
= My - = my— = mS . . 0.
G t D) g
Dams = m; = m zu setzen ist, ergibt sich
md3r

Durch Integration erailt man die Geschwindigkeit desoliers zum Zeitpunkt zu

t
v(t) :/ gdt' =g-t+vy . (1.6.3)

to

Hierbei istvy die Anfangsgeschwindigkeit zum Zeitpunkt= #,. Den Ortsvektor et man durch
nochmalige Integration zu

t t
r(t) = /v(t’)dt':/(g-t'+vo)dt' (1.6.4)
to to
_ 8.
I‘(t) = Et +vg-t+rg , (1.6.5)

wobeir, der Ortsvektor zur Zeit = ¢ ist.

Freier Fall

Durch geeignete Wahl der Anfangsbedingungen vereinfachen sich obige Beziehungen. Beim freien Fall
ist vo = 0 und man kann den Koordinatenursprung sahlen, daffy = 0 ist. Die Fallrichtung soll
aulRerdem parallel zurAchse sein. Glgn.(1.6.3) und (1.6.5) vereinfachen sich dann zu

2(t) = h(t):%tQ (1.6.6)

v,(t) = g-t=+2-g-h . (1.6.7)

Eine vorgegebene Fathéh wird nach der Zei{ / % erreicht, wodurch sich die erreichte Endgeschwin-

digkeit zuv = /2 - g - h ergibt. Beim freien Fall entspricht dieange des Ortsvektorgt) der Falllohe
h(t), da es sich um eine geradlinige Bewegung handelt.
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Waagrechter und schiefer Wurf

Beim waagrechten und schiefen Wurf wird der freien Fallbewegung eine Bewegung mit konstanter Ge-
schwindigkeitvy Uberlagert. Dieser Fall wurde bereits in Abschnitt 1.3.1 und 1.3.2 diskutiert und wird
hier nur nochmals kurz rekapituliert.

Zur Zeitty = 0 soll gelten:v(0) = vy, a = az = —g - z undr(0) = 0. Durch Integration erflt man

v(t) = —g-t-z+ vy (1.6.8)
1
r(t) = —§gt2 -2+ vot (1.6.9)
1
oder r(t) = —§gt2 %+ vopt - X +voyt - F +vost - Z (1.6.10)

Hierbei sindx, y undz die Einheitsvektoren im, y und z-Richtung undy der Betrag der Erdbeschleu-
nigung. In Komponentenschreibweise @thihan somit

z(t) = wvop-t (1.6.11)

y(t) = wvoy-t (1.6.12)
1

2(t) = —§gt2+U02-t . (1.6.13)

Durch Auflésen der Gleichungenifz(¢) undy(t) nacht und Einsetzen in die GleichungrfZ(t) erhélt
man

_ _ 20z 1.6.14

z(x) QU%mx +UOI T ( )
1 V02

2(y) = —2—2y2+i-y . (1.6.15)
on ’U[)y

Diese Gleichungen stellen Parabeln in dgr bzw. zz-Ebene dar, man nennt sie aldhurfparabeln
Beim waagrechten Wurf isty, = 0 und der zweite Term in GI.(1.6.14) und (1.6.15) verschwindet.

Durch eine Kurvendiskussion lassen sich die Wurfw#it€z(¢) = 0), die Scheitelbhe H (dz/dz = 0
bzw. dz/dy = 0) und die Flugzeifl” berechnen zu

W, = 20Uz (1.6.16)
g
200, - Vs
W, = —w b0 (1.6.17)
g
?)2
g - Y (1.6.18)
29
200,
T = 2% (1.6.19)
g

Durch eine Drehung des Koordinatensysteafst ISich erreichen, dalR die Wurfparabel in derfEbene
liegt. Mit der Abwurfgeschwindigkeity und dem Abwurfwinkelx gegen die Horizontale wird,, =
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v cos «, Undwvg, = vy sina. Da ferner2 sin a cos o = sin 2« ist, lassen sic, H undT als Funktion
des Winkelse angeben

W, = 2gin2 (1.6.20)
g
?)2

H = Lsina (1.6.21)
29
2

T = DLgina . (1.6.22)
g

Wegensin2a = 1 fur o = 45°, erzielt man bei vorgegebener Abwurfgeschwindigkgitinter einem
2
Abwurfwinkel von 43 die grote Wurfweite”?o.

1.6.2 Die harmonische Schwingung
Definition einer harmonischen Schwingung

Man betrachte eine Punk auf einem Kreis mit Radius, der mit konstanter Winkelgeschwindigkaeit
entgegen dem Uhrzeigersinn periodisch aufi (siehe Abb. 1.42). Die Kreisbahn soll in dey-Ebene

liegen und der Kreismittelpunkt soll mit dem Ursprung des Koordinatensystems zusammenfallen. Der
Winkel ¢ zwischen Radiusvektar und derz-Achse wachst linear mit der Zeit anp(t) = @ + wt.

Hierbei istyy der Anfangswinkel zur Zeit = 0. Die z- undy-Koordinate des PunkiB lassen sich dann

wie folgt ausducken

z(t) = A cosp(t) = A cos(wt+ ¢p) (1.6.23)
y(t) = A sing(t) = A sin(wt + ¢g) . (1.6.24)

Der Verlauf dieser Funktionen istin Abb. 1.43 dargestellt. Diese Bewegungsform acH aiedy-Achse
wird als harmonische Schwingurgezeichnet. Man nennt in diesem Zusammenhdrdie Amplitude
©(t) die Phaseund ¢, die Anfangsphase odé&hasenverschiebunder Schwingung. Die Zeit, die der
Radiusvektor fur einen vollen Umlauf braucht, nennt man &iehwingungsdauer.

Die harmonische Schwingung ist dadurch ausgezeichnetd@achwingungsdauer unabhangig
von der Amplitude A ist. Eine positive Phasenverschiebupgentspricht einem zeitlich vorgeckten
Vorgang. Die Kurve ist in Richtung kleinereiWerte verschoben.Uf{, < 0 ist die Kurve nach rechts,
d.h. in Richtung goRRerert-Werte gegenber dem Zustand mity = 0 verschoben.

Die Geschwindigkeiten bzw. die Beschleunigungen, mit denen die Projektionen des PRrakésder
x- bzw. y-Achse entlanglaufen, ealt'man aus Gl.(1.6.24) durch Differentiation nach der Zeit zu

vp(t) = dz(:) — —wAsin(wt + ¢o) (1.6.25)
az(t) = d”;t(t) = —w?Acos(wt + pp) = —w? - T(t) (1.6.26)
vy(t) = dZ—(:) — wA cos(wt + o) (1.6.27)
ay(t) = dvy(t) _ —w? Asin(wt + @) = —w? - y(t) . (1.6.28)

dt
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Y(O) [

Abbildung 1.42: Die harmonische Schwingung als Projektion eines auf einem Kreis glamtfum-
laufenden Punkte® auf die Koordinatenachsen.

Man ertalt somit die fir eine harmonische Schwingung charakteristischen Differentialgleichungen

d?z(t)

LI e —w?-z(t)  (1.6.29)
2

ddzigt) = —w?.y(t) . (1.6.30)

Charakteristischuf eine harmonische Schwingung ist also ferner, i@ Beschleunigung propor-
tional zur Auslenkung ist. Die Einflihrung der harmonischen Schwingung als eine Projektion der
gleichformigen Kreisbewegung auf die Koordinatenachsen stellt ein Beispidid Zerlegung des Orts-
vektors, der Geschwindigkeit und der Beschleunigung in zueinander senkrecht stehende uadgigabh”
wirkende Komponenten dar (vergleiche hierzu auch Abbschnitt 1.3.1).

1A sin wt 1A cos wt 1A sin (wt+do)

vn ” W 2 \ o *;wvzn X o

o= TU2

Abbildung 1.43: Harmonische Schwingung.

Das Masse-Feder Pendel — Federkraft

Lenkt man eine zwchst in Ruhe befindliches System bestehend aus einer Feder und einerrMasse
um die Strecker reibungsfrei aus (siehe Abb. 1.44), so mul3 man die elastische Gegenkraft der Feder
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Experiment: Rotierender Stab:

Ein rotierender, exzentrisch angebrachter Stab wird zundchst Uiber einen in Ruhe befindli-
chen Drehspiegel an die Wand projiziert. Man beobachtet den Schatten des Stabes, der sich
mit der Umlauffrequenz w auf und ab bewegt. Versetzt man den Drehspiegel in gleichformige
Rotation, so beobachtet man das Bild einer Sinusfunktion, d.h. aus dem zeitlichen Nachein-
ander des auf- und abschwingenden Schattenbildes wird ein raumliches Nebeneinander.

Uberwinden. Nach einem Ansatz vbilooke ist der Betrag der Rckstellkraft der Feder proportional zur
Auslenkung und ihre Richtung ist antiparallel zur Auslenkung. Somit ergibt sichldakesche Gesetz
zu

Fp="Fpy %=—kz % . (1.6.31)
., F
X X

Abbildung 1.44: Masse-Feder Pendel in Ruhelage (links) und mit endlicher Auslenkung (rechts).

Hierbei istk die FederkonstanteVernachéissigt man die Federmasse und setzt man in der dynamischen
Grundgleichung?” = ma = md?xz/dt? die Hookesche Beziehung ein, so elhinan

2
kz=m-a; = m% : (1.6.32)
oder
> k
AN B (1.6.33)

a2~ m

Dies ist die Differentialgleichung einer harmonischen Schwingung mit der Kreisfrequenz

w:\/£:27w:2—7r , (1.6.34)
m T

wobeir die Schwingungsfrequenz ist, also die Zahl der pro Sekunde aistgfi"Schwingungen. Das
Federpendel besitzt somit die Schwingungsdauer

T =2, /% . (1.6.35)

Man nennt ganz allgemein Kfte, die AnlalR zu einer harmonischen Schwingung gebarmonische
Krafte Der Hookesche Ansatzui die Federkraft ist ein Beispiel daf” Die Aufstellung der Schwin-
gungsgleichung macht klar, dal3 harmonischafterRickstellk&fte sind, die betragsafig linear mit
der Auslenkung aus der Ruhelage anwachsen.
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Experiment: Bestimmung der Federkonstanten:

Ein auf einer Platte annahern reibungsfrei beweglicher Wagen mit einer Masse m ist zwi-
schen zwei seitlich befestigte Federn eingespannt (siehe Abb. 1.45). Durch eine schwere
Masse M wird der Wagen um die Strecke x aus seiner Ruhelage ausgelenkt. Man variiert
nun M und mit z als Funktion von M. Die Federkonstante berechnet sich zu k = M - g/=x.
Setzt man diesen Wert fur & in die Schwingungsgleichng ein, so erhalt man die Schwin-
gungsdauer zu T = 271'\/%_“ (Schwingung ohne Masse M). Diese berechnete Schwingungs-
dauer laRt sich leicht mit Hilfe einer Stoppuhr Gberpriifen. VergroRert man m auf das Vierfa-
che, so muf3 sich die doppelte Schwingungsdauer ergeben. Auch dies kann mit Hilfe einer
Stoppuhr Uberpriift werden.

X 0

PWWWB AANAVAA

M

Abbildung 1.45: Anordnung zur Bestimmung der Federkonstante. In der Ruhelagé) sind beide
Federn entspannt.

Die obigen Formelndi' w, v undT bleiben erhalten, wenn an der Masseatakch zur Federkraft eine
konstante Kraft einwirkt. Um die Richtigkeit dieser Aussage auqm; wird eine Masse: betrachtet, die
im Gravitationsfeld der Erde an einer Feder mit Federkonstantarfgelangt ist (siehe Abb. 1.46). Die
konstante Schwerkraff; = mg fuhrt zu einer Grundauslenkung; aus der Ruhelage der entspannten
Feder, die sich aus GI.(1.6.32) my = k|z¢| ergibt. Legt man wie in Abb. 1.46 gezeigt den Nullpunkt
derz-Achse in diese Gleichgewichtslage, dann berechnet sich die Krafti einer Auslenkung: zu

Fo=m-g—k-(lzg|+2z)=-k-z . (1.6.36)

Die resultierende Kraft ist demnach wieder harmonisch mit der Federkonstanted man beobach-
tet eine harmonische Schwingung der Masse um die Gleichgewichtslage, wenn die Masse aus dieser
ausgelenkt und losgelassen wird.

Es ist lehrreich, sich zuberlegen, wie die Federkonstariteeiner Kombination von Federn (parallel
oder hintereinander geschaltet, siehe Abb. 1.47) mit den Federkonstgritgn . . der einzelnen Federn
zusammendrigt. Bei einer Parallelschaltung von Federn ist die gesamtkdRellkraft durch die Summe
der einzelnen Rckstellkafte gegeben, d.h. die einzelnen Fedefte; = —k;x addieren sich. Da die
Auslenkung €ir alle Federn dieselbe ist, ehiman

n
|Foes| = > ki-z . (1.6.37)
=1

Das heifl3t, bei einer Parallelschaltung von Federn setzt sich die Gesamtfederkonstante aus der Summe
der einzelnen Federkonstanten zusammen
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Abbildung 1.46: Das Masse-Feder Pendel im Schwerefeld der Erde.

kl -— Fl

Fges<—0——> F

k TP
—t—
(@) 0 x X (b) 0 x x

Abbildung 1.47: Parallelschaltung (a) und Serienschaltung (b) zweier Federn.

n
kges =k +ha+... =Y ki . (1.6.38)
i=1

Bei einer Reihenschaltung von Federn muf3 in der Ruhestellung die Summe der &keleda benach-
barten Federn verschwinden, das heif3t, allefterinissen betragsafig gleich grof? seif%| = |F;| =
F. Die gesamte Auslenkung aller Federn ergibt sich durch Summatien dlle Einzelauslenkungen,

d.h.
n

Tges =T1+Ta+...= Y T . (1.6.39)
=1

Da die Gesamtauslenkung durgfls = | Fyes|/kges ausgeduckt werden kann, edit' man

F F F F "1
_ | Fes| _ =—+—+---:F'Z_ ) (1.6.40)
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Das heil3t, bei einer Serienschaltung von Federn addieren sich die Kehrwerte der Federkonstanten zum
Kehrwert der Gesamtfederkonstante,

= 4+ 4. = — . (1.6.41)

Experiment: Federkonstante einer Serienschaltung von Federn:

Es werden 4 Federn mit gleichen Federkonstanten & hintereinander gehangt und mit ei-
ner Masse m belastet. Die Auslenkung aus der Ruhelage ist viermal so grof3 wie fir eine
einzelne Feder. Versetzt man die Anordnung in Schwingung, so mif3t man eine Schwin-
gungsfrequenz, die nur halb so groR ist wie diejenige einer einzelnen Feder, da die Gesamt-
federkonstante k., = k/4 ist.

Bei einer Serienschaltung vanm gleichen Federn isk,.; = k/n und die Gesamiligel,., = n - I.

Die Grél3ek*, gegeben durch Federkonstante mahgé, bleibt damit konstant und ist eine Materialei-
genschaft des verwendeten Federmaterials. Mit dieseR&SHNRt sich daslookesche Gesetz schreiben
als

FF:—k*-%

(1.6.42)

Dabei istz/I die relative langemnderung der Feder. Die Einheit vénist 1 N, die MaRzahl vo&* gibt
die Federkonstante einer Feder mitrigel = 1 m an.

1.6.3 Das mathematische Pendel

Unter einemmathematischen Pendeérsteht man eine punktfinige Massen, die an einem masse-

losen Faden derdrigel in einem Gravitationsfeld mit der Fallbeschleunigupgufgelaingt ist (siehe

Abb. 1.48). Die Gleichgewichtsposition der Masse liegt lotrecht unter demakggpunkt. In dieser
Position wird die Schwerkraff; = mg exakt durch die FadenspannuRg = —mg kompensiert, so

daf die Gesamtkralf = F + Fp auf die Masse verschwindet (Ruhelage). Bei einer Auslenkung der
Masse um den Winkep aus der Ruhelagealift die Masse auf einem Kreisbogen das Wegst = [.

In dieser Position kann die Fadenspannung nicht mehr die gesamte Schwerkraft kompensieren, sondern
nur diejenige Komponente voB;, die in Richtung des Fadens liegt. Es verbleibt eine Komponente

der Schwerkraft, die senkrecht zum Faden steht und den Pengdetkin die Ruhelage zuckzutreiben
versucht.

Da die Bahn des Massenpunktes auf einer Kreisbahawieriist es zweckial3ig, zur Beschreibung der
Bewegung Kreiskoordinaten zu verwenden. In diesem System wird die Lage des PRkt Ebene

durch zwei Koordinatem und ¢ festgelegt. Dabei gibt den Abstand vor® zum Koordinatenursprung

an undy mifdt den Winkel zwischen einer vorgegebenen Achse und dem Fahrstrahl vom Ursprung durch
den PunktP. Von der festen Achse aus werden Winkel entgegen dem Urzeigersinn posamigéxié
Koordinatenr = const sind zum Ursprung konzentrische Kreise, die Liniea= const sind Geraden,

die radial vom Ursprung ausgehen.

Fur die Tangentialkomponentger Schwerkraft edit man

F,=m-g-sinpé, . (1.6.43)
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Abbildung 1.48: Mathematisches Pendel (a) und Darstellung in Kreiskoordinaten (b).
Fur die Radialkomponentergibt sich

F,=m-g-cospé&, . (1.6.44)

Hierbei sindé, und &, die Einheitsvektoren in tangentialer und radialer Richtung. Die Radialkompo-
nente der Schwerkraft wird durch die Fadenspannung (Zwangskraft) kompensiertuckiieeibende
Tangentialkomponente hat wegkn = ma,, eine tangentiale Beschleuniguag = a,&, zur Folge.
Langs des Kreisbogens= Iy ist a, = dv,,/dt undv, = ds/dt = ldyp/dt. Damit ertelt man

d%p

a, = ZW (1.6.45)

Damit ergibt sich die Bewegungsgleichung des mathematischen Pdpdelsia, zu

d2
—m-g-simp:m-l-ﬁ;p (1.6.46)
oder
2

TO_ Igng (1.6.47)

dt? I
Diese Gleichung hat nur in dérarmonischen &herungeine einfache bsung. In der harmonischen

Naherung wird @i kleine Winkelsin ¢ ~ ¢ und man erhlt die Bewegungsgleichung

Iy g
— == 1.6.48

einer harmonischen Schwingung. In Analogie zum Masse-Feder Pendklradm die losung

p(t) = pm cos(wt + o) (1.6.49)

mit der Kreisfrequenz
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w=,/2 . (1.6.50)

Fur die Schwingungsfrequenzund die Schwingungsdaugér ertélt man

1 I
v=—- /% baw. T=2r(/> . (1.6.51)
2 V1 g

Es sollte insbesondere darauf hingewiesen werden, dafl3 die Schwingungsdauer des mathematischen Pen-
dels nicht von der Masse: des Pendelirpers abhingt. Das liegt, wie man aus GI.(1.6.46) erkennen

kann an der angesetzten Gleichheit von schwerer @aggtrMasse, die sich auf der linken und rechten

Seite der GI.(1.6.46) gegenseitig weghelidawton hat deshalb das mathematische Pendel benutzt, um

die Aquivalenz von schwerer undamér Masse zuberprifen. Rir g = 9.81 m/g ergibt sich bei einer
Pendeliinge vonl = 1 m die Schwingungsdauét = 1.969 ~ 2s.

Bei groRen Schwingungsamplituden ist die harmonischbexing nicht mehrugtig. Die Losung der
exakten Bewegungsgleichung inlerer Niherung ergibt dann die Schwingungsdauer

l 1 1-3
T = 27 — <1+(§)281n2¢7m—{—( )2Sin4 Pm >
g

l 1
T ~ 2m4[— (14+ =62 ) . (1.6.52)
g 16

Die Korrekturterme zur harmonischemahErung lassen die Schwingungsdatitreine Funktion der
Schwingungsamplitude,,, werden. Eif ¢,,, = 10° ist die relative Abweichun\T'/T' = (T* — T')/T
noch vergleichsweise kleinamilich etwa 0.294°

1.6.4 Reibungskafte

Reibung zwischen festen Krpern

Wird ein Korper mit der NormalkrafF,, auf eine Unterlage geprefl®( steht senkrecht auf der Unter-
lage), so mulR eine bestimmte Kr#fttangential zur Unterlage ausg®'werden, um den &rper auf der
Unterlage zu verschieben (siehe Abb. 1.49). Die Ursacheuni&gsfdie sogenanntelaftreibungskraft

Fr. Die GroRe der Haftreibungskraft ist durch die mikroskopische Struktur der beiden &itefi”
gegeben. Im allgemeinen findet man folgenden Zusammenhang zwighemd |[Fg|:

Frp=u, F, . (1.6.53)

Der Haftreibungskoeffizient, ist eine Proportionalittskonstante, die von der Materialart und der Ober-
flachenbeschaffenheit der beteiligtenrér ablaingt. Wichtig ist, dal3 die Haftreibungskraft in erster

2Es ist interessant, sich die Frage zu stellen, ob man nicht ein amplitudenamgidgss Pendel konstruieren kartiuy-
ghenshat dieses Problem bereits 1658agt] indem er dagykloidenpendeéntwickelt hat. Seine Schwingungsdauer ist in
aller Strenge unatamgig von der Schwingungsamplitude. Die Bahnkurve ist statt eines Kreises eine Zykloide. Eine Zykloide
erkélt man, indem man einen Kreis auf einer Geraden abrollt. Als Zykloiden bezeichnet man die Bahnen der Kreispunkte auf
dem Umfang eines Kreises, die man bei diesem Abrollvorgangitefdéim Zykloidenpendel rollt der Faden des Pendels auf
einer Zykloide ab.
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Naherung nicht von der GRe der Auflagefiche abhingt. Man hat deshallufeinen flachen Quader
immer die gleiche Haftreibung unadhdig davon, auf welche Seitemtlie man ihn stellt. Die Un-
abréngigkeit der Haftreibungskraft von der @&€ der Auflagefithe kann man sich dadurch klar ma-
chen, daf3 eine technisch ebenadké noch keineswegs mathematisch eben ist und man davon ausgehen
kann, dafR sich zwei starredkper immer nur in drei Punkten héwen. Bei zwei gegeneinander bewegten
Korpern tritt die sogenannt@leitreibungauf, die durch den Gleitreibungskoeffizientgrcharakterisiert

ist. Im allgemeinen gilfz, < pp. 2

Fr ] F

e

F.

Abbildung 1.49: Zur Definition der Haftreibung.

(D
]

Experiment: Bestimmung des Haftreibungskoeffizienten auf der schiefen Eb
ne:

Legt man zwei gleichgrof3e Holzquader auf ein Holzbrett, so beginnen beide ab einem be-
stimmten Neigungswinkel o des Brettes gegen die Waagrechte auf dem Brett abzugleiten.
Der Tangentialraft F; = mg sin o wirkt die Haftreibungskraft Fr = u,mg cos o entgegen. Der
Korper beginnt zu gleiten, wenn F; > Fr wird. Damit erhalt man den Haftreibungskoeffizi-
enten zu pp = tana.

Legt man unter einen der Holzquader ein Filzstlick, so beginnt der Quader ohne Filzunter-
lage bei einem kleineren Neigungswinkel zu gleiten. Der Haftreibungskoeffizient zwischen
Holz und Filz ist also gréfer als zwischen Holz und Holz.

Man kann auf3erdem feststellen, daR der Gleitreibungskoeffizient in erster Naherung un-
abhangig von der Geschwindigkeit der Holzquader ist. Dies gilt fir die meisten Festkorper.

Reibung zwischen Festkrpern und Flussigkeiten oder Gasen

Fur die viskose Reibung (Gleitreibung) bei der Bewegung eines &gmks’ durch eine EEsigkeit gilt
weitgehend

Frxwv . (1.6.54)

Dieser Zusammenahng wird ésokesches Gesetz bezeichnet.

Fir den Luftwiderstand von aerodynamisch ungtig geformten Kipern, sowie allgemein bei hohen
Geschwindigkeiten, g

Frpocv? . (1.6.55)

Die quadratische Zunahme des Luftwiderstands mit der Geschwindigkeit spielt vor allem bei der Kon-
struktion von Autos eine bedeutende Rolle. Durch geschickte Formgebung versucht man, den Proportio-
nalitatsfaktor in GI.(1.6.55) mglichst klein zu halten.

2Die genauen physikalischen Prozesse, die zur Haft- und Gleitreibimegrf; sindatiRerst komplex und in vielerafén im
Detail noch nicht verstanden. Die Physik der Reibung ist Gegenstand vieler aktueller Forschungsarbeiten.
BDer Luftwiderstand hiigt empfindlich von der Art der Luftsiiung (laminare oder turbulente &tniing) ab.
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Freier Fall mit Reibung

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir den freien Fall einespki's mit Massen in einem visko-
sen Medium (z.B. RlSsigkeit) mit Reibungskoeffizienteln wobei die Reibungskraft proportional zur
Fallgeschwindigkeit (viskose Reibung) sein soll:

Fr=—u-v . (1.6.56)

Der Korper werde zur Zeit = 0 losgelassen, so daf0) = 0 undr(0) = 0. Der Kérper wird durch
die Schwerkraff¢ = mg beschleunigt und durch die ReibungskiBff = —uv = —M% abgebremst.
Man ertalt somit fir die Gesamtkraff

d?r dr
.. _ —F=F Fr=m-g —u — . 1.6.57
m o ctFr=m-g—u p ( )

Man ertalt somit die Differentialgleichung

dv
m-—=m-g— -V . (1.6.58)
dt
10- 10-
(a) v (b)
,,,,,,,,, MaX_ ...
- 8 Nz 8-
2 £
E ~
= 61 2 6-
g E
= € a(t
% 4 V(1) é 44 ®
& 2- 2-
0 . . . . . 0 . . . . :
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Zeit (s) Zeit (s)

Abbildung 1.50: Zeitlicher Verlauf der Geschwindigkeit (a) und der Beschleunigung beim freien Fall
mit Reibung.

Aus dieser Gleichung geht hervor, da? derper beit = 0 wegenw(0) = 0 und damitF, = 0 zurdchst

mit der vollen Schwerkraft beschleunigt wird. Mit zunehmendemird allerdings die Reibungskraft
immer gioRer und dadurch die beschleunigende Gesamtkraft immer kleiner, bis sie schlie3lich bei ei-
ner Maximalgeschwindigkeit,,,... ganz verschwindet. Der &fper bewegt sich dann mit konstanter
Geschwindigkeit weiter, da die angreifende Gesamtkiraft Fr verschwindet. Die bsung der Diffe-
rentialgleichung (1.6.58) ergibt

v(t) = ? (1—exp(—%t)> (1.6.59)
a(t) = dtlff) = g exp(— L) (1.6.60)

Der Verlauf der Geschwindigkeit und der Beschleunigung ist in Abb. 1.50 gezeigt. Als maximale Ge-
schwindigkeit erblt manvy,ax = mT'g, d.h. vimax ist umgekehrt proportional zum Reibungskoeffizien-
tenu.
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1.7 Tragheitskrafte

1.7.1 Die d’Alembertsche Gleichung

In derNewtonschen Bewegungsgleichuy= ma bedeuteilF eine reale Kraft (z.B. Gravitationskraft),
die der Wechselwirkung zwischen zwebdkoern entspringt. Bei der Einwirkung dieser Kraft auf einen
Probenkrper der Massen erfahrt dieser eine BeschleuniguagDie reale KraftF' ist also die Ursache
der Bewegungmiderung, \ahrend die tige Massen sich der Bewegungsiderung widersetzt. Wie
d’Alembert gezeigt hat, ist es oft zweclaflig, die Bewegungsgleichurly = ma umzuinterpretieren
und nebemrrealen Kéftennoch fiktive Pseudo-oder Scheinkifte, die Tragheitskafte einzutiihren. Wir
werden zeigen, dal3 die 8gheitskafte mit den realen Kaften ins Gleichgewicht treten. Die Dynamik
wird dann gewissermalen auf die Statikuakgefihrt.

In der Statiksind nach Definition alle Krfper in Ruhe. Ein punkbimiger Korper kann aber nur dann in
Ruhe verharren, wenn die Summe der aorp€r angreifenden lafte verschwindet, wenn also

F=S Fi=0 (1.7.1)

gilt. Ein Beispiel datii ist in Abb. 1.51 gezeigt. An der auf einer Unterlage ruhenden Masgeeift die
GewichtskraftFc = mg an. Damit der K¥per in Ruhe bleibt, muR3 diese Kraft von einer Zwangskraft
F. = —mg exakt kompensiert werden, die von der elastischankRiellkraft der mehr oder weniger
stark deformierten Unterlage bereitgestellt wird. Die Gesamtkraft verschwindet damit.

_mg

Abbildung 1.51: Statikbedingung: die Summe der realeaftérverschwindet.

In der Dynamik sind Bewegungaderungen zugelassen. GatrdemMNewtonschen Grundgleichung

F =ma Newton (1.7.2)

treten genau dann Beschleunigungen auf, wenn die einwirkende reale Kraft nicht verschwindet. Nach
d’Alembert schreibt man diese Gleichung zu

F—ma=0 (1.7.3)

um und fihrt formal die Tegheitskraft

Fp:=—ma (1.7.4)

ein. Damit erlalt man
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F+Fr=0. d’Alembert (1.7.5)

Die Newtonsche und digl’Alembert sche Gleichung sind zwei gleichberechtigte Beschreibungsweisen
der Physik. Die Tagheitskraftfr nach Gl.(1.7.4) ist proportional zur Masse Diese Eigenschaft hat
sie gemeinsam mit der Gravitationskraft.

Ein Vergleich von GI.(1.7.1) und GI.(1.7.5) zeigt, daf? in der Statik die Summe aller einwirkenden rea-
len Krafte verschwindet, afirend im Rahmen daBAlembert schen Formalismus in der Dynamik die
Summe aus realen undagheitskaften verschwindet: die @igheitskrafffr kompensiert die reale Kraft

F.

Es ist wichtig, sich klarzumachen, dal’ im Unterschied zum Naturg&setzna, bei dem die Kraft von
aufRen vorgegeben wird (z.B. Gravitation), in der Gleichiigg= —ma die Tragheitskraft per Definiti-

on gleich dem Ausdruck-ma gesetzt wirdFr ist also nur die abktzende Schreibweiserf-ma. Die
Tragheitskraft @it sich genommen ruft also keine Beschleunigung hervor. Dies rechtfertigt die Bezeich-
nungScheinkraft Die Tragheitskraft tritt nur dann auf, wenn realeafe zurgichst eine Beschleunigung

a # 0 hervorgerufen haben, d.h. agheitskafte werden durch reale Kite erst geweckt. In Analogie

zur Newtonschen Lex Tertia kann man auch formulieren, daRR dagfi€itskraft die “reactio” auf die
“actio” der realen Kratft ist.

Mit dem Begriff Trdgheitskraft lassen sich besonders solche Bewegungen anschaulich beschreiben, bei
denen einem Krper durchZwangsbedingungewie z.B. Schienen bei einer Stral3enbahn, Faden beim
Pendel etcZwangsbewegungeaufgepegt werden. So wird z.B. bei der Kurvenfahrt einer Stral3enbahn
dem Fahrgast durch die Schienen eine Kreisbewegung und damit eine Beschleuniguggschrieben,

die auf den Mittelpunkt des Kirfimungsradius zeigt (siehe Abb. 1.52). Diege 'Masse des Fahrgasts

ist nach dem Tagheitsgesetz aber bestrebt, ihre wrsgliche Bewegung beizubehalten. Der Fahrgast

hat deshalb den Eindruck, entgegengesetzt zur Beschleunig@autjal nach auf3en gagrkt zu werden.

Die Tragheitskrafff'r erscheint hier also als Kraft, die den Fahrgast in der Kurve umzuwerfen versucht.
An diesem Beispiel wird die Bezeichnungabtieitskraft verstridlich.

Abbildung 1.52: Die TagheitskraftFr = —ma kann in den Tagheitswiderstan®#rw = —mas; und
die ZentrifugalkraftFrz = —ma, zerlegt werden.

Im folgenden sollen die Rgheitskafte bei der Kreisbewegung diskutiert werden. Im Abschnitt 1.3.2
wurde abgeleitet, daf? die Beschleunigung

n=a;+a, . (1.7.6)
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in eine Tangential- und Normalkomponente zerlegt werden kann. Entsprechend lassen sich die
Tragkheitskafte klassifizieren. Man definiert

Frwi=-m-a,=-m-—1t a.7.7)

als denTragheitswiderstandind

v?

Frz :=—-—m-a, = —mﬁ n (1.7.8)
als die Zentrifugalkraft Bei einer geradlinig translatorisch beschleunigten Bewegung tritt als
Tragheitskraft nur der Bgheitswiderstand, bei einer gakninten Bahnkurve, die mit konstanter Bahn-

geschwindigkeit durchlaufen wird, nur die Zentrifugalkraft aufir Hie gesamte RgheitskraftFr gilt
29

Fr =Frw + Fpz . (1.7.9)

1.7.2 Der Tragheitswiderstand

Der Tragheitswiderstand soll anhand einer Massealie an einer Feder in einem Fahrstuhl aufgyedt”
ist (siehe Abb. 1.53), veranschaulicht werden. Bsri€n folgende 3#&le unterschieden werden:

z alz alz
K k A\F=kz
A\F=kz F:=ma k Fe=kz
i m
m yFe=-mg
Fe=-mg m
Fe=-mg
F-=-ma

Abbildung 1.53: Fahrstuhimodell zum &gheitswiderstand.

1. Der Fahrstuhl befindet sich in Ruhe:

Es wirkt die Schwerkraff¢ = mg = —myg - Z nach unten. Die Feder wird gedehnt und die
daraus resultierende Federkr®§ = kz - z kompensiert die Schwerkraft. Es stellt sich ein
Gleichgewichtszustand

2%Es sei hier angemerkt, daR in rotierenden Systemen bei einer radialen Bew&ghgdnst), die hier ausgeschlossen
wurde, eine weitere Agheitskraft, dieCoriolis-Kraft, auftritt. Diese wird erst sgtér im Abschnitt 1.8.2 eingehend diskutiert.
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Fe+Fp=0 (1.7.10)
ein.
2. Der Fahrstuhl bewegt sich beschleunigt nach unten:

Wird der Fahrstuhl mit der konstanten Beschleunigung- Z hach unten bewegt, so tritt gafd”
derd’Alembert schen Gleichung eine agheitskraftfr = ma - Z auf, die entgegengesetzt zur
Beschleunigung, also nach oben gerichtet ist. Esigedéshalb eine kleinere Federkraft, um die
SchwerkraftF ¢ zu kompensieren. Die Feder verkt sich. Es gilt

Fec+Fr+Fpr=0=—mg-2+kz-Z2+ma-2z . (1.7.11)

Ista = g (freier Fall des Fahrstuhls), so kompensiert diagfréitskraft die Schwerkraft volldig
(Schwerelosigkeit) und die Feder ist vollkommen entspannt.

3. Der Fahrstuhl bewegt sich beschleunigt nach oben:

Die Tragheitskrafffr = —ma - Z zeigt jetzt nach unten und ist parallel zur Schwerkraft. Es wird
jetzt eine golRere Federkraft betigt, um die Summe aus Schwerkr@ft und Tragheitskraftf'r
zu kompensieren. Die Feder wird weiter gedehnt und es gilt

Fec+Fr+Fpr=0=—mg-2+kz-Z2—ma-7z . (1.7.12)

Die in dem Beispiel deutlich werdende Gleichwertigkeit von Gravitations- uagKkfréitskraft ist schon

im Aquivalenzprinzig{siehe Abschnitt 1.5.2) festgehalten, wonach schwere @y thasse zueinander
aquivalent sind. Was mit dem Begriffquivalenz gemeint ist,aRt sich jetzt noch deutlicher fassen:

Nach demAquivalenzprinzip ist es generell nichtaglich, zwischen Gravitations- und dgheitskaften

Zu unterscheiden. Einem Astronauten im schwerelosen Raum kann man durch eine Beschleunigung des
Raumfahrzeugs eine Gravitation “vauschen”.

Betrachtet man das Fahrstuhlexperiment indewtonschen und ded’Alembert schen Sichtweise, so
kommt man zu folgendem Ergebnis. Wird der Fahrstuhl z.B. nach unten beschleunigt, so versucht vom
Newtonschen Standpunkt aus die Massaeaufgrund ihrer Tagheit in ihrer Position zu verharren, die
Feder muf3 deshalb eine kleinere Kraif-(= mg — ma < F¢) aufbringen, um die Gewichtskraft zu
kompensieren, und wird somit weniger gedehnt. \lembert schen Standpunkt aus ist die Situati-

on anders, daui'ihn die Summe aller Kafte zu verschwinden scheint (dynamisches Gleichgewicht).
Eine Pseudokraft scheint die Kugel nach oben zu ziehen. Die Pseudokraft @dtAtkenbertsche
TragkeitskraftFr, die die realen Kafte F; und Fr kompensiert. Mit der Tagheitskraft erllt man
dasd’'Alembert sche dynamische Gleichgewicht + Fr + Fr = 0, in dem die Summe aus realen und
Scheinkaften verschwindet.

1.7.3 Die Zentrifugalkraft

In den folgenden Beispielen zur Zentrifugalkraft soll zur Vereinfachung nur die Bewegung auf ei-
ner Kreisbahn mit Radiu® betrachtet werden, die mit konstanter Bahngeschwindigkeablauft.

In Abb. 1.54 sind die Betrachtungsweise vdiewton und d’Alembert gegembergestellt.  Auf

der Kreisbahn unterliegt der dfper einer Normalbeschleunigung, = (v?/R)d, die auf den
Krummungsmittelpunkd/ der Kreisbahn zeigt. Naddewtonist hierflir die KraftF = ma,, eineZen-
tripetalkraft aufzubringen, die die agheit der Massaberwindet und den &per von der geradlinigen
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Experimente zum Tragheitswiderstand:

(a) In einem einfachen Experiment zum Tragheitswiderstand stellt man ein Wasserglas auf
ein Blatt Papier. Die Frage lautet: kann man das Papier unter dem Wasserglas so wegzie-
hen, dal} das Glas stehen bleibt ? Die Antwort lautet: ja, wenn man am Papier ruckartig
mit sehr groRBer Beschleunigung a zieht. In diesem Fall ist der Betrag der Tragheitskraft
Fr = ma > Fr und die Tragheitskraft schiebt das Wasserglas von der Unterlage.

(b) Man befestigt eine Masse m in der Mitte eines Stlicks Faden und hangt die Masse mit
dem einen Stlick Faden an einer Halterung auf, wahrend das andere Stiick lose nach unten
héngt. Zieht man nun ruckartig an dem unteren Faden, so reilt das untere Stiick Faden.
Zieht man dagegen langsam, so reil3t das obere Stuck Faden, an dem die Masse an der
Halterung befestigt ist. Beim ruckartigen Ziehen entsteht eine sehr gro3e Tragheitskraft
Fr = —ma, die entgegengesetzt zur Beschleunigung nach oben gerichtet ist. Die sehr
grol3e Tragheitskraft fihrt zum Reil3en des unteren Fadens. Beim langsamen Ziehen ist
dagegen die Tragheitskraft vernachlassigbar. Auf den oberen Faden wirkt dann die Zug-
und die Gewichtskraft, wogegen auf den unteren Faden nur die Zugkraft wirkt. Der obere
Faden reif3t dadurch zuerst.

(c) Man stellt sich auf eine Waage und bestimmt sein Gewicht. Geht man nun schnell in die
Hocke (Beschleunigung des Kdérperschwerpunkts nach unten) bzw. aus der Hocke wieder
in die aufrechte Position (Beschleunigung des Kdrperschwerpunkts nach oben), so wird der
Ausschlag der Waage kleiner bzw. grof3er (die Erklarung ist analog zum Fahrstuhimodell).

(a) Newton (@) d'Alembert

Abbildung 1.54: Geganberstellung der Newtonschen und der d’Alembertschen Betrachtungsweise bei
der Kreisbewegung.

Bahn auf die Kreisbhahn zwingt. NachAlembert wird die Tatsache, dal sich die Masse der zentripeta-
len Beschleunigung widersetzt, so interpretiert, dal’ aufgrund dgh&it'der Masse eine dgheitskratft,

die Zentrifugalkraftangreift, die den l§iper vom Zentrum wegtreibt. Die Zentrifugalkr&fz steht da-

bei im Gleichgewicht mit der Zentripetalkrdft = ma,,. Flr die Zentrifugalkraft eralt man (vergleiche
hierzu Abschnitt 1.3.2)

Frz+m-a, = 0
Frz = —mp = —mow- i=-mw’R-h . (1.7.13)
Man kann die in Abb. 1.54 gezeigte Situation wie folgt diskutieren: InMewtonschen Sichtweise

wirkt nur die Zentripetalkraft?’ (reale Kraft), die zur Normalbeschleuniguiag fuhrt und die Masse
auf der Kreisbahn &t. In derd’Alembertschen Sichtweise ist die Masse in Ruhe (dynamisches
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Gleichgewicht), d.h. die Summe aller &fté mul3 verschwinden. Es mul3 deshalb eine Scheinkraft
existieren, die nach au3en gerichtet ist und die Zentripetalkraft kompensiert.

(b)

@)

Fe L P F,
Fres

Abbildung 1.55: Zentrifugalkraft beim Kettenkarussel (a) und bei der Kurvenfahrt (b).

Beispiele fir die Zentrifugalkraft:

e Die Zentrifugalkraft ist dafur verantwortlich, da sich Schleiffunken von der rotieren-
den Schleifscheibe ablésen und sich anschlieRend nach dem Tragheitsgesetz mit der
Tangentialgeschwindigkeit v geradlinig und gleichformig weiterbewegen. Ahnliches
gilt fir Wassertropfen an Fahrzeugreifen.

e Kurvenfahrt: Bei schnellen Kurvenfahrten kann die Zentrifugalkraft auf ein Vielfaches
der Schwerkraft anwachsen. Fliegt z.B. ein Flugzeug mit Schallgeschwindigkeit (v ~
340m/s) eine Kurve mit Radius R = 1000m, so tritt eine Zentrifugalbeschleunigung
von etwa 10g, also dem Zehnfachen der Erdbeschleunigung auf. Auf den Piloten wirkt
also eine Tragheitskraft, die einem Vielfachen der Gewichtskraft entspricht.2

Da die Zentrifugalkraft grof3er als die Gewichtskraft werden kann, kann man bei ent-
sprechender Geschwindigkeit auf der Achterbahn eine vertikale Schleife durchfahren
(“Looping”), ohne aus dem Fahrzeug zu fallen. Hierbei muB w?R > g gelten.

Bei Kurvenfahrten mit StraRen- oder Schienenfahrzeugen wirkt die resultierende Ge-
samtkraft F..s = Fg + Frz aufgrund der endlichen Zentrifugalkraft bei einer horizon-
talen Fahrbahn nicht normal zur Fahrbahn. Man neigt deshalb die Fahrbahn, um Fieg
senkrecht zur Fahrbahnoberflache zu haben. Mit tana = Fpz/F¢ (siehe Abb. 1.55b)
ergibt sich a = v?/Rg, wobei R der Kurvenradius ist.

®Die Toleranzgrenzemuf'Menschen sind sitzend etwa~ 5g und liegend: ~ 12g.

e Beim Kettenkarussel fuhrt die Zentrifugalkraft Frz dazu, daf3 die Kette aufgrund der
Schwerkraft F; nicht genau senkrecht nach unten hangt, sondern aufgrund der resul-
tierenden Kraft Fres = Fg + Frz schrdg nach auRen gerichtet ist (siehe Abb. 1.55a).
Die Kraft F.es wird von der Kettenkraft Fx kompensiert. Der genaue Winkel wird
durch das Verhaltnis von Schwerkraft und Zentrifugalkraft bestimmt.
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e Die hohen Zentrifugalkrafte bei schnellen Drehbewegungen werden in Ultrazentrifu-
gen zur Trennung von Stoffen ausgenutzt. Bei der Sedimentation von Stoffen aus
einer Suspension spielen die Reibungskrafte, die die suspendierten Korper erfahren,
eine Rolle. Nach Stokesgilt Fr « r - v, wobei r» der Radius bei kugelférmiger Ge-
stalt des Korpers ist. Im Schwerefeld der Erde sinken im Gleichgewicht Fr = F von
Reibungskraft und Schwerkraft Kérper mit konstanter Geschwindigkeit vs. Wegen
rvs o< mg bzw. wegen m = p - 47r3 /3 flur geometrisch gleiche Korper folgt vs < pg.
Stoffe mit hoher Massendichte sinken schneller ab und sammeln sich am Boden des
GefalRes an. In einer Ultrazentrifuge setzt man die Suspension in Rotation und se-
dimentiert die Stoffe mit Hilfe der Zentrifugalkraft ab. Bei der Bahnbeschleunigung
a ist die zentrifugale Wanderungsgeschwindigkeit v; o pa und die Stoffe lagern sich
mit zunehmender Dichte von innen nach auf3en ab. Zahlenbeispiel: Bei der Kreisfre-
quenz w = 2710>s~t und R = 1cmist a = w?R ~ 4 x 10*g. Die Sedimentation in der
Zentrifuge ist deshalb wesentlich effektiver.

e Schwerkraftersatz im Raumfahrzeug: Durch eine Rotationsbewegung eines Raum-
fahrzeugs entsteht eine radial nach auRen gerichtete Zentrifugalkraft Fr = mw?R, die
als Ersatz fur die fehlende Gravitationskraft benutzt werden kann.

e Rotiert man ein kreisformiges Blatt Papier oder eine ringformige Kette, so fuhrt die
dabei auftretende Zentrifugalkraft zu einer dynamischen Stabilisierung des Blattes
und der Kette. Mit dem Blatt kann sogar ein Stiick Holz zersagt werden. Die Kette
wird scheinbar steif.

y
W
F,
\\ N Fro
FG Fres
0 X

Abbildung 1.56: Der Newtonsche Eimerversuch.

Es soll nun kurz auf detNewtonschen Eimerversuch eingegangen werden. Ein mit Wassahtgef”
Eimer wird dabei um die vertikal stehende Symmetrieachse in Rotation versetzt. Reilafitegs@rgen
daftir, dal® auch das Wasser nach einiger Zeit mitbewegt wird. Die resultierendd;¥yaftis Gewichts-
kraft Fz und ZentrifugalkraftFr, muf senkrecht zur Wasserobacthe stehen. Aus Abb. 1.56 liest man
ab:

mw’z W’z dy

tana = =— = . (1.7.14)
mg g dx

Durch Integration erdilt man schlie3lich
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w2 2
y=—x"+yo . (1.7.15)

29
Man erlglt also eine parabolisch geknimte Wasserobedthe. NaciNewton ist die Aufwélbung der
Wasseroberfiche ein direkter Beweisif eine beschleunigte Bewegung des Wassereimersd&\han
namlich in einem Gedankenexperiment den Fixsternhimmel in Drehung versetzen und den Eimer ruhen
lassen, so sollte der Wasserspiegel eben bleiben. Man kann also unterscheiden, ob der Fixsternhimmel
oder der Wassereimer eine beschleunigte Bewegunglaisfi.h. die Beschleunigung ist in einem “ab-
soluten” Sinne feststellbar. Vadach wurde dagegen die Idee ga3ert, dal’ bei ruhendem Eimer und
rotierendem Fixsternhimmel die Wasserolzfié sich ebenfalls aublben wirde (Machsches Prinzip
Danach wirde sich nur die “relative” Beschleunigung zwischen Eimer und Fixsternhimmel feststellen
lasser?® Es ist bis heute ein ungestes Problem, ob Beschleunigungen absolut oder nur relativ angege-
ben werden &inen.

=N, MWrR

Abbildung 1.57: Die Zentrifugalkraft auf der um ihre eigene Achse rotierenden Erde.

Die jahrliche Bewegung der Erde um die Sonne, vor allem aberadjéctie Drehung um ihre eigene
Achse fihrt zu leicht beobachtbaren Effekten der Zentrifugalkraft. Die Zentrifugalkraft aufgrund der
Erdrotation um die eigene Achse ist &qguator maximal (siehe Abb. 1.57) und ist gegeben durch

472 472 . 6.4 x 105 m m
2
.= - = - T T =0.034 = . 1.7.16
aAq w RE‘ T2 RE (24 . 60 . 60) S2 0 03 S2 ( )

Die effektive Gewichtskrafing.; am Aquator ist die Differenz zwischen der Gewichtskrafty, wie
sie flir eine nichtrotierende Erde erwartetirdé, und der Zentrifugalkramagq

MYeft = MYo — M i, bzw. ger = go — aj, - (2.7.17)
Je schneller die Erde rotiereruvde, umso leichter erschiene eioigér anAquator. An den Polen tritt

dagegen wegeR = 0 keine Zentrifugalkraft auf. Dort sollte die Fallbeschleunigungirekt mef3bar
sein. In der Tat ist die Fallbeschleunigung an den Podrehals arquator:

g(Pol) = 9.832 892 g(Aquator) = 9.780 892 . (1.7.18)

30Genauso wie auch nur relative und keine absoluten Geschwindigkeiten (geradlinigagteighfeRbar sind, siehe hierzu
auch Abschnitt 1.8.1.
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Die Differenz Ag = 0.052m/$ dieser Zahlenwerte ist allerdings offeér als die
Aquatorialbeschleunigunngq = 0.031m/s’. Die unterschiedlichen Fallbeschleunigungen an
den Polen sind deshalb nur teilweise auf die Wirkung der Zentrifugalkrafickatitihren (siehe
hierzu auch Abschnitt 1.5.1). Die verbleibende Abweichung ist auf die Abweichung der Erde von der
Kugelform zurtickzufihren3?

Aus Abb. 1.57 liest man ab, daR eirokper auf dem Breitengrad aufgrund der Erdrotation eine Kreis-
bahn mit dem Radiu® = Rg cos ¢ durchBEuft. Die resultierende Zentrifugalkrdftrz () steht senk-
recht auf der Erdachse und weist von der Achse weg.den Betrag vodrz () gilt

Frz; = mw?R = mw?Rp cos p = maj, COsQ . (2.7.19)
Selbst fir eine idealisierte homogene Erdkugel ist deshalb die allein beobacbiberagerung der
Gravitationskraftngy und der Zentrifugalkraffrz nicht exakt auf den Erdmittelpunkt gerichtet.

Die Zentrifugalbeschleunigunggs s aufgrund der Rotation der Erde um die Sonnea#inman in gleicher
Weise zu

472 472 1.5 x 101 m
—— Rps = -
T2 (365 - 24 - 60 - 60) s

aps = wheRps = — 0.00578 ?2 : (1.7.20)

Weiter erlalt man durch die Rotation der Sonne um das Zentrum der Milch&traRe

asy ~ 10" Taps . (1.7.21)

Das Erde-Mond-System — die Gezeiten

Da die Masse der Erde nur etwa 80 mal so grol ist wie diejenige des Mondes, rotieren Erde und Mond
um einen gemeinsamen Schwerpusktder etwa3/4 des Erdradius vom Erdmittelpunkt entfernt ist
(siehe Abb. 1.58), also noch innerhalb der Erde liegt. Es handelt sich dabei nicht um eine Drehung der
Erde um eine Achse, die durchgeht, sondern, da Erde und Mond nicht starr miteinander verbunden
sind, um eine reine Verschiebung, bei der der Erdmittelpunkt in 27 1/3 Tagen eine Kreisbahn mit dem
Radius3/4 R um den Schwerpunk§ durchBuft. Alle anderen Punkte der Erde beschreiben ebenfalls
Kreise mit Radius$/4 Ry, aber um andere Mittelpunk®&.Durch diese Kreisbewegung wird eine Zen-
trifugalkraft hervorgerufen, die in jedem Punkt der Erde gleich groR ist. Diese Kraft wirkt in Richtung
der Verbindungslinie von Erdpunkt zu Mondmittelpunkt und ist auf den Mond gerichtet.

Ganz anders sieht es mit der Gravitationskraft des Mondes aus. Sie ist aufgrund der nicht zu ver-
nachlssigenden Ausdehnung der Erde an verschiedenen Erdpunkten verschieden grofl3 und wird nur
im Erdmittelpunkt von der Zentrifugalkraft kompensiert. In Abb. 1.58b sind die in vier verschiedenen

SiDje Erde ist ein abgeplattetes Rotationsellipsoid, wodurch der Abstand Pol-Erdmittelpunkt kleiner ist als der Erdradius
amAquator und dadurch die Gravitationskraft an den Polen auch bei ruhender Bftkr ggin sollte als adquator. Diese
Argumentation ist aber gafitlich, da bei einer extremen Abplattung zu einer diskwsigen Scheibe die Gravitationskraft
an den Polen im Gegenteil sogar ganz verschwinderde:” Eine genaue Rechnungr f€ine Kugel mit einer homogenen
Masseverteilung zeigt allerdings, da@ tien Fall der Erde die Fallbeschleunigung an den Poleadalish bei einer kleinen
Abplattung zuerst zunimmt um dann schlieflich beilRgien Abplattungen wieder abzunehmen.

%2An dieser Stelle setztEinsteins Uberlegung an, daR eventuell die Schwerkraft nur eiregfieitskraft ist, da wir ein
falsches Bezugssystem benutzen.

33Man spricht hier von Revolution ohne Rotation.
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Mond

Fr. D 4Fs

Abbildung 1.58: (a) Bewegung von Erde und Mond um ihren gemeinsamen Schwerpunkt. (b) Zur
Erklarung der Gezeiten.

Punkten auf der Erdobeaithe und im Erdmittelpunkt wirkenden Gravitatioreske und Zentrifugal-

krafte gezeigt. In Punkfl UberwiegtA Fy;, 3* wahrend in PunkB Frz Uberwiegt. In Punkt und D

ist die resultierende Kraft klein und zum Erdmittelpunkt hin gerichtet. Zwischen den Pufikied D
einerseits undd und B andererseits findet ein kontinuierliciébergang der Gife und Richtung der
resultierenden Kraft statt. In diesen Zwischenpunkten besitzt die resultierende Kraft eine Tangential-
komponente, die in Richtunquator weist. Diese Komponente bewirkt eine Bewegung des Wassers in
den Ozeanen in Richtung der Punkteind B, wodurch dort Flutberge entstehen. In den Punkiamd

D sowie im gesamten, senkrecht durch die Pugktend D verlaufenden Erdmeridians herrscht dagegen
Ebbe. Die Vertikalkomponente der resultierende Kraft bewirkt eine elastische Verformung der Erde, d.h.
ein Heben und Senken der Erdobacfié um einige Dezimeter, wodurch sich eine kleine Zunahme der
Erdbeschleunigung an den Polen ergibt.

Aufgrund der Drehung des Modes um die Erde und der Rotation der Erde um ihre eigene Achse ver-
schiebt sich der oben beschriebene Zustand dauernd, so dal? innerhalb eines Zeitintervals von etwa 24 3/4
Stunden an einem Ort zweimal Ebbe und Flut eintritt.

34AF¢ soll der Unterschied der Gravitationskraft an einem Punkt der Erdabkelind im Erdmittelpunkt aufgrund der
unterschiedlichen Abatide zum Mittelpunkt des Mondes sein.
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1.8 Inertial- und Nichtinertialsysteme

1.8.1 Inertialsysteme

Ein Inertialsystenist wie folgt definiert:

Ein Inertialsystem ist ein Bezugssystem, in dem
das Galileische Tragheitsgesetz (Lex Prima) gilt.

Man kann zeigen, daf3 eine hinreichende Bedingumgdéis Vorliegen eines Inertialsystems gegeben

ist, wenn sich ein laftefreier Korper in allen drei Raumrichtungen geradlinig glemimfiig bewegt.

Die experimentelle Erfahrung hat gezeigt, daf ein im Fixsternhimmel verankertes Bezugssystem diese
Bedingung enfillt. Ausgehend vom Egheitsgesetz (Lex Prima) stellt man in einem Inertialsystem die
Newtonschen Axiome auf, die die Grundlage der gesamten Mechanik bilden. Diese Axiome sind nur in
einem Inertialsystemugtig.

Das Relativitatsprinzip

Es soll nun diskutiert werden, inwieweit der Fixsternhimmel das einzige Inertialsystem ist, oder ob es
andere Bezugssysteme gibt, die ebenfalls Inertialsysteme darstellen. Um diese Fragestellung zu disku-
tieren, mul3 mamberlegen, wie ein und derselbe physikalische Tatbestand von verschiedenen Koordi-
natensystemen aus beschrieben wird. Hierzu solUtergang von einem Bezugssystérzu einem
Bezugssystens’, das sich relativ zu6' mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, betrachtet werden.
Beziglich der Transformation der Zeit wird in der klassischéewtonschen Mechanik angenommen,

daR die Zeit eine “absolute” GRe ist, die unakdrigig vom Bezugssystem ist. Ddibergang vonS

nachS’ wird durch dieGalileitransformationvermittelt. Zur Ableitung der Transformationsformeln
zwischen den Koordinatefx, y, z, t) in S und (<, v/, 2/, ') in S” werden zwei kartesische Koordinaten-
systeme betrachtet, deren Ursprung zur Zeit 0 zusammerdlit und die sich mit der Geschwindigkeit

(voz, Voy, v0-) gleichformig gegeneinander bewegen (siehe Abb. 1.59). Maaltedann folgende Aus-
driicke fir die Galileitransformation der Ortskoordinaten

r = z + vt
Y + vyt
z = 2+t , (1.8.1)
der Geschwindigkeit
e,
YT o T e T
_dy _dy
?)y = a = % + on
dz d?
Vy, = % = E + Voz (182)

der Beschleunigung
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Abbildung 1.59: Zur Ableitung der Galileitransformation zwischen zwei Koordinatensystémend

S’
L o &
T de2 d?
Lo Py
Yooode2 de?
d?z  d?27
, = — = 1.8.3
“ dz = di? (1.8.3)
und der Zeit
t =t . (1.8.4)
In vektorieller Schreibweise ealt' man
r = r+vot
= v'—i—vo
a = a . (1.8.5)

Aus GI.(1.8.5) ist ersichtlich, daR sich die$hund S gemessenen Geschwindigkeiten ein und desselben
Korpers zwar unvg unterscheiden die Beschleunigung aber in beiden Bezugssystemen gleich ist. Ein
kraftefreier Korper, der inS die Beschelunigung = 0 erfahrt, hat auch i’ die Beschleunigung’ = 0.

Damit ist gezeigt, dal? ausgehend von einem Inertialsysteafe diejenigen Bezugssystenfewieder-

um Inertialsysteme sind, die sich geg€rgleichférmig geradlinig bewegen. Zu einem Inertialsystem
gelort also eine Schar von unendlich vielen weiteren Inertialsystemen.

Anhand derGalileitransformation sieht man, daR sich Geschwindigkeiten biiergang vonS nach
S’ vektoriell addieren, ahrend die Beschleunigung gleich bleibt. Man sagt deshalb, daf die Beschleu-
nigung eine bazglich derGalileitransformationinvariante GoReoder kurzinvarianteist. Es ist ein
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weitergehendes Problem, wie sich die dynamischesf3&n Kraft und Masse beim Bezugssystemwech-
sel transformieren. Die Masse wird in ddewtonschen Mechanik als #tpereigenschaft aufgefal3t, die
unablaingig vom Bewegungszustand desriérs und damit unakingig von der Geschwindigkeit ist.
Nach der speziellen RelatiaitStheorie ist dies aber nualmérungsweise richtig, solange die Geschwin-
digkeitv der Masse klein gegeivér der Lichtgeschwindigkeitist. In dieser Niherung ist beim Wechsel
des Bezugssystems

m = m (1.8.6)

d.h. die Masse ist eine Invariante. Schlief3lich bleibt noch die Frage, welche Beziehung zwischen der
Kraft F im SystemS und der KraftF’ im SystemS’ besteht. Nach dem Gravitationsgesetz (1.5.1)
héangt die Gravitationskraft nur von den invarianten Massgmind ms und von dem relativen Abstand

r = |ra1| zweier Korper ab. Da nach GI.(1.8.1) Alastde zwischen zwei Raumpunkten galileiinvariant
sind, erwartet man, dal3 auch die Gravitationskraft eine Invariantegbelz derGalileitransformation

ist. Einedhnliche Argumentation giltuf’ die Coulombkraft zwischen zwei Ladungen. altg” wie die
Reibungskraft, die eine Funktion der Relativgeschwindigkgit = vo — vy zwischen zwei Kipern

sind, erweisen sich ebenfalls als galileiinvariant, da nach GI.(1.812YiE" relative Geschwindigkeit
va1 = Vb, Qilt. Die magnetischen Wechselwirkungen zwischen zwei bewegten Ladurageyer da-
gegen von den Geschwindigkeiten und v, der Ladungstger selber ab und sind damit nicht gali-
leiinvariant® LaRkt man letztere Kafte, die im Bereich der technischen Mechanik eine untergeordnete
Rolle spielen, unbeicksichtigt, so ist alierungsweise auch die Kraft eine Invarianteuggizh derGa-
lileitransformation:

F = F . (1.8.7)

Mit Hilfe von GIn.(1.8.6) und (1.8.7) findet man bei der TransformationNlewtonschen Bewegungs-
gleichung vom Inertialsysterfi nachS'’:

F = ma = F=ma. 1.8.8
( )

Dies ist ein bemerkenswertes Resultat: die dynamische Grundgleichung hat in allen Inertialsystemen
dieselbe Form, keines dieser Systeme ist vor dem anderen ausgezeichnet, alle Inertialsysteme sind un-
tereinander gleichwertig. In Anlehnung an @elileiinvarianz deNewtonschen Grundgleichung stellt

man ein sehr weitreichendes Prinzip auf, dpgzielle Relativdttsprinzip

Die physikalischen Gesetze haben in
allen Inertialsystemen diesselbe Form

Die Galileiinvarianz der Bewegungsgleichung in déewtonschen Mechanik ist ein Sonderfall des Re-
lativitatsprinzips: wenn alle ®fen einer Gleichung invariant sind, bleibt die Form der Gleichung in
allen Inertialsystemen trivialerweise erhalten. Das Relatisfirinzip verlangt etwas weniger. Um die
Form einer Gleichung nicht zu vemdern, geagt es, dafd sich beide Seiten der Gleichung beim Wechsel

%Eine genaue Diskussion erfolgt in der Vorlesung zur Elektrodynamik.
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des Bezugssystems gleich transformieren. Das Postul&bd®invarianzder Naturgesetze in allen In-
ertialsystemen hat bislang jeder experimentellen Nadhpg' standgehalten und man sieht es heute als
eines der fundamentalen Prinzipien der Physik an.

Als Konsequenz aus dem Relatatisprinzip ergibt sich, dal’ Geschwindigkeiten nicht absolut meRbar
sind. Da alle Inertialsysteme gleichberechtigt sind, kann man kein “ausgezeichnetes” Inertialsystem
finden, von dem aus man die Geschwindigkeit einegiéi’s als “absolut” bezeichnewkite. Man mifdt

also Geschwindigkeiten grurazlich relativ zu Bezugssystemen.

Die Lorentztransformation

Fuhrt man eineGalileitransformation deMaxwellschen Gleichungen, die den Elektromagnetismus in
einem einheitlichen System beschreiben, durch, so stellt man fest, dal3 ihre Form nicht gleiéﬁ bleibt.
Das bedeutet, dal3 die Gesetze des Elektromagneti§fhug F'), die Newtonsche Bewegungsglei-
chungF = ma mit der invarianten Masse: = m/, die Galileitransformation(a = a’) und das
Relativitdtsprinzip(F = ma = F' = m/a’) nicht miteinander veraglich sind. Das kommt einer Ver-
letzung des Relativdifsprinzips gleich. Diese Schwierigkeit wurde in @greziellen Relatigiistheorie
(Einstein, 1905)uberwunderi! Ausgehend vom Relatiatsprinzip und der experimentell beobachteten
Konstanz der LichtgeschwindigkeithatEinstein vor allem derNewtonschen Begriff der Zeit einer Kri-

tik unterworfen und konnte zeigen, dal3 die Galileitransformation durch eine allgemeinere Transforma-
tion, die Lorentztransformationersetzt werden muf3. Wir werden sehen, daf? die Lorentztransformation
fur kleine Relativgeschwindigkeitem ( ¢) zwischen den Inertialsystemen in die Galileitransformation
Ubergeht. Beaglich der Lorentztransformation sind der Relativabstand zwischen zorgigfri, die Zeit

und die Masse einesdfpers keine Invarianten mehr sondeangén vielmehr von dem Inertialsystem
ab, in dem sie beobachtet werden.

Urspringlich glaubte man, dal3 didaxwellschen Gleichungen falsch sein muf3ten. Zahlreiche Experi-
mente fihrten aber zu dem Ergebnis, daf Biaxwellschen Gesetze der Elektrodynamik korrekt waren
und die Schwierigkeiten wahrscheinlich woanders liedg®rA. Lorentz stellte fest, dal’ folgende Trans-
formation dieMaxwellschen Gleichungen unardert di3t:

p T — Vopt
o= 2 /.2
V1—uvg,/c
y' _ y—vgyt
/1 — v,/
, Z — voyt
2T T3
V1—vg,/c
; 2
P vl g8
V1—v2/c?

Die Gleichungen (1.8.9) sind alsorentztransformationbekannt. Einstein schlug vor, daf3 alle phy-
sikalischen Gesetze unter eirlasrentztransformation unveridert bleiben sollten. Das bedeutet, dal

%8In einem bewegten und ruhenden Raumschifevi dann die elektrischen und optischemriitiiene verschieden. Man
kdonnte deshalb diese optischeraRbinene dazu benutzen, die Geschwindigkeit des Raumschiffes zu bestimmen, insbesondere
kdnnte die “absolute” Geschwindigkeit des Raumschiffes bestimmt werden. Dies widerspricht dem Rislatimitip.

%"Im Jahre 1915 veffentlichte Einstein eine zusitzliche Theorie, did\llgemeine Relativittstheorie Diese Theorie behan-
delt die Erweiterung der Speziellen Relat#theorie auf den Fall des Gravitationsgesetzes. Diese Theorie wird hier nicht
diskutiert.
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man die Gesetze der Mechanik und nicht diejenigen der Elektrodynamaikrii muf3. Die Frage lautet
also, wie missen didNewtonschen Gesetze gadert werden, damit sie unter einer Lorentztransformati-
on unvedndert bleiben. Es zeigte sich, dalR esugge, die Massen in denNewtonschen Gleichungen
durch

mo

= 0 (1.8.10)

N

zu ersetzen, wobeiy, die “Ruhemasse” des nichtbewegtenrigérs isé®

Wahrend die alteGalileische Transformation zwischen den Koordinaten und der Zeit selbsindlisti
erscheint, sieht die neue, di®rentzsche Transformation zachst eigenartigt aus. DieuBigkeit der
Lorentztransformation dir die Gesetze der Mechanik wurde mittlerweile aber in vielen Experimenten
besttigt. Um sie zu verstehen, muf3 man, \Ei@stein es getan hat, nicht nur die Gesetze der Mechanik
studieren sondern seine Vorstellungen ®Raum und Zeianalysieref®

1.8.2 Nicht-Inertialsysteme

Bezugssysteme, die sich relativ zu einem Inertialsystem translatorisch oder rotatorisch beschleunigt be-
wegen, sind selbst keine Inertialsysteme, da dagfeitsgesetz in diesen Systemen verletzt ist.

In Inertialsystemen lassen sich zwar die Bewegungsgleichungen am einfachsten formulieren, in der Pra-
xis hat man es aber oft mit Nicht-Inertialsystemen zu tun. Ein Beispiel ist die Erde, die aufgrund ihrer
taglichen Rotationsbewegung um die eigene Achse und iahglighen Bewegung um die Sonne kein
Inertialsystem darstellt, da ein auf der Erde verankertes Bezugssystem aufgrund dieser Bewegungen be-
schleunigt ist. Ebensoavé ein in der Sonne verankertes Bezugssystem kein Inertialsystem, da die Sonne
eine Bahnbewegung um das galaktische Zentrumuawisfdie mit einer Zentripetalbeschleunigung ver-
knupft ist. Da man es also in der Praxiaufig mit Nicht-Inertialsystemen zu tun hat, ist es sinnvoll, auch

die flr Nicht-Inertialsysteme \gtigen Bewegungsgleichungen abzuleiten.

Im folgenden werden zweichifig auftretende beschleunigte Bezugssysteme diskutiert, und zwar das
gleichférmig translatorisch beschleunigte und das mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotierende Be-
zugssystem.

Das translatorisch beschleunigte Bezugssystem

Wir betrachten zwei kartesische Koordinatensystefnend S, die wie in Abb. 1.60 gezeigt ist ach-
senparallel zueinander stehen und sich der Einfachheit halbemangstlderz-Achse gegeneinander
bewegen sollenS sei ein Inertialsystem unél bewege sich mit konstanter Beschleunigagg= a - X.
Fir denUbergang vorsS nachS’ setzen wir digGallileitransformation von GI.(1.8.1) an

! 1 2
T = T +vgt+ §a0t
Y + voyt
z = 2 4wt (1.8.11)

38Es wird in Abschnitt 1.8.3 gezeigt, daR sich dieseramlst nicht einsichtige Ausdruclrfdie Masse aus der vdinstein
postulierterAquivalenz von Masse und Energie ableitafit’

3°Eine Diskussion deEinsteinschen Ideen und deren Folgerungendie Gesetze der Mechanik erfordert einige Breite und
soll deshalb hier nicht durchgdiit werden.
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Zl S ZlA Sl a. do
‘ a
m
y 1
a y
——
X X

Abbildung 1.60: Bezugssystesi wird mit der Beschleunigungy relativ zum Inertialsystens' bewegt.

und erhalten durch Differenzieren nach der Zeit

Vy = d_x = d_x’ + vog + aot
r — dt = dt O0x 0
dy dy
Uy = E = E + U()y
dz d7
= 2= . 1.8.12
Vz dt dt + vo. ( 8 )

d?’z  d%4
Go = g2 T gz TN
" _ d2y _ d2yl
o2 de?
d?z  d?2
; = —= = 1.8.13
@ dz = di? ( )
oder in Vektorschreibwiese.
a = a +ag . (1.8.14)

Beschleunigungen werden also nach GI.(1.8.14) von Systemd S unterschiedlich beurteilt. Bewegt
sich z.B. ein kaftefreier Korper der Masse: im InertialsystemS aus gesehen mit der Beschleunigung
a = 0, soistim Systen$’ fur ag = const # 0 die Beschleunigung’ im SystemS’ von Null verschie-
den:a’ = —ag # 0. Damit ist in Systent’ das Tegheitsgesetz verletzt oder — gleichbedeutestist
kein Inertialsystem.

Fir die dynamischen ®fen Massen und reale KraftF setzen wir mitahnlichen Argumenten wie
im vorangegangenen Abschnitt an, dal3 auch bei eldbergang von einem Inertialsystem zu einem
Nicht-Inertialsystem

m = m (1.8.15)
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und

F = F . (1.8.16)

gelten soll. Im Inertialsystem ist die Bewegungsgleichlthg= ma bekannt. Mit GI.(1.8.14)-(1.8.16)
lant sich diese Gleichung in das Syst&hiibersetzen und man exh”

F=F = ma=m'a’+m'apy . (1.8.17)

Es ist zweckmaRig, dieScheinkraftFa

Fa = —map (1.8.18)

einzufihren, die wie died’Alembert sche TegheitskraftFr aus Abschnitt 1.7 proportional zur Masse
ist. Mit dieser Definition schreibt sich GI.(1.8.17) in der Form

F+Fx, = ma . (1.8.19)

Gl.(1.8.19) ist die gesuchte Bewegungsgleichung im translatorisch beschleunigten Bezugsbystem
Da die zusizliche KraftFa keiner Wechselwirkung zwischenafpern entspricht, ist die Bezeichnung
Scheinkraft gerechtfertigt. Der Zusatzteiip in GI.(1.8.19) zeigt klar, dal3 didewtonschen Bewe-
gungsgleichungen nur in einem Inertialsystemit@keit besitzen.

Die Bedeutung der Scheinkraft wird klarer, wenn man analog zagheitskrafffr = —ma im Inerti-
alsystemS auch fir das Nichtinertialsysters’ die Trdgheitskraftf/,

Fi, = —ma (1.8.20)

definiert. Mit GI.(1.8.14) ergibt sich dann

Fr = —-ma=—-ma' —mag=Fp+F,y . (1.8.21)

Diese Beziehung macht klar, daf3 im Gegensatz zu der realen Kraft') beim Wechsel des Bezugs-
systems die Tagheitskafte nicht invariant sind. Die Scheinkrdfy ist identisch mit der Tagheitskraft
Fr im Inertialsystem, wenn die &gheitskraft im Nicht-Inertialsystem verschwindet. Dieser Fall liegt
z.B. dann vor, wenn derétper relativ zum beschleunigten System ruht, d.k= 0 gilt. Die Scheinkraft

F A ist dann identisch mit dem in Abschnitt 1.7 einkften Tegheitswiderstandfrw und téigt damit
den Charakter einer agheitskraft. Die Scheinkralfa wird deshalb vielfach auch als dgheitskraft
bezeichnet.

Beispiele:



108

R. GROSS UNDA. MARX Kapitel 1: Mechanik des Massenpunktes

e Fahrgast in Stra3enbahn:

Die enge Beziehung zwischdfy in S’ und Frw in S wird an folgendem Beispiel klar. Man
betrachte einen Fahrgast in einer anfahrenden oder abbremsenden StraRenbahn. Vom beschleu-
nigten Systent’ aus wirkt auf den Fahrgast die Krdffy, = —mag ein. Der Fahrgast mul sich
festhalten, d.h. eine reale Kraft aufbringen, um von der Scheinkraft nicht umgeworfen zu werden
und mita’ = 0 die GleichungF + F = 0 zu erfillen. Eine sehahnliche Argumentation wurde

in Abschnitt 1.7 benutzt, wo von defAlembertschen Bewegungsgleichudg+ Fr = 0 im
InertialsystemS ausgegangen wurde

Masse-Feder-System:

Ein Korper der Masse: ist liber eine Feder mit einer Auingung verbunden, die sich gegéei'S
mit der Beschleunigungg bewegt. Die Masse ruht im Systesh d.h.a’ = 0. Mit F' = F = Fg
folgt dannF + Fp = ma’ = 0 und deshallfr = —F = may.

Mathematisches Pendel in startender Rakete:

Wird ein mathematisches Pendel in einer Rakete entgegen der Erdbeschleugiguinger Be-
schleunigungy beschleunigt, so greifen an der Masseles Pendels die Schwerkr#t = mg,

die FadenspannunBr und die Scheinkraffa = —mag. Ahnlich wie bei Pendel im Inerti-
alsystem zerlegt man die Kraltg + F s in eine Normalkomponent®, in Fadenrichtung und

eine tangentiale Komponenk, senkrecht zum Faden (siehe Abb. 1.61). Die Normalkomponente
wird von der Fadenspannung kompensiert. Als wirksame Kraft verbleibt alleine die Tangential-
komponenteF,, = —m(g + ap) sin ¢’. Damit ergibt sich die SchwingungsdauErim System

S’ zu

l

T = 27 .
g—+ap

(1.8.22)

Das heil3t, dal3 beim Starten der Rakete die Schwingungsperiode des mathematischen Pendels
kiirzer wird. Aus der Schwingungsdauer des Pendats Sich sofort die Beschleunigurg

der Rakete bestimmen. Durch Integratiobef die Zeit lassen sich hieraus die Geschwindig-

keit und der seit dem Start auwgkgelegte Weg berechnen und z.B. mit einer vorgegebenen Soll-
bahn vergleichen. Bei Abweichungen von der Sollbahn kann man entsprechend nachsteuern
(“Tragheitssteuerung”).

Bewegt sich die Rakete aus dem Weltraum beschleunigt auf die Erde zuattoneaih”

l

g —ap '

T = 2r (1.8.23)

Beim freien Fall &9 = g) wird die Schwingungsdauer unendlich gro3. Das Pendel bleibt im
beschleunigten System dann bei beliebiger Auslenkfimgis der Nulllage stehen.

Es sei abschlieBend angemerkt, daR in GIn.(1.8.22) und (1.8.28)daslenzprinzip zum Tra-
gen kommt. Die durch die Gravitation und die Beschleunigung auftretendagh@itsSkafte sind
gleichwertig.
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Abbildung 1.61: Mathematisches Pendel in einem beschleunigten Bezugssystem.

Das rotierende Bezugssystem

Auch mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotierende Bezugssysteme sind beschleunigte Systeme, da
zur Aufrechterhaltung der Drehbewegung eine Zentripetalbeschleuniguingotwendig ist (vergleiche

hierzu Abschnitt 1.3.2). In Analogie zum translatorisch beschleunigten System erwartet man in einem
rotierenden Bezugssystest (siehe Abb. 1.62) di einen Korper im AbstandR von der Drehachse
folgenden Ausdruckui das Kgeftegleichgewicht

F+Fax = m'a
mit Fo = —-mw?’R -1 . (1.8.24)
Die Scheinkrafffo = —mag entspricht dabei defentrifugalkraft

9‘3’5
N +

=)

Abbildung 1.62: Bezugssystest rotiert gegenber Bezugssysterfi mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit.

Im folgenden sollen anhand von Abb. 1.63 kurz die zwei Gralifefl’ = 0 undF = 0 diskutiert werden:
A:a =0

Man erhalt
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Fr+Fa = ma’'=0
und damit Fr = —Fp=mw’R -4 . (1.8.25)

Aus a’ = 0 schlie3t der Beobachter im Systesh daR die Gesamtkraft verschwindet, also muR3 die
ScheinkraftF'p die Federkrafif'g kompensieren.

(@) y‘ (b) y ‘ S

Abbildung 1.63: (a) Die Beschleunigung der Massém Bezugssysteny seia’ = 0. (b) Die real auf
die Massen wirkende Kraft seF = F' = 0.

B:F =0:

Dieser Fall liegt z.B. im Fall von tangential von einer Schleifscheibe abspringenden Funken vor. Aus
Fr +Fa =m/a’ folgtmit F =0

Fa = m'a’ =mw’R -1 . (1.8.26)

Ein Beobachter im Bezugssystéeshsieht die Masse (Schleiffunken) radial nach auf3en flieged, dd)

(siehe Abb. 1.63b). Er schlieRt daraus auf die (Schein-) Baft= mw?R’ - fi. Diese Beobachtung gilt

nur fir den Anfang der Flugbahn. Im Laufe der Zeit sieht der radial nach aul3en blickende Beobachter
im SystemS’ eine Rechtsabweichung, da der Massenpunkt auf seiner gigigigeén Bahn hinter dem

mit konstanter Winkelgeschwindigkeit sich drehenden Sehstrahl des Beobachtexsbkeibt. Er mufl3
daraus auf eine weitere Scheinkraft schlie3en, die bei radialer Bewegung auftritt und in obigem Ausdruck
noch nicht enthalten ist.

S YIS
N S8 +

A
= const.

Abbildung 1.64: Zur Veranschaulichung der Corioliskratft.
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Die bei radialer Bewegung zatlich auftretende Scheinkraft kann anhand von folgendem Versuch klar
gemacht werden: Man bewegt einem Bleistift auf einer rotierenden Scheibe in radialer Richtung nach
aulien. Dabei entstehen gekmnte Linien, da sich die Scheibe unter dem Bleistift wegbewegt. Bei einer
Rotation im Uhrzeigersinn sind die Striche nach links, bei einer Rotation gegen den Uhrzeigersinn nach
rechts gekminmt (siehe Abb. 1.64). Ein Beobachter auf der Scheibe (im Systescthlie3t auf eine
Scheinkraft, die Ursachaif'die Ablenkung des Stiftes ist. Der Einfachheit halber soll angenommen
werden, daf3 sich der Stift vom Mittelpunkt der Scheibe mit konstanter Geschwindigkeitadialer
Richtung nach auBen bewegt. Der mitrotierende Beobachter im Sybtenwartet, dal der Stift nach

der ZeitT = R/v den PunktA erreicht. Die Scheibe dreht sich aber um das Wegst'= v - ¢t =
w-R-t=uw-vy-t*> nachB weiter. Rir den mitrotierenden Beobachter scheint eine senkrecht zu
gerichtete Beschleunigung stattzufindent. Mit = %acﬁ erkélt man

=2 = wovpt? = a=2-vw . (1.8.27)

Die Beschleunigung, heifl3tCoriolisbeschleunigungur die die Scheinkraft

Fo = 2-m-vy-w (1.8.28)

verantwortlich ist, die al€orioliskraft bezeichnet wird. Ein Kiper, der sich in einem rotierenden Be-
zugssystem relativ zu diesem mit der Geschwindigkgitewegt, erdihrt also neben der Zentrifugalkraft
noch eine weitere Bgheitskraft, aimlich die Corioliskraft. Bei einer Rotation im Uhrzeigersinn zeigt
die Corioliskraft “nach links” relativ zur Anfangsgeschwindigkejt bei einer Rotation gegen den Uhr-
zeigersinn ist sie nach rechts gerichtet.

Fur die Herleitung allgemeinerer Ausdike fir die Zentrifugalkraft und die Corioliskraft, mul3 zuerst
eine allgemeinere Beschreibung von Drehbewegungen gemacht werden.

Beschreibung von Drehbewegungen

Infinitesimale Drehungendginen durchexiale Vektorerdargestellt werden. Der Grund hierfist die
Komponentenzerlegbarkeit der gleiohfiigen Bewegung. Eine Drehung ist durch die Vorgabe einer
Drehachse und eines Drehwinkels um die Drehachse charakterisiert (siehe Abb. 1.65). Die Lage der
Drehachse im Raum legt man durch einen in der Achse liegenden \&kttast, dessen &rigedy den
Drehwinkel angibt. Damit ist der Vektafyp bis auf sein Vorzeichen eindeutig. Um die Wahl zwischen
den beiden Mglichkeitendy und —d zu treffen, fordert man noch, dal’ der Drehsinn zusammen mit
der Richtung vonip eine Rechtsschraube bild8tEs sei hier ausdicklich darauf hingewiesen, daR
endliche Drehungen nicht als axiale Vektoren darstellbar*$ind.

Verlauft wie in Abb. 1.65 gezeigt die Drehachse durch den Ursprung des Koordinatensystems, so kann
man die aus einer Drehung resultierende Wekringdr eines Massenpunktes mit Ortsvektozum
Drehvektordy in Beziehung setzen. Bei der Drehurayit die Massen auf einem Kreis mit Radius

p = rsina um die Achse. Dabei ist

4Man bezeichnet dies als Korkenzieherregel oder Daumenregel der rechten Hand. Zeigt der Daumen der rechten Hand in
Richtung vordep, so geben dielbrigen Finger der rechten Hand den Drehsinn an.

“INacheinander um verschiedene Achsen ausytd Drehungen mit endlichem Drehwinllp sind nicht kommutativ und
verletzen daher eine wesentliche Vektoreigenschaft. Nur im Limes infinitesimaler Drehwinkel werden Drehungen kommutativ.
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> do (b)

(@ <
e
| m dr m

do

0

Abbildung 1.65: (a) Darstellung einer infinitesimalen Drehung als Axialvekgar(b) Winkelgeschwin-
digkeit w und zugebriger Drehsinn.

dr = pdp=(r sina)dp=dp-r-sina=|dp xr| . (1.8.29)

Da fernerdr L de unddr L r und(de, r,dr) ein Rechtsdreibein bilden, folgt insgesdmt

dr = dpxr . (1.8.30)

Es bietet sich ferner an, die Winkelgeschwindigkeit= %—f zu verallgemeinern und eine vektorielle
Schreibweise

de

1.8.31
I ( )

zu definieren. Bi' die Betege der Winkelgeschwindigkeit gilt nach wie vor GI.(1.3.44). Nii ist aber
auchw ein axialer Vektor, d.h. mit der Richtung vaa ist ein Drehsinn (Rechtsschraube) vergift”
(siehe Abb. 1.65b).

Da die Geschwindigkeit durck = dr/dt gegeben ist, edit man mit GI.1.8.30 und der Definition
(1.8.31)

V = wXr . (1.8.32)

fur die Drehgeschwindigkeit einesoipers, der von der Drehachse aus den Ortsvekiat'3

427ur Feststellung der Richtung valr benutzt man die Rechte-Hand-Regel: Zeigt der rechtwinklig abgespreizte Daumen
in Richtung vonde und der Zeigefinger in Richtung van so zeigt der ebenfalls rechtwinklig abgespreizte Mittelfinger in
Richtung vordr.

“3Es ist hier anzumerken, daf das Vektorprodukt aus einem axialen Vieljtond einem polaren Vektor) wiederum einen
polaren Vektor ¥) liefert.
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e 1 '::':: Il

Abbildung 1.66: Das Bezugssysteshrotiert mit der Winkelgeschwindigkeit gegemiber dem Inerti-

alsystemsS.

Nach dieser Einfhrung in die Beschreibung von Drehbewegungemrieén die Bewegungsgleichungen

in einem Systen®’, das mit konstanter Winkelgeschwindigkeit= const relativ zu einem Inertialsy-

stem rotiert, in allgemeiner Form abgeleitet werden. Die Unsge der beiden Systeme sollen wie in
Abb. 1.66 gezeigt ist zusammenfallen. Zur Vereinfachung der Schreibweise werden die Basiseinheits-
vektoren mité; = %, 82 = y undés = z bzw. mité} = %/, &, = §' undé; = Z/, die Koordinaten mit

z1 =z, 9 =y undzg = z bzw. mitz} = 2/, 2}, = o/, % = 2’ bezeichnet. Vom jeweiligen System aus

gesehen ist dann der Ortsvektor eines Massenpunkigsgeben durch

3 3
~ !/ ! Al
r = E ;€ und r = E ;€ .
=1 i=1

Da beide Systeme den gleichen Ursprung haben gilt

Fur die Geschwindigkeitesr und v relativ zuS und S’ erhélt man

d

3 3
dz; . , dzl, ,
v = g ; & und v = é: .
i=1

Lo dt !
=1

Wegendr/dt = v = w x r gilt auch fir die Einheitsvektoren

dé]
dt

(1.8.33)

(1.8.34)

(1.8.35)

(1.8.36)
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Aus GIn.(1.8.33) bis (1.8.36) folgt dann unter Beksichtigung der Produktregalrfdie Differentiation

dr’ ) 1
i _; _Z “+ledt

dr dr'

Vo= 52%”’+;w2(wxé2)
3
= v +wx (ZxQéi) =vi+wxr . (1.8.37)
i=1
Man erhdlt also insgesamt
v = vV +wxr . (1.8.38)

GI.(1.8.38) kann man sich folgendermaf3en plausibel machen: wenmogaeikinS ruht (v = 0), so
hat er nach GI.(1.8.32) i die Drehgeschwindigkeit = w x r. Bewegt sich der Kiper in.S mit
v/ # 0, souberlagert sich diese Geschwindigkeit noch der Drehgeschwindigkeitr und man erhlt
insgesamt GI.(1.8.38).

Fur die Beschleunigungemunda’ in S und S’

d’z; . d?z! |
a = ) —5& ud a'= dt; & (1.8.39)
i=1 i=1

erhélt man nach Ausftiren der zeitlichen Differentiation von Gl.(1.8.38) unter Benutzungwenconst
folgende Ausducke

3
v d N d dz! _, a
a = dt_dt(v —I—wxr)_dt (il o ei—l—wx(é T é})

d2;é,+ ’ doy d&) | ’ A7y 0\ o x °, ,de]

p— —_— . x. _

2 ' L= dt di s dt ! ; bdt

=1 =1 i =

= adtwxv+wxv+wx(wxr) . (1.8.40)

Man ertalt also insgesamt

a = a +2wxVvV+wx(wxr) . (1.8.41)

Wie beim translatorisch beschleunigten Bezugssystem setzen wir auch hier an, daf3 beim Wechsel vom
InertialsystemS zum Nicht-Inertialsystems’ Massen und reale léfte invariant sind, d.him = nf

undF = F’ (vergleiche GIn.(1.8.15) und (1.8.16)). Mit GI.(1.8.41) lautet dannUtiersetzung der
BewegungsgleichunF = ma des Inertialsystems
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F'Fr=m-a+2nwxv+mwx(wxr') . (1.8.42)

Definiert man im @achsten Schritt zur Masse proportionale Scheiftkr rémlich dieCorioliskraft Fo

Fc = 2mwxv =2mv xw (1.8.43)

und dieZentrifugalkraftFz

Fz = —mwx(wXr)=mw X (r X w) (1.8.44)

so erfalt man GI.(1.8.42) in der Forth

F+Fc+Fz; = ma . (1.8.45)

Die Beziehung (1.8.45) stellt die gesuchte Bewegungsgleichung in einem mitconst rotierenden
Bezugssysten$’ dar. Im Nicht-Inertialsystem treten in der dynamischen Grundgleicliurgma des
Inertialsystems die Korrekturterni&~ undFz auf.

Die d’Alembertsche Tegheitskraft im Systeny’ ist definiert alsF7, := —ma’. Durch Multiplikation
von Gl.(1.8.41) mit(—m) erhélt man—ma = —ma’ — 2mw X v/ — mw x (w x r') und man erhlt
somit

Fr = &1 +Fc+Fz . (1.8.46)

Diese Gleichung gibt die Transformation deagheitskafte an, die wegea # d nicht invariant sind.
Fir den Fall der unbeschleunigten Bewegung@'ifa’ = 0 und damitF7. = 0) haben die Scheinkfte
Fc undFz im InertialsystemS die Bedeutung einer agheitskraftFr = F¢ + Fz.

Veranschaulichung der Corioliskraft am Beispiel einer rotierenden Scheibe:

Anhand von Abb. 1.67a sollen die Coriolis- und die Zenrifugalkraft auf einer rotierenden
Scheibe veranschaulicht werden. Die Corioliskraft tritt nur dann auf, wenn sich ein Korper
im System S’ mit endlicher Geschwindigkeit v’ bewegt und steht sowohl senkrecht auf v’
und der Drehachse w. In unserem Beispiel soll w||z (bzw. &3) sein und die Koordinaten-
achsen z und 2’ sollen zusammenfallen. Die Corioliskraft liegt dann in der z'y'-Ebene. Far
w = wz mit w > 0 (Drehung gegen den Uhrzeigersinn) wird ein Korper der sich auf der
Scheibe bewegt, von der Corioliskraft immer nach “rechts” abgelenkt (bei einer Drehung
gegen den Uhrzeigersinn immer nach “links”). Die Begriffe rechts und links gelten dabei fir
einen Beobachter, der auf der Scheibe steht. Da v/ | w, ergibt sich der Betrag der Coriolis-
kraft zu F = 2mv'w, wie er schon oben anhand des einfachen Beispiels mit dem auf einem
rotierenden Papier nach auf3en gefiihrten Bleistifts abgeleitet wurde.

“In den Gleichungen (1.8.43) bis (1.8.45) wurdseiflissige Strichindizes nicht mitgeft.
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Abbildung 1.67: (a) Corioliskraffc und ZenrifugalkraftF'z auf einer rotierenden Scheibe. (b) Zerle-
gung des Ortsvektonsin eine Komponente parallel und senkrecht zur Winkelgeschwindigkeit. (c) Ein
im InertialsystemS ruhender Massenpunkt wird vom Nicht-Inertialsyst§haus betrachtet.

Veranschaulichung der Zentrifugalkraft am Beispiel einer rotierenden Scheibe:

Zur Diskussion der Zentrifugalkraft Fy betrachten wir Abb. 1.67b. Der Ortsvektor r lafdt
sich immer in eine Komponente r| parallel und r . senkrecht zur Drehachse zerlegen. Da
r) X w verschwindet, vereinfacht sich im Ausdruck fiir die Zentrifugalkraft der Term (r x w)
zu (r; x w) mitdem Betrag |r; X w| =r w. Daferner (r; x w) L w, wird |w X (r X w)| =
w?r, . Durch wiederholte Anwendung der Rechte-Hand-Regel tiberzeugt man sich, daR die
Richtungen der Vektoren w x (r x w) und r  identisch sind. Insgesamt erhalt man somit

Fz = merL . (1847)

Die Zentrifugalkraft zeigt deshalb wie in Abb. 1.67a gezeigt senkrecht von der Drehachse
weg radial nach aulRen. Im Unterschied zur Corioliskraft ist die Zentrifugalkraft auch fir
einen im rotierenden System S’ ruhenden Korper wirksam. In der Tat bewegt sich der Korper
vom Inertialsystem S aus gesehen dann gleichformig auf einer Kreisbahn. Hierzu mufl3 eine
reale Zentripetalkraft aufgebracht werden. Der Beobachter in S’ interpretiert, daB die reale
Kraft von einer Scheinkraft, der Zentrifugalkraft, zu Null kompensiert werden muf3, denn nur
bei verschwindender Kraft wird fiir ihn a’ = 0 verstandlich.

Es ist instruktiv, einen in S ruhenden Korper (v = 0) vom Nicht-Inertialsystem S’ aus zu
betrachten (siehe Abb. 1.67c). Im System S’ bewegt sich der Korper gleichférmig auf einer

Kreisbahn mit einer Geschwindigkeit v/ = —w x r. Die zugehorige Normalbeschleunigung
ist betragsmaRig a’ = v'?/r und auf das Drehzentrum 0 gerichtet, also a’ = (—v"?/r)#. Da
w L r,istv’ = wr und daher a’ = —w?rit = —w?r. Man kann leicht nachpriifen, daR sich das

gleiche Ergebnis aus der Bewegungsgleichung in S’ ergibt.

Die Erde als rotierendes Bezugssystem

Die Erde ist das naheliegendste Beispigl éin rotierendes Bezugssystem. In diesem Abschnitt sollen
Effekte diskutiert werden, die inshesondere durch die Corioliskraft in einem Bezugssystem hervorferufen
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werden, das an der Erdobedhie verankert ist. Die Auswirkungen der Corioliskraft sind dabei ein von
astronomischen Beobachtungen uretdfiger Beweisdi' die Drehung der Erde um ihre eigene Achse.

Abbildung 1.68: Zur Bahnablenkung bei der Bewegung vamgein auf der rotierenden Erde.

In Abb. 1.68 ist die Erde mit ihrer vomusi zum Nordpol gerichteten Drehachse dargestellt. Die Erde
dreht sich von West nach Ost. Im Laufe vh= 24h = 8,64 x 10*s erscheint die “mittlere” Sonne

von der Erde aus in derselben Position (mittlerer Sonnentag). Die daraus berechnete Winkelgeschwin-
digkeitw = 27r/T ist allerdings nur ein Wherungswert. Die wahre Winkelgeschwindigkeit muf3 auf das
Inertialsystem des Fixsternhimmels bezogen werden. Es interessiert also di&, Aetverstreicht, bis

die Erde beaglich des Fixsternhimmels wieder dieselbe Drehposition einnimmt (“mittlerer Sterntag”).

Da die Erde im Laufe eines Jahres mit demselben Drehsinn wie ihre Eigenrotation einmal um die Sonne
lauft, hat ein Jahr 365,25 Sonnentage und 366,25 Sterntage. Die Dauer eines mittleren Sterntages ist
deshalb etwasutzer als die eines mittleren Sonnentages undagetr”

T = 22232 T =38,616 x 10* s . (1.8.48)

Damit erkalt man die Winkelgeschwindigkeit der Erde zu

_27r

=T

= 7,292x10°s . (1.8.49)

Wie in Abb. 1.68 gezeigt ist, steht an den Polen die Drehachse der Erde senkrecht zur Horizontalebene.
WegenF¢c = 2mv’' x w fuhrt daher nur eine Horizontalkomponentg # 0 der Geschwindigkeit

zu einer endlichen Corioliskraft. Am Nordpol liefeFic eine Rechtsabweichung der Bahnkurve, am
Stidpol dagegen eine Linksabweichufigvom Inertialsystem des Fixsternhimmels aus betrachtet ist die
Bahnablenkung trivial: die Erde dreht sich unter der Bahn weg.

Ein bekanntes Experiment dazu ist deucaultsche Pendelversuclbie im Inertialsystem invariante
Schwingungsebene eines mathematischen Pendels dreht sich am €okfi irdischen Beobachter in-
nerhalb eines Sterntages um exakt den Widkel= 27 (siehe hierzu Abb. 1.69), also in guteahErung

“Man beachte hierbei, daR amdpol der Beobachter mit den Beinen auf der Horizontalebene steht und daher in Abb. 1.68
“kopfunter” erscheint.
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(b)

Horizontal-
ebene

Abbildung 1.69: (a) Das Foucaultsche Pendel. (b) Zur Bahnablenkung beim Foucaultschen Pendel. (c)
Zur Komponentenzerlegung der Winkelgeschwindigkeit der Erde in eine Vertikalkompanenotel
eine Horizontalkomponente,.

innerhalb von 24 h um 38Mzw. in 1 h um 15. In der ZeitAt ist der DrehwinkelAa = wAt. Am
Aquator ist die Situation anders. Hier liegtparallel zur Horizontalebene und bei einer Bewegung des
Korpers in der Horizontalebene mit der Geschwindigkgittragt nur die zuv senkrechte Komponente
langs ded\quators (d.h.dihgs des Breitengrades= 0) zur CorioliskraftFc = 2mv' x w bei. Rir eine
Bewegung von Ost nach West bzw. West nach Ost wird dadurch agreKschwerer bzw. leichter, d.h.
die effektive Schwerkraft wird gf3er bzw. kleiner.
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Der Foucaultsche Pendelversuch:

Die Anregung fiir seinen Pendelversuch erhielt Léon Foucaultdurch einen in eine schnell
rotierende Drehbank eingespannten Stahlstab. Versetzt er diesen in Schingungen, so stell-
te er fest, dal3 die Schwingungsebene nicht mit dem Stab mitrotierte. Foucault erkannte,
daf? der vibrierende Stab und die rotierende Klemme der Drehbank einem Pendel und der
rotierenden Erde entsprechen. Im Keller seines Hauses konstruierte er zunachst ein Pendel
mit einem 5 kg schweren Messinggewicht an einer 2 m langen Schnur. Beim ersten Versuch
am 3. Januar 1851 ri3 der Faden. Doch 5 Tage spater hatte Foucault Erfolg. Die Schwin-
gungsebene des Pendels drehte sich.

Auf Einladung Aragos installierte Foucault am Pariser Observatorium nun ein 11 m langes
Pendel. Mit Unterstiitzung des Prasidenten der Republik, Louis-Napoléon Bonaparte wurde
im Frihjahr 1851 fur eine spektakulare offentliche Demonstration ein noch grof3eres Pendel
(28 kg Gewicht an einem 67 m langen Stahlseil) im Pariser Panthéon installiert. Die Ver-
lagerung der Schwingungsebene wurde durch einen Stift an der Unterseite des Gewichts
markiert, der an den Umkehrpunkten einen feuchten Sandwall durchpflugte.

Das Pendel muRR &uR3erst sorgfaltig konstruiert und in Schwingung versetzt werden, da es
sonst eine Rosettenbahn beschreibt. Man lenkt dazu das Pendel mit einem diinnen Faden
seitlich aus und laRt es in dieser Position vollkommen zur Ruhe kommen. Dann wird der
Faden vorsichtig mit einer Flamme durchtrennt.

Der Foucaultsche Pendelversuch im Klner Dom:

Der Pendelversuch wurde im Jahr 1852 von Kdlner Gymnasiallehrer Prof. Caspar Garthe
im Kolner Dom wiederholt. Er benutzte eine 34 Pfund (17 kg) schwere Kugel, die in der
Kuppel des Doms an einem 145 rheinische Fuf langen Eisendraht (Durchmesser 0.7 mm)
aufgehangt war. Im Horsaal | der Physikalischen Institute befindet sich ein Foucaultsches
Pendel mit einer 35kg schweren Stahlkugel an einem 8 m langen Stahlseil. Die Schwin-
gungsamplitude dieses Pendels wird Uiber einen Wirbelstromantrieb konstant gehalten.
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Der Foucaultsche Pendelversuch — Zeitdaueuf vollst andige Drehung der Schwingungsebene:

Die Winkelgeschwindigkeit w a3t sich in Komponenten parallel zu den Koordinatenachsen
zerlegen: w = (0,wsing,w cos p) (siehe hierzu Abb. 1.69c). Auf einen Massenpunkt, der
sich parallel zur Erdoberflache (v, = 0) bewegt, wirkt dann die Corioliskraft

dz . dz de
Fec = 2m-(—Ewmn(p,—awcosw,awsm(p) . (1.8.50)

Interessiert man sich nur fir die Kraft in der zy-Ebene (Horizontalebene, die anderen Kom-
ponenten werden durch Zwangskrafte kompensiert), dann erhalt man

dx dz
)2 it
)+

p 2=2m-w-v-sinp . (1.8.51)

|FC,hor| = 2m-w-sin<p- (
Entsprechend benétigt das Pendel fur eine vollstandige Drehung der Schwingungsebene
die Zeit

2 2
T, = L=_°"_, (1.8.52)
w, wsing

Fur Paris (p = 48,5°) erhalt man damit T, ~ 33 h. Fur KoIn (¢ = 50°,55',21") ist diese Zeit
sehr ahnlich. Man erwartet eine Drehung der Schwingungsebene von etwa 11° pro Stunde.

Corioliskraft beim freien Fall:

Im windgeschitzten Innern eines hohen Turmes fallt ein Kérper nicht entlang eines frei
hangenden Lots, denn die Turmspitze hat infolge der groReren Entfernung zum Erdmittel-
punkt eine groRere Umlaufgeschwindigkeit. Der fallende Korper behalt diese wegen seiner
Tragheit bei. Er erreicht den Boden deshalb nicht am Ful3punkt des Lots, sondern ein Stiick
weiter 6stlich. Mit der Komponentenzerlegung aus Abb. 1.69 und v = (0, —v,, 0) erhélt man
die Corioliskraft

Fc = —2m(w-vy-sing,0,0) . (1.8.53)

Das heiRt, man erhalt nur eine Corioliskraft in z-Richtung. Der Effekt ist am Aquator am
groften (¢ = 0,cosp = 1) und verschwindet an den Polen (¢ = 7/2,cos¢ = 0). Ein
ahnliches Phanomen wird beim senkrechten Wurf beobachtet.

AbfluRstopfen

| o

Abbildung 1.70: Zur Bildung eines Zyklon-Antizyklon-Paares durch die Corioliskraft.
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Corioliskraft — Luft- und Wasserwirbel:

Der Einfluf3 der Corioliskraft macht sich auf der Nordhalbkugel (Stidhalbkugel) durch folgen-
de Phanomene bemerkbar: Meeres- und Luftstromungen werden nach rechts (links) umge-
lenkt (z.B. Golfstrom, Passatwinde). Ferner stromt Luft aus einem Hochdruckgebiet nicht
radial aus, sondern spiralformig und zwar auf der Nordhalbkugel im (auf der Sudhalbkugel
gegen den) Uhrzeigersinn. Aufgrund der Corioliskraft wird der rechte (auf der Stdhalbkugel
der linke) Schienenstrang des Eisenbahnnetzes starker abgenutzt.

Ein einfaches Experiment zum spiralformigen Ein- und Ausstromen von Wasser oder Luft
ist in Abb. 1.70 gezeigt. Der Wasserspiegel ist zunachst in beiden Behaltern unterschied-
lich hoch. Der AbfluR ist verschlossen. Nachdem in beiden Behéltern das Wasser die
Winkelgeschwindigkeit w des Experimentiertisches angenommen hat, entfernt man den Ab-
fluRBstopfen. Es entstehen in beiden Behaltern entgegengesetzt drehende Wirbel (Bildung
von Zyklon-Antizyklon-Paar).

1.8.3 Moderne Theorie der Gravitation
Gravitation und Relativit at

Es soll in diesem Unterabschnitt kurz auf @imsteinsche Al@nderung deBlewtonschen Gravitations-
gesetzes hingewiesen werden, ohne auf die Details der speziellen oder allgemeinen d&tstlatioiie
einzugehen. Es wurde duréinstein abgeindert, um die Relativattstheorie zu beicksichtigen.

Nach Newton ist der Gravitationseffekt instantan, d.h. wenn an irgendeinem Ort eine Masse bewegt
wird, spirt man instantan an einem anderen Ort diamgieite Gravitationswirkung. Auf diese Weise
konnten wir Signale mit unendlich hoher Geschwindigkisiertragen, da bei einer Bewegung von Mas-
se 1 eine weit entfernte Masse 2 diaderung der Gravitationskraft durdnderung des Abstandes
instantan spren wirde. Einstein dagegen argumentierte, dafld wir keine Signale mit einer Geschwin-
digkeit grofer als die Lichtgeschwindigkaibermitteln lohnen. Also kann das Gravitationsgesetz nicht
richtig sein. Durch eine Korrektur zur BsegKsichtigung einer endlichen Vargérung erhlt man ein
neues, daginsteinsche Gravitationsgesetz.

In Abschnitt 1.8.1 wurde bereits darauf hingewiesen, daBldigtonschen Gesetze invariant unter einer
Lorentztransformation werden, wenn man die Maasén denNewtonschen Gleichungen dureh =
Mo ersetzt. Man kannuif'v < ¢ die Wurzel in eine Potenzreihe entwickeln undadth”

V1-v2?/c?

mo 102 30t
e — 1+4=—=+=-—4+...] . 1.8.54
e m0<+202+804+ > ( )

Man sieht, dal’ diese Reiherfi < ¢ schnell konvergiert und man di@héren Glieder vernacdsigen
kann. Man erhlt somit

m o~ m0+1m002 1) (1.8.55)
2 c?

Da %mOUQ die kinetische Energie im altmodisch&®ewtonschen Sinn ist, kann man sagen, dal3 die
Massenzunahme des Gesaarplers gleich der Zunahme der kinetischen Energie dividiert dtiistr*®

“8Eine genaue Definition der kinetischen Energie erfolgt in Abschnitt 1.9.
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Diese Beobachtungifirte Einstein zu der Vermutung, dal’ die Masse einexp€rs einfacher als durch
Gl.(1.8.10) ausgedckt werden kann, wenn man sagt, dal’ die Masggeich dem Gesamtenergieinhalt
des Korpers dividiert durch? ist (Aquivalenz von Masse und Energi& = mc). Multipliziert man
Gl.(1.8.55) mitc? so erldlt man

me? = moc® + %m(ﬂ)? +... . (1.8.56)

Hierbei stellt die linke Seite der Gleichung die Gesamtenergie eilepefs dar und man erkennt als
zweites Glied auf der rechten Seite die kinetische Enerfiastein interpretierte das grol3e konstan-
te Gliedmgc? als einen Teil der Gesamtenergie desrpers, als eine innere Energie, bekannt als die
Ruheenergie

Als Konsequenz deEinsteinschen Annahme, daf? die Energie einesg€is immer gleichné ist, ergibt

sich, wie in folgendem kurz gezeigt werden soll, direkt GI.(1.8.10), die ad hoc angenommen wurde, um
zu erreichen, daf3 bei einkorentztransformation didNewtonschen Gesetze unaardert bleiben. Wir
werden in Abschnitt 1.9 sehen, dafd die zeitliélnmlerung der EnergielFE/dt, gleich der Kraft mal der
Geschwindigkeit - v ist. Mit F' = d(mwv)/dt erhélt man dann

d(mc?) d(mv)
— . 1.8.57
dt M7 ( )
Durch Umformen eralt man
d(m?) d(m?v?)
2 _
c o = pm . (1.8.58)

Da die Ableitungen zweier @&ffen genau dann gleich sind, wenn sich die&r selbst nur um eine
KonstanteC' unterscheiden, edft'man

m?? = m??+C . (1.8.59)

Da Gleichung (1.8.59) auclufiy = 0 gelten muR, folgiic? = 0 + C oderC = m2c? und man erhlt

m?® = m*? +mic . (1.8.60)

Nach Division durch?? und erneutem Umformen eati‘man schlieRlich

mo

= 0 (1.8.61)

N

Dies ist exakt Gl.(1.8.10), die sich also aus der ‘&nstein postulierterAquivalenz von Masse und
Energie ableitend(3t.
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Abbildung 1.71: Zur Ablenkung von Lichtstrahlen durch grol3e Massen.

Die in unserem Alltagsleben auftretenden Enexg@erungen resultieren allerdings in extrem klei-
nen Masseariderungen. Selbst die bei einer Atombombenexplosion frei werdende Energie entspricht
gendR der BeziehundAE = A(mc?) nur einer Masseariderung im Gramm-Bereich. Die Theorie

der Aquivalenz von Masse und Energie ist sehratiiurch Experimente verifiziert, in denen Masse
vollig in Energie umgewandelt wird. Sto3en z.B. ein Elektron und ein Positron mit den Ruhemgssen
zusammen, so werden sie in zwei Gammaquanten zerstrahlt, die jeweils die Engfgesitzen.

In derEinsteinschen Relativitstheorie hat jedes Ding, dBsergiebesitzt, eine Masse und zwar Masse

in dem Sinn, dal es der Gravitationswirkung unterliegt. Selbst Licht besitzt demnach “Masse”. Wenn ein
Lichtstrahl deshalb eine grol3e Masse wie z.B. unsere Sonne passierglst erfdurch diese eine An-
ziehung. Das Licht wandert also nicht geradlinig, sondern es wird abgelenkt. Zum Beispiel erscheinen
bei einer Sonnenfinsternis die hinter der Sonne am Fixsternhimmel stehenden Sterne durch die Ablen-
kung der die Sonne passierenden Lichtstrahlen etwas verschoben zu den Positionen, defisie, bes”
wenn die Sonne nicht daax€ (siehe Abb.1.71). Dies wurde in der Tat beobachtet. Der gravitative Ef-
fekt auf Lichtquanten kann auch beidbauerEffekt im Schwerefeld der Erde beobachtet werden.

Am spektakudirsten tritt der gravitative Effekt auf Lichtquanten in dealé"von sogenannté®chwar-

zen lochernzu Tage!’ Die SchwerkraftF g ist hier so groR, daR Licht im Schwerefeld des Schwarzen
Loches gefangen bleibt und dieses @ins unsichtbar (“schwarz”) bleibt.

Einstein hat auch aus déiquivalenz von teger und schwerer Mass&quivalenzprinzip, 1911) weitrei-
chende Folgerungen gezogen. Wegen= m, ist der Aufenthalt in einem Gravitationsfeld identisch mit
dem in einem beschleunigten Bezugssystem, d.h. die Gravitationskraft ist nicht von eigkeitskraft
unterscheidbar. Zum Beispiel vergp'eine Person in einem nach oben beschleunigten Fahrstuhl eine
zusatzlich Kraft, die sie auf den Bodenuwtkt. Die Person kann aber, wenn sie nichts von der AufRenwelt
weif3, nicht unterscheiden, ob diese auztiche Kraft aus einer Beschleunigung oder eineangeiten
Schwerkraft resultiert.Einstein ging schlie3lich noch einen Schritt weiter und hat postuliert, dafl3 die
Graviationskraft eine Egheitskraft ist, die wir srén, da wir das falsche Bezugssystem benutzen. Das
richtige Bezugssystem avé demnach ein gekmimter dreidimensionaler Radfhder nur in vier Di-
mensionen darstellbar ist (sogenanntes vierdimensionales Raum-Zeit-Kontinuum).

47Schwarze beher besitzen einen sehr kleinen Radius und eine enorme Djchtd (*>kg/m?). Die Masse unserer Sonne
kann bei dieser Dichte in einer Kugel mit einem Radius vonRur 100 m untergebracht werden.
“8Die Kriimmung wird durch Massen verursacht.
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1.9 Die Energie

In der Natur treten bestimmte physikalischeoGen auf, die bei allen Zustaradglerungen erhalten blei-
ben, d.h. ihr Wert, egal ob es sich um einen Skalar oder Vektor haratelert sich als Funktion der
Zeit nicht. GoRen, {ir die derartigeErhaltungsatzegelten, sind also zeitlich konstant und werden als
ErhaltungsgoRenbezeichnet. Allein die Tatsache, daf’ es Erhalturafsgm gibt, ist schon interessant.
Man muf3 also versuchen zwk€n, warum und unter welchen Voraussetzungen eine physikalisolfte Gr”
zu einer Erhaltungsgfle wird. Zum anderen sind Erhaltungs§en oft die natrlichen Variablen eines
Problems, die eine Interpretation von physikalischen &oggn einfacher machen. Bei der Anwendung
von Erhaltungsatzen auf Bewegungsathlfe (diese &inen wir jetzt mit Hilfe deNewtonschen Axiome
berechnen) gewinnt man ferner Aussagen, die uaadig 'von den im einzelnen wirkendenaften sind,
d.h. die K@fte brauchen gar nicht bekannt sein. Wir werden insgesamt sehen, dal3 man mit Hilfe von
ErhaltungsgoRen Bewegungsadulife raufig viel einfacher beschreiben kann.

In diesem Abschnitt soll als erste Erhaltungs®g dieEnergieeingefihrt werden. In den darauf folgen-
den Abschnitten werden dammpulsund Drehimpulsals weitere ErhaltungsgRen diskutiert.

1.9.1 Arbeitund Leistung

Um zu dem Energiebegriff zu gelangen, definieren wiraalst dieArbeit Aus unserer Alltagserfah-
rung wissen wir, da mechanische Arbeit proportional zu Kraft und Wé% tird ein Kérper unter
der Wirkung einer KraftF’ langs des Weges verschoben, so wird hierbei die Arbdit (“1” vom
Angelsichsischen “work™)

W = Fs (2.9.1)
Arbeit := Kraft- Weg

verrichtet. Diese Definition gilt allerdings nur dann, wenn (i) die Kraftds des Weges konstant ist und
(ii) die Kraft F und die Verschiebung gleichgerichtet sind. Wie Abb. 1.72 zeigtussen abeF unds
nicht unbedingt parallel sein. Mit dem Winkelzwischen KraffF und der Verschiebungjdefiniert man
die langs des Weges verrichtete ArbBitzu

W = |F||s|cosa . (1.9.2)

Zerlegt man die Kraft, wie in Abb.1.72b gezeigt, in eine Normalkompon@&htsenkrecht zws und
eine Tangentialkomponent®, parallel zus, so gilt mit dem Einheitsvekto8 = s/|s| in s-Richtung
F; = F;§ mit F; = F cos «. Fr die Arbeit folgt daher

W = F,s=F cosas , (2.9.3)

d.h. nur die zur Bewegungsrichtung tangentiale Kraftkomponente ist maRgabedié fjeleistete Ar-
beit. Insbesondere eati'man

“*Diese Erfahrung macht man z.B. beim Heben eines Gewichts oder beim Ziehen eines Wagens.
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(&
-

Abbildung 1.72: (a) Zur Definition der Arbeitl, die eine konstante Kraff' langs des geradlinigen
Wegstickess verrichtet. (b) Zerlegung der Kraft in eine Komponeiietangential und eine Kompo-

nenteF,, normal zum Wegsick s. Die Normalkomponente wirdblicherweise durch eine Zwangskraft
Fz kompensiert. (c) Kaftezerlegung beim Ziehen einestdérsuber eine horizontale Unterlage. Die
Zwangskraft der Unterlage kompensiert die verbleibende Normalkompondfienteng.

W >0 wenn F in gleicher Richtung wie s (cosa > 0)
W <0 wenn F in Gegenrichtung zu s (cosa > 0) . (1.9.4)

Dieses Ergebnis ist einleuchtend: eine die Bewegung antreibende Kfjajt(Beispiel: anfahrende Lo-
komotive) verrichtet eine positive Arbeit,alifend eine BremskrafF(| — s) dagegen eine “negative”
Arbeit verrichtet. BIf F L s (& = n/2 undcos a = 0) wird die verrichtete Arbeil¥ = 0. Beispiels-

weise leistet die Gravitationskraft keine Arbeit bei einer Bewegung in einer Horizontalebene parallel zur
Erdoberfiche und ebensowenig die Zentripetalkraft bei einer Kreisbewegung.

Die bei der Definition der Arbeit angesetzte Veukifiting zwischerF unds tritt vielfach in der Physik
auf und es ist zweckaflig fiir die Produktbildung der Vektoren einen besonderen Namenskidare
Produkt und eine besondere Schreibweise

W = F-s (1.9.5)

einzufihren®

z

Abbildung 1.73: Zur Definition derafigs des Weges von 1 nach 2 verrichteten Arbeit.

*0Aligemein definiert man zu zwei Vektorenundb das skalare Produk - b als|a||b| cos(a, b) = abcos a.
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Wir miissen nun den Begriff der Arbeit auf Wegelemente verallgemeinern, die nicht geradlinig verlaufen
und auf K@afte, die entlang des Weges nicht konstant sind (siehe Abb. 1.73). In diesem Fall muf3 man
den Weg in infinitesimale Wegstke ds unterteilen, die wiederum als geradlinig angenommen werden
konnen und entlang derer die wirkende Kraft konstant ist. Um die gesamte Aheru erhalten, die

langs des Weges zwischen zwei Punkten 1 und 2 geleistet wurdeylmeufalle BeitagedW, auf den
einzelnen Wegelementen aufsummiert werden und maaiterh”

Wor == dWi +dWo+dW3+...=F1-ds1 +Fo-dso +F3-dsg+ ... (196)

bzw.

2
W21 = / F-ds . (197)
1

Man nennt ein derartiges Integral dimien- oderWegintegralund entsprechend ist die Arbeit gegeben
durch das Wegintegral der Kr&f.Die Indizes bei der Arbeits;, die zwischen Anfangspunkt 1 und
Endpunkt 2 verrichtet wird, sind analog zum Verschiebungsvektor r» — r; vom Anfangspunki
zum Endpunktz gewdhilt.

Man bezeichnet

dW = F-ds (198)

als das “Differential” der Arbeit. Es kann wegels = dzx + dyy + dzz in KomponentendiW =
F,dx + F,dy + F,dz zerlegt werden. Wirken gleichzeitig mehrerealReF,, Fy,, . .. so ergibt sich die
geleistete Gesamtarbeltd als Summe der Einzelarbeitei,, dW,, ... und man erhlt

dW = (Fa+Fp+...)-ds=F,-ds+Fp-ds+...=dW,+dW,+... . (1.9.9)
Man sieht ferner aus GI.(1.9.8), daR bei einer Umkehrung des Wegé@s mit—ds auch die Arbeit das
Vorzeichen wechselt. Entsprechend gilt fiie auf dem Weg von 1 nach 2 und von 2 nach 1 geleistete
Arbeit die Beziehung
Wa = Wi . (1.9.10)
Die Dimension der Arbeit ist nach obigen Gleichungen dim W = dim (Kesifeg) und fir die im SlI-
System mit Joule bezeichnete Einheit ergibt sich
W] = 1Nm:=1Joule=11J . (1.9.11)
Fur die Arbeit kommt es nur auf den Weg, aber nicht auf die Zeit an, in der der Weg durchlaufen wird,
d.h. bei gleicher Kraft und gleichem Weg kann Arbeit in unterschiedlichen Zeiten verrichtet werden.

Umgangssprachlich sagt man, es liege eine hohe Leistung vor, wenn Arbeit in kurzer Zeit verrichtet
wird. In Anlehnung daranufirt man in der Physik dieeistungP (“ P” vom Angelsichsischen “power”)

51Es soll hier nicht darauf eingegangen werden, wie Linienintegrale im einzelnen auszuwerten sind. Es vededemaps
einfache Beispiele vorgestellt.
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dW
P = — (1912
el )

ein. Die Leistung ist zeitatarigig und die Momentanleistung(¢) ist durch die im Zeitintervadlt zur
Zeit t verrichtete Arbeit dividiert durch das Zeitintervét gegeben. Die Einheit der Leistung im Sl-
System heil3t dag/att Aus GI.(1.9.12) folgt

N I
P = 1_m:1Joue
S S

= 1Watt = 1W . (1.9.13)

Ist die LeistungP als Funktion der Zeit bekannt, so kann die zwischen zwei Zeitpunktend ¢
verrichtete Arbeit durch eine Zeitintegration zu

to
W= /t1 P(t) dt (1.9.14)

erhalten werden. Die Kombination der GIn.(1.9.8) und (1.9.u#4jtfSchlielich auffiW = F-ds = Pdt
bzw. wegerv = ds/dt auf

|P = F-v. (19.15)

1.9.2 Kinetische und potentielle Energie — Der Energieerhaltungssatz
Kinetische Energie

Greift an einem K¥per der Masse: die Kraft F an, so wird er beschleunigt. Die v@hlangs des Weges
s geleistete Arbeit be#igt

AW = Feds—ma-ds—m " . ds=mdv. 2
dt dt
= mdv-v=d 1mv2—i—lva—i—lrrw? =d 1va (1.9.16)
B o\ 2y 2 ) T\ 2 ’ "

wobeiv? = o2 + v§ + v2? das Betragsquadrat der Geschwindigkeit ist. GlI.(1.9.16) gibt AnlaRR zur
Definition derkinetischen Energidi;, eines Korpers mit Massen, der sich mit der Geschwindigkeit
v = |v| bewegt:

Eyin = %mUZ. (1.9.17)

Mit dieser Definition ergibt sich aus GI.(1.9.16)

dBgin =dW =F-ds = d (—m1)2> ., (1.9.18)
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d.h. die von der Krafff an einem Kiper verrichtete Arbeitll¥ ist gleich deAnderung der kineti-

schen Energie desdfpers. kif dW > 0 gilt dEii, > 0 und umgekehrt. Da eine Zu- oder Abnahme

von Ey;, bei konstanter Masse eine Zu- oder Abnahme der Geschwindigkeit bedeutet und damit einer
Beschleunigung desdfpers entspricht, nennt md#h in GI.(1.9.18) auch die “Beschleunigungsarbeit”.

Durch Summation der BedagedW und dEy;, langs des gesamten Weges vom Anfangspunkt 1 zum
Endpunkt 2 folgt aus GI.(1.9.18)

2 2
Wor = / dW:/ dEyin = Exin(2) — Exin(1) := ABEyy, (1.9.19)
1 1
bzw.
I o 1
W21 = AEkin = §m?)2 — §m1}1 . (1.9.20)

Die Einheit der kinetischen Energie stimmt aufgrund der Definitionsgleichung (1.9.16) mit derjenigen
der Arbeituberein. Wie die Arbeit ist auch die kinetische Energie ein Skalar.

Kraftfeld und konservative Kr afte

Neben der kinetischen Energie kann man eineonpéi’ unter bestimmten Voraussetzungen auch eine
potentielle Energidy, . zuordnen. Dazu mssen wir zuerst den Begriff d&saftfeldesF (r) diskutieren.
Man sagt, es liege ein Kraftfeld vor, wenn eimtdér in jedem Raumpunkteine wohldefinierte Kraft
F(r) erfahrt. Ein Beispiel hiedi ist das Gravitationsfeld der Erde, das fgden massebehafteteioér

in einer wohldefinierten Gravitationskraft resultiert. Ist das Kraftfeld so beschaffen, daf? die Wiheit
die das Feld am &rper bei einer Vetrckung von 1 nach 2 verrichtet, unabtygig vom gewhlten Weg

ist (siehe hierzu Abb. 1.74a), dann nennt man das Kraftfeld bzw. die koaffervativ

@ 2 . (b)
W,,=W1,,

1 X

Abbildung 1.74: (a) Wegunalimgigkeit der Arbeit in einem konservativen Kraftfeld. (b) Zur Arbeit in
einem konstanten Kraftfeld.

Fur ein konstantes Kraftfel#(r), wie es z.B. an einem Punkt auf der Erdotsafié vorherrschtal3t
sich zeigen (siehe Abb. 1.74b), daR weger- ff ds = ra

2 2
Wy = /F.ds:F./ ds—F-(rs—r11) = F-ray (1.9.21)
1 1
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gilt. Die Arbeit hdngt also nur von der Kraft und dem Verschiebungsvektor ab, dagegen aber nicht vom
eingeschlagenen Weg.

Ein allgemeineres Kriteriunuf 'die Wegunabérigigkeit der Arbeit und damitif 'ein konservatives Kraft-
feld gewinnt man, wenn man auf demselben Weg | von 1 nach 2 und dann wieder vaicR mach 1
lauft (siehe Abb. 1.75a). Nach GI.(1.9.10) gilt dann

Wi = Wi, . (1.9.22)

Setzt man ein konservatives Kraftfeld an, so ist nach Definitiori€ Wege | und I

Wi = WH baw. Wh=w . (1.9.23)

Damit wird aber &ir den geschlossenen Weg die insgesamt vom Kraftfeld verrichtete Afbeit
Wi, + Wl = —wl, + W], = 0. Ebenso zeigt man umgekehrt, d&§, = Wl ausWo = 0 folgt.
Ein konservatives Kraftfeld liegt also genau dann vor, wenn die geleistete A¥beit 0 entlang eines
geschlossenen Weges verschwirdet:

Wo = fF-ds:o. (1.9.24)

Wir konnen also insgesamt folgendes festhalten:

Bei einem konservativen Kraftfeld verschwindet die Arbeit
bei der Verschiebung eines Korpers langs eines
geschlossenen Weges.

Ein Beispiel fir ein eindimensionales konservatives Kraftfeld ist die Federkmafeifi dreidimensiona-
les das Schwerkraftfeld der Erde.

(a) 2 (b) Epot(z) = 'WZO
2
Wzll 0
|
Wi || |
W,
1 1 Eoot(1) = -Wy

Abbildung 1.75: (a) Zur Wegunabhgigkeit des Arbeitsintegrals. (b) Definition der potentiellen Ener-
gie.

S2Hierbei bedeutef eine Integratioruber einen geschlossenen Pfad.
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Potentielle Energie

Wir nehmen im folgenden ein konservatives Kraftfeld als gegeben hin und nutzen die Eigenschaft dieses
Feldes aus, dal die bei der Verschiebung eir@p&ts verrichtete Arbeit nicht vom speziellen Weg, son-
dern nur vom Anfangs- und Endpunkt abtyt. Daher ist es in einem konservativen Kraftfeldghch,

jedem RaumpunkP eine Zahl zuzuodnen, die die Arbéitr angibt, die von dem Kraftfeld bei einer
Verriickung des Kipers vom Ausgangspuni? in einen beliebigen aber festen Endpubkgeleistet
werden mufite. Diese Arbeit definiert man alsptentielle Energieles Korpers im RaumpunkP. Der
Raumpunk® heil3t Bezugspunkt der potentiellen Energie. In Formeln ergibt sich

0
Epoy = sz/ F-ds . (1.9.25)
P

Esist allerdings zweckatfliger, den festen Bezugspulkticht als Endpunkt, sondern als Anfangspunkt
zu wahlen. Mit GI.(1.9.10) und (1.9.25) ergibt sich dann

P
Epot(P) = Wp:—/ F-ds . (1.9.26)
0

Nach dieser Gleichung verschwindet die potentielle Energie im Bezugspuiks; (0) = 0.

Bei einem festen Bezugspunkist fur ein vorgegebenes konservatives Kraftfeld die potentielle Energie
eine wohldefinierte Funktion der Raumkoordinatéa die potentielle Energie also nur von der Lage im
Raum abhhgt, bezeichnet man sie auch als “Lageenergie”, um sie von der kinetischen Energie abzuhe-
ben. Physikalisch relevant ist nur die Differenz der potentiellen Energie zu der bei einem Bezugspunkt,
da diese die mel3bare &ke ist.Deshalb kann der Bezugspunkt der potentiellen Energie wviit#i und

damit zwecknalf3ig gevahlt werden.

Die Differenz der potentiellen Energie in zwei Raumpunkten 1 unal3 ich leicht berechnen (siehe
Abb. 1.75b). Unter Barcksichtigung der Wegunahhgigkeit des Integrals esli'man

2 1 1 2
AEyy = Epot(2)—Epot(1):—/ F-ds+/ F-ds:/F-ds—/ F-ds

6) o o 16)
(@) 2 2
= —/ F-ds—/ F-ds:—/ F.-ds=—-Wy . (2.9.27)
1 (@) 1
bzw. kurz
AE,ot = Epot(2) — Epot(1) = =Wy . (1.9.28)

Eine von dem Kraftfeld bei der Verschiebung von 1 nach 2 geleistete Arbeit ist damit gleich der Abnahme
der potentiellen Energie desoiers. Differentiell erlt man wegen

2
AEpot = —W21 = —/ F-ds (1929)
1

schlieflich
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dEpt = —dW =—F-ds . (1.9.30)\

Wir verwenden den Begriff potentielle Energie nun dazu, die Arbeit anzugeben, die exteite Kr"
aufbringen nussen, um einen étper in einem konservativen Kraftfeld zu vecken. Da dieau3ere

Kraft, ohne den Kiper zu beschleunigen und damit kinetische Energie einzubringen, mindestens die
Kraft F des gegebenen Kraftfelde®erwinden mul3, isf* = —F und man erhlt fur die ArbeitiVy;
desdulReren Feldes

2 2
Wi = / F* . ds = —/ F-ds=—Woy (1.9.31)
1 1

und damit mit GI.(1.9.28)

W3 = AEu (fir F* = —F) , (1.9.32)

bzw. differentiell

AW* = dEy =F* - ds (fir F* = —F) . (1.9.33)

Eine von aul’en gegen das Kraftfeld aufgebrachte Afdgjt > 0 findet sich also als Zunahme der
potentiellen EnergidE,.; > 0 wieder. Die potentielle Energie ist demnach als “Arbeitsspeicher” anzu-
sehen, die nach Wegnahme dei3eren Kompensationskraft wieder als Arbeitsleistung des Kraftfeldes
verfligbar ist. Die Dimension der potentiellen Energie ist

[Epot] = 1Joule=11J . (1.9.34)

Energieerhaltungssatz

Mit den bis jetzt gemachten Definitionearfdie kinetische und die potentielle Energie kann man den
Energieerhaltungssatiiir konservative Kafte ableiten. Nach GIn.(1.9.18) und (1.9.30) ist

AW = dBgy = —dEpe; (1.9.35)

bzw.

d.h. die zeitlichéAnderung der Summe aus kinetischer und potentieller Energie verschwindet. Definiert
man dieGesamtenergiés; eines Korpers als



132 R. GROSS UNDA. MARX Kapitel 1: Mechanik des Massenpunktes

By = Ekin+Epota (1.9.37)

so lautet deEnergieerhaltungssatiirfkonservative Kifte dE;; = 0, bzw>3

Eiot = Exin + Epot = const . (1.9.38)

Der Satz von der Erhaltung der Gesamtenergie in einem konservativen Kraftfeld ist von fundamenta-
ler Bedeutung. Das System tper im Kraftfeld” nennt man eimbgeschlossenes Systemenn fir

den Korper nur die systemeigenen “inneren”afte des vorgegebene Kraftfeldes wirksam sind und
keine zustzlichendulleren Kafte F* einwirken. Rir abgeschlossene Systeme besagt der Energie-
satz, dal3 zwar potentielle in kinetische Energie und umgekehrt umgewandelt werden kann, die Sum-
me aus beiden Energien aber konstant bleibt. Die aus dem Vorrat an potentieller Energie in kinetische
Energie umgewandelte Energie ist dabei gén&l.(1.9.20) und (1.9.32) gerade die verrichtete Arbeit

Wa1 = AEyin = —AE,q. Es gibt keine experimentellen Erfahrungen, die dem Prinzip der Energieer-
haltung widersprecheti.
Der Energieinhalt eines Systems kann nur duxaRéere Kafte F* verdndert werden, dielf F* = —F

keine Beschleunigung verursachen und somit nur die potentielle Erserdésrni. In diesem allgemeine-
ren Fall ist die Arbeit/3; derduf3eren Kraft gegeben durch

W3 = AFE = AEyin + AEpo; - (1.9.39)

Nichtkonservative Krafte

Streng genommen darf es nichtkonservativafta nicht geben, da alle Elementaake in der Natur
konservative Kafte sind und alle Kafte auf diese zwckgetfihrt werden khnen. Man bezeichnet trotz-
dem Kifte, die die Bedingung F - ds = 0 verletzen, als nichtkonservativ. Ein Beispiel higrfst die
Reibungskrafif'g . Zu jedem Wegelememk ist die ReibungskrafFg antiparallel ausgerichtet, d.h. das
Wegintegral dieser Krafiber einen geschlossenen Weg kann nicht verschwinden. Die Frage lautet jetzt:
Gilt der Energiesatz auch dann, wenn solche nichtkonservatiaée<imn Spiel sind ? Zur Beantwor-
tung dieser Frage kann geltend gemacht werden, dal3 die vier fundamentattn &uf die alle anderen
Krafte in der Natur zurékgefihrt werden kinen, alle konservativ sifel.

Das heil3t, die @Gltigkeit des Energieerhaltungssatzes ist gesichert. Allerdings ist bei nichtkonservativen
Kraften der Energiesatz nicht in der Fofih, = Exin + Fpor = const aufrechtzuerhalten, da maarf”
nichtkonservative Kafte nach Durchlaufen eines geschlossenen Weges nicht mehr zumnggggrén
Ausgangszustand auckkehrt. So eraimt sich z.B. bei der viskosen Reibung eines in einamen”
Medium bewegten Krpers (siehe Abb. 1.76) das Medium, d.h. nach Durchlaufen eines geschlossenen
Weges hat sich der mikroskopische Bewegungszustand der Partikedhitgs lediums ggidert. Die

mit der Warmebewegung der Partikel verkrfte Energiel) muld im Energiesatz becksichtigt werden

und man erhlt

Svielfach wird die Gesamtenergie einesitgers mitE, die kinetische Energie mif und die potentielle Energie mit
bezeichnet, so dal sich der EnergieerhaltungdsatzT + V = const schreibt.

4Lediglich in der Quantenmechanik kanarféndliche Zeitintervalle\t der Energiesatz um\E aufgrund deHeissen-
bergschen UnscéiferelationA EA¢ > h verletzt sein. Im Zeitmittel gilt aber auch hier der Ernergieerhaltungssatz.

%Da alle Krdfte auf die fundamentalen, konservativerafte zutickgefinrt werden khnen, ist es deshalb streng genommen
nicht sinnvoll, von “nichtkonservativen” Kften zu reden.
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Fr

ds

Abbildung 1.76: Die Reibungskraft als Beispielfine nichtkonservative Kraft. Eine Kugel wird durch
ein viskoses Medium bewegt.

Eit = Eiin+ Epot + Q = const . uamj

Dies ist der Energiesatz in einem abgeschlossenen System mit nichtkonservatiftenr-

Kraft als Gradient der potentiellen Energie

In diesem Abschnitt soluberlegt werden, inwieweit die Vorgabe einer Kraft bzw. einer potentiellen
Energie in jedem Raumpunkt = (z,y,z) zwei zueinandeaduivalente Beschreibungsweisen sind.

In GIn.(1.9.25) und (1.9.26) wurde beschrieben, wie aus einem vorgegebenen Kraftfeld die potentielle
Energie berechnet werden kann. Es soll nberlegt werden, wie umgekehrt bei bekannter potentieller
EnergieE, . (z,y, z) das zugebrige KraftfeldF(z,y, z) berechnet werden kann. MitV = E.dz +

Fydy + F,dz unddW = —dE, folgt

dBpy, = —Fydx — Fydy — Fydz . (1.9.41)

AndererseitsdRt sich fif infinitesimale Vemckungends = dzx + dyy + dzz dieAnderung der poten-
tiellen Energied Epot (7, Y, 2) = Epot(x + dz,y + dy, 2 + d2) — Epot(z,y, z) Schreiben als’

8Epot (z,y,z) aE'pot (x,y,z) aE'pot (x,y,z)

dEpot(z,y,2) = e dr + By dy + Ep dz . (1.9.42)
Durch Koeffizientenvergleich der beiden letzten Gleichungealerhdn dann
E E E
Fx _ _a pot(mayaz), F = _8 pot(xayaz)’ Fz — _8 pot(xayaz) . (1.9.43)
ox oy 0z

8Es sei hier angemerkt, daR dieaWtiemenge) natirlich auch als zuatzliche kinetische Energie der Partikel dedheri
Mediums aufgrund der editen Temperatur ausgedkit werden kann. Dies avé aber sehr kompliziert, da man dann den
Bewegungszustand von sehr vielen Teilchen kennaflten”Man sagt deshalb, daf? die verlorene kinetische und potentielle
Energie in eine Vlimeenergiebergegangen ist.

"Die geschweiften Differentialsymbole bringen dabei zum Ausdruck, daR zdEjg (z, y, z)/0x bei konstant gehaltenen
Variableny und z nachz differenziert wird.
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Diese drei Komponentengleichungen lassen sich in der Vektorglef&ung

E

OEpot %+ OFpo 5 POt 5 (1.9.44)
z

0
y+

F = — E =
gradBpo = =5 ay B

zusammenfassen. Da die Komponentendarstellung der Kraft F;x + F,y + F.2z ist, stimmen die
Komponenten aus Gl.(1.9.44) mit den physikalisch hergeleiteten Gin.(1.90&8¢in, d.h. GI.(1.9.44)
ist tatsichlich eine kompakte Schreibweise der GI.(1.9.43).

Die GleichungF = —gradF,,,; zeigt, dalkonservative Kifte als Gradientenfelder der potentiellen
Energie darstellbar sindZur Charakterisierung von Wechselwirkungen zwischemgein ist es daher

nicht notwendig, die Wechselwirkungskraft anzugeben, esigjerdllein die potentielle Energie des
Zweikorper-Systems in Aldrigigkeit von der relativen Lage zu kennen. Da die Kraft ein Vektor ist, die
Energie dagegen ein Skalar, wird die Wechselwirkung zwischen Teilchen einfacher und durchsichtiger
mit einer Wechselwirkungsenergie statt einer Wechselwirkungskraft beschrieben.

Potentialextrema und Kraftegleichgewicht

Im Kraftegleichgewicht gilt

Fgee = » Fi=0. (1.9.45)
Mit GI.(1.9.44) folgt dann (im eindimensionalen Fall)

F, = —M:o, (1.9.46)
oz

d.h. die potentielle Energie besitzt ein Extremum. Je nach Art des Extremums spricht man von
stabilem (02 Epot(z)/02% > 0), indifferentem (8 Epot(z) /022 = 0) oder labilem Gleichgewicht
(62Epot(a:)/ax2 < 0). Stabiles Gleichgewicht liegt bei einem Minimum, labiles bei einem Maximum
der potentiellen Energie vor.

Andere Energieformen

Wir haben bisher haugashlich die Energie von mechanischen Systemen (kinetische Energie und poten-
tielle Energie in Form von Hubarbeit, Spannarbeit etc.) diskutiert. Das Konzept der potentiellen Energie
kann aber auch auf elektromagnetischafig, auf molekulare Kafte, die in der Chemie eine wichtige

Rolle spielen, oder auf Kernafte, die in der Kernphysik zentral singbértragen werden. So kann z.B.

die potentielle Energieuf'die Wechselwirkung zweier Atome oder zweier Nukleonen (Proton, Neutron)

in einem Atomkern als Funktion ihres Abstandes angegeben werden. Die in chemischen Bindungen
oder in einem System wechselwirkender Nukleonen (Atomkern) gespeicherte potentielle Energie kann
durch bestimmte Prozesse (z.B. Verbrennen von Benzin, Spalten von Atomkernen) in andere Energie-
formen wie z.B. kinetische Energie umgewndelt werden. Hierbei bleibt die Summe aller verschiedenen
Energieformen (kinetische, chemische, nukleare, molekulare, thermische Energie) immer konstant.

%8Hierbei bedeutet das Symbol “grad” (Gradient) einen Vektoroperator, der angewandt auf eine differenzierbare skalare

Funktion f(z,y, 2) einen Vektorgrad f (z, y, 2) = §L% + 313 + §L2 liefert.
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Es sei an dieser Stelle auch darauf hingewiesen, dafli¢”"Energieversorgung auf unserer Erde auf-
grund des Energieerhaltungssatzes im Prinzip kein Energiemangel hetr@andurch die elektroma-
gnetische Strahlung der Sonne auf die Erde eingestrahlte Energie entspricht der von der Erde wieder
abgestrahlten Energie. Durch ¥#mderung unserer Atmospig (Treibhauseffekt) stellen wir nur das
Gleichgewicht auf einem anderen Niveau ein. Das Problem ist also nicht, daf3 wir zu wenig Energie
haben, sondern dal3 wir Energie nicht in der richtigen Form haben, in der wir siédsm “'In diesem
Zusammenhang kann man eine Energiewertigkeitugirgri, indem man diedfiigkeit, aus Energie me-
chanische Arbeit zu gewinnen, beksichtigt. Wir werden bei der Diskussion demvitielehre sehen,

daf} eine Zunahme der Entropie gleichbedeutend mit einer Abnahme der Energiewertigkeit ist. Insofern
haben wir auf unserer Erde kein Energie- sondern eher ein Entropieproblem.

1.9.3 Beispiele zur potentiellen Energie und Energieerhaltungssatz

Konstantes Gravitationsfeld

Auf der Erdoberfliche kann das Gravitationsfeld in guteahdrung als konstant angenommen werden,
d.hF = mg = const. Wahlt man als Bezugspunkutif'die potentielle Energie die Erdobexthie, so

erhdlt man fir die potentielle Energie einesoijers der Masse:, der sich in einer ldheh Uber der
Erdoberfliche befindet, die potentielle Energie

h h
Epot(h) = —/0 F.ds= —/0 Fdscos(F,ds)
h h
= —/ mg ds(—1) :mg/ ds (2.9.47)
0 0

wobeiF|| — ds angenommen wurde. Man albalso

Epot(h) = mgh . (1.9.48)

Die potentielle Energie eines der Schwerkraft ausgesetztepafs nimmt also linear mit derdté h

Uber der Erdoberdiche zu. Man et dieses Ergebnis unahgig davon, auf welchem Weg man die
Hohe h Uber der Erdoberdiche erreicht (siehe hierzu Abb. 1.77), d.h. die potentielle Eneigigth”
nur von der kbhe 4 und nicht dem gewafilten Weg ab. Man kann aus dieser potentiellen Energie nun
auch wieder uckwarts die Schwerkraft berechnen. Mit= z ist E,(z) = mgz und man erhilt

F, = —dEyo/dz = —myg.

Die Beziehung (1.9.48) hat zusammen mit dem Energiesatz vielfache Anwencdhglgérkeiten. So ist
z.B. beim freien Fall eines &tpers zu Beginm = 0 und damitFi;, (1) = 0 und Eio (1) = Epet(1) =
mgh. Bei der Ankunft am Erdboden ist dagegBj(2) = 0 und Eyo;(2) = 2mv?. Die Energieerhal-
tung verlangtEyo (1) = Eio(2) und damitymo? = mgh oder

v = +/2gh (1.9.49)

in Ubereinstimmung mit G1.(1.6.7). In den Zwischenlager z < h tragt zur Gesamtenergie sowohl
potentielle als auch kinetische Energie bei, aber immer soflal= const.

SAufgrund des Energieerhaltungssatzes kann man Energie nicht verbrauchen, man kann sie nur aus der einen Form in eine
andere Form umwandeln, wobei die Gesamtenergie erhalten bleibt.
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@  fr (b)

Abbildung 1.77: Zur Unabérigigkeit der Hubarbeit vom gahlten Weg. In (a) isW = F - s = mgh.
In (b) istW = F'-s' = (mgsina) - (h/sina) = mgh.

(@) (b) ©)
m )
! ! E e,
h h ‘ |
m | L . Ekm(h)
7 V7777772727227 -’.’Epot(h) l 7
Epo() = mgh Epo(0) = 0 0 h
Exin(h) = */>mv? =0 Exin(0) = ¥/zmv? = mgh

Abbildung 1.78: Potentielle und kinetische Energie beim Springen einer Stahlkugel auf einer elastischen
Unterlage.

Ist die Unterlage derartig beschaffen, dal3 beim Auftreffen dep&s nur konservative Kfte wirken
(hier elastische Kafte), d.h. dald keine Energie in Form vora¥kfieenergie “verloren” wird, so wird
der Korper reflektiert und kann wieder bis zur vollerliEh aufsteigen. Dabei wird dann kinetische
Energie wieder in potentielle Energie umgewangfelEine Stahlkugel, die auf eine Stahlplateltf”
springt periodisch zwischen denoHén 0 undh auf und ab, wobei aridig kinetische in potentielle
Energie und umgekehrt umgewandelt wird. Es gilt hietBgj;(h) = mgh und Ey,(h) = 0 sowie
Epot(0) = 0 und Eyi, (0) = $mv? = Im(gt)? = mg(39t?) = mgh. Der Verlauf der potentiellen und
kinetischen Energie ist in Abb. 1.78 gezeigt.

Bei der Schwingung eines mathematischen Pendels wechselt die Energie ebemfidig ztiischen
potentieller und kinetischer Energie hin und her. Mit eiabnlichen Argumentation wie beim freien

Fall ist bei einer Anfangsauslenkung bzw. einer Hebung der Pendelmasseauf die Hbhe h die
Geschwindigkeit beim Nulldurchgang dureh= /2gh gegeben. Diese Beziehung gilt auch jroRe
Auslenkungswinkel, di die die harmonische &fierung @it die Schwingungsform nicht mehulgig ist.

Die Einhaltung des Energieerhaltungssatzes beim mathematischen R&id#th auch sdmn’anhand

eines Fangpendels demonstrieren, bei dem ab einem bestimmten Auslenkungswinkel dieafgndell”
verktirzt wird (siehe hierzu Abb. 1.79). Die Pendelmasse steigt auch in diesem Fall exakt auf die gleich
Hoheh, da die potentielle Energie nur von deolhEh aber nicht von dem genauen Weg, wie die Masse
auf diese Hbhe gelangt, aldrigt.

80streng genommen uBte man hier zeigen, dal? beim Aufprall keine kinetische Energie auf dieuBedzagen wird. Wir
werden in Abschnitt 1.10 sehen, daf dies in der Tat der Fall ist.
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m

Abbildung 1.79: Zur Energieerhaltung beim Fangpendel.

Das Gravitationspotential

Ein Korper der Masse: erfahrt im Abstand- von einem zweiten Krper der Massé/ die Graviations-
kraft Fg = —G%f, die auf den KtperM gerichtet ist (siehe Abb. 1.80). Die MaskEbaut somit ein
radiales, kugelsymmetrisches Gravitationsfeld aufaft¢r;,"die alle auf einen festen Punkt hin bzw. von
einem Punkt weg gerichtet sind, nennt nmigemtralkafte Zentralkgfte, die zudem nur vom Abstand
zum Zentrum, nicht aber von der Raumrichtungafuen, sind zudem konservativ. Dies wird sofort aus
Abb. 1.80a klar, wenn man die Arbeitsbeige entlang des Weges — B — C — D betrachtet. Die
Beitrage der Wegsicke vonA — B und vonC — D kompensieren sich gerade, da hiy||ds bzw.
F¢ || — ds und die Kraft nur vorr abhéngt. Die Beitege der Wegelemente vdh — C und vonD — A
verschwinden, da hidfg L ds. Insgesamt verschwindet also die ArbfiFg-ds = 0, fur den speziell
gewdhlten in sich geschlossenen Weg. Da man jeden beliebigen Weg immer aus infinitesimalen radialen
Wegelementen und Kreisbogenelementen aufbauen kann, folgt, dafl3 die Arhjeddii geschlossenen
Weg verschwindet und damit die Gravitationskraft eine konservative Kraft darstellt.

(b)
nel(y

d(r) =- GM/Ir

Abbildung 1.80: (a) Zentrallafte mit Kugelsymmetrie sind konservativ. (b) Das Gravitationspotential
O(r)y=—-GM/r.

Die potentielle Energie der Gravitationskraft ergibt sich zu

(e.@) o0 M
Epor(r) = / F-ds:—/ G— ¢ ds . (1.9.50)

r2

Integriert man&hgs eines Radiusstrahls, soii$tls und es ist* - ds = dr. Damit ergibt sich
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Bpot(r) = —/ g Mm (1.9.51)

bzw.

Epoi(r) = —G (1.9.52)

r

Die letzte Gleichung zeigt, daf? die Wahl des Bezugspunktes zwadtignwar, da die potentielle Energie
der Gravitationswechselwirkunguf’zwei unendlich weit voneinander entfernt®ndér verschwindet.
Bewegt sich der Iéiper mit MasseM mit der Geschwindikei” und der Korper mit Massen mit
Geschwindigkeit, so ergibt sich die Gesamtenergie

1 5 Mm

1
Eii(r) = §MV2 +5m’ =G (1.9.53)

r

Da die potentielle Energie nach Gl.(1.9.52) linear von der Probenmasddengt, fihrt man dassra-
vitationspotential®(r) in der Form

Epot(r) = md(r) (1.9.54)

mit

O(r) = —G¥ (1.9.55)

ein. Das Potentiafb(r) hangt nur von der Masse/ des Zentralkipers und dem Abstand eines
Probeloipers ab. Der Funktionsverlauf var(r) ist in Abb. 1.80b gezeigt. Diaquipotentialfiichen
sind konzentrische Kugedfthen um\/ als Mittelpunkt 82

Die Einflihrung des Gravitationspotentials bringt den Vorteil, dal bei Anwesenheit mehrerer Massen
M, M>, ...das Gesamtpotentidl in einem Raumpunkt durch die skalare Summe der Einzelpotentiale
gegeben ist

d = Z(I)"__ZGr_i‘ (1.9.56)
i=1 i=1

Die einfache Addition der Potentiale ist hierbei eine direkte Konsequenz des in Abschnitt 1.5.1 disku-
tierten Superpositionsprinzips. Eine Probemasse hat in diesem Raumpunkt dann die potentielle Energie
E,o = m® und die Kraft auf die Masse ergibt sich dann &us- —gradE,,.;. Auf diese Weise umgeht

man die unbequeme vektorielle Addition der Einzefke.

5110 Abschnitt 1.5 wurde gezeigt, daR die Gravitationskraft im Innern einer Hohlkugel verschwindet. Die potentielle Energie
der Gravitationskraft muR deshalb im Innern einer Hohlkugel konstant sein uagbiss: (r) = — [° GX2dr = -G 2™
furr < R, wobei R der Radius der Hohlkugel ist. Das Integfg’f tragt aufgrund des Verschwindens der Gravitationskraft im
Innern der Hohlkugel nichts bei.
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Entweichen aus den Gravitationsfeld der Erde:

Anhand von GI.(1.9.53) kann berechnet werden, mit welcher Startgeschwindigkeit ein
Korper der Masse m von der Erde (Mg = 5.98 x 10**kg, Rg = 6.38 x 10°m, V = 0)
aus gesehen abgeschossen werden muf3, um aus dem Gravitationsfeld der Erde zu ent-
weichen. Die Geschwindigkeit ergibt sich aus der Bedingung, daf} E,.(c0) = 0, wahrend
Eyin(00) > 0 sein soll. Im Grenzfall Ey;,(c0) = 0 kommt der Korper im Unendlichen gerade
mit v = 0 an, seine Gesamtenergie ist dann E;,; = 0. Aus dem Energieerhaltungssatz folgt
dann fur seine Geschwindigkeit auf der Erde

1 Mgm
By = 5mqﬂ—G ;E (1.9.57)
oder
v = J2GMe (1.9.58)
REg

Die Geschwindigkeit ist also unabhangig von der Masse m des Kdrpers. Mit obigen Zahlen-
werten ergibt sich v = 11.2 x 10°m/s.

Das Masse-Feder-Pendel — das harmonische Oszillatorpotential
Die Federkraft ist bei Vernacagsigung von Reibungsifitén proportional zur Auslenkundy = —kzx.

Diese Kraft ist konservativ. lf'die Berechnung der potentiellen Energighl'man als Bezugspunkt den
unausgelenkten Zustand= 0 (siehe Abb. 1.81a). Damit ergibt sich

Epot(z) = / F-ds:/ dex:/ kx dx:k/ x dx (1.9.59)
0 0 0 0

und somit

1
Epot(7) = Ekﬁ. (1.9.60)

Die potentielle Energie achst also quadratisch mit der Auslenkungn. Man bezeichnek) (z) als
harmonisches Oszillatorpotentjadla man durch Gradientenbildudg = —dF,./dz = kz eine har-
monische Kraft erlt. Die Gleichgewichtslage = 0 stellt, wie Abb. 1.81b zeigt, ein Extremum der
potentiellen EnergiedF, .. /dz = 0) und zwar ein Minimum dar, was zu einer stabilen Gleichgewichts-
lage beixr = 0 fuhrt.

Verschiebt man die Federmasse aus ihrer Gleichgewichtsposition, so setzt eine harmonische Schwin-
gung ein, bei der aridig potentielle in kinetische Energie und umgekehrt umgewandelt wird. In den
Endpunkten der Schwingung iBl,; = Epot und Eyi, = 0, wahrend beim Nulldurchgangfo, = Ekin

und E,o, = 0 ist. Durch zeitliche Ableitung der Gesamtenergie ergibt sich

By _ o _ dgm®+3ke?) deds | odo
dat ar at ar T

(1.9.61)

woraus fir 7 # 0
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(a) (b) =

|Epo.t \ %7. 1 .)>(

Abbildung 1.81: (a) Zur potentiellen Energie einer gespannten Feder. (b) Das harmonische Oszillator-
potential einer Feder.

d’x

folgt, also genau die schon in Abbschnitt 1.6 aus Newtonschen Bewegungsgleichungen abgeleitete
Bewegungsgleichung. Dieses Beispiel macht also auch deutlich, daf? die Energiebetrachtung gleichwer-
tig zur Newtonschen Beschreibungsweise ist.

Beispiel: Masse-Feder-Pendel mit endlicher Federmasse:

Die Anwendung des Energiesatzes fuhrt oft zu einer einfacheren Darstellung eines Problem,
wie anhand des Masse-Feder-Pendels mit endlicher Federmasse mpr gezeigt werden soll.
Die Ruhelange der Feder sei [, und sie habe eine Massenbelegung pro LAngeneinheit von
n = mp/ly. Mit n kann die Masse dm eines Federstucks diI durch dm = ndl ausgedriickt
werden. Bei der Auslenkung der Federmasse m um das Stiick x, wird das Federelement
dl im Abstand ! von der Befestigung um z; = w% ausgelenkt. Damit erhdlt man fir die
kinetische Energie

1 dz\? lo dx; 2
Evn = =Zk|— — — . 1.9.
" 2k<dt> +/0 2dm<dt> (1.9.63)
Mit (dz;/dt)*dm = (dz/dt)?(1?/1Z)ndl = (dz/dt)?(1? /1) (mF [lo)dl ergibt sich
1 (dx\” 1my (dx ol N 1 (dx\” 1my (dx 1
Exin = Sk|— 573 | = =sk| = =) 26
: 2k<dt> T <dt> o vl 2k<dt> T <dt> 3l
1 1 dz\®
= = = — . 1.9.64
2<m+3mp> (dt) (1.9.64)

Die potentielle Energie ist nach wie vor Eyq = %ka. Die Anwendung des Energieerhal-
tungssatzes liefert nach GI.(1.9.61) die Differentialgleichung der Schwingung, die fur einen
harmonischen Ansatz auf die Schwingungsdauer

T = zm/%’”l’/?’. (1.9.65)

fuhrt, wonach die Federmasse zu einem Drittel zur effektiv schwingenden Masse beitragt.
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1.9.4 Das Prinzip der virtuellen Arbeit

Wir haben oben gesehen, dal’ die Bedingungsfatisches Kaftegleichgewicht sich sehr einfach als ein
Minimum in der potentiellen Energie austtken Bt. Das jetzt zu diskutierend®inzip der virtuellen
Arbeitkann als eine Verallgemeinerung der obiggrerlegungen betrachtet werden.

Wir betrachten ein System vonMassenpunkten mit Massen;, die zurachst alle frei beweglich sein
sollen. Auf deni-ten Massenpunkt wirke die Gesamtkriftein, die sich aus der Summe der inneren
KrafteFy; (K = 1,...,n; k # i), die vomk-ten auf den-ten Massenpunkt wirken, und der von auf3en
an demi-ten Massenpunkt angreifendanfReren KrafF; zusammensetzt. Digingepagte KraftF; ist
deshalb

Fi = Y Fu+Ff. (1.9.66)
k=1;k#i

Das System wird genau dann im Zustand der Ruhe verharren (statisches Gleichgewicht), wenn die Kraft
F; auf jeden einzelnen Massenpunkt verschwindet. Die Gleichgewichtsbedingung lautet somit

F; = 0 fur +=1,...,n . (1.9.67)

Um diese Gleichgewichtsbedingung in anderer Form auszldn, wird dievirtuelle Veriickungds;
eingefihrt®? Diese Vertickung soll einerseits so schnell erfolgen, daR diaftérals zeitlich konstant
angenommen werderokien, andererseits aber langsam genug, damit kemgh@itskafte geweckt
werden. Mit der virtuellen Vetrckungds; fur deni-ten Massenpunkt ist die virtuelle Arbeitd; =
F; - 0s; verbunden. Im statischen Gleichgewicht gilt wegen GI.(1.9.67) trivialerweise

W = Xn:awi :Xn:Fi-asizo . (1.9.68)

Das heif3tijm statischen Gleichgewicht verschwindet die virtuelle Arbeit der eiagegr Kéafte In
GL.(1.9.68) sind alle Verrckungervs; unabldngig voneinander.

Sind die K@&fteF; alle aus einem Potential ableitbar und bezeichnet man die gesamte potentielle Energie
mit E,qt, SO wird mit G1.(1.9.30) aus GI.(1.9.68)

oW = Y Fi-0si=—) 0Epot,i=—0Fpy =0 . (1.9.69)

Das heif3tjm statischen Gleichgewicht eines Systems von freien Massenpunkten nimmt die potentielle
Energie ein Minimum einDies wurde oben anhand des Masse-Feder-Pendels bereits festgestellt.

Der wirkliche Nutzen der virtuellen Arbeit tritt aber erst dann zu Tage, wenn man die Voraussetzung
fallen laR3t, dal3 sich die Massenpunkte frei bewegamren sollen. Wir wollen jetzt annehmen, dafl3 die

%2In folgendem wird zur Unterscheidung vom Symba! bei den wirklichen GoRen fir die virtuellen GoRen das Symbol
“§” verwendet.
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Virtuelle Arbeit: Beispiel Masse-Feder-Pendel:

Ein Masse-Feder-Pendel habe die Gleichgewichtsposition = und es greife an der Masse m
eine vorgegebene aul3ere Kraft F* an. Mit der Federkraft F und der virtuellen Verriickung
ds = dx x wird aus GI.(1.9.68)

W = F-0s+F -0s=F,dz+Féx=0. (1.9.70)

Mit der potentiellen Energie E,o = %ka ist F0x = —0E,o, = —kxdz. Damit folgt fur die
Gleichgewichtslage = aus —kxzdx + Fréxz = 0 die Bedingung = = F}/k. Diese Bedingung
hatte man im vorliegenden Fall, fir den die Federkraft bekannt ist, viel schneller aus der
Gleichgewichtsbedingung (1.9.67) fur die Krafte ableiten kdnnen. Es kommt aber in vielen
Fallen vor, dal3 man die potentielle Energie der inneren Krafte viel einfacher berechnen
kann als die Krafte selbst. Fihrt man hier au3ere Krafte F* ein, die den inneren Kraften
das Gleichgewicht halten, so lassen sich diese nach dem eben beschriebenen Verfahren
auffinden.

Massenpunkte gewiss&wangskiiftenausgesetzt sind, die ihre Bewegungsgfichkeiten einsclariken

(z.B. Bewegung entlang von vorgeschriebener Bahn, Schiene, Unterlage, etc.). Als Zwangsbedingung
kann auch ein konstanter Abstand der Massenpunkte gefordert werden odeomeR i§ einem be-
stimmten Volumen eingeschlossen sein sollen (Mallekion Gasen, EiSsigkeiten). Ei' die Einhaltung

der Zwangsbedingungen sorgéwangskifte f, die von den Bhrungen, Vdnden, Unterlagen etc. auf

die Massen&iper ubertragen werden. Amtten Massenpunkt greift dann atzlich zur inneren Kraft

F; die Zwangskraftf; an. Im Gleichgewichtszustand mul3 die VektorsummeBusnd f; fur jeden
einzelnen Massenpunkt verschwinden, wodurch GI.(1.9.67) zu

Fi+ff = 0 fir 1=1,...,n (2.9.71)

verallgemeinert wird. Bei der praktischen Anwendung von GI.(1.9.71) tritt die Schwierigkeit auf, daf3
man zur Berechnung dauReren Kafte, die das System von Massenpunkten ins Gleichgewicht bringen,
die Zwangskafte f; kennen muf3, was bei komplizierten mechanischen Apparaturen (z.B Kurbel) nicht
der Fall ist. Das Prinzip der virtuellen Arbeit bringt nun den entscheidenden Vorteil, dal3 es ohne Kennt-
nis der Zwangslkafte auskommt. Um dies zu zeigemhft man wieder virtuelle Veackungendg der
Massenpunkte ein, die jetzt aber mit den Zwangsbedingungeraglcetr'sein nussen. Wir betrachten
dazu das in Abb. 1.82 gezeigt System aus zwei Massenpunkten mit Massed m,, die lber eine
starre Stange aneinander gekoppelt sind. Die virtuellerugkurigernys, undds, lassen sich immer als

eine Translation der Stange uf® und eine Rotation der Stange um als Drehpunkt darstellen. Bei
infinitesimal kleinen Vemckungen ist dabei die bei der Rotation erzielte Verschiebung der Masse
immer senkrecht zur Stange, so dal die Mekringds; alsdsy = dsy + ds, ausgednckt werden kann.

Die mit den Vertickungends; aus der Gleichgewichtslage heraus berechnete virtuelle AsBéiist
dann mit GI.(1.9.71)

oW = ) (Fi+f) 05 =0 . (1.9.72)
i=1

Man kann nun ansetzen, dal3 die Zwangftkrin einem mechanischen Systamgich genommen keine
Arbeit verrichten lonnen, d.h. es gilt
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ms;

oS
oS,/ \ "

m;
0S;
0S,
mo
m;

Abbildung 1.82: Virtuelle Vemickung zweier starr gekoppelter Massen.

d fi-dsp = 0. (1.9.73)
i=1

Dieser Ansatz di3t sich bei einer Schienesfiung z.B. damit begriden, dal3 die zafsigen
Verrtickungen nur in Richtung der Schiene (tangential) verlautefed, die von den Schienen augsgée
Zwangskraft aber immer normal zur Schiene gerichtet ist. Somit wird das Skalarpfodiskt= 0.3

FalRt man die Gleichungen (1.9.72) und (1.9.73) zusammen, att enhih dasPrinzip der virtuellen
Arbeitin der Form

n
W = > Fi-0si=0 . (1.9.74)
i=1

Im Gleichgewicht verschwindet also die virtuelle Arbeit der einggpen Kafte E fur Verrickungen
0s;, die genal3 den Zwangsbedingungen assig sind. Die Zwangs#fte treten hier zwar nicht mehr auf,
man muf3 aber backsichtigen, dal die einzelnen Mackungen jetzt nicht mehr unaéhgig voneinander
sind. Daher kann man jetzt nicht mehr &yf= 0 schlieRer??

Sind die einge@gten Kefte alle konservativ, so wird mit der potentiellen Enerfjig, des Gesamtsy-
stems wegen GI.(1.9.30)

n
W = > Fi-dsi= 0By =0 . (1.9.75)
i=1

Im Gleichgewicht nimmt deshalb die potentielle Energie der eidgépn Kéfte auch bei Anwesen-
heit von Zwangskften ein Extremum ejiwobei allerdings das Extremum die Zwangsbedingungen als
Nebenbedingungen enthalten muf3.

83Ein allgemeiner Beweiaif die Richtigkeit dieses Ansatzes soll hier nichtugetwerden.

54Bei der Diskussion der Gleichgewichtsbedingungen muR man sich nicht mehr um die im einzelnen auftretenden Zwangs-
bedingungen inmern. Trotzdem spielen diese bei vielen mechanischen Systemen (@dReBkonstruktionen, Kran, etc.)
eine wichtige Rolle und ihre Kenntnis ist bei der Konstrution notwendig. LAgfrange geht ein allgemeines Verfahren mak;
das im Anschlul? an das Prinzip der virtuellen Arbeit die Bestimmung von Zwaaftgskrgestattet. Darauf soll aber hier nicht
eingegangen werden.
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Prinzip der virtuellen Arbeit: Beispiel schiefe Ebene:

Abb. 1.83a zeigt eine schiefe Ebene, auf der eine Masse m; reibungsfrei gleiten kann und
durch eine Masse m- Uber ein Seil und eine Umlenkrolle im Gleichgewicht gehalten wird.
Die eingepragten Krafte sind F; = m;g und F; = mog. Mit den zulassigen Verriickungen
ds1 und éso sowie den Winkeln « und 3 erhalt man

ow Fi 0s1 + Fg-0se = myig- sy + mag - dss

= mygdsy cosa + mogdss cosT = mygdsy sin B — mogdss . (1.9.76)

Wegen §s; = ds» folgt daher aus der Gleichgewichtsbedingung 6W = 0

ms = mqsing . (2.9.77)

Bei diesem einfachen Beispiel hatte man wohl dieses Resultat einfacher anhand einer Kom-
ponentenzerlegung der eingepragten Krafte erhalten. Das Beispiel zeigt aber immerhin, dald
das Prinzip der virtuellen Arbeit die Ermittlung der Zwangskraft der Unterlage Uberflissig
macht.

Prinzip der virtuellen Arbeit: Beispiel Flaschenzug:

Abb. 1.83b zeigt einen Flaschenzug, bei dem ein Seil liber eine lose und eine feste Rolle
gefuhrt ist. Gesucht ist die Kraft F» die der Last F; das Gleichgewicht halt. Das Prinzip der
virtuellen Arbeit verlangt

oW = Fq:-6s1+Fz-0s0=0. (1978)

Bei Anhebung der losen Rolle um ds; gewinnt man die Seillange 2dsq, d.h. 20s; = ds». Da
auBerdem Fq|| — ds1 und F2||ds2 folgt

—F1681 + F2682 = —F1681 + F22681 =0
1

oder FQ = iFl . (1979)

Auch hier muf3 man sich nicht um die Zwangskrafte kimmern.

Abbildung 1.83: (a) Gelichgewichtsbedingung bei der schiefen Ebene. (b) Gleichgewichtsbedingung
beim Flaschenzug.

Zum Abschlul3 dieses Abschnitts soll noch darauf hingewiesen werden, dal man mit dem Prinzip der
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virtuellen Arbeit auch dynamische Probleme betrachten kann. Dazu muf3 man ledigich mit Hilfe der
d’Alembertschen TagheitskraftFr = —ma die Newtonsche Bewegungsgleichurl = ma zu

F —ma = F + Fr = 0 umschreiben und damit die Dynamik formal auf ein Gleichgewichtspro-
blem zwischen realen und dgheitskaften zutickflihren. Macht man auch in der Dynamik den Ansatz,
daR die Zwangslafte keinen Beitrag zur virtuellen Arbeit liefern, so althinan dasd’Alembert sche
Prinzip

- d2ri
W=y (Fi—miﬁ> 0s; =0 . (1.9.80)
=1

In dieser Formulierung der Dynamik sind die Bewegungsgleichungen uminterpretiert worden zu einer
Aussageuber die virtuelle Arbeit. Vord’Alembertschen Prinzip ausgehend werden Hagrange-
Gleichungenund dieHamilton-Gleichungerabgeleitet, die die Grundlage der theoretischen Mechanik
bilden®® Der fiir Newton zentrale Begriff der Kraft tritt dabei in den Hintergrund zugunsten der Begriffe
Energie, Impuls und Drehimpuls.

1.9.5 Wasist Energie ?

Wir haben soeben gelernt, dal es ein Gesetz gibt, dal3 alle Nahmamlefhe beherrscht, die bis heute
bekannt sind, armlich das Gesetz der Energieerhaltung. Es besagt, dal3 ebfte,Glie wir Energie
nennen, bei allen Voagigen in der Natur unvandert bleibt. Im Prinzip ist dies eine sehr abstrakte
Aussage, ja ein mathematisches Prinzip. Es besagt, dalR eine numerie@eee®istiert, die sich nicht
verandert. Es ist zumchst unverstridlich, daR wir eine Zahl berechnenriiien und, wenn wir nach
einiger Zeit, in der in der Natur viel passiert ist, diese Zahl wieder berechnen, feststellen, dal? diese Zahl
gleich geblieben ist.

Es ist wichtig, sich klar zu machen, dal3 wir in der heutigen Physik nicht wissen, was Energie ist. Wir
haben kein Bild davon, dal3 z.B. Energie in kleinen Klumpen definierteR&rorkommt. Aber wir
haben mathematische Formeln, mit denen wir eine numerisobi@eGrérechnendkinen, die immer die
gleiche Zahl besitzt. Insofern ist Energie eine abstrakte Sache.

Zum Anschluf3 soll noch ein Hinweis auf den Zusammenhang zwischen der Energieerhaltung und einer
Symmetrieeigenschaft der physikalischen Gesetze gegeben werden. Es zeigt sich, dal3 die physikali-
schen Gesetze beglich einer Translation in der Zeit unardert bleiben, was gleichbedeutend mit der
Energieerhaltung ist. Allgemein gibt es in der Quantenmechamikefde Symmetrieeigenschaft ein
entsprechendes Erhaltungsgesetz, d.h. es gibt eine definierte Verbindung zwischen den Erhaltungsgeset-
zen und den Symmetrien der physikalischen Gesetze. Im Monoemtek"wir dies naitrlich nur ohne
irgendeinen Versuch einer Egkling behaupten. Eine genau®iEeiung folgt im Rahmen der Quanten-
mechanik.

%Diese Gleichungen werden aukflich in den Vorlesungen zur Theoretischen Physik diskutiert.
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1.10 Der Impuls

Nach der Energie, die durch das Wegintegral der Kf&t- ds gegeben ist, beseftigen wir uns in

diesem Abschnitt mit einer weiteren @&, dem Zeitintegral der KraftFdt, fur die ebenso ein Erhal-
tungssatz gilt und uns zum Begriff dempulsesfuihrt. Die neue Gaf3e[ Fdt wird Kraftsto3genannt.

Es IRt sich ein Impulserhaltungssatz formulieren, der zusammen mit dem Energieerhaltungssatz zu den
Fundamentalgesetzen der Physik githWegen seiner fundamentalen Bedeutung sollmgulserhal-
tungssatausgehend von unterschiedlichen Voraussetzungen bewiesen wetdeé®yskéme von Mas-
senpunkten wird deMassenmittelpunkbder Schwerpunkeingefihrt und damit delSchwerpunktsatz
abgeleitet, der eine Aussagber den Gesamtimpuls des Systems macht. Schlief3lich wird die Energie-
und Impulserhaltung angewendet, um 8ieRgesetzaufzustellen.

1.10.1 Impuls und Kraftstol3

Als Impulsp eines Korpers (Massenpunktes) mit Masgseund Geschwindigkeitr bezeichnet man den
Vektor

|p = mv . (110.1)

Der Impuls hat also die gleiche Richtung wie die Geschwindigkeit und seine Einheit im SI-System ist

p] = 1kg?. (1.10.2)

Mit Hilfe des Impulsesdlit sich dieNewtonsche Bewegungsgleichung zu

dv  d(mv) dp
F = = —_— = = —
ma =y dt dt

(1.10.3)

umschreiben. D.h. eine an einenoigér angreifende Krafutirt zu eineAnderung des Impulses und
die Impulsinderungsgeschwindigkeit ist gleich der Kréfft.

Die allgemeinere Formulierung (1.10.3)ht zu einem dynamischen Grundgeseir Korper zeitlich
veranderlicher Masse

dp dv dm dm

Das GesetF = ma deckt in GI.(1.10.4) also nur den Spezialfall= const ab.

Geschwindigkeitsaldrigige, d.h. variable Massen, treten in dg&nsteinschen speziellen Relati-
vitatstheorie auf. NacBinsteinist die maximale Geschwindigkeit, mit der siclotoér bewegendtinen,
die Lichtgeschwindigkeit. Flir Geschwindigkeitem ~ ¢ muf3 deshalb die Beschleuniguaguch dann
verschwinden, wenn eine Kralit # 0 in Bewegungsrichtung einwirkt. Dennochhfit die einwirkende
Kraft Uber den Ternfif%v zu einer Impulahderunglp/dt des Korpers, die sich in einer relativistischen
Massemahderung manifestiert. U F||v entspricht die Vergf3erung des Impulses uip/dt = F einer
Massenzunahmém/dt > 0, die sich wegeru =~ 0 zu dp/dt =~ ffi—’?v ~ ‘Z—Tc ergibt. Bei extrem
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Abbildung 1.84: (a) Reflexion von Stahlkugeln an einer Stahlplatte. (b) Zur Veranschaulichung des
Gesamtimpulses und der Gesamtkraft in einem System von Massenpunkten.

relativistischen Geschwindigkeiten~ ¢ kann man also in GI.(1.10.4) den Temwa, den wir bisher
ausschlief3lich betrachtet haben, g ‘Z—Tv sogar vernachlssigen.

In folgendem soll angenommen werden, dal die auftretenden Geschwindigkiiéémgegen die Licht-
geschwindigkeit sind und deshalb die Massen der einzelrapdf als konstant angenommen werden
kdnnen. Als Beispiel betrachten wir eine Stahlkugel der Massdie unter dem Winket relativ zur
Flachennormalei mit der Geschwindigkeit auf eine Stahlplatte (siehe Abb. 1.84a) aufprallt. Man be-
obachtet, daR die Stahlkugel in der vonndn aufgespannten Ebene mit dem Ausfallswinkelnd der
Geschwindigkeit’ reflektiert wird. Dabei gilt €ii die Winkel das Spiegelungsgesetz o und flir die
Betrdge der Geschwindigkeitem = +/. Die Kugel erfihrt dann nach Abb. 1.84a eine Immisierung
Ap = p'—p = mv' —mv = (mv,+mvy) — (mv, +mvy) = mvy —mvy, die normal zur Oberdiche
steht und wegen der Antiparallglitvonv,, undv,, den BetragAp = 2muv,, = 2muv cos « besitzt. Wenn
nun im Zeitintervaldt genauN Kugeln auftreffen, so ist die Auftreffrate = dN/dt und in der Zeitdt
muf3 der Impulglp = dN - Ap = ndt - 2mwv cos « von der Stahlplatte auf die Kugelibértragen werden.
Nach GI.(1.10.3) ist dazu die Kraft

dp

F =
dt

= 2nmu cos a (1.10.5)

erforderlich, mit der die Platte in Richtung de@Eliennormalen gedckt werden muf¥.

Um von der Idealisierung der d¢per zu Massenpunkten weg zu kommen, betrachten wir nun einen
Gesamtkrper, den wir uns aus einem System von Massenpunkten zusammengesetzt demaem k-
(siehe Abb. 1.84b). Bei diesem System von Massenpunkten mit den Magstan Geschwindigkeiten

vi und den Impulsemp;, auf die die Kefte F; einwirken, gilt zurdchst fir jeden einzelnen Massenpunkt

dpi
F, — . 1.10.6
o ( )

Man flihrt dann den Gesamtimputg.; des Systems als

5Newton hatubrigens seine Lex Secunda &ls= dp/dt formuliert und nicht, wie von uns bisher angesetzt s ma.
Beide Formulierungen sind natich bei konstanter Masse identisch.

5In unserem Alltagsleben entspricht dieses Experiment dem Anstemmen eines Regenschirms gegen die auftrefenden
Wasser- und Luftmolaké.
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Piot = Y _Di (1.10.7)
=1

und entsprechend die Gesamtki®Bft; als

n

Fiot = » Fj (1.10.8)
i=1

ein und erlalt aus GI.(1.10.6) bis (1.10.8) den Ausdruck

dpto
Fiot — li’i;t. (1.10.9)

Diese Gleichung ist dagdynamische Grundgesetiar Systeme von Massenpunkten, die teilweise oder
ganz in ausgedehnten makroskopischemg€in zusammengefal3t seiorkien.

Wir betrachten nun wieder GI.(1.10.3), bringen sie in die Form

Fdt = dp . (1.10.10)

und integrieren von der Anfangszeijtbis zur Endzeit,. Man erlalt

to to
/ Fdt = / dp = p(t2) — p(t1) :=p2 —p1:=Ap (1.10.11
t1

t1

bzw. bei konstanter Masse

to
/ Fdt = Ap=m(va—v1) . (1.10.12)
t1

Die Integration ist in Abb. 1.85 veranschaulicht. Insbesondere wird klar, daf3

t2 to
p(t1) +/ dp = p(t9) bzw. / dp =pz2 —p1=Ap . (1.10.13)

t1 t1

Das Zeitintegral der Kraft nennt man dEnaftstof3(siehe Abb. 1.86), der nicht mit dem Wegintegral der
Kraft, der ArbeitWs;, verwechselt werden darf. Zusammenfassend kann man festhaltededalf
einen Korper Uberragene Kraftsto3 gleich dessen ImgmiderungAp ist.

Fir einen sich kaftefrei bewegenden étper istF = 0 und damit verschwindet auch der KraftstoR3
und die Impulsihderung. Das heil3t, der Impuls desrpérs ist konstant. Dies ist lediglich eine andere
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Abbildung 1.85: Zur Veranschaulichung der Impansierung zwischen den Zeit¢runds.

(@) (b)
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Abbildung 1.86: (a) Zur Definition des Kraftstosses. Dieoget FEche unter der Kurve entspricht dem
Kraftstorsflfl2 Fdt. (b) Impulsinderung durch eine im Zeitintervall zwischgmndt, zeitlich konstante
Kraft.

Formulierung des$alileischen Tagheitsgesetzes aus Abbschnitt 1.4, wepf' = const beim = const
auchv = const.

SchlieRlich kann man eine direkte Beziehung zwischen Impuls und kinetischer Energie ableiten. Es ist

1 m2v? (mv) - (mv) PP
Ein = —mv?= = = 1.10.14
k 2™ T o, om om ( )
oder
p2
Exin = 5— - (1.10.15)
2m

Fur einen Korper mit definierter Masse sind also kinetische Energie und Impuls nicht angighvon-
einander vorgebbar.

1.10.2 Impulserhaltungssatz
Wir betrachten zwei Masseim; und ms,, zwischen denen die inneren &té F; und F» wirken. Es

sollen keinealReren Kafte F* vorhanden sein. Man sagt dann, die Massen bildemlefreschlossenes
SystemAus dem 3Newtonschen Axiom (actio = reactio) folgt dann

Fi. = -F = Fiot=F1+F2=0. (11016)
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Mit der BewegungsgleichunB = dp/dt folgt dann

dp1  dp2 d(p1 +p2)
b P, P2 g (1.10.17)

und somit fir den Gesamtimpulgio: = p1 + P2

dptot
dt

- 0. (1.10.18)

Das heif3t;

Der Gesamtimpuls der Teilchen eines abge-
schlossenen Systems ist zeitlich konstant:

Ptot = const (abgeschlossenes System) .(1.10.19

Dies ist der Inhalt desmpulserhaltungssatzezder kurzimpulssatzes Einen analogen Erhaltungssatz
fur die Energie haben wir in Abschnitt 1.9.2 aufgestellt.

0,20 Pwi=0 0120
2= 1=
V,=0 JVW\M/\F v1=0
ms m2
o=0

Ap,=p', = J Pro —— Ap;=p.
N e B A V=0

m]_ mo

Abbildung 1.87: Zur Impulserhaltung in einem abgeschlossenen System.

Zur Veranschaulichung des Impulssatzes betrachten wir die in Abb. 1.87 gezeigte Versuchsanordnung,
bei der zwei Massem; undms, auf einer horizontalen Unterlage reibungsfrei gleitenikén. Zu Beginn

des Experiments werden die beiden Massen unter Wirkungugerén Kraff* zusammengeschoben

und dabei eine masselos angenommene Feder gestaucht. Von dem Moment an, zu dem die Massen
losgelassen werden, stellt das System ein abgeschlossenes System dar, da keine extftenerelr”
wirken. Am Anfang giltvy; = O undve = 0 sowiep; = 0 undps = 0, wodurchpiot = O.

Die Federkafte F; und F5 kdonnen zum Zeitpunkty, zu dem dieau3eren Kafte entfernt werden, mit

der Beschleunigung und damit der Imputsierung der Massen, undmsy beginnen. Die Federkfte

bleiben eine Zeitspann&t wirksam, bis die Federollig entspannt ist. Zu jedem Zeitpunkt gilt hierbei
aufgrund des WechselwirkungsgesetFges—= —F5 und damit fir die Impulsinderung im Zeitintervall

dt

dpl = Fldt = —det = —dpz . (11020)
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Die Integration dieser Gleichung vanbis (¢, + At) ergibt

to+AtL to+AtL
Ap; — / Fydt — —/ Fadt = —Aps (1.10.21)

to to

oder

Aptot = Ap1+Ap2=0 . (1.10.22)

Das heil3t, der Impulserhaltungssa@ipiot = 0 bzw. pot = const ist erfiillt und zwar im Gegensatz
zu GI.(1.10.18) nicht nurndi'infinitesimale Impulanderungen, sonderarfdas gesamte Zeitintervalt.

Da der Gesamtimpuls zu Versuchsbegiry, = 0 war, verschwindet er auch bei Versuchsende, obwohl
hier die Einzelimpulse} und p,, bzw. die Einzelgeschwindigkeitev, und v}, nicht verschwinden.
Aufgrund des nicht verschwindenden KraftstoBes in GI.(1.10.20pst= p} —p1 undAp2 = phb—p2
endlich. AuBerdem folgt aus GI.(1.10.21) und (1.10.22), daR die Implised p, betragsraRig gleich
groB3 sind und antiparallel zueinander gerichtet sindr d&s Verlltnis der Geschwindigkeiten exh”
man deshalb

!
o M2 (1.10.23)

vl my

Die Geschwindigkeiten verhalten sich also umgekehrt wie ihre Massen.

Die Beziehung zwischen den Kraftf¥én bzw. den Impudgiderungendf3t sich so interpretieren, dai
bei der Wechselwirkung zwischen zwebHKern ein ImpulsAp ausgetauscht wird, und zwar so, daf3
der Impuls, den der &'per 2 abgibt Ap = —Aps), von dem Kirper 1 aufgenommen wird\p =
Ap; = —Apz) . Die zum abgegebenen ImpulsAp, antiparallele ImpulaiiderungAps von Kérper

2 wird alsRickstoRRauf den Kirper 2 bezeichnet. Insgesarafit’sich festhalten, da’ der wechselweise
Impulsaustausch letztendlich nur eine andere Formulierung von actio = rea&io ist.

Verallgemeinerung auf n-Teilchen-Systeme

Die bislang fir ein abgeschlossenes System aus zwei Teilchen geméatiheedrgungen érinen leicht
fur ein n-Teilchen-System verallgemeinert werden. Die GesamiRyafif deni-ten Massenpunkt setzt
sich dabei aus den Zweakjerkiften Fy; zwischen dem betrachteterokper und allen anderen zusam-
men:

F, = > Fug. (1.10.24)
k=1;k#i

Fur deni-ten Massenpunkt isF; = dp;/dt und flir das Gesamtsystem mit der Kr&ff, und dem
Impuls pgot gilt

8Es wird weiter unten gezeigt, daR die Impulserhaltung allgemein aus der Translationsinvarianz physikalischer Prozesse
folgt.
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n n
Fiot = > Fi und peot =Y pi, (1.10.25)
i=1 i=1

worausFo¢ = dpiot/dt folgt. Damit ist dann

d o n n n
I;ttt _ ;Fizz Z Fi; . (1.10.26)

i=1 k=l;k#i

Mit dem Newtonschen Wechselwirkungsgesetz verschwindet die Summe auf der rechten Seite von
Gl.(1.10.26), da bei der Summation jedes Teilchengadr) zur GesamtkrafFy; und Fy, beitragen,
die sich gegenseitig aufheben. Daher gilt €in abgeschlossenasTeilchen-System ebenfalls:

Fiot = 0 (abgeschlossenes System) (1.10.27

und der Gesamtimpuls des Systems bleibt erhalten:

Ptot = const (abgeschlossenes System) (1.10.28

Startende Rakete

Als Beispiel fir dasRicksto3prinzipsoll hier kurz der Raketenantrieb diskutiert werden. Bei Rake-
tenmotoren wird Treibstoff entidet und die bei der Verbrennung entstehenden Gase entweichen mit
hoher Geschwindigkeit aus dem Auspuff. Der zum Impuls der ausgestolienen Gasenaidiparalle-

le Ruckstol? wird zur Beschleunigung der Rakete benutzt. Die entsprechende Raketengleichung soll in
folgendem §ir eine im Schwerefeld der Erde senkrecht nach oben startende Rakete aufgestellt werden
(siehe Abb. 1.88). Die Gesamtmassél) der Rakete zum Zeitpunktkonnen wir uns als aus der Masse

|dm/| der Auspuffgase, die in der Zeit zwischent undt + dt entstehen, und der Restmasse- |dm)|
zusammengesetzt denken. Im Zeitintervéllkann in guter Mherung angenommen werden, daf3 die
Gasteilchen mit konstanter Geschwindigkeit relativ zur Rakete abgestof3en werdeur €ihen Beob-

achter auRerhalb der Rakete haben die Gasteilchen dann die Geschwindigkeitr. Die Restmasse

m — |dm| der Rakete wird beschleunigt und hat nach der Zeitlie Geschwindigkeiv + dv. Die
Bewegungsgleichung des Gesamtsystems ist mit GI.(1.10.9) gegebenEFlwch dpiot/dt. Fur die
GesamtkrafF,t ist zu beachten, dald sich die bei der Treibstoffverbrennung entwickelten innexé@ Kr”
wegen actio = reactio gegenseitig kompensieren, souafid Impulsinderung nur die alsulRere Kraft
wirkende Schwerkraff ¢ = mg zu beticksichtigen ist. Die inneren léfte liefern fir sich genommen
aufgrund des Impulssatzes die Im@ansérungip,ot/dt = 0. Man erlalt somit

dpto
mg = %. (1.10.29)

Mit den oben angegebenen Massen und Geschwindigkeiten berechnet sich daraus dentheputsj
des Systems Rakete+Gas zu
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Abbildung 1.88: Zum RckstoRRprinzip bei einem Raketenstart.

dptot = Prot(t + dt) — Prot(t)
(1m — |dm|) (v + dv) + |dm|(—u +v) — (m — |dm|)v — |dm]v
= (m —|dm|)dv — |[dm|u = mdv — |dm|u . (1.10.30)

unter Vernactd$sigung des 2. Ordnung Terni@|dv). Durch Einsetzen in GI.(1.10.29) edhiman

dv  |dm]|
= — — —u . 1.10.31
mg m— L (1.10.312)

In dieser Gleichung stellj := |dm|/dt die Verbrennungsrate des Treibstoffes dar. Setztimarconst

an, so erhlt man mit der Startmassil die nach der Flugzeit noch verbleibende Raketenmasse zu
m(t) = M — nt. Die maximale Brennzeit des Triebwerks ergibt sich aw{¢) = 0 zuT = M /n. Mit

der Verbrennungsratgergibt sich aus GI.(1.10.31) die sogenanReketengleichung

d
md_:: = nu+mg . (1.10.32)

Nach dieser Gleichung ist die Beschleunigung- dv/dt der Rakete durch die Summe aBshubkraft
nu des Raketenmotors und Schwerkrafg; gegebef? Mit m(t) = M — nt und einer Bewegung nur
in z-Richtung senkrecht zur Erdobextfie erhlt man

dv nu u
dt M —nt

—9g (1.10.33)

und damit mitv(0) = 0 undg = const die Geschwindigkeit

®Raketentriebwerke erreichen Schudifkeyu ~ 10N und sind damit in der Lage, eine Startmasse im BereichMor-
10°kg von der Erde abzuheben.
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t) = wul —gt . 1.10.34
ot) = ulnz——g (11034)
Durch nochmalige Integration eahi'man mitz(0) = 0
T—-t 1
z(t) = ut+u(T —t)In T §gt2 . (1.10.35)

Diese Gleichung gilt natlich nur fir ¢ < T. Rirt — t wird die Geschwindigkeit der Rakete in
unserem idealisierten Experiment, in dem die gesamte Rakete aus Treibstoff besteht, unendlich grof3 und
die verbleibende Raketenmasse unendlich klein.

In realen Raketensystemen wird immer eine Nutzfagttransportiert, so daf} nach Verbrennen des
Treibstoffes von der Gesamtmasse die Nutaldsigbleibt. Aus GI.(1.10.32) edit'man in diesem Fall

dv u |dm)|
- = —— . 1.10.36
dt m a7 ( )

Durch Integration er&lt man mitv(0) = 0 und unter Vernachssigung des Termgsdie nach Verbrennen
des gesamten Treibstoffs erreichte Geschwindigkeit zu

M d M

v(t) = —u/ |dm] =uln (—> . (1.10.37)
M m mpy

Fur eine hohe Endgeschwindigkeit gt man also eine hohe Austrittsgeschwindigkeit der Gasteilchen

und eine geringe Nutzlast.

Impulserhaltung und Translationsinvarianz

Der Impulssatz wurde unter der Voraussetzung, daf3 alle innergteKiémNewtonschen Wechselwir-
kungsgesetz (actio = reactio) unterliegen, abgeleitet. Es soll jetzt gezeigt werden, daRidieEdes
Impulssatzes aber viel weitreichender ist. Wie hier allerdings nicht in voller Allgemeinheit gezeigt wer-
den kann, folgt der Impulssatz aus einer Symmetrieeigenschaft des Raumeshgegeanslationen.
Darunter versteht man, dafl3 ein bestimmter physikalischer Vorgang genau gleiaft,a€nn man den
Versuchsaufbau im Raum verschiebt. Didsanslationsinvarianist eine Folge deHomogenétt des
Raumes und bis heute ist kein Experiment bekannt, das der Translationsinvarianz widerspredaeen w*
Um anzudeuten, wie man den Impulserhaltungssatz aus der Forderung nach Translationsinvarianz erhal-
ten kann, betrachten wir wieder zwei Teilchen, die aufxé&chse die Positionem undz, einnehmen

und deren Wechselwirkung durch die potentielle Enefgig(z,z2) beschrieben wird. Die Transla-
tionsinvarianz besagt nun, dal3 die potentielle Energie andent bleibt, wenn beide Teilchen auf der
z-Achse um die Strecke versetzt werden. Das heil3t, es mBf;(z1, z2) = Epor(z1 + 5,22 + s) gel-

ten. Dies ist genau dann alif; wenn die potentielle Energie nicht von der Absolutposition der Teilchen
sondern nur von ihrem relativen Abstand = z2 — 21 abléngt, der sich bei einer Verschiebungicht
andert. Es muR also gelten
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Epot(z1,22) = fl(z21) = f22 —21) (1.10.38)

wobei f () eine stetig differenzierbare Funktion (sonst beliebig) seirf it Hilfe von GI.(1.9.43)
kann man die Kafte F,;; und F,5 auf Teilchen 1 und 2 berechnen zu

_O0Epoi(z2 —21) _ dEpei(z21) Ox21  dEper(z21)

! 8%1 dzoy 6331 dzoy ( )
OFEpot (22 — 1) dEpot(z21) Ozon dEpot(z21)
Fo = — po =7 . =7 - (+1 1.10.39
2 8x2 dﬂjgl 8332 d(l?gl (+ ) ( )
und damit
Fpi = —Fp . (1.10.40)

Damit sind wir wieder beinNewtonschen Wechselwirkungsgesetz angelangt und haben mit dem Be-
weisgang von Gl.(1.10.15) zum Impulssatz in GI.(1.10.16) insgesamt gezeigt, daf? die Impulserhaltung
aus der Translationsinvarianz der potentiellen Energie fblgt.

Es sei abschlieRend darauf hingewiesen, daf3 die Impulserhaltung eine der am besten gesicherten Er-
kenntnisse der Physik ist. Abweichungen treten nur im atomaren Bereich aufgrurtdesen-
bergschen UnscarferelationApAxz > h auf. Innerhalb der Impulsunsatfé Ap kann der Impulssatz

verletzt sein. Bri klassische Objekte ist diese Unacig aber vernachEsigbar klein, da auf einer atoma-

ren Skala klassischedfper nur ungenau lokalisiert sind.

1.10.3 Massenmittelpunkt und Schwerpunktsatz

Zu zwei punktbrmigen Massenn; und mo lal3t sich einMassenmittelpunkals ein Raumpunkt defi-
nieren, der auf der Verbindungslinie der beiden Massen liegt und den Abstand der beiden Massen im
umgekehrten Veritnis der beiden Massen teilt. Liegen die beiden Massen wie in Abb. 1.89 gezeigt auf
derz-Achse und bezeichnet man mit,, die z-Koordinate des Massenmittelpunkt€s/ (CM: Center

of Mass) und mits; und s, die Abseinde zwischen Masse 1 bzw. 2 ufid/, so ist nach Definition

G, M (1.10.41)

52 m1

Der Massenmittelpunkt befindet sich also immeher bei der g3eren Masse. Wegen= z.,, — 1
undse = z9 — Z¢p €rgibt sich

"°Ein Beispiel daif ist die potentielle Energie der Gravitatiof(z»1) = —G 2.

"IEs sei hier noch angemerkt, daR bei keiner Wechselwirkung zwischgreki dasNewtonsche Wechselwirkungsgesetz
exakt zu jedem Zeitpunkt gilt, da letztlich die Wechselwirkung nicht “momentan” erfolgt, sondern nur mit einer endlichen
Ausbreitungsgeschwindigkeit (maximal mjt Dies manifestiert sich vor allem in Kraftwirkungen, die bei bewegtenp€in
von deren Geschwindigkeit ahhgen, wie z.B. der magnetischen Wechselwirkung zwischen bewegten Ladungen. Um die Im-
pulserhaltung auch in diesen allgemeinerafidfi'zu ertillen, muf? man neben den Teilchenimpulsen auch noch dem Kraftfeld,
das die Wechselwirkung vermittelt und damit Impulseftagt, einen Impuls zuordnen.




156 R. GROSS UNDA. MARX Kapitel 1: Mechanik des Massenpunktes
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Abbildung 1.89: Zur Definition des Massenmittelpunktes.

mi(Zem — 1) = mo(T2 — Tem) = Tem(mi +meo) = mixzy + moze . (1.10.42)

oder

oy = TLTLT MaT (1.10.43)

mi + mo

Bei allgemeiner Lage der Massen elthinan in Analogie zu GI.(1.10.43) den Ortsvektor des Massen-
mittelpunktes zu

rem = —AfLTMaCZ (1.10.44)
mi + ms

SchlieRlich &1t sich diese Definition auwf Massenpunkte mit Massen und Ortsvektorem; erweitern
Zu

n - .
rem = 2ZL™T (9045
Zi:lmi

Abbildung 1.90: Zur sukzessiven Bestimmung des Massenmittelpunkts von mehreren Massenpunkten.

Bei mehr als 2 Massen liegt der Massenmittelpunkt im allgemeinen nicht mehr auf der Verbindungslinie
zweier Massen, wie in Abb. 1.9@if'3 Massen veranschaulicht ist. Der MassenmittelpuaRt Eich
sukzessive ermitteln. Es gilt
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12 i miry + moro
rcm - -
mi + mo
- _ (m1 + mQ)I"%,zn + mgars _mir + mora + m3rs (1.10.46)
om (ml + mZ) + ms3 mi1 + mo + ms3

Dieses Verfahreral3t sich auf. Massenpunkte erweitern, wodurch man zu Gl.(1.10.45) gelangt.
Mit der Gesamtmasskf = )", m; wird aus GI.(1.10.45

n
Mrem = Y mrj . (1.10.47)
=1

Die Differentiation dieses Ausdrucks nach der Zeit liefertZeitlich konstante Massen

dr " dr;

M2 = — . 1.10.4
dt ;m’ dt (1.10.48)

Hierbei bedeutetlr.,, /dt := v.m, die Geschwindigkeit des Massenmittelpunktes. Denkt man sich die

Gesamtmass#/ des Systems im Massenmittelpunkt vereinigt, saknman den Impuls des Massen-
mittelpunktes zu

drem

dt

Pem = Mvem:=M (1.10.49)

Andererseits sind in GI.(1.10.48) = dr;/dt die Geschwindigkeit ung; = m;r; der Impuls deg-ten
Korpers des Gesamtsystems, so daf3 sich mit Gl.(1. . defi Gesamtimpuls des Systems

| Pem = Ptot  (1.10.50)

ergibt. Das heil3tjer Impuls des Gesamtsystems ist gleich dem Impuls des MassenmittelpWetas
man also vom Impuls eines ausgedehntemg€rs spricht, so meint man damit immer den Impuls seines
Massenmittelpunktes.

Flhrt man nach GI.(1.10.8) die Gesamtk®ft; auf das System ein, so edhinan durch Differenzieren
von GI.(1.10.50) die Bewegungsgleichung des Gesamtsystems

dptot dpcm
Fiot = = 1.10.51
tot dt dt (

Der Massenmittelpunkt des Systems bewegt sich also gerade so, wie wenn die Summe der an den Massen
m; angreifenden KifteF; auf einen Massenpunkt der Gesamtmagsien Massenmittelpunkt einwirken

wirde Da der Massenmittelpunkt auch d&chwerpunktles Systems genannt wird, heil3t die Beziehung
GI.(1.10.51) auch deBchwerpunktsatz

Ist das System abgeschlossen, d.h. wirken auf die Massen nur innaite, ks verschwindet nach
Gl.(1.10.27) die GesamtkraR;,¢ und aus dem Schwerpunktsatz folgt
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Pem = const (abgeschlossenes System) . (1.10.52)(

Der Massenmittelpunkt eines abgeschlossenen Systems gehorcht daher Gebigischen
Tragheitsprinzip. 2 Wenn &uRere Kafte wirken, wird Ff,, # 0 und der Massenmittelpunkt
erfahrt eine Beschleunigung:

d O d cm
x = Ptot OP (1.10.53)

dt dt

Der Vergleich der Beziehungen (1.9.39) und (1.10.53) zeigt, dafmukeren Kafte sowohl &ir die
Energie- als auch die Impwaderung des Gesamtsystems von Massenpunkten verantwortlich sind.

Eine interessante Folgerung des Schwerpunktsatzes ist, dal3 die Flugbahn des Massenmittelpunkts in
einemaul3eren Kraftfeld unvaridert bleibt, wenn ein &per im Flug aufgrund von inneren &ftén mit

Fiot = 0 explodiert. Dies kann bei einem explodierenden Feuerwerksk beobachtet werden. Der
Massenmittelpunkt der BruchstKe fliegt nach der Explosion auf einer Wurfparabel weiter.

Beispiel: Massenmittelpunkt des Systems Erde-Mond

Die Masse der Erde ist mg = 5.98 x 10%* kg, die des Mondes mys = 7.35 x 10?2kg und
der mittlere Abstand der Mittelpunkte von Erde und Mond betragt gy = 3.84 x 103 m.2
Fir den Abstand sg und s)s des Erd- bzw. Mondmittelpunkts vom Massenmittelpunkt des
Erde-Mond-Systems folgt dann sg /sy = my/mpe. Danun rgy = (sg + su) ist (siehe
Abb. 1.91), folgt

SE mpar
————— = —— = Sgmg =TpuMMuym —Semy = Sg(Mmg+muy) =remmuy
TEM — SE meg
TEMMM
oder sgp = —— . (1.10.54
mg + my

Mit obigen Zahlenwerten erhalt man sz = 4.66 x 105 m. Da der Erdradius rg = 6.38 x 10°m
betragt, liegt der Massenmittelpunkt bei etwa 3/4 des Erdradius, also innerhalb der Erde.
Dies liegt an dem grof3en Massenverhaltnis von mpg/m; ~ 81.

2Der Massenmittelpunkt einer homogenen Kugel liegt dabei im Kugelmittelpunkt. Dalteddi partielle
Massenmittelpunkt der Erde und des Mondes mit dem jeweiligen Erd- bzw. Mondmittelpunkt zusammen. Beide
Korper werden als Kugeln mit homogener Massenverteilung approximiert.

Schwerpunktsystem

Die in einem Inertialsystem beobachtete geradlinig glenhie Bewegung des Massenmittelpunk-
tes eines;bgeschlossenen Systevasi Massenpunkten effiet die Moglichkeit, auf ein Bezugssystem
Uberzugehen, dessen Ursprung mit dem Massenschwerpunkt zusaitnueafsich relativ zum Inerti-
alsystem, das wir im folgenden nlieborsystenbezeichnen werden, mit der konstanten Geschwindig-
keit vemn bewegt. Dieses Bezugssystem heéd@hwerpunktsysteomd ist wiederum ein Inertialsystem.
Laut Definition gilt flir die Geschwindigkeit des Massenmittelpunkts im Schwerpunktsystem, also des
Koordinatenursprungs

"2Es sei darauf hingewiesen, daR dies lediglich eine etwas abgewandelte Formulierung des Impulserhaltungssatzes ist.
Die GrsRen im Schwerpunktsystem werde im folgenden zur Unterscheidung von denjenigen im Laborsystem mit einer
Schlange versehenen.
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Abbildung 1.91: Massenmittelpunkt des Erde-Mond-Systems. Der Erdmittelpunkt und mit ihm alle
Erdpunkte bewegen sich auf einer Kreisbahn um den Massenmittelpunkt. Da in @iteruNg die
Erdachse im Raum stehen bleibt, ist die Bewegungsform der Erde allerdings keine Rotation um den
Schwerpunkt sondern vielmehr eine Translationsbewegung der Erde parallel zu sich selbst auf einer
Kreisbahn. Folglich durchlaufen alle Erdpunkte Kreise mit einheitlichem Ragiu®ies ist fir den
Erdmittelpunkt sowie den mondnohsten und mondfernsten Erdpunkt gezeigt.

Fem = 0, (1.10.55)

wobei derUbergang zum Schwerpunktsystem durch @adileitransformation aus Abschnitt 1.8.1 ver-
mittelt wird. Im Rahmen der nicht-relativistischen klassischen Mechanik sind dabei neben Beschleuni-
gungen auch Massen undd€té galileiinvariant und man ealt”

a = a, m = m, F=F, (1.10.56)

Dagegen transformiert sich die Geschwindigkeit und die kinetische Energie eines Massenpunktes bei der
Transformation wie

v = ¥+ Vem . (1.10.57)

Das Schwerpunktsystem hat die bemerkenswerte Eigenschaft, dalR der Gesanftigppulliesem Sy-
stem verschwindet, was man einfach anhand von einem Anmksystem mit den Massen undims
zeigen kann. Im Laborsystem igiot = p1 + p2 = m1vi + mavs. Die Schwerpunktgeschwindigkeit
ergibt sich damit mipey, = Mvem = Ptot = M1V + mave ZU

mi1viy + move

Vem = —————= . (1.10.58)
mi + mo
Damit erkdlt man mit GI.(1.10.57) den Gesamtimpuls im Schwerpunktsystem
Ptot = D1+ D2 =mi1V1+maoVa =mi(V1 — Vem) +ma(V2 —Vem) . (1.10.59)

woraus sich
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Peot = 0 (1.10.60)

ergibt.

Schlieflich interessiert noch der Zusammenhang zwischen der kinetischen Higrgie %va im
Labor- undEy,;,, = %mﬁQ im Schwerpunktsystem.uféin Zweilorpersystem ist die gesamte kinetischen
EnergieTyo; = imiv? + 1mav3 und Ty = $m1 9% + $mo3. Mit den obigen Transformationen edh”
man

-1
Tiot = Tt0t+§Mvzm. (1.10.61

Die gesamte kinetische Energif3'sich also zerlegen in einen AntBjl;, der die kinetische Energie
der Massenpunkte im Schwerpunktsystem (aufgrund ihrer Bewegung relativ zum Massenschwerpunkt)
beschreibt, und einen Antjil/v?2,,, der die Bewegung des Systems als ganzes €éffaft.

cm?

Im vorangegangenen Abschnitt hatten wir gefunden, daR die potentielle Eiergif;,, aufgrund der
Translationsinvarianz der Wechselwirkung zwischeno2g€in nur von den Relativalastden der igrper
abhangen kann. Da diGalileitransformation aber Relativalasitie unveaitdert 13t, ist der Ansatz

V =V (1.10.62)

fur die Galileiinvarianz der potentiellen Energie innerhalb der klassischen Mechanik konsistent. Die
Gesamtenergie als Summe aus kinetischer und innerer potentieller Energie wird im Schwerpunktsystem
alsinnere Energid/ bezeichnet und ist durch

U = Tt + Vier - (1.10.63)

gegeben. Dabei steffit.; fur die Summe aller kinetischen Einzelenergien der Massenpunktémnd
fur die Summe aller Wechselwirkungsenergien zwischen Paaren von Massenpunktendie &Se-
samtenergiey im abgeschlossenen ursipglichen Inertialsystem folgt dann mié = Ly + Vi =
Tiot + sMv2, + V;o die wichtige Beziehung

1
E = U+§Mv§m. (1.10.64

Die Energie eines abgeschlossenen Systems von Massenpunkten ist demnach durch die Summe aus in-
nerer EnergieU und kinetischer Energie aufgrund der Schwerpunktsbewegung geg&reinem

aus vielen Massenpunkten aufgebauten makroskopischegpeKineint man mit der kinetischen Ener-

gie immer nur den Tern%Mvzm, der die allen Massenpunkten gemeinsame Bewegung dgseks’

beschreibt, \wahrend der Energieanteil der inneren Energie, der die innere Bewegung im Schwerpunktsy-
stem beucksichtigt, nicht mitgerechnet wird.

43S0 ist beispielsweiseuf ‘einen ruhenden Kasten, in dem sich Gasmdkeldewegen, nufi.. # 0, wahrend bei einer
Bewegung des gesamten Kastens noch die kinetische Ergeztg'ufm aufgrund der allen Gasmolelen aufgepagten Ge-
schwindigkeitv.,, dazukommt.
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Der Energiesatz besagt, dalr €in abgeschlossenes System die Gesamtenérgiach GI.(1.10.64)
konstant sein soll. Da aber auch der Gesamtimpws = pem = Mvem = const ist, gilt sogar
einzeln Mv2,, = const undU = const. Bei der Verletzung dieser Gesetaigkeit lonnte sich z.B.
die Bewegungsenergie eines einzelnerp€rs in innere Energie umwandeln, d.h. ein bewegtepkr
kdnnte spontan zu Ruhe kommaen,{, = 0) und dabei seine innere Energie enlen (“heil3” werden).

Experiment zum Impulserhaltungssatz: Luftkissenfahrzeuge

Durch das Zusammenschieben von zwei Luftkissenfahrzeugen wird eine zwischen diesen
Fahrzeugen befindliche Feder gestaucht und mit Hilfe eines Fadens in dieser Stellung fest-
gehalten. Es handelt sich dann um ein abgeschlossenes System, da keine auReren Krafte
mehr einwirken. Der Gesamtimpuls pot des Systems verschwindet, da sich beide Fahrzeu-
ge in Ruhe befinden. Durchtrennt man nun den Faden, so erhalten die Fahrzeuge Kraftstolze
F At durch die Federkraft und damit Impulse, welche aufgrund von actio = reactio die gleiche
GroR3e aber die entgegengesetzte Richtung haben: m;v, = —myvs oder myvy +movs = 0.
Die Summe der Impulse verschwindet zu jedem Zeitpunkt und der Massenmittelpunkt bleibt
in Ruhe. Fur die Geschwindigkeiten qilt v; = —anjvz und man erhalt z.B v; = —v, fur
m1 = mo oder vi = —2vs fir ms = 2m;.

Experiment zum Impulserhaltungssatz: Abschul3 von Pfeil

Ein Pfeil soll aus einem Rohr abgeschossen werden, das an einem Faden beweglich auf-
gehangt ist. Das Rohr bewegt sich beim Abschufd nach hinten, da es aufgrund der Im-
pulserhaltung einen zum wegfliegenden Pfeil entgegengesetzten Impuls erhalten hat. Wird
der Pfeil durch ein mit dem Rohr verbundenes Brett wieder aufgefangen, so bleibt das Ge-
samtsystem in Ruhe, da der Pfeil beim Auftreffen den Riicksto3 des Rohres wieder exakt
kompensiert.

Auf dem Satz der Erhaltung des Gesamtimpulses bei Abwesenheit von auReren Kraften
beruht auch der bereits oben diskutierte Raketenantrieb.

1.10.4 Die Stol3gesetze

Im folgenden soll der Stol3 zwischen zwedtérn unter Anwendung des Energie- und Impulssatzes
diskutiert werden. Dabei wird unter Stol3 die Wechselwirkung zwischen zemid€ii verstanden. Um
den Energie- und Impulssatz anwenden muari€n, nussen wir annehmen, dal® das Zweirgérsystem
abgeschlossen ist. Das heif3t, diergér 1 und 2 sollen nur einer gegenseitigen Wechselwirkigng
unterliegen, aber keinerlei Wechselwirkuh@ mit auReren KaftenF* haben. Nur im speziellen Fall
einer wahrend des StolRes konstanten potentiellen En&fgfe.B. durch konstantes Schwerefeld an der
Erdoberfiche beim Stol3 von Billardkugeln in einer horizontalen Ebene) siuftere Kafte zugelas-
sen, da die damit verbundene potentielle Eneldién der Energiebilanz vor und nach dem Stol3 nicht
zum Tragen kommt. Weiterhin wollen wir nur das sogenamstamptotische Verhaltaer Sto3partner
diskutieren, d.h. Energie und Impuls vor und nach der Wechselwirkung soiteirfén Zeitpunkt, zu
dem sich die beiden &tper bereits weit voneinander entfernt bewegen, betrachtet werden. Man erreicht
dadurch, daf3 die Wechselwirkungsenergigvernachdissigt werden kann. Diese Annahme vereinfacht

die Analyse von StoRR3prozessen wesentlich, da die genaue Form der Wechselwirkung gar nicht bekannt

sein mul3. Die abgeleitetetoRgesetzeekommen dadurch eine universellel®keit. Man kann sie in
der gleichen Weiseuf'den Stol3 von makroskopischemigern wie Billardkugeln und von Elementar-

teilchen wie Elektronen, Protonen, Neutronen etc. anwenden. Andererseits verzichtet man bei einer

solchen Analyse auf Aussageier die GolRe der Wechselwirkung und der ausgetauschten Impulse.

Damit beschreiben die StoRRgesetze nicht die Dynamik des Prozesses, sondern lediglich die durch die

Energie- und Impulserhaltung aufgezwungene Kinematik.
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Abbildung 1.92: Zum StoR3 zweier Massen.

Wir betrachten den in Abb. 1.92 skizzierten Stol3 zwischen zwei Masgsaimd m, sowie mit den
Geschwindigkeiterv, undve vor undv} undv), nach dem Sto3. Im allgemeinen sind diergér aus
vielen Massenpunkten aufgebaut und sind deswegen als Teilsysteme anzusehen, dereif’ Euectie
die Summen der inneren Energié und der Bewegungsenergienv? der jeweiligen Schwerpunkte
gegeben ist. Der Impuls jedes Systems ist der Schwerpunktimpuldes jeweiligen Krpers. Da das
System der beiden d&tper abgeschlossen sein soll, folgt aus dem Energie- und Impulssatz

E,+E, = E,+E, (1.10.65

1 1 1 1
bzw. §mw% + Uy + Emgv% + Uy = §m'lv'12 +U; + §m'21)§2 + U, (1.10.66
und P1+P2 = pP;+D; (1.10.67
bzw. mivy +move = mivi+mhvy . (2.10.68

Es ist zweckmBig, StoBprozesse elastischeund inelastische 8Bezu kassifizieren. #irt man mit
AU = (U] + U}) — (U + Us) die beim StoBprozeR eingetreteliederung der gesamten inneren
Energie ein, so edit' man durch Umformen von GI.(1.10.66)

1 1 1 1
§mlv% + imgvg = §m'lv'12 + Em’zvg + AU . (1.10.69)
Man kann somit folgende Klassifizierung vornehmen
AU = 0 elastischer Stol3
AU > inelastischer Stol3, endotherm
AU < 0 inelastischer Stol3, exotherm (1.10.70)

Entsprechend dem Vorzeichen vdxlU verandert sich die Summe der kinetischen Energien vor und
nach dem StoR Bei inelastisch exothermend®én nimmt die kinetische Energie beim StoR zu. Solche
Prozesse kommen haugtsilich bei chemischen Reaktionen oder Kernreaktionen vor. Bei chemischen
Reaktionen oder Kernreaktionen kann sich auch die Masse der Stol3partner beiam@&tofd ‘Im fol-
genden soll aber immen; = m/ undmsy = m/, gelten.

"SHaufig wird zur Klassifizierung von 8Ren auch dig\drmetnungoder Q-Wert der Reaktion verwendet, wob@i =
—AU gilt.
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Der elastische StolR

Wir wollen zuerst den elastischen Stoghet diskutieren, bei dedhU = 0 gilt und deshalb die kineti-
sche Energieiber den Sto3prozeld hinweg erhalten bleibt. Die Wechselwirkung zwischenadparK”™
ist hier durch eine potentielle Energig, beschreibbar, oder, anders formuliert, die Wechselwirkung
wird durch konservative Kafte vermittelt. Mitry = m/| undmsg = m/, ergibt sich aus GI.(1.10.66) und
(1.10.68)

1 1 1 1
§m1v% + §mgv% = §mlv'12 + §mgv'22 (1.10.71)
und mivi +mave = mivi +movh . (1.10.72)

Bei vorgegebenen Anfangsbedingungen ,(ms, vi, v2) sind das 4 Gleichungen (eine skalare und eine
vektorielle) fir insgesamt 6 unbekannte Komponenten vpuund v5. Zwei Parameter bleiben daher
unbestimmt und sind frei ahlbar (z.B. die Flugrichtung des Teilchen 2 nach dem Stol3). Im allgemeinen
berotigt man zur exakten dasung Zusatzinformationen. Diese stecken in der genauen Wechselwirkung
der StoRRpartner, die im Moment aber nicht diskutiert werden soll.

Bei StolRexperimenten im Laboratorium wird i.a. das bewegte Teilchen 1 an dem ruhenden Teilchen 2
gestreut und der Energie- und Impulssatz vereinfachen sich zu

1 1 1
§mlv% = §m11)'12+§m21)§2 (1.10.73)
und mivi = mivy +movhy . (1.10.74)
v V=0 iy V'
o 1 % Vem o : V<1—O % Vem o 2
m; CM m; ; m, CM m,
vor i+ nach
dem Stol3

Abbildung 1.93: Zentraler Stol3 im Laborsystem.

Wir beschehken uns nun vorerst auf den in Abb. 1.93 gezeigtemtralen Stof3bei dem der Winkel
zwischenvy und vy entweder0° oder180° betragen solf® Durch Quadrieren von GI.(1.10.74) eih”
man

2,2 2 12 2. 12
mivy = mivy° + mavy + 2mimovive cos(vy, va) . (1.10.75)

Die Losung des Gleichungssystems aus (1.10.73) und (1.10.75) engddriZzentralen Stonit w = 0

- 2
v, = mTm vh=—"1 4 . (1.10.76
mi + me mi + m2

"Durch Vorgabe der Flugrichtung vorokger 2 ist das Gleichungssystem jetzt volitbar.
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Man kann folgende Sondeifé des zentralen Stol3es betrachten:

e m; =my = V) =0undvh =v;y.
Nach dem Zusammenstol} bleibbioér 1 in Ruhe und gibt seinen gesamten Impuls@aab.

Beispiel: Kugelspiel

Beispiel: Es werden identische Stahlkugeln an gleichlangen Faden so aufgehangt, daf3 sie
sich gerade berlhren. Lenkt man die ul3erste linke Kugel aus und laRt sie gegen die
anderen, ruhenden Kugeln schwingen, so bleiben alle Kugeln in Ruhe bis auf die aul3erste
rechte Kugel, auf die der volle Impuls tbertragen wird und dadurch ausschwingt. Die rechte
Kugel schwingt dann wieder zurtick und der gleiche Vorgang wiederholt sich in umgekehrter
Richtung.

e my >mo = Vi|viund|vy| > |vq].
Korper 1 und 2 bewegen sich nach dem Stol3 in die gleiche RichtwrgeK?2 besitzt die gfiere
Geschwindigkeit.

e my <mg = Vi||—viund|v| < |vq].
Korper 1 und 2 bewegen sich nach dem Stol3 in die entgegengesetzte Richigpey, Xbesitzt
die kleinere Geschwindigkeit.

e my > mye = Vi ~viundvy ~ 2vy.

Diese Situation beschreibt z.B. den Stol3 eines Atomkerns mit einem Elektron. Die maximale Ge-
schwindigkeit, die dem Krper 2 verliehen werden kann, ist die doppelte Anfangsgeschwindigkeit
21}1.

mi1 <K mg = Vi~ —vyundvh ~0.
Diese Situation beschreibt z.B. den Stol3 eines Elektrons mit einem Atomkern. Wie erwartet,

bewegt sich die groRe Masse nichghvénd die kleine Masse reflektiert wird.

StolRexperimente mit Luftkissenbahn:

Auf einer Luftkissenbahn kdnnen sich Massen unterschiedlicher Grof3e reibungsfrei bewe-
gen. Mit einer solchen Bahn kdnnen die obigen Falle in einem einfachen Experiment reali-
siert werden.

Wir betrachten nun die Energievailriisse @ir den zentralen elastischen Staf £ 0). Mit den Aus-
driicken (1.10.76)d die Geschwindigkeites; und vy, ertélt man

1 1 - 2 - 2
LT (u> o = (u> B (1.10.77)
2 2 mi + moy m1 + mo
1 1 2m, 2 dmimeo
E, = = 2 _ - - - 2___ T2 @ 1.10.78
2 2m2,02 2m2 (ml + m2> Y1 (m1 + m2)2 ! ( )

Das Verlaltnis E}/E; stellt die relative Energieabgabeles Korpers 1 an den &rper 2 dar und ist
gegeben durch

Eé 4m1m2
—= = —— . (1.10.79
E1 (m1 + m2)2 (
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Abbildung 1.94: Energigiertrag beim zentralen elastischen Stol3.

Der Energi@bertrag ist in Abb. 1.94 gezeigt. Eristimmer kleiner oder gleich EinsEd$ E;. Korper
werden deshalb bei Stol3prozessen immer abgebremst (themalisiert). Der tHventgge ist maximal

fur my = meo. Hierist E}, = E;, d.h. beim zentralen Stof3 gleichgroBer Massen wird die Energie
vollstandigubertragen.

Beispiel: Thermalisierung von Neutronen

Die Tatsache, daf3 beim Stof3 gleichgroRer Massen am meisten Energie transferiert werden
kann, macht man sich z.B. in Kernreaktoren zum Bremsen (Thermalisieren) von schnellen
Neutronen zu Nutze. Beim StoRR eines Neutrons mit Masse m,, und Geschwindigkeit v,, mit
einem Stofl3partner der Masse m, und Geschwindigkeit v, gilt v/, = %vn. Das heif3t, v},
wird sehr klein, wenn my ~ m,,. Man benutzt deshalb zur Moderation von schnellen Neutro-
nen in Kernreaktoren Wasser, da die Protonen des Wassers eine sehr ahnliche Masse wie

die Neutronen besitzen (m,, ~ my).

Beispiel: Stol3 einer Masse mitber Feder gekoppeltem Massenpaar

Auf einer Luftkissenbahn befinden sich drei identische Massen, wobei zwei Massen uber
eine Feder miteinander gekoppelt sind (siehe Abb. 1.95). Alle Massen kdnnen sich rei-
bungsfrei auf der Bahn bewegen. Die Masse 1 bewegt sich mit Geschwindigkeit v, auf das
ruhende Massenpaar (v, = 0) zu und vollzieht mit diesem einen Sto3. Der Stol3 geschieht
allerdings nur mit einer Masse des Paares, da die Stol3zeit kurz gegentber der charakteri-
stischen Schwingungsdauer des Masse-Feder-Systems ist. Da alle drei Massen gleich sein
sollen, wird v{ = 0. Durch den StoR erhalt das Massenpaar eine endliche Translations-
geschwindigkeit v» (Schwerpunktgeschwindigkeit) und wird gleichzeitig zu einer Schwin-
gung angeregt. Aus dem Impulssatz mv, = 2mv} folgt v}, = v;/2. Aus dem Energiesatz
imoui = £(2m)vy + Elibrat €rgibt sich Eyiprae = mo? = T/2. Das heift, jeweils die Halfte
der kinetischen Energie der stoRenden Masse 1 wird in Schwingungsenergie und in kineti-
sche Energie der Schwerpunktbewegung des Massenpaares umgesetzt.
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vorher: [ —— H\VVH
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Abbildung 1.95: Zentraler Stol3 zwischen einer Massand einemuber eine Feder gekoppelten Mas-
senpaar.

Blasenkammeraufnahme:s-Zerfall und Neutrino

Wiirde der -Zerfall von $He nach der Reaktion $He —§ Li + e~ ablaufen, so wiirde man,
da sich $He vor dem Zerfall in Ruhe befinden soll, nach dem Impulssatz erwarten, daR sich
die beim Zerfall entstandenen Teilchen entgegengesetzt auseinander bewegen. In einem
Blasenkammerexperiment beobachtet man, daf? beim Zerfall zwar zwei Teilchen entstehen,
dafl? aber der Winkel zwischen ihren Geschwindigkeitsvektoren kleiner als 180° ist. Man
kann daraus folgern, dal’ beim Zerfall ein weiteres, fir den Blasenkammernachweis unsicht-
bares Teilchen entstanden sein muf3. Dieses Teilchen ist ein Antineutrino und die richtige
Reaktionsgleichung fir den g-Zerfall lautet: $He —§ Li + e~ + 7.

Es soll nun der nichtzentrale odschiefe elastische Stafiskutiert werden. Hierbei treten beliebige
StoRwinkel zwischen der Einfallsrichtung vomkoéer 1 und den Emissionsrichtungen der Teilchen 1 und

2 auf. Wie in Abb. 1.96 gezeigt ist, fliegt die Massg beim schiefen StoR3 in Richtung der Stol3achse
(Verbindungslinie der Mittelpunkte der beiden Massen) weg, da nur in der Stol3achsenrichtung Impuls
Ubertragen wird. Die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur StolRachse bleibt unbeeinfluf3t, weil
keine Krdfte wirken. Die Geschwindigkeitskomponente in Stof3richtung isis . Mit dieser K3t sich

der schiefe Stol3 als zentraler StoR3 in Richtung der StolRachse mit der EinschuRgeschwindigkeit
interpretieren. Bi'den relativen Energidsertrag gilt dann

StolRachse

Abbildung 1.96: Impulsdiagramm des schiefen elastischen StoR3es.

E} 4mimsy cos? @

= 1.10.80
E1 (m1 + m2)2 (

Es gelten nach wie vor die Beziehungen (1.10.73) und (1.10uf4Ji€ Energie- und Impulserhaltung.
Fur die Geschwindigkeiten ergeben sich aus diesen Beziehungen allerdings kompliziertechesdig
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hier nicht im Detail diskutiert werden sollen. Im Falle gleicher Massgnr= m, vereinfacht sich jedoch
die Ausgangsgleichung zu

v = W +oR (1.10.81)
und vi = Vi+vy = 0f =0 +of +2vi||vh|cos(vi,Vvh) . (1.10.82)
Beide Beziehungen lassen sich nur danmléfi; wenncos(v;, v,) = 0 bzw. (v}, vh) = 90° ist. Bei-
spiele dafii sind der Stof3 zweier Billardkugeln, die Streuung wetmieilchen an Heliumkernen bzw. die
Streuung von Protonen an Protonen. Letztere Streuprozesse von Elementartaitotemdindrucksvoll
anhand von Nebel- oder Blasenkammeraufnahmen sichtbar gemacht werden.

Der inelastische Stof3

Treten zum Zeitpunkt des Zusammentreffens zweierpi€i auch nichtkonservative &fté auf (diese
fuhren z.B. zu einer Deformation deokper beim Stof3), so gilt der Energiesatz nur in seiner erweiterten
Form. Wir nehmen an, dalR3dfper 2 vor dem Stol3 ruht4 = 0) und die Massen vor und nach dem Stof3
gleich grof3 sind#; = m undmsy = m}). Aus den GIn.(1.10.73) und (1.10.74) folgt dann

1 1 1
Emw% = 5mlv’f + §m21}§2 + AU (1.10.83)
und mivy = mivy +mavy . (1.10.84)

Das sind bei vorgegebenem;, ms und vy vier Gleichungen mit sechs Unbekanntenvinund v/,
und der zuatzlichen UnbekannteAU. Wenn wir SbRRe zwischen makroskopischemfgern ins Auge
fassen, so ist die Reaktion endotherm und die Zunalvtleder inneren Energie geht zu Lasten der
kinetischen Schwerpunktsenergien der einzelnerpkr. Vom Energiesatz aus gesehen sindXU alle
Werte in Bereich) < AU < %mlv% zulassig. Der GrenzfalAU = 0 wurde beim elastischen Stol3
bereits behandelt. Der andere Grenzfall] = %mlv%, ist dagegen in Wirklichkeit nicht erreichbar, da

hierzu gleichzeitig, = 0 undv}, = 0 sein miBten, was im Widerspruch zum Impulssatz steht.

Im folgenden soluberlegt werden, wie groAU maximal werden kann, um noch mit dem Impulssatz
vertrdglich zu sein. Anschaulich ist klar, dal3 der maximale WertXU beim zentralen StoR3 erreicht

wird, da dies dem “laftigsten” Stol3 entspricht, bei denmokoer 1 den Kiper 2 voll trifft. Der zentrale

Stol’ verdiuft entlang einer Geraden und im folgenden sollen die Geschwindigkeitskomponenten entlang
der Gerade einfach mit bezeichnet werden. Aus den Beziehungen (1.10.83) und (1.10.84) evéri

dann

vh = :—;vl - Z—;v'l = m—;(vl — ) (1.10.85)
1 1 1 m?

und AU = —mlv% — —mw'l2 — —mo—x (v — v'1)2 . (1.10.86)
2 2 2" m2

Den Extremalwert volAU finden wir aus der Bedingung(AU) /d, = 0 oder

2
—myv| — %(Ul —o))(=1) = 0 = Z—;vl =) + Z—;vll = %2%1}'1 (1.10.87)

bzw. v], = ————vy . (1.10.88)
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Mit obigem Ausdruck @it «}, ertélt man dann

2
vh = m(1)1 —v)) = m (v - m 1)1> = m(ma +ma) —m v1  (1.10.89)
mo mo miq + mo mo (m1 + mg)
bzw. vy = — L (1.10.90)

mi + mo

Wir haben also das wichtige Resultat, daR3 dgtkommen inelastische Stoffit maximalemAU-Wert
durch

v = vy, (1.10.91

charakterisiert ist. Beide ¢fper fliegen nach dem Stof3 mit gleicher Geschwindigkeit weiter (siehe
Abb. 1.97), die dann auch der Schwerpunktsgeschwindigkeit entsprichtf d2w), = v.,,. Beispiele

fur einen voll inelastischen StoR sind z.B. der Einfang eines Neutrons in einem Atomkern oder das
Steckenbleiben eines Geschosses in einerok3tolz.

V2:O
OO v
mo M=m;+m,

Abbildung 1.97: Der vollkommen inelastische StoRR zweierpe€r mit Massern; und m,. Die Ge-
schwindigkeiten nach dem Stof? sind identis¢h= v, = vep,.

Zur Berechnung des maximaleéxt/ Wertes setzen wir GI.(1.10.91) in GI.(1.10.83) ein und erhalten

1 1 1 1 1
AUpax = —mivi — —mv2 — —mpo} = —myv? — —(mq + mg)vgm (1.10.92)
2 2 2 2 2
1 1
bzw. AUpax = §mw% — 5Mvzm : (1.10.93)

Diese Beziehung besagt, dal3 allenfalls die um die Schwerpunktser@bgiém verminderte
anfangliche Energiél} = %mlv% fur eine Energieumwandlung zur Vagiing steht. Wegen.,,, =
ML, ergibt sich weiter

mi+m2

1 1 miv?
AUpax = Emlv% - E(ml + mg) e -fiT;lz)Q
1 mi o 1 mimg o
- = 1— ——* == 1.10.94
le( ml—i-mg)UI 2m1+mgvl ( )

bzw. mit der reduzierten Masge= ™2

mi+ma

AUpax = —pv?  (1.10.95
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Fur das Verlaltnis vonAU,,ax zuU der anfangs zur Varfjung stehenden Enerdlg = %mlv% findet man

AUmaX mo o 1
T m1+m2_1+m1/m2

(1.10.96

lO T T T T T T T T

0.8} 4

voll inelastisch
0.6 i

I'T,

max

0.4+ -

AU

0.2} -

00 N 1 N 1 N 1 N 1

Abbildung 1.98: Zur Umwandlung von kinetischer in innere Energie beim inelastischen Stof3. Die durch-
gezogene Linie zeigt den Energleertrag beim vollkommen inelastischen Stol3. Di@gtt Fhche gibt
den noglichen Wertebereich zwischen elastischexd/(’li = 0) und voll inelastischem StoR an.

Die FunktionN{F—TaX(ml/mg) ist in Abb. 1.98 gezeigt. Je kleinen; im Vergleich zums ist, umso

besser kann die kinetische Enerfiein innere Energie umgewandelt werden.

Experiment: Das ballistische Pendel

Eine Gewehrkugel der Masse m; wird mit einer Geschwindigkeit v; auf ein Pendel geschos-
sen. Das Pendel soll sich in der Ruhelage befinden (v, = 0) und die Kugel soll im Pen-
delkdrper der Masse mo beim Aufprall stecken bleiben (siehe Abb. 1.99). Ist die Abbremszeit
der Gewehrkugel klein gegen die Schwingungsdauer des Pendels, so kann man ansetzen,
daR das Pendel den gesamten Stof3 in der Ruhelage ¢ = 0 erfahrt und die Geschwindigkeit
v} identisch mit der Maximalgeschwindigkeit v, der harmonischen Pendelschwingung im
Nulldurchgang ist (ballistisches Pendel). Mit der Schwingungsamplitude ¢, und der Kreis-
frequenz w = 27 /T ist o(t) = @ sinwt, dp/dt = wpy coswt UN Vmax = l‘fi—‘f(o) = lwpy, wenn
[ die Pendellange bedeutet. Insgesamt ergibt sich damit

my +m my +m
vy = Lt Zoh = =2 + 2 lwio (1.10.97
mq mq

Die GroRRen auf der rechten Seite lassen sich alle leicht messen, wodurch GI.(1.10.97) eine
einfache Bestimmung von GeschoRgeschwindigkeiten gestattet.

1.10.5 StoRRvorgnge im Schwerpunktsystem

Die Behandlung von Sto3prozessen wiedifi§ einfacher, wenn man die Vagge statt im Laborsystem
im Schwerpunktsystem beschreibt, wie es in Abschnitt 1.10.3 aihgefvurde. ki das Schwerpunkt-
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o

Abbildung 1.99: Das ballistische Pendel.

system gilt fir den elastischen StoR (vergleiche GI.(1.10.58) bis (1.10.61))

Ptot = mMi1V1+move =0 vor dem StofR (1.10.98)
Ploe = mi¥, +me¥, =0  nachdem StoR (1.10.99)

Das heil3t, die Impulse vor und nach dem Stol3 sind entgegengesetzt und gleich grof3. Aus diesen Bezie-
hungen €ir den Impuls folgen zusammen mit dem Energieerhaltungssatz

1 1 1 1
§m16%+§m25% = §m15'12+§m215§2 (1.10.100)
die Aussagen
Vil = [¥1] 7| = |2 (1.10.101)
und Pyl = [P 2| = [P2| - (1.10.102)

Im Schwerpunktsystem werden also die Bge der Geschwindigkeit durch den elastischen Stof3 nicht
verandert. Die kinetischen Energien beider Teilchen werden somit im Schwerpunktsystem einzeln er-
halten. In Abschnitt 1.10.3 wurde bereits gezeigt, dal® sich die gesamte kinetischen Epgigie
Laborsystem als Summe der gesamten kinetischen Errgien Schwerpunktsystem und einem An-

teil %Mvgm ausdticken BRt, der die kinetische Energie der Schwerpunktsbewegung erfaldt. Die gesam-
te kinetische Energie im Schwerpunktsystem ist folglich immer kleiner als diejenige im Laborsystem,
Tiot < Tior-"®

Aufgrund der Beziehung zwischen den Impulsen und Geschwindigkeiten vor und nach dem StoR3
(GIn.(1.10.98) bis (1.10.102)) und der Geschwindigkeitstransformation zwischen Labor und Schwer-
punktsystemy = ¥ + vem (vergleiche GI.(1.10.57)) lassen sich die Geschwindigkedemndv’, nach

dem Stol3 im Laborsystem geometrisch konstruieren (siehe Abb. 1.100).

""Die gestrichenen ®Ren bezeichnen diejenigen nach dem StoR. Di&r'im Schwerpunktsystem sind zur Unterschei-
dung zu denjenigen im Laborsystem wie in Abschnitt 1.10.3 mit einer Schlange versehen.
8F{ir den Spezialfall, = 0, bei dem der Kiper 2 im Laborsystem vor dem StoR ruht,atmianT;o, = —21—T}os.

mi+ma
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Abbildung 1.100: Impulse und Geschwindigkeiten beim elastischen Stol3 im Labor und Schwerpunktsy-
stem fir vo = 0. Die mit einer Schlange verseheneroGen stellen die Geschwindigkeiten und Impulse
im Schwerpunktsystem dar. Die gestrichenen(®ri entsprechen dendBen nach dem Stol3.

Die Endpunkte der Vektore®; und v, liegen auf Kreisen um den Massenmittelpunkt mit Rad#mn

und |v,|. AulBerdem stehefi; und ¥, antiparallel zueinander. Diesen Geschwindigkeiten im Schwer-
punktsystermuberlagert sich im Laborsystem die Schwerpunktsgeschwindigkgit Die Endpunkte
von v undvy, liegen demnach auf dem um,, verschobenen Kreisen.

(©)

Abbildung 1.101: Impulsdiagramm des schiefen elastischen Stof3es im Laborsystem=£"m, (a),
mi1 < Mmo (b) undmy > mgy (C)
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Man unterscheidet 3dHeé:

1. m; = my (siehe Abb. 1.101a):
Aus obigenUberlegungen folgt:

1 - - 1 - -
ve = 05 Vem=g5vi; V1] = [i] = glval = [92] = |92 = |Vem| -

2

Aus Abb. 1.101a wird Klar, daf3 der Winkel= 9, + ¢ zwischen den beiden Sto3partnern nach
Thalesstets90° ist. Man kann ferner folgende Gredte diskutieren:

(@) Wennd; = 90°, dann istd2 = 0° und damitv} — 0. Das hei3tyn; ist nach dem Stof3 in
Ruhe (zentraler StoR3, vergleiche Abschnitt 1.10.4).

(b) Wennd; = 0°, dann istd, = 90° und damitvl, — 0. Das heil3tyn, ist nach dem Stof3 in
Ruhe (streifender StoR).

2. my1 < my (siehe Abb. 1.101b):
Aus obigenUberlegungen folgt:

1 _ _ 1 - -
[Vem| < §|V1|; V1l = [¥1] > §|V1|; V2| = [V2| = [Vem] -

Der Winkel @ zwischen den beiden StoRRpartnern ist in diesem FaiRgr als90 (siehe
Abb. 1.101b). Man kann wiederum folgende Grexiigf diskutieren:

(@) Wennd; = 180°, dann istds = 0° und m; bewegt sich nach dem StoBcKwarts, my
vorwarts (zentraler StoR3).

(b) Wennd; = 0°, dann wirdv, — 0. Das hei3tyns ist nach dem Stof3 in Ruhe (streifender
StoR).

3. m1 > mo (siehe Abb. 1.101c):
Aus obigenUberlegungen folgt:

- - 1 - -
|vcm| > §|V1|; |vll = |V1| < §|V1|; |v,2 = |V2| = |ch| .

Man erkennt, daf3 in alleraén der Winkeld, < 90° ist (siehe Abb. 1.101¢). Man kann wiederum
folgende Gren#lle diskutieren:

(& Wennd, = 0°, dann wird auchy; = 0°. Das heil3tyn; und my bewegen sich nach dem
Stol3 in Vorvartsrichtung (zentraler Stol3).

(b) Wennd; = 0°, dann wirdds — 0 undms bleibt nach dem Stol3 in Ruhe (streifender Stol3).

Allgemein gilt fir den zentralen Stol3, dal3 sielh hach dem Stol3 immer in Vomwtsrichtung bewegt
und sichmy nur flir m; < msy in RUckwértsrichtung bewegtuf'rm; = mo dagegen in Ruhe bleibt
und flir m; > my nach vorne fliegt. Das bedeutet, dal3 Teilchenngit< ms in den ganzen Raum,
solchen mitm; = m» nur in den vorderen Halbraum und schliefRlich solche mit > msy nur in
einen Bruchteil des vorderen Halbraums gestreut werden. Der erlaubte Winkelbereich ist atsgigsbh”
vom Massenverdlinis der StoBpartner. Durch Bestimmung des maximalen Sto3wir&Isith dieses
Massenveraltnis experimentell bestimmen.
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1.10.6 Winkelverteilung und Wirkungsquerschnitt

Die bisherigen Betrachtungen gestatten nur kinematische Aussagemnién Zusammenhang zwischen

den Impulsen bzw. Energien der Sto3partner nach dem Stof3 und den Streuwinkeln. Es konnten aber
keine Aussagenber die Wahrscheinlichkeit gemacht werden, mit der die Sto3partner unter einem be-
stimmten Streuwinkel auseinander fliegen. Hierzu ist die Kenntnis daftKbei der Wechselwirkung

der beiden Stof3partner notwendig. Dies soll in folgendem am Beispiel zweier harter Kugeln (Billard-
spiel) veranschaulicht werden.

/' StoRachse

Abbildung 1.102: Zum elastischen Stol3 zweier Kugeln.

Zwei Kugeln der Massen; undmsy und den Radiem; undr, stof3en, wie in Abb. 1.102 gezeigt ist,
zusammen. Die Geschwindigkeiten im Schwerpunktsystem sgiemd v,. Der Abstand der beiden
Geraden, auf denen die Kugelmittelpunkte aufeinander zufliegen, wigtalparametep bezeichnet.

Beim zentralen StoR3 igt = 0 und die als Stol3achse bezeichnete Verbindungsachse der Massenmit-
telpunkte beim Stol liegt parallel zur Einfallsrichtung. Beim nichtzentralen Stof3 bildet die Stol3achse
gegen die Einfallsrichtung den Winkel Aus Abb. 1.102 folgt

. _ D : b
sina = —— mit a—2(7r ) (1.10.103)

wobeid der Streuwinkel im Schwerpunktsystem istirlden Stol3parameter folgt somit

p = (r1+ry)sina (1.10.104)
und damit ;l_p = (r1+rg)cosa (1.10.105)
a
1
oder pdp = (r1+ry)?sina cosa da = 5(7“1 + 79)%sin2a da . (1.10.106)

Daraus ergibt sich mit = (7 — 9)/2 undda/d¥ = —1/2

1
pdp = —Z(m—{—rg)Qsinz?dz?. (1.10.107)



174

R. GROSS UNDA. MARX Kapitel 1: Mechanik des Massenpunktes

Diese Beziehung gibt den Zusammenhang zwischen Stol3parameter und Streuwinkel an. Eine Zunahme
des StoRRparameters entspricht einer Abnahme des Streuwinkels. Damit die Kligeiaupt noch sto-

Ben, mul® < r;+r9 sein. Der Falp = r; +ro beschreibt den streifenden Einfall. Beim Zusammenprall

der Kugeln wirken entlang der Stol3achse elastischek&ellkifte durch eine elastische Deformation

der Kugeln. Diese Kafte flihren zu einer Impuégiderung in Richtung der StoRachse. Die Impulskom-
ponenten senkrecht zur StoRachse bleiben amdart, da in dieser Richtung keine Kraft wirksam ist.

(@) (b)

.'\QS:I’dU

r sinU

o

Target dA

Abbildung 1.103: (a) Zur Definition der Sto3zone (@#e Fhche). Die schraffierte &the gibt die
Grole der gesamten Zielscheibe an. Der Mittelpunkt der Scheiben entspricht dem Mittelpunist von
(b) Zur Veranschaulichung des Raumwinkelelemeils Die getinte FEche entsprichd A.

Es soll nun der der elastische Stol3 einer bewegten Kugel mit einer ruhenden Kugel diskutiert werden.
Die Wahrscheinlichkeitui' eine Streuung der stof3enden Kugel in einen Winkelbereich zwisthed

¥ + di ist proportional zur Riche der sogenannten Stol3zone. Darunter versteht manadieeEb

einer Ringscheibe mit Radiysund Breitedp, d.h. do = 2wxpdp (siehe Abb. 1.103a). Mit der obigen
Beziehung zwischen Sto3parameter und Streuwinkellteman

1
do = 2%1(r1+r2)2sin19 dd . (1.10.108)

Dieser Ausdruck ist ein Mal3 daf 'mit welcher Wahrscheinlichkeit die Kugel beim Stol3 in den Raum-
winkelbereich zwischert und + dd gestreut wird (siehe Abb. 1.103b). Died®€ des Raumwinkel-
elementsis ergibt sich aus Abb. 1.103b zu

A 2mr si 277 i
dA _ 2mr 51;119613 _ 2mr sm;?rdz? — o sinddd | (1.10.109)
r

i = -
r2 r

wobeidA = ads mit dem Kreisumfang: = 2zr sin+ und der Bogerdihgeds = rdd benutzt wurde.
Damit erkdlt man folgende Beziehung zwischen Stof3zone und Raumwinkelelement

(r1 +172)%dQ . (1.10.110)

=

1
do = 27r1(7"1 +79)2sindd d =
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Die Wahrscheinlichkeit di' die Streuung in einen Bereich zwischérund ¢ + d normiert auf das
Raumwinkelelemend(2 heif3tdifferentieller Wirkungsquerschnitto /dS2 und ist gegeben durch

1
;l_g = i), (1.10.111)

d.h. der differentielle Wirkungsquerschnitt ist unabgig vom Streuwinkel: Die Streuung an der ruhen-
den Kugel ist isotrop.

Die Wahrscheinlichkeit, dal3 siaibérhaupt ein Stol3 ereignet, althinan durch Integratiomber den
gesamten Raumwinkelbereich. Sie wiadaler Wirkungsquerschnitt genannt und ist gegeben durch

/—dQ = m(ry +12)? . (1.10.112)

Der totale Wirkungsquerschnitt entspricht, wie man intuitiv erwartet, der gesamgamd-ider in
Abb. 1.103a gezeigten “Zielscheibe”.

Liegt ein anderes Kraftgesetz vor, andert sich der Ausdruckuf'den Wirkungsquerschnitt. So ath”
man {r die Rutherford -Streuung (Coulomb-Wechselwirkung zwischen geladenen pomkigen Stol3-
partnern) den Ausdruck

do 1
— = —— . 1.10.113
dQ sin* /2 ( )

Es soll abschlieend darauf aufmerksam gemacht werden, daf? dieugkesdii' die Wirkungsquer-
schnitte im Schwerpunktsystem abgeleitet wurdesthneind Experimentablicherweise im Laborsystem
durchgetihrt werden. Zum Vergleich zwischen Experiment und Theoudssei die experimentellen Er-
gebnisse deshalb immer erst ins Schwerpunktsystem umgerechnet werden.
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1.11 Der Drehimpuls

Aus denNewtonschen Axiomendl3t sich ein Erhaltungssatarféine weitere Gif3e — derDrehimpuls
ableiten. Wie der Name bereits klar macht, spielt der Drehimpuls bei Drehbewegungen eine zum Impuls
bei der Translationsbewegung vergleichbare Rolle. Nach der Definitiomvemmomenund Drehim-

puls wird der Drehimpulserhaltungssataufgestellt. Es soll ferner kurz skizziert werden, wie dieser
Satz aus einer sehr allgemeinen Forderung nach der Invarianz des Raumesge@rrhungen folgt.
Abschliel3end wird der Drehimpulserhaltungssatz auf einige Bewegungsprobleme angewandt.

1.11.1 Drehmoment und Drehimpuls

Wir betrachten einen Massenpunkt mit Ortsvektaan dem die KrafF angreift. Dann definiert man das
DrehmomentT der Kraft F beziglich des Bezugspunkt@ (in diesem Fall des Koordinatenursprungs)
als das Vektorprodukt

T = rxF . (1L111)

(b) P

x
<y

Abbildung 1.104: (a) Zur Definition des Drehmomefts= r x F. (b) Das Drehmomerilp beziglich
des RaumpunkteB: Tp = rF x F.

Das Drehmoment, das manchmal auch als Kraftmoment oder Torsionsmoment bezeichnet wird, steht
senkrecht auf der vaonundF aufgespannten &the und definiert eine Drehachse, um die die angreifende
Kraft die Masse in Bewegung zu setzen sucht (siehe Abb. 1.104a). Die Richtufigibhden Drehsinn

im Sinne einer Rechtsschraube an (daher der Name Drehmoment). Mit Hilfe des Wirdegischenr

undF |aRt sich der Betrag des Drehmoments wie folgt aurskei:

T = Frsina . (1.11.2)

Die Grol3eb = sin a bezeichnet man alsraftarm, wodurch der Betrag voft als

Drehmoment = Kraft - Kraftarm (1.11.3)

gegeben ist.

Die Einheit des Drehmoments im SI-System ergibt sich aus der Definitionsgleichung (1.11.1) zu
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2
7] = INm=1kg— . (1.11.4)
S

Die Einheit des Drehmoments ist formal mit der Einheit der Energie 1 J=1 Nm identisch. Die Benutzung
der Einheit 1 Jdf das Drehmoment ist aber niahiblich.

Es ist sehr wichtig, sich klar zu machen, dal} das Drehmoment vom Bezugspuakggbbénglich
dessen es angegeben wird. Das Drehmori®nin bezug auf den Raumpunkt (siehe Abb.1.104b) ist
definiert als

TP = rPxF, (1.11.5)

wobeir? den Verschiebungsvektor vom Bezugspuitkizum Angriffspunkt der KraftF bezeichnet.
Nach Abb.1.104b gilt

r := rp+rf (1.11.6)

und daher
T = rxF=rpxF+rf xF (1.11.7)
oder T = Tp+rpxF . (1.11.8)

Beim Wechsel des Bezugssysteargiért sich somit auch das Drehmoment.

In enger Analogie zum “KraftmomentI® fuhrt man das “Impulsmoment” oder d@vehimpulsL ein.
Hat die Massen mit dem Ortsvektor den Impulsp = mv = dr/dt, so ist der Drehimpuls definiert als

L = rxp. (1119)

Als Vektorprodukt vonr und p stehtL senkrecht auf der vor und p aufgespannten &the (siehe
Abb.1.105).

Abbildung 1.105: (a) Zur Definition des Drehimpuldes=r x p.

Die Einheit des Drehimpulses im SI-System ist definitionsg@m”
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m?2

L] = 1me kg™ (1.11.10)
S S

Wegenl kg m?/s = 1 Nms = 1 Js hat der Drehimpuls die Dimension vdinergie x Zeit. Eine GoRe
mit dieser Dimension nennt man eiiérkung

Kreishewegung:

Ist die Bewegung eines Massenpunktes, wie in Abb.1.106a gezeigt, auf die zy-Ebene be-
schrankt, so verschwinden die z- und y-Komponente des Drehimpulses und man hat nur
L, # 0. Zur Beschreibung der Bewegung verwendet man zweckmaRigerweise Kreis-
oder Polarkoordinaten (r,¢). Mit den Basisvektoren &, und &,, die senkrecht auf den
Koordinatenlinien » = const und ¢ = const stehen, 188t sich die Geschwindigkeit als
vV = v +V, = 0,6, +0,€, ausdriicken. Aus Abb.1.106a laBt sich v, = dr/dt und v, = rdyp/dt
ablesen. Da der Ortsvektor r parallel zu v, steht, verschwindet das Vektorprodukt r x v,
und man erhalt

L = rXp=rxmv=mrXxv,+mrxXv, =mr XV, (1.11.11)

bzw. fur den Betrag des senkrecht auf der (r, )-Ebene stehenden Drehimpulses L

d
L = mrvq,:mTQd—f. (1.11.12)

Im Falle einer Kreisbewegung (siehe Abb.1.106b) laf3t sich diese Beziehung unter Be-
nutzung der Kreisfrequenz w umformen. Mit v = w x r erhalt man (wegen v, = 0)
v = v, = w x r und damit mit v, = wr den Ausdruck

L = mriw. (1.11.13)

L = mrlw. (1.11.14)

Anhand von GI.(1.11.14) kann man eine interessante Analogie zwischen einer geradlinigen
und einer Kreisbewegung aufstellen. Bei einer geradlinigen gleichfdrmigen Bewegung ist
nach dem Tragheitsgesetz der Impuls p = const. Ahnlich hierzu ist bei einer gleichformigen
Kreisbewegung wegen w = const der Drehimpuls L = const. Dies rechtfertigt die Namens-
gebung “Drehimpuls’.

Wie beim Drenmoment muf3 auctrfden Drehimpuls nicht notwendigerweise der Koordinatenursprung
als Bezugspunkt verwendet werdemr einen beliebigen Bezugspunkterhélt man

Lp = P xp, (1.11.15)

wobeir? wiederum den Vektor vom Raumpunktzum Massenpunkt m darstellt. Mit GI.(1.11.6) alth”
man

L = Lp+rpxp, (1.11.16)
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(@ yl Bahn (b)

r=const

0
Abbildung 1.106: (a) Bewegung in dey-Ebene in Kreiskoordinaten. (b) Drehimpuls bei der Kreisbe-
wegung.

wobei rp der Ortsvektor des Bezugspunktésist. Der Drehimpuls ist also wie das Drehmoment
ableingig vom gewhlten Bezugspunk®.

Wir wollen im folgenden ein Inertialsystem als Bezugssystem benutzen, in dehegitonsche Be-
wegungsgleichun@ = dp/dt Glltigkeit besitzt. Wir wollen zeigen, dal in einem Inertialsystem ein
einfacher Zusammenhang zwischen Drehmoment und Drehimpuls besteht. Differenziert man den Aus-
druckLL = r x p nach der Zeit so edit' man unter Barcksichtigung der Produktregel der Differentiation

dL dr dp
il %ijtrxa_vxrnvjter_er, (1.11.17)

dav x mv = 0. WegenT = r x F folgt somit

dL
T = — . (1.11.18
dt (

Die zeitlicheAnderung des Drehimpulses wird also durch ein Drehmoment hervorgerufen. Aufgrund
dieses Zusammenhangs kann mandie Drehbewegung eine dem Newtonschen Axiom entspre-
chende Aussage machen:

"®Man beachte, daf die Aussalje= const fur die gleichbrmige Kreishewegung nur danruligkeit besitzt, wenn man als
Bezugspunkt den Mittelpunkt der Kreisbahn gét hat.
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Ein Korper verharrt bezuglich der Rotation im Zustand der
Ruhe oder der gleichformigen Kreisbewegung, wenn die
Summe der an ihm angreifenden Drehmomente
verschwindet:

> T; = 0 = L=const. (1.11.19

Durch Integration der GI.(1.11.18) im endlichen Zeitintervat = #, — ¢; erhélt man derDrehimpuls-
storg?

2}
AL = L2—L1:/ T(t) dt . (1.11.20)

t1

Gibt man Drehmoment und Drehimpuls nicht bghich des Koordinatenursprungs sondernuggizh
des BezugspunkteB an, so erhlt man mit den Beziehungen (1.11.6) und (1.11.16)

dLp  d, p _d _d d
— = dt(r xp)—dt((r rP)Xp)—dt(rXP) dt(rPXp)
_ dr dp drp dp
= @ PRIy Ty XPTTRX
d.
= O+r><F——rP><p—rp><F
dt
B drp . drp
= T—rpxF——dt xp="Tp 7 X p
dLp drp
oder Tp = — + — . 1.11.21
P a ar (P ( :

Danach gilt nur @ einen in einem Inertialsystem ruhenden Bezugspunkt.h. einen raumfesten
Bezugspunkt mitlrp /dt = 0, die zu GI.(1.11.18) analoge Beziehulg = dLp /dt.

Bewegung eines kaftefreien Massenpunktes:

Ein sehr einfaches Beispiel fur die Beziehung T = dL/dt ist ein sich kraftefrei bewegender
Massenpunkt. Mit F = 0 ist auch T = 0 und daher L = const. Wie Abb.1.107 zeigt, ist fur
einen sich in der zy-Ebene gleichformig bewegenden Massenpunkt der Drehimpuls immer
in z-Richtung orientiert und der Betrag von L ist L = rpsina = bp = const. Hierbei ist
b = rsin o der Abstand der Flugbahn vom Koordinatenursprung O.

Liegt ein System vom Massenpunkten mit Massen;, Ortsvektorernr; und Impulsenp; vor, auf die
die Krafte F; einwirken, so definiert man naheliegenderweise das Gesamtdrehm@igentnd den
Gesamtdrehimpulkyo; als

8Man beachte die Analogie der Beziehundén= dp/dt und T = dL/dt fur den Zusammenhang zwischen Kraft und
Impulsinderung bzw. Drehmoment und Drehimpuidérung sowié\p = [ Fdt und AL = [ Tdt fur den KraftstoR bzw.
Drehmomentstof3.
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iL=const

Abbildung 1.107: Drehimpuls bei einerdftéfreien Bewegung in dery-Ebene.

n n

Tiot = ZTi:ZrixFi (1.11.22)
i=1 i=1

und Lit = Y Li=)» rixp;i. (1.11.23)
=1 =1

Entsprechend zu GI.(1.11.18) findet man dann

stot
Tt = —— . (1.11.24
tot dt (

Dieser Ausdruck ist analog zu der BeziehuRg: = dptot/dt zwischen Gesamtkraft un?éinderung
des Gesamtimpulses in einem Systemsaldassenpunkten.

Beim Wechsel des Bezugspunktes vom Koordinatenursprung zu einem beliebigen Raumgunédt
man die Verallgemeinerung von GI.(1.11.21)

stot P dI‘P
: . 1.11.25
a + o X Ptot ( )

Tiot,p

mit dem Gesamtimpulpot des Systems.

1.11.2 Der Drehimpulserhaltungssatz

Wir haben im vorherigen Abschnitt gesehen, dal? der Drehimpulsifie kaftefreie Bewegung zeitlich

konstant ist und damit eine Erhaltungs@e der Bewegung darstellt. Aus der Beziehung (1.11.18) bzw.

(1.11.24) kann man allgemein folgenden Erhaltungssatddén Drehimpuls angeben:

Greifen keine auferen Drehmomente an einem Korper an,
so bleibt sein Drehimpuls zeitlich nach Betrag und
Richtung konstant:

dL
L = const fur T:%ZO. (1.11.26
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Wir wollen uns im folgenden mit der Frage beaétigen, in welchen &llen die Bedingun@ = 0 erftillt
ist. Wie werden zeigen, dal’3 das Drehmoment insbesondefelgende 3 Rlle verschwindet:

Kr aftefreie Bewegung

Wir haben bereits diskutiert, daRrfF = 0 das DrehmomenT = r x F verschwindet und damit
L = const wird.

Zentralkr afte

Unter Zentralki@&ften versteht man solche Kfte, die auf einen festen Punkt hin oder von einem festen
Punkt wegzeigen. Man kann Zentradki€¢' deshalb schreiben als

F(r) = f(r)f , (1.11.27)

wobei f (r) eine skalare Funktion des Positionsvektorsdt = r/|r| ist. Als Beispiel dafif haben wir
die Gravitationskraft kennengelernyrfdie f(r) = —Gmyms/r? ist. Wahlt man als Bezugspunkt das
Zentrum der Zentralkraft so ergibt sich mit der durch (1.11.27) gegebenen Eigenschaft von Zafteralkr”
T=rxF=f(r)r x & =0und damit

T = 0 (1.11.28
und L = const. Zentralkafte . (1.11.29

Das heif3t, unter der Voraussetzung, daf? das Kraftzentrum zum Koordinatenzentrum des Inertialsystems
gemacht werden kann, ediinan fir die Bewegung einesdfpers im Zentralfeld einen zeitlich konstan-
ten Drehimpuls.

Abbildung 1.108: Die Erhaltung des Drehimpulses und dacké&nsatz bei Zentrakkiten.

Aus dem Drehimpulserhaltungssatz lassen sich das 1. unideplersche Gesetz ableiten. Da der
DrehimpulsL = r x p immer senkrecht auf der vanhund p aufgespannten Ebene steht, muf3 sich ein
Korper beil. = const in einer Ebene bewegen, die durch die Anfangsbedingungeny undp = po

Zur Zeitt = t, festgelegt ist. Die Ebene steht senkrecht Bufnd geht durch das Kraftzentrum. Dies

ist in Ubereinstimmung mit dem 1Keplerschen Gesetz, wonach die Planetenbahnen ebene Bahnen
um die Sonne sind. Die Konstanz des Drehimpula@s sich anhand von Abb.1.108 leicht geometrisch
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interpretieren. Wenn der Planet in der Zéitden Wegdr zunicklegt, dann ist die in der Zeitt vom
Fahrstrahluberstrichene Biched A aufgrund der geometrischen Bedeutung des Vektorproduktes durch
dA = %|r x dr| gegeben. Daraus folguf die FEichengeschwindigkeit

dA 1 dr 1 |L|
o X gl T rxpl=on (1.11.30)
woraus fir L = const
A
Cil_t = const (1.11.31)

folgt. Dies ist aber genau das Replersche Gesetz.

Laborexperiment zum Drehimpulserhaltungssatz:

Wie in Abb.1.109 gezeigt ist, soll sich eine Masse m reibungsfrei auf einer Unterlage mit
konstantem Impuls p = mv bewegen. An der Masse ist ein diinner Faden befestigt, der
durch ein enges Loch in der Unterlage gefiihrt wird. Zieht man an dem Faden, so Uibt man
auf die Masse m eine Kraft F aus, die auf die lochfdrmige Offnung in der Unterlage gerichtet
ist. Das Loch stellt also das Kraftzentrum dar. Legt man den Koordinatenursprung in dieses
Kraftzentrum, so verschwindet das Drehmoment T und der Drehimpuls bleibt zeitlich kon-
stant. Zu Beginn sei die wirksame Fadenlange r, und die Masse laufe auf einer Kreisbahn
mit Radius r, mit einer Geschwindigkeit vy. Der Drehimpuls ist damit L = rqomuve. Dann
wird der Faden sehr langsam eingezogen, so daf3 in guter Naherung die Bahnkurve immer
als Kreis angesehen werden kann, dessen Radius langsam schrumpft. Bei Verkirzung des
Bahnradius auf r folgt aus der Konstanz des Drehimpulses romuvy = rmwv oder

v = L. (1.11.32
mr

Bei Annaherung an das Kraftzentrum steigt also die Geschwindigkeit o< 1/r an. Die zu-
gehorige kinetische Energie ist

1, 1 I2 L2

=-m—=— . 1.11.33
2 me2r2 2mr? (

Je kleiner also der Bahnradius wird, umso gro3er wird die durch den konstanten Drehimpuls
erzwungene kinetische Energie. Die Zunahme der kinetischen Energie wird durch die gegen
die Zentrifugalkraft Frz = mv?/r geleistete Arbeit beim Verkiirzen des Fadens aufgebracht.
Ein quivalentes Experiment kann auf einem Drehschemel durchgefuhrt werden. Eine Ver-
suchsperson sitzt auf dem Drehschemel und halt zwei Gewichte mit gestreckten Armen
nach auen. Der Drehschemel wird dann in eine Rotationsbewegung mit konstanter Win-
kelgeschwindigkeit versetzt. Die Versuchsperson zieht dann die Gewichte an den Kérper,
wodurch der Bahnradius der Gewichte verkleinert wird. Wie bereits diskutiert wurde, nimmt
dadurch die durch den konstanten Drehimpuls erzwungene kinetische Energie zu. Insge-
samt erhalt man eine hohere Drehgeschwindigkeit. Durch Ausstrecken der Arme kann die
Drehgeschwindigkeit wieder auf den alten Wert reduziert werden. Diese Technik wird von
Schlittschuhlaufern ausgenutzt, um bei Pirouetten hohe Drehgeschwindigkeiten zu errei-
chen (siehe hierzu auch Abschnitt 2.3).

Fir einkonservatives zentrales Kraftfdlssen sich die obigéiberlegungen noch verallgemeinerrurfF”
ein konservatives Kraftfeld kann die Differenz der potentiellen Energie in zwei Punkten 1 und 2 durch
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Abbildung 1.109: Laborexperiment zur Drehimpulserhaltung bei Zenatiéa:

AE,o = — ff F - ds ausgeduckt werden. Bf ein zentrales Kraftfeld verschwindet aber die Differenz
AFE, fur zwei Punkte die auf einer Kugelschale lie§erDas heil3t, daR die potentielle Energie auf
der gesamtem Kugelschale konstant ist. Die Kugelschale stellt somAgimgotentialfiiche dar und
die potentielle Energié,,; = V héngt nur vom Abstand = |r| des Massenpunktes vom Kraftzentrum
ab: E,. = V(r). Ein Beispiel hiertif ist das Gravitationspotenti&i () = —G@. Im konservativen
Kraftfeld gelten nun die zwei Erhaltungggé fir die Gesamtenergi&€ (Summe aus kinetischer und
potentieller Energie) unduf'den Drehimpuld.

E = T4V =const (1.11.34)
L

und = rxp =const . (1.11.35)

Fahrt man fir die ebene Bahnbewegung des Massenpunktes Polarkoordinaten ein, so wird=mit
Ve + Vo, = 0,8, + v,&, undv, = dr/dt sowiev, = rdy/dt

E = T+V = const— dr 2+ 2 (42 +V(r) (1.11.36)
= —cons—2m dt T dt r) . . .

Andererseits folgt aus der Drehimpulserhaltung

d
L = mr2d—f:const . (1.12.37)

Substituiert manly/dt aus GI.(1.11.37) in GI.(1.11.36), so ethinan

1 (dr\* L2
E = 3m (E) +W+V(7’)—const . (1.11.38)

8Man kann hier immer einen Integrationsweg auf der Kugelschatdem; fir denF L ds und damitF - ds = 0 gilt.




1.11 Der Drehimpuls RYsSIK | 185

In diesem Ausdruck tritt nur noch die Radialkomponentend ihre zeitliche Ableitungr /dt auf, wes-

halb dieser Ausdruck auch radiale Energiegleichung genannt wird. Wie wir in GI.(1.11.33) gesehen
haben, stellt der Terrgé—ig die kinetische Energie dar, die mit der Bewegung in der zuthogona-

len p-Richtung verkmpft ist. In GI.(1.11.38) &Rt sich dagegen dieser Term formal als ein Potential
interpretieren, das sogenaniztentrifugalpotentiall (r):

L2
Va(r) = 5 (1.11.39)

Die effektive potentielle Energie ergibt sich damit zu

L2
Verr(r) = V(r) +Vz(r) =V(r) + 53 (1.11.40)
und aus GI.(1.11.36) wird
1 dr\?
E = s\ + Vege(r) = const . (1.11.41)

Das effektive Potential istuf'das Gravitationspotential’(r) ~ 1/r) in Abb.1.110 dargestellt. Da
wegenF = —grad F,, sich die ZentralkrafF (r) = f(r)f zu

F(r) = — f (1.11.42)

ergibt, ist die Kraft attraktiv forlV/dr > 0 (z.B. das Gravitationspotential) und repulsir €V /dr < 0
(z.B. das Zentrifugalpotential). Die effektive Gravitationskraft ist demnach nach Abb.1ut fidi3e

r wie erwartet attraktiv, di' kleine r dagegenuberraschenderweise repulsiv. Dies liegt an der we-
genL = const fur kleiner fur die Bewegung inp-Richtung erforderlichen hohen kinetischen Ener-
gie L2/2mr?, die bei vorgegebener Gesamtenergi@us der potentiellen Energie der Gravitation zur
Verfugung gestellt werden muf3 undrfdie Bewegung in radialer Richtung keine kinetische Energie
%m% mehr ubrig lalt. Dieser Sachverhalt wirkt sich wie eine Barriene die Anréherung an das
Kraftzentrum aus und man spricht deshalb von efentrifugalbarriere

Die mit dem Zentrifugalpotential verkipfte Kraft

2 2,.4 2 2 2
Fy(r) — _dVy(r) _ LT mr (de/dt) R dp _ mwy (1.11.43)
dr mr3 mr3 dt r

ist gerade die Zentrifugalkraft einer Kreisbewegung mit der Bahngeschwindigkeid dem Radius.

Man kann aus dem Energiediagramm in Abb.1.110 noch mehr Informakiendie noglichen Bewe-
gungsformen einer Masse im Zentralpotential ablesen. Sardf f< 0 die Bewegung auf den Raum-
bereich zwischen zwei Kugelschalen mit Radiusind r5 eingeschainkt (gebundene Zumtde). Die
Radien gengen dabei der Bedingung = Vg (r). Firr < rp undr > ro ware £ < Veg(r) und
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Vi V(r) = L2/2mr?
E>0 ' \
O_ro r r ; .
E<0 -
I Yomiz |, Lomv2
™ Ver(r)
I v(r) ~ -1

Abbildung 1.110: Gravitationspotentidl(r), Zentrifugalpotentiall(r) und effektives Potential
Ve (7).

damit nach GI.(1.11.413m(dr/dt)> < 0, was physikalisch nicht zasig ist. &f E > 0 resultie-

ren ungebundene Bahnkurve, die sich bis- oo erstrecken unduf’den Minimalabstand, fur den

E = Veg(ro) gilt, einen Umkehrpunkt besitzenuFjedes- kann man fernefs — Vg () = 1m(dr/dt)?

undE —V (r) = 3mo? = ym(v? +02) ablesen. Hieraus ealt man die Geschwindigkeitskomponenten

v, undw, und damitv. Es soll hier aber nicht im Detail darauf eingegangen werden, wie man mit Hilfe
der Erhaltungsgleichungen (1.11.36) und (1.11.37) die Bahnkurve berechnet. Es sei hier aber darauf hin-
gewiesen, daluf'das Gravitationspotential Kurven 2. Ordnung resultieren und zwdr far0 Ellipsen

(1. Keplersches Gesetz)uf'E = 0 Parabeln undui' £ > 0 Hyperbeln.

Abgeschlossene Systeme
Wir betrachten jetzt ein abgeschlossenes System von Massenpunkten. Der Gesamtdrehimpuls und das

Gesamtdrehmoment des Systems von Massenpunkten setzt sich aus der Summe der Einzeldrehimpulse
bzw. der Einzeldrehmomente zusammen:

Lot = » Li=)» rixp; (1.11.44)
7 7

und Teot = » Ti=) rixF;. (1.11.45)
7 i

Postuliert mandi' die Wechselwirkungskfie der einzelnen Massenpunkte im abgeschossenen System
das 3.Newtonsche Axiom (actio=reactio), so exlhman fir ein System aus zwei Massen Hjt= —F5

Tiot = ri1 XFi14+raXFo=—-r1 XFa+4+rs XFs=r21 XxFso . (11146)
Da die Wechselwirkungshkifte léngs der Verbindungslinie der Massen wirken, verschwindet das Vek-

torproduktra; x Fo und damit auch das Gesamtdrehmoment. Zusammen mit GI.(1.11.24) redri
somit
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Tiot = 0 (abgeschlossenes System) (1.11.47)
und Liot = const. . (1.11.48

Diese Aussage kann auf einTeilchensystem erweitert werden, was hier nicht explizit gezeigt wird. Die
fur das abgeschlossene System zentrale Aussageonst heil3tDrehimpulserhaltungssatz

Der Gesamtdrehimpuls der Teilchen eines
abgeschlossenen Systems bleibt erhalten: L = const.

Ahnliche Erhaltungsatze wurden bereitsuf ‘die Energie (Gl.(1.9.38)) und den Impuls (Gl.(1.10.19))
formuliert.

Ist das System nicht abgeschlossen und wilkeeire Kafte i auf die einzelnen Massen, deren Dreh-
momentsummaeiber die Einzeldrehmomente nicht verschwindet, so ist der Gesamtdrehimpuls des Sy-
stems nicht mehr zeitlich konstant und es gilt

stot
T} = . 1.11.49
tot dt ( )

Dieser Ausdruck ist diéJbertragung der Beziehur¥f,, = dptot/dt fur die Translationsbewegung auf
die Rotationshewegung.

Experiment zur Drehimpulserhaltung:

Eine Versuchsperson sitzt auf einem ruhenden Drehschemel. Man gibt ihr ein sich schnell
drehendes Rad so in die Hand, dal3 dessen Achse parallel zur Drehachse des Schemels
verlauft (siehe Abb. 1.111). Der Drehimpuls des Rades und damit des Gesamtsystems
aus Rad, Schemel und Versuchsperson sei L. Dreht die Versuchsperson das Rad um,
so andert sich der Drehsinn und damit das Vorzeichen von L, d.h. der Drehimpuls des
Rades ist jetzt —L. Da die Anderung durch ein inneres Drehmoment ausgeldst wurde,
mul3 der Gesamtdrehimpuls des Systems konstant, d.h. +L bleiben. Die Versuchsperson
erhalt dadurch den Drehimpuls +2L, so daf? 2L — L = L = const. Der Schemel mit der
Versuchsperson beginnt sich also gegen die Drehrichtung des Rades zu drehen. Durch
Zurlckstellen des Rades in die Ausgangslage kommt der Schemel wieder zur Ruhe.

Die Drehimpulserhaltung kann auch dadurch demonstriert werden, daf3 die Versuchsper-
son auf dem ruhenden Drehschemel sitzt (Lot = 0) und dann beginnt, ein an einem Seil
befestigte Masse uUber dem Kopf kreisférmig zu schwingen. Das mit der Kreisbewegung
der Masse verbundene Drehmoment L muf3, um das Gesamtdrehmoment (Lot = 0) zu
erhalten, durch ein Drehmoment —L durch eine Rotation des Drehschemels in die entge-
gengesetzte Richtung kompensiert werden.

1.11.3 Der Drehimpuls bemnglich des Massenmittelpunktes

Wir greifen nun auf GI.(1.11.21) und (1.11.25) aok’und beut¢ksichtigen, dal3uf'ein System vom
Massenpunkten die inneren &té F; germel3 Abschnitt 1.11.2 keinen Beitrag zum Gesamtdrehmoment
Tiot,p €rbringen, sondern allenfaliilRere Kafte F;. Deren Drehmoment ist gegeben durch
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Abbildung 1.111: Experiment zur Drehimpulserhaltung.

totp = > 10 xFf, (1.11.50)
i=1
wobeiriP der Vektor vom Bezugspuni? zumi-ten Massenpunkt ist. Dann wird

* _ dLtotp | drp

tot,P — i at X Ptot (1.11.51)

mit dem Ortsvektorp des Bezugspunkt®. Man ist jetzt bestrebt, deastigen zweiten Term in dieser
Gleichung durch geeignete Wahl des Bezugspunktes zu eliminietereit€n in einem Inertialsystem
ruhenden Bezugspuni wird drp /dt = 0 und man hat sein Ziel erreicht:

dLot p
o = (P ruhend). (1.11.52)

Fur eine Vereinfachung ist es am zwedkidigsten, den Koordinatenursprung in diesen ruhenden Punkt
zu legerf?

Interessanterweise verschwindet der zweite Term in Gl.(1.11.51) aber auch dann, wenn als Bezugspunkt
der Massenmittelpunkt geahlt wird, und zwar gleichgitig, ob dieser ruht oder sich beliebig bewegt. In
diesem Fall ist der Ortsvektap des Bezugspunktes identisch mit dem Ortsvektgrdes Massenmit-
telpunkts aus GI.(1.10.45). Dann iétp /dt = drem/dt = vem die Geschwindigkeit des Massenmit-
telpunkts, die aufgrund von GI.(1.10.49)%f, = Pem/M) und GI.(1.10.50) fecrm = Ptot) parallel zu

Ptot Steht. Daher folgfdrp /dt) X ptot = 0 und

stot,cm
T:ot,cm — T . (11153)

82Beispiele hiertit werden in Kapitel 2 gegeben.
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Hierbei ist

n

Liotem = Y FiXPi (1.11.54)
i=1

der Gesamtdrehimpuls aller Massenpunkte im inertialen Laborsystem, wobei der Massenmittelpunkt nur
als Bezugspunkt zur Berechnung des Drehimpulses verwendet wurde. Dagegen ist der Gesamtdrehim-
puls im Schwerpunktsystelixo; mit dem Koordinatenursprung (=Massenmittelpunkt) als Bezugspunkt
gegeben duréf

n
Liot = » i XPi . (1.11.55)
i=1
Mit v; = Vi + Vem folgt p; = P;i + mivem Und im allgemeinen wirdy; o = ¥ X p; # L; = 7 x Di
gelten.Uberraschenderweise kann man aherdids Gesamtsystem zeigen,&aR

Ltot,cm = f‘tot . (11156)

Durch Kombination mit GI.(1.11.53) ergibt sich dann

T}, = — . (1.11.57
tot,cm dt (

Interessant ist hierbei, da3 zur Ableitung dieser Gleichung nirgends vorausgesetzt werden muf3, dai3
das Schwerpunktsystem ein Inertialsystem ist. Das heif3t, GIl.(1.11.57) giht demnach auch bei einer
beschleunigten Bewegung des Massenmittelpunktes im “momentanen” Schwerpunktsystem die zeitliche
Anderung des Gesamtdrehimpulses aufgranferer Kafte an.

Fir ein abgeschlossenes System Rjit= 0 wird

Liot = const (abgeschlossenes System) (1.11.58

Die Bewegung des Schwerpunktes wird durch GI.(1.10.53)

dptot dpcm
Flow = — o =—1 (1.11.59)

beschrieben. Zusammen mit den GIn.(1.11.53) und (1.11.57) hat man damit eine Beschnaiitiliag f~
Bewegung eines Systems von Massenpunkten als ganzes gefunden. Man beredcmtett antiand

von GI.(1.11.59) die Translationsbewegung des Massenmittelpunktes, um dann mit GI.(1.11.53) und
(1.11.57) die durch den Gesamtdrehimplys; cm bzw. Liot global erfalRte Drehung des Systems um

8Hierbei werden die Gafien im Schwerpunktsystem wiederum mit einer Schlange versehen.
84Djes soll an dieser Stelle nicht explizit bewiesen werden.
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den Massenmittelpunkt im inertialen Laborsystem bzw. im momentanen Schwerpunktsystem zu finden.
Anwendungsbeispiele hienfiverden in Kapitel 2 bei der Behandlung der Mechanik des Staroepdfs
diskutiert.

Abschlief3end wollen wir noch den Zusammenhang zwischen dem Drehiliggglen Laborsystem und

Lot im Schwerpunktsystem herstellen, wobei wir jeweils den Koordinatenursprung als Bezugspunkt
wahlen wollen. Aus GI.(1.11.16) folgt mit dem Bezugspuiiki= C'M fur den Ortsvektorp = rem

und nach Summationber alle Massenpunkte zachistLiot = Liot,cm + em X Ptot.- Ferner ist

der Gesam}impulptot identisch mit dem Impuls des Massenmittelpungts, und man erhlt wegen
Ltot,cm = Lot

Ltot = Ltot+ rem X Pem - (1.11.60

Danach ist der Gesamtdrehimpuls im Laborsystem die Summe aus dem Gesamtdrehjgpins
(nicht notwendigerweise inertialen) Schwerpunktsystem und dem Drehimpuls p.m der Schwer-
punktsbewegung. DBy im wohldefinierten Schwerpunktsystem der Massenpunkte angegeben wird
und insoweit eindeutig ist, nennt mbig,; auch derEigendrehimpulsles Systems oder — insbesondere
bei Elementarteilchen — deBpin Dagegen heild.,, X pem derBahndrehimpulgles Systems, dessen
Grofie von der speziellen Wahl des Bezugssystemarajih”
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1.12 Zusammenfassung der Erhaltungsdze der Mechanik

Erhaltungs- | Energie Impuls Drehimpuls
groRRe
Erhaltungs- | Eiot =T + V = const Ptot = const Liot = const
satz (konservative Kafte)
bzw.
Fit =V + T+ Q = const
(nichtkonservative Kafte)
oder dEtot/dt =0 dptot/dt =0 = Fiot stOt/dt =0="Tiot
folgt aus Homogenitt der Zeit Homogenitit des Raumes | Isotropie des Raumes
Vorausset- | abgeschlossenes System | freies System: kein Einwir- freies System:. kein Einwirt
zung ken&auBerer Kafte: Y Ff = | ken auferer Drehmoments
0 STF=0
fur  abge-| dE; =d(T +V) =0 Fiot => Fi =0 Tiot =>, Ti=0
schlossenes
System:
bei Ein- dEpot =F*.ds dptot/dt = F:ot = E F:( stOtyp/dt = T:ot,P
wirken von ZriP x F¥
aulBeren (fur P ruhend)
Kraften:

ABpo = [F*-ds = Wy,

(Energi@inderung durch Art

beitdulRerer Kafte)

Aptot = fttf Fiotdt
(KraftstoR)

stot,cm/dt = df‘tot/dt

Ttot,cm = Z ‘f'i X Pi
(fur Massenmittelpunkt)

ALtot = tt12 Ttotdt
(Drehimpulsstol3 bei ruher

1”4

C.

dem Bezugspunkt)

Tabelle 1.1: Zusammenfassende Darstellung der Erhaltategsdér Mechanik.
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