
Kapitel 2

Mechanik des Starren Körpers

In der Mechanik der Massenpunkte wurde bereits mehrfach von der Vorstellung Gebrauch gemacht, daß
ein makroskopischer K¨orper aus vielen Massenpunkten aufgebaut ist. In diesem Kapitel idealisieren wir
einen Festk¨orper als einenstarren K̈orper mit definiertem Volumen und definierter Gestalt. Man kann
folgende Definition f¨ur einen starren K¨orper angeben:

Ein starrer Körper ist ein System von Massenpunkten, bei
dem die Relativabstände der einzelnen Massenpunkte

auch unter der Einwirkung von Kräften unverändert
bleiben.

Technisch läßt sich zwar ein ideal starrer K¨orper nicht realisieren, aber in vielen F¨allen ist der starre
Körper eine gute N¨aherung.

In diesem Kapitel untersuchen wir in der Statik die Gleichgewichtsbedingungen und in der Dynamik die
Bewegungsformen starrer K¨orper unter dem Einfluß ¨außerer Kr¨afte.
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2.1 Der Starre Körper

Wir übertragen zun¨achst eine Reihe von Beziehungen, die in der Mechanik der Massenpunkte aufgestellt
wurden, auf den speziellen Fall des starren K¨orpers. Insbesondere werden wir mit diesen Beziehungen
die Bewegungsgleichungen f¨ur den starren K¨orper ableiten. Hierbei werden Formeln f¨ur die potentielle
Energie und das Drehmoment eines starren K¨orpers in einem konstanten Gravitationsfeld aufgestellt, die
uns zur Deutung des Massenmittelpunktes alsSchwerpunktführen.

Ist ein starrer K¨orper mit Massem und VolumenV räumlich homogen, so kann ihm eine konstante
Massendichte

� :=
m

V
[�] = 1

kg

m3
(2.1.1)

zugeordnet werden. Beispiele f¨ur Massendichten sind� = 1:000 � 103kg/m3 für Wasser,� = 5:500 �
103kg/m3 für die mittlere Massendichte der Erde,� = 19:30 � 103kg/m3 für Uran und� ' 1017kg/m3

für die Dichte von Atomkernen.

Für einen räumlich inhomogenen starren K¨orper ist es zweckm¨aßig, den K¨orper in einzelne Volumen-
elementedV aufzuteilen, die einerseits so groß sind, daß sie viele Atome enthalten, und andererseits so
klein sind, daß die Massenverteilung innerhalb vondV als homogen angesehen werden kann. Die indV
enthaltene Massedm ist dann

dm = �dV (2.1.2)

mit

� :=
dm

dV
(2.1.3)

als lokale Massendichte eines inhomogenen starren K¨orpers

2.1.1 Bewegungsgleichungen und Freiheitsgrade

Unter der Zahl derFreiheitsgradeeines Körpers versteht man in der Mechanik die Zahl von un-
abhängigen Parameter, die zur Festlegung der Lage und Orientierung eines K¨orpers im Raum notwendig
ist. So hat ein im Raum frei beweglicher Massenpunkt 3 Freiheitsgrade, ein auf einer Fl¨ache frei bewegli-
cher Massenpunkt dagegen nur noch 2 Freiheitsgrade und ein entlang einer Raumkurve frei beweglicher
Massenpunkt nur einen Freiheitsgrad. F¨ur die Festlegung eines Systems vonnMassenpunkten im Raum
benötigt man3n unabhängige Parameter, das heißt, dieses System besitzt3n Freiheitsgrade. Die Zahl
der Freiheitsgrade eines frei beweglichen starren K¨orpers ist dagegen wesentlich kleiner, da alle Massen-
punkte starr miteinander verbunden sind. Wir ermitteln die Zahl der Freiheitsgrade anhand von Abb. 2.1.
Greift man sich willkürlich einen Massenpunkt 1 heraus, so hat dieser 3 Freiheitsgrade. Ein zweiter
Massenpunkt 2 kann sich dann lediglich auf einer Kugel um 1 als Mittelpunkt bewegen, da der relative
Abstand von 1 und 2 in einem starren K¨orper konstant ist. Der K¨orperpunkt 2 besitzt demnach nur noch
2 Freiheitsgrade. Schließlich kann sich ein dritter Massenpunkt 3 nur noch auf einem Kreis um die Ver-
bindungslinie1� 2 bewegen (Schnittlinie zweier Kugeln) und liefert somit nur noch einen zus¨atzlichen
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1
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Abbildung 2.1: Zur Ableitung der Zahl der Freiheitsgrade eines starren K¨orpers.

Freiheitsgrad. Alle weiteren Punkte sind durch die herausgegriffenen drei (nicht-kollinearen) Massen-
punkte festgelegt. Daher hat der frei bewegliche starre K¨orper nur3 + 2 + 1 = 6 Freiheitsgrade. Wird
dagegen ein K¨orperpunkt festgehalten, so verbleiben nur noch2 + 1 = 3 Freiheitsgrade, und bei einer
vorgegebenen festen Drehachse lediglich ein einziger Freiheitsgrad.

Mit obiger Überlegung läßt sich die Bewegung eines starren K¨orpers in eineTranslationsbewegungund
eineRotationsbewegungunterteilen. Bei einer Translation wird der K¨orper parallel zu sich selbst ver-
schoben, d.h. die Differenz der Anfangs- und Endvektoren aller Massenpunkte ist durch einen einheit-
lichen Verschiebevektor�r gegeben (siehe Abb. 2.2a). Der zeitliche Bewegungsablauf ist eine Auf-
einanderfolge von infinitesimalen Verschiebungendr, die sich im allgemeinen zu einer gekr¨ummten
Bahnkurve addieren. Nach Vorgabe der Raumkurve eines beliebigen K¨orperpunktesP laufen alle ande-
ren Körperpunkte auf parallel versetzten, aber ansonsten identischen Bahnen. F¨ur die Beschreibung der
Translationsbewegung sind 3 Freiheitsgrade notwendig.

Unter der Rotation eines starren K¨orpers versteht man eine Bewegungsform, bei der sich alle Massen-
punkte auf Kreisbahnen um eine feste Drehachse und zwar um den gleichen Winkel�' bewegen. Der
Körperändert zwar seine Orientierung im Raum, die Punkte auf der Drehachse bleiben aber raumfest.
Man kann jede Bewegung eines starren K¨orpers um einen festen RaumpunktP als Rotation um eine feste
Drehachse mit geeignetem Drehwinkel�' darstellen.1 Wenn wir – ohne Angabe eines strengen Bewei-
ses – diesesEulersche Theorem ¨ubernehmen, dann l¨aßt sich in der Tat jede Bewegung eines starren
Körpers als einëUberlagerung einer Translation und einer Rotation beschreiben.2

Eine weitere Schwierigkeit bei der Beschreibung von Drehbewegungen besteht darin, daß es nicht ge-
lingt, endliche Drehungen mit Drehkoordinaten zu erfassen, die eine ¨ahnliche Symmetrie wie die karte-
sischen Lagekoordinaten(x; y; z) eines Raumpunktes besitzen.3 Dagegen ist es ¨ublich, die Orientierung
bzw. Rotation eines starren K¨orpers mit denEulerschen Winkeln(�; ';  ) zu beschreiben. Zur Defi-
nition verwendet man ein im BezugspunktP liegendes raumfestes Koordinatensystem(x; y; z) sowie
ein zweites im K¨orper verankertes “k¨orperfestes” Koordinatensystem(x0; y0; z0), dessen Ursprung mit
P zusammenf¨allt. Wie aus Abb. 2.3 ersichtlich ist, ist dadurch die Orientierung des K¨orpers im Raum
festgelegt und zwar durch die Winkel(�; ') für die Raumrichtung der k¨orperfestenz0-Achse und den
Winkel  für die Drehung um diez0-Achse. Man kann dieser Konstruktion insbesondere entnehmen,
daß die Orientierung bzw. Rotation des starren K¨orpers durch 3 Freiheitsgrade charakterisiert ist.

1Dies ist keineswegs trivial aber aus Abb. 2.2b anschaulich klar.
2Der zeitliche Bewegungsablauf bei der Rotation ist anschaulich schwieriger nachzuvollziehen.Ähnlich wie die einzelnen

infinitesimalen Translationendr nicht entlang der globalen endlichen Translation�r verlaufen m¨ussen, dreht sich bei der
Rotation der K¨orper um einemomentaneDrehachse um einen infinitesimalen Drehwinkeld', wobei i.a. die momentane
Drehachse sowohl im Raum als auch relativ zum K¨orper wandert. Die Endlage des K¨orpers kann man aber aus der Anfangslage
durch eine Rotation um eine einzige Drehachse mit endlichem�' hervorgehen lassen.

3Darauf wurde bereits im Abschnitt 1.1 hingewiesen.
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Abbildung 2.2: Translationsbewegung (a) und Rotationsbewegung (b) eines starren K¨orpers.

y

x

z

x'

y'

z' ψθ

ϕ

Abbildung 2.3: DieEulerschen Winkel.

Wir haben bereits im Abschnitt 1.8.2 diskutiert, daß im Gegensatz zu endlichen Drehbewegungen in-
finitesimale Drehungen durch axiale Vektoren darstellbar sind. Im folgenden werden die im Bewe-
gungsablauf der Rotation auftretenden momentanen Drehachsen mit dem Vektor! der Winkelgeschwin-
digkeit beschrieben. Hierbei gibt! die Lage der Drehachse, den Drehsinn (Rechte-Hand-Regel) und
die Änderungsgeschwindigkeitd'=dt des Drehwinkels an. Die Dynamik des frei beweglichen star-
ren Körpers ist im allgemeinen dadurch erschwert, daß die momentane Winkelgeschwindigkeit! nach
Größe und Richtung weder raum- noch k¨orperfest ist.

Es soll jetzt die Bewegungsgleichung f¨ur einen frei beweglichen starren K¨orper aufgestellt werden. Die
Bewegung ist vollst¨andig bestimmt, wenn die 6 Freiheitsgrade durch 6 Bewegungsgleichungen abge-
deckt sind. Um diese zu finden, w¨ahlen wir einen im K¨orper fest verankerten BezugspunktP , bezüglich
dessen wir die Translation und die Rotation angeben. Es stellt eine wesentliche Vereinfachung dar, ist
aber keineswegs zwingend, wenn man als Bezugspunkt den MassenmittelpunktCM aus Abschnitt 1.10
wählt (siehe Abb. 2.4). Mit der Massemi und dem Ortsvektorri desi-ten Massenpunktes ist der Orts-
vektorrcm des Massenmittelpunktes durch
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rcm =

P
miriP
mi

=
1

M

X
miri (2.1.4)

gegeben, wobei die Summation ¨uber alle Massenpunkte zu erstrecken ist undM =
P
mi die Gesamt-

masse des K¨orpers angibt. Da der starre K¨orper aus sehr vielen Massenpunkten aufgebaut ist, ist es
zweckmäßig, den K¨orper in einzelne VolumenelementedV aufzuteilen, die einerseits so groß sind, daß
sie viele Atome enthalten, und andererseits so klein sind, daß die Massenverteilung innerhalb vondV als
homogen angesehen werden kann. An Stelle der Massenpunktemi in Gl.(2.1.4) tritt das Massenelement
dm und aus der Summation wird eine Integration:

rcm =
1

M

Z
r � dV : (2.1.5)

Hierbei istr der Ortsvektor des Massen- bzw. Volumenelementsdm bzw. dV . Im allgemeinen schwankt
die Massendichte, d.h.� = �(r). Nur im Falle eines homogenen K¨orpers ist� = const und kann vor
das Integral gezogen werden.
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Abbildung 2.4: Die Bewegung eines starren K¨orpers als̈Uberlagerung von Translation (Geschwindigkeit
vcm) und Rotation (Winkelgeschwindigkeit!) mit dem MassenmittelpunktCM als Bezugspunkt.

Die Translationsbewegungvcm des Massenmittelpunkts und damit aller K¨orperpunkte ist

vcm =
drcm
dt

: (2.1.6)

Der Gesamtimpuls des K¨orpers als Summation bzw. Integration ¨uber alle Einzelimpulsemivi bzw.
v(r)dm ist nach Gl.(1.10.50) gleich dem Schwerpunktsimpulspcm = Mvcm, den wir künftig einfach
als Impuls des K¨orpers bezeichnen werden. Mit der am K¨orper angreifenden ¨außeren KraftF?tot als
Summe bzw. Integral der Einzelkr¨afte an den Massenpunktenmi bzw. Massenelementendm ergibt sich
(vergleiche Gl.(1.10.51))

F =
dpcm
dt

; (2.1.7)
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wobei die von außen angreifende Gesamtkraft im folgenden einfach mitF := F?tot bezeichnet wird.
Die Impulsgleichung (2.1.7) ist die gesuchte Bewegungsgleichung f¨ur die Translationsbewegung des
starren Körpers. Als Vektorgleichung faßt sie drei unabh¨angige Bewegungsgleichungen f¨ur die drei
Freiheitsgrade der Translation zusammen. Sie besagt, daß die mit dem BezugspunktCM beschriebene
Translationsbewegung so erfolgt, wie wenn die GesamtkraftF am Massenmittelpunkt angreifen w¨urde,
in dem die Gesamtmasse des K¨orpers vereinigt zu denken ist.

Die Bewegungsgleichung f¨ur die Rotationsbewegung um den MassenmittelpunktCM ist die Dreh-
impulsgleichung. Um diese Behauptung einzusehen, legen wir ein zum Inertialsystem(x; y; z) ach-
senparalleles System(~x; ~y; ~z) in den MassenmittelpunktCM , das dann von der Translationsbewegung
mitgeführt wird (siehe Abb. 2.4). MitCM als Bezugspunkt ist das Gesamtdrehmoment der ¨außeren
KräfteTcm := T?

tot;cm gleich der Summe der Einzelmomente~r � dF, wobeidF die am Massenele-
mentdm angreifende ¨außere Kraft darstellt. Entsprechend liefert die Summation bzw. Integration ¨uber
die Einzeldrehimpulse~ri � ~pi = ~ri �mi~vi bzw.~r� d~p = ~r� ~vdm den Gesamtdrehimpuls~L := ~Ltot
im translatorisch bewegtenCM -System. Die Drehimpulsgleichung (1.11.57) wird dann zu

Tcm =
d~L

dt
: (2.1.8)

Es sei an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen, daß nur mit dem Massenmittelpunkt als Bezugs-
punkt die Drehimpulsgleichung unabh¨angig von der Bewegung des Bezugspunktes diese einfache Form
annimmt (vergleiche hierzu die Diskussion in Abschnitt 1.11.3). Die Interpretation der Drehimpulsglei-
chung ist schwieriger als die der Impulsgleichung. Jedenfalls regelt (2.1.8) die Rotationsbewegung des
Körpers um den Massenmittelpunkt. Zu jedem Zeitpunkt ist die Rotation durch eine Winkelgeschwin-
digkeit ! charakterisiert, die mit den f¨ur den Drehimpuls~L benötigten Geschwindigkeiten~v gemäß
Gl.(1.8.32)über die Beziehung

~v = ! �~r (2.1.9)

verknüpft ist. Damit stellt letztlich Gl.(2.1.8) die Bewegungsgleichung f¨ur!, also die Rotation, dar. Als
Vektorgleichung faßt sie wiederum 3 unabh¨angige Gleichungen f¨ur die 3 Freiheitsgrade der Rotation
zusammen.

Insgesamt bilden Gl.(2.1.7) und (2.1.8) ein vollst¨andiges Gleichungssystem f¨ur die Beschreibung der Be-
wegung eines starren K¨orpers unter der Einwirkung ¨außerer Kr¨afte. FallsF von der Rotations- undTcm
von der Translationsbewegung abh¨angig ist (z.B. beim Bumerang), sind beide Gleichungen miteinander
gekoppelt und es gelingt nur in Sonderf¨allen eine geschlossene L¨osung anzugeben. Sind Translations-
und Rotationsbewegung dagegen entkoppelt, so ist die ImpulsgleichungF = dpcm=dt ein einfaches
Problem der Punktmechanik. Dagegen ist die Drehimpulsgleichung selbst in diesem Fall nicht allge-
mein geschlossen l¨osbar (Kreiselproblem).

Die kinetische Energie des starren K¨orpers läßt sich mit dem Massenmittelpunkt als Bezugspunkt (ver-
gleiche hierzu Gl.(1.10.61)) in

T = ~T +
1

2
Mv2cm (2.1.10)

aufspalten. Dabei ist
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Ttrans :=
1

2
Mv2cm (2.1.11)

die kinetische Energie, die mit der Translationsbewegung des Massenmittelpunktes verkn¨upft ist, und

Trot := ~T (2.1.12)

die kinetische Energie der Rotation um den Massenmittelpunkt. Ein Hauptziel der folgenden Abschnitte
ist es, explizite Ausdr¨ucke für Trot abzuleiten.

Die innere EnergieU des starren K¨orpers enth¨alt nebenTrot noch die potentielle Energie der Wechsel-
wirkung der Massenpunktemi bzw. der Massenelementedm untereinander (vergleiche Gl.(1.10.63)).
In der Näherung des starren K¨orpers ist allerdings die Wechselwirkungsenergie konstant und kann daher
außer Betracht bleiben. Dagegen m¨ussen wir in der Bilanz der GesamtenergieE noch die potentielle
Energie mitber¨ucksichtigen, die der K¨orper in einem ¨außeren Kraftfeld (z.B. dem Gravitationsfeld) hat.
Für die GesamtenergieE des frei beweglichen starren K¨orpers erh¨alt man somit

E =
1

2
Mv2cm + Trot +Epot : (2.1.13)

Abschließend wollen wir noch die Bewegungsgleichung eines starren K¨orpers diskutieren, der einen
raumfesten PunktP besitzt (z.B. die in einer F¨uhrung aufsitzende Spitze eines Kreisels). Die allgemein-
ste Bewegungsform ist eine Rotation (3 Freiheitsgrade) um den ruhenden PunktP . Es ist in diesem Fall
zweckmäßig, den ruhenden PunktP als Bezugspunkt zu w¨ahlen. Die Bewegungsgleichung ist dann die
Drehimpulsgleichung (1.11.52) und man erh¨alt

TP =
dLP
dt

: (2.1.14)

Mit der momentanen Winkelgeschwindigkeit! ist die Geschwindigkeitv eines Massenpunktes mit dem
vom PunktP aus gemessenen OrtsvektorrP durchv = ! � rP gegeben. Die Gesamtenergie wird

E = Trot +Epot ; (2.1.15)

wobeiTrot jetzt abweichend zu Gl.(2.1.13) die kinetische Energie der Rotation um den BezugspunktP
bedeutet.4

2.1.2 Der Schwerpunkt

In diesem Abschnitt soll der Schwerpunkt eines starren K¨orpers eingef¨uhrt werden und eine Beziehung
zu dem in Kapitel 1 eingef¨uhrten Massenmittelpunkt hergestellt werden. Im GravitationsfeldfG(r) wirkt
auf das Massenelementdm eines starren K¨orpers die ¨außere KraftdF = fGdm. Befindet sich der K¨orper
in einem Bereich, in demfG = const ist, so erhält man die am K¨orper angreifende GewichtskraftFG,
dasGewichtdes Körpers, durch Integration ¨uber alle Massenelemente

4Die Translationsenergie verschwindet f¨ur einen ruhenden Bezugspunkt.
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Abbildung 2.5: (a) Drehmoment eines starren K¨orpers im Gravitationsfeld:TG = rcm � FG. (b)
Potentielle Energie eines starren K¨orpers im konstanten Gravitationsfeld:Epot =MgH.

FG =

�Z
dm

�
fG =M fG : (2.1.16)

Hierbei istM =
R
dm die Gesamtmasse des K¨orpers. Ebenso l¨aßt sich das DrehmomentTG angeben,

das der K¨orper im konstanten Schwerefeld erf¨ahrt (siehe Abb. 2.5a). Es ist

TG =

Z
r� dFG =

Z
r� (dm)fG =

�Z
rdm

�
� fG (2.1.17)

und mit Gl.(2.1.5) für den Ortsvektorrcm des Massenmittelpunktes erh¨alt man

TG = Mrcm � fG = rcm �M fG = rcm � FG : (2.1.18)

Danach berechnet sich das Drehmoment des starren K¨orpers im Schwerefeld gerade so, als ob die Ge-
samtmasseM des Körpers im Massenmittelpunkt vereinigt w¨are. Daher nennt man den Massenmit-
telpunkt auchSchwerpunkt. Aus Gl.(2.1.18) folgt weiter, daß daß das DrehmomentTG bezüglich des
Schwerpunkts verschwindet: f¨ur ein im Schwerpunkt verankertes Bezugssystem ist~rcm = 0 und damit
auchTG;cm = 0. Diese Aussage l¨aßt sich zu einer allgemeinen Definition des Schwerpunkts erweitern:

Der Schwerpunkt eines Körpers ist der Punkt, bezüglich
dessen das Drehmoment in einem Gravitationsfeld

verschwindet.

Wichtig ist, daß der so definierte Schwerpunkt nur dann mit dem MassenmittelpunktCM zusammenf¨allt,
wenn das Gravitationsfeld r¨aumlich konstant ist.

Der Schwerpunkt spielt auch f¨ur die potentielle Energie eines K¨orpers in einem konstanten Gravitati-
onsfeld eine ausgezeichnete Rolle. Anhand von Abb. 2.5b und Gl.(1.9.48) ist die potentielle Energie
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des Massenelementsdm, das sich in der H¨oheh über einer normal zur Fallbeschleunigungg stehenden
Bezugsebene befindet, durchdEpot = (dm)gh gegeben. Durch Integration ¨uber alle Massenelemente
erhält man dann

Epot =

Z
(dm)gh = g

Z
h dm : (2.1.19)

Nach Gl.(2.1.5) ist nun die H¨oheH des Massenmittelpunkts durch

H =
1

M

Z
h dm bzw.

Z
h dm =M H (2.1.20)

gegeben, woraus

Epot = M gH (2.1.21)

folgt. Analog zum SchweremomentTG berechnet sich also auch die potentielle Energie eines K¨orpers
im konstanten Gravitationsfeld so, als ob die Gesamtmasse im Schwerpunkt vereinigt w¨are.
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Abbildung 2.6: Stabiles und labiles Gleichgewicht.

2.2 Statik des starren Körpers

In der Statik betrachtet man einen Zustand, in dem alle K¨orperpunkte bez¨uglich eines geeigneten Iner-
tialsystems ruhen. Die Bedingungen, unter denen dieser Zustand beibehalten wird, nennt manGleich-
gewichtsbedingungen. In Abschnitt 1.9.4 hatten wir abgeleitet, daß im statischen Gleichgewicht die Ge-
samtkraftFi (als Summe der inneren und ¨außeren Kr¨afte) auf jeden einzelnen Massenpunkt verschwin-
den muß:Fi = 0 (Gl.(1.9.67)). Unterliegen die Massenpunkte noch Zwangsbedingungen, so m¨ussen zu
denäußeren Kr¨aften noch die Zwangskr¨afte fi dazugerechnet werden:Fi + fi = 0 (Gl.(1.9.71)). Bein
Massenpunkten sind das jeweilsn vektorielle Gleichungen.

2.2.1 Gleichgewicht

Bei der Statik des starren K¨orpers mit nur 6 Freiheitsgraden gen¨ugt es, die Gleichgewichtsbedingung f¨ur
die Translation und die Rotation anzugeben. Die Forderung, daß im Gleichgewicht keine Beschleuni-
gungen auftreten d¨urfen, führt aufdp=dt = 0 unddL=dt = 0. Aus den Bewegungsgleichungen f¨ur die
Translation und Rotation (Gln.(2.1.7) und (2.1.8)) liest man dann folgende Gleichgewichtsbedingungen
der Statik ab

F = 0 und T = 0 (Gleichgewicht) : (2.2.1)

Hierbei istF die Summe aus ¨außeren eingepr¨agten Kräften (z.B. Gravitationskr¨aften) und Zwangskr¨aften
und entsprechend istT dasäußere Gesamtdrehmoment. Man muß beachten, daß die inneren Kr¨afte
zwischen den einzelnen Massenpunkten eines starren K¨orpers nicht in die Bewegungsgleichungen des
starren Körpers eingehen und deshalb v¨ollig außer Betracht gelassen werden k¨onnen. Die inneren Kr¨afte
sorgen sozusagen nur f¨ur die “Starrheit” des K¨orpers. Unter den Bedingungen von Gl.(2.2.1) verharrt
ein starrer K¨orper mitP = 0 undL = 0 im Ruhezustand.

Wir betrachten nun einen K¨orper, der an einem k¨orperfesten PunktP unterstützt wird, ansonsten aber
frei beweglich sein soll (siehe Abb. 2.6). Es gibt drei Positionen, in denen der K¨orper im Schwerefeld
im Gleichgewicht ist:

1. Der SchwerpunktCM befindet sich lotrecht unter dem Unterst¨utzungspunktP . In diesem Fall ist
rcmkMg und damit istTG = rcm �Mg = 0, d.h. es herrscht Gleichgewicht. Bei einer kleinen
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Auslenkung aus dieser Gleichgewichtsposition tritt ein DrehmomentTG = rcm �Mg auf, das
den Körper wieder in die Ruhelage zur¨ucktreibt. Man spricht deshalb vonstabilem Gleichgewicht.

2. Der SchwerpunktCM befindet sich lotrecht ¨uber dem Unterst¨utzungspunktP . In diesem Fall ist
rcmk � (Mg). Es ist zwar wiederumTG = rcm �Mg = 0, d.h. es herrscht Gleichgewicht, bei
einer kleinen Auslenkung aus dieser Gleichgewichtsposition treibt das auftretende Drehmoment
TG = rcm �Mg den Körper aber nicht mehr in die Ruhelage zur¨uck. Man spricht deshalb von
labilem Gleichgewicht.

3. Der SchwerpunktCM fällt mit dem Unterst¨utzungspunktP zusammen. In diesem Fall verschwin-
det wegenrcm = 0 das DrehmomnetTG, d.h. jede Drehposition des K¨orpers ist im Gleichge-
wicht. Man spricht hier von einemindifferenten Gleichgewicht.

.

Experiment: Bestimmung des Schwerpunkts

Aus der obigen Betrachtung folgt sofort ein Verfahren zur experimentellen Bestimmung des
Schwerpunkts eines starren Körpers. Der Körper wird frei beweglich aufgehängt. Sein
Schwerpunkt versucht dann, die stabile Lage unterhalb des Aufhängepunktes einzunehmen.
Durch zweimaliges Aufhängen an verschiedenen Punkten findet man den Schwerpunkt als
Schnittpunkt der beiden Lote, die durch die Aufhängepunkte gehen.

.

Experiment: Kippen eines Schrankes

Versucht man einen Schrank über eine Kante zu kippen, bedeutet das ein Anheben seines
Schwerpunktes (siehe Abb. 2.7). Es wirkt ein Drehmomnent TG, das den Schrank so lange
in seine alte Stellung zurückzukippen versucht, wie das Lot des Schwerpunktes sich noch
innerhalb der Unterstützungsfläche befindet. Ist das Lot außerhalb, wirkt ein Drehmoment,
das den Schrank umzukippen versucht.

0 x
Ty = x FG <0

0 x 0 x

FG FG FG

CMCMCM

Ty = x FG =0 Ty = x FG >0

TyTy

Abbildung 2.7: Drehmomente beim Kippen eines Schrankes. Diey-Achse zeigt in die Papierebene
hinein.

Wir haben bisher die Gleichgewichtsbedingungen f¨ur einen starren K¨orper als Bedingungen f¨ur die
Kräfte und Drehmomente formuliert. Dabei sind neben den ¨außeren eingepr¨agten Kräften auch die
Zwangskräfte zu ber¨ucksichtigen. Im Abschnitt 1.9.4 wurde dagegen die Gleichgewichtsbedingung eines
Systems als “Prinzip der virtuellen Arbeit” gefaßt. Es besagt, daß im Gleichgewicht die Arbeit der inne-
ren undäußeren Kr¨afte bei virtuellen Verr¨uckungenÆs verschwindet, wobei allerdings die Verr¨uckungen
den Zwangsbedingungen gen¨ugen müssen (vergleiche Gl.(1.9.74)). Bei dieser Formulierung der Gleich-
gewichtsbedingung war wesentlich, daß die Zwangskr¨afte für sich genommen keine virtuelle Arbeit
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leisten, die Zwangskr¨afte also außer Betracht gelassen werden k¨onnen. F¨ur einen starren K¨orper ergibt
sich die weitere Vereinfachung, daß die inneren Kr¨afte keine Arbeit leisten k¨onne, da die dazu erfor-
derlichen Verr¨uckungen der einzelnen Massenelemente gegeneinander bei einem starren K¨orper nicht
zulässig sind. Beim starren K¨orper verschwindet deshalb die virtuelle Arbeit der ¨außeren eingepr¨agten
Kräfte für sich allein. Sind schließlich die ¨außeren Kr¨afte konservativ und aus einem Potential ableitbar,
so besagt Gl.(1.9.75), daß im Gleichgewicht

ÆEpot = 0 (Gleichgewicht) (2.2.2)

ist. Das heißt, die potentielle Energie der eingepr¨agten Kräfte nimmt im Gleichgewicht ein Extremum
an.

Als Beispiel hierfür kann nochmals Abb. 2.6 betrachtet werden. Anhand des Ausdrucks f¨ur die poten-
tielle Energie,Epot = MgH des Körpers im Gravitationsfeld erkennt man, daß die Extremalwerte der
HöhenkoordinateH, die der Schwerpunkt im labilen und stabilen Gleichgewicht einnimmt, jeweils zu
einem Extremum der potentiellen Energie f¨uhren. Die stabile Gleichgewichtslage entspricht dabei einem
Minimum, die labile Gleichgewichtslage einem Maximum der potentiellen Energie.

2.2.2 Balkenwaage und Hebel

Hebel und Hebelgesetze

Die Gleichgewichtsbedingungen finden Anwendung in den Hebelgesetzen. Hierzu betrachten wir den in
Abb. 2.8a gezeigtenHebel, der in einem raumfesten Punkt unterst¨utzt wird und an dessen Hebelarmen
r1 undr2 die KräfteF1 undF2 angreifen sollen. In Abb. 2.8a ist ferner angenommen, daß die Kr¨afte
vertikal gerichtet sind und die Gewichtskr¨afte des Hebels vernachl¨assigt werden k¨onnen. Die Gleichge-
wichtsbedingung f¨ur die RotationT = 0 besagt, daß die DrehmomenteT1 = r1�F1 undT2 = r2�F2
sich zu Null addieren m¨ussen. F¨ur die Beträge der Momente muß also gelten

jT1j = jT2j bzw. jr1 � F1j = jr2 � F2j : (2.2.3)

Deutet man den Betrag des Drehmoments wie in Abschnitt 1.11.1 als Produkt aus KraftF und Kraftarm
b, so lautet die Gleichgewichtsbedingung am Hebel

F1b1 = F2b2 : (2.2.4)

Diese Beziehung nennt man das Hebelgesetz, das sich in Worten als

Kraft � Kraftarm = Last� Lastarm (2.2.5)

formulieren läßt. Am längeren Hebel kann man also mit kleinerem Karftaufwand einer gr¨oßeren Kraft
das Gleichgewicht halten. Die St¨utzkraft f (Zwangskraft) im Lagerpunkt erh¨alt man aus der Bedingung
F = f + F1 + F2 = 0.

.

Experiment: Mehrarmiger Hebel

Mit Hilfe eines mehrarmigen Hebels läßt sich einfach zeigen, daß es für die Gleichge-
wichtsbedingung nur auf den senkrechten Abstand zwischen Kraftrichtung und Drehpunkt
ankommt.



2.2 Statik des starren K¨orpers PHYSIK I 205

r1

r2

T1

T2b2

b1

F2

F1

f
ϕ

ϕ

s

CM

Mg

(m+∆m)g

mg

l

l

Zeiger

(a) (b)

Abbildung 2.8: (a) Gleichgewichtsbedingung am Hebel. (b) Gleichgewichtsbedingung f¨ur die Balken-
waage.

Balkenwaage

Die Balkenwaage wird zur vergleichenden Messung von Gewichtskr¨aften und dadurch von Massen ver-
wendet. Sie besteht, wie in Abb. 2.8b gezeigt ist, aus einem dreiarmigen Hebel. Im raumfesten Dreh-
punkt der Waage kommen zwei Hebel der L¨angel, die den Waagebalken der L¨ange2l bilden, und ein
weiterer Hebel f¨ur den Zeiger der Waage zusammen. Die Masse von Zeiger und Balken bezeichnen wir
alsM . Für die Bestimmung von Drehmomenten denken wir unsM im partiellen SchwerpunktCM
vereinigt. Aus Symmetriegr¨unden liegt der Schwerpunkt im Zeiger und sein Abstand von dem Waage-
balken seis. Die Masse von Waagschale und W¨agegut fassen wir zu(m + �m) bzw. m zusammen.
Im Gleichgewicht muß die Summe der links und rechts drehenden Momente, die vektoriell gesehen aus
der Zeichenebene heraus oder in die Zeichenebene hinein zeigen, betragsm¨aßig gleich groß sein, um
insgesamtT = 0 zu liefern. Mit dem Neigungswinkel bzw. Zeigerausschlag' der Waage ergibt sich
daher anhand von Abb. 2.8b

(m+�m) g (l cos') = mg (l cos') +M g (s sin') : (2.2.6)

Für kleine Neigungswinkel folgt daraus

' � tan' =
sin'

cos'
=

l

M s
�m : (2.2.7)

Im Gegensatz zum zweiarmigen Hebel ger¨at der dreiarmige Hebel nicht beim kleinsten von�m ver-
ursachtenÜbergewicht aus dem Gleichgewicht. Vielmehr ist der Zeigerausschlag' proportional zum
“Übergewicht”�m auf einer Waagschale. Der Proportionalit¨atsfaktor wird alsEmpfindlichkeit� der
Waage bezeichnet. Es ist
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� :=
'

�m
=

l

M s
: (2.2.8)

Eine Waage ist also umso empfindlicher, je st¨arker sie bei vorgegebenem̈Ubergewicht ausschl¨agt. Um
eine hohe Empfindlichkeit zu erreichen, muß man gem¨aß Gl.(2.2.8) lange und massearme Waagbalken
verwenden, sowie bei der Konstruktion den Abstands klein halten.5

5Es soll hier aber darauf hingewiesen, daß sich bei realen Waagen der Waagbalken durchbiegt. Die Empfindlichkeit der
Waage h¨angt dann auch von der Gesamtbelastung, die den Grad der Durchbiegung ausmacht, ab.
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2.3 Dynamik des starren Körpers bei fester Drehachse

Der Übergang von der Statik zur Dynamik eines starren K¨orpers soll in mehreren Stufen vollzogen wer-
den. Dabei braucht die reine Translationsbewegung nicht diskutiert werden, da sie sich nicht von der
eines Massenpunktes unterscheidet. Wir beginnen mit der nach der Translation einfachsten Bewegung,
der Rotation eines starren K¨orpers um eine nach Lage und Orientierung fest vorgegebene Drehachse.
Mit Hilfe der BewegungsgleichungT = dL=dt berechnen wir zun¨achst den Drehimpuls, der mit der
Drehung um die vorgegebene Achse verkn¨upft ist, was uns auf den Begriff desTr̈agheitsmomentsführen
wird. Anschließend werden Arbeit und Energie bei Drehbewegungen diskutiert. Nach der Bestimmung
der Trägheitsmomente einfacher K¨orper wird dann derSteinersche Satzabgeleitet. Als Anwendungs-
beispiele sollen dieDrehschwingungund dasPhysikalische Pendeldiskutiert werden.

2.3.1 Das Trägheitsmoment

Bei vorgegebener ortsfester Drehachse kann ein K¨orper als einzige Bewegungsform eine Rotation um
diese Achse ausf¨uhren. Wählt man als BezugspunktP einen beliebigen Punkt auf der Drehachse, so ist
dieser Punkt raumfest. Die Bewegungsgleichung ist dann (vergleiche (2.1.14)) durch

T =
dL

dt
(2.3.1)

gegeben. Zur Auswertung der Bewegungsgleichung suchen wir einen geschlossenen Ausdruck f¨ur L.
Nach Abb. 2.9 bewegt sich bei der starren Rotation jeder Massenpunktm bzw. Massenelementdm mit
Ortsvektorr auf einer raumfesten Kreisbahn um die Achse. Die Drehachse geht durch den Mittelpunkt
diesen Kreises und steht normal zur Bahnebene. Die Geschwindigkeitv eines jeden Massenpunktes ist
bei gegebener Winkelgeschwindigkeit! durch

v = ! � r (2.3.2)

gegeben. Die Geschwindigkeit steht also immer senkrecht auf! und damit auf der Drehachse. Mit dem
Impulsp = mv eines Massenpunktes erh¨alt man dessen Drehimpulsl = r�p. Wie in Abb. 2.9 gezeigt,
zerlegt man der Ortsvektor in eine Komponenterk undr? parallel und senkrecht zur Drehachse und man
erhält

l = r� p = (rk + r?)� p = rk � p+ r? � p : (2.3.3)

Davkp ist p ? ! und man entnimmt Abb. 2.9, daß(rk � p) ? ! und(r? � p)k! ist. Man hat damit
eine zur = rk + r? analoge Komponentenzerlegung f¨ur den Drehimpuls gefunden:

l = lk + l? mit l? = rk � p und lk = r? � p : (2.3.4)

Danach hat der Drehimpulsl interessanterweise sowohl eine Komponente parallel als auch senkrecht
zur Drehachse, die zur Folge hat, daßl nicht parallel zu! ist. Bei einer gleichf¨ormigen Rotation(! =
const) ist zwar wegenjr?j = const und jpj = const auchlk = const, dagegen ist aberl? 6= const.
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Abbildung 2.9: Der Drehimpuls des starren K¨orpers bei fester Drehachse.

Die Komponentel? steht vielmehr antiparallel zur? und läuft daher mit der Winkelgeschwindigkeit!
um die Drehachse. Betragsm¨aßig ist aberjl?j = const und im zeitlichen Mittel ist deshalbhl?i = 0.
Entsprechend ist der gesamte Drehimpuls des umlaufenden Massenpunktes zeitlich konstant.

Durch Summation der Beitr¨age der einzelnen Massenpunkte erh¨alt man den Gesamtdrehimpuls des star-
ren Körpers zu

L = Lk + L? ; (2.3.5)

wobei wiederumLk = const undL? 6= const. Das heißt, damit ist auchL 6= const und insbesondere
ist der Gesamtdrehimpuls nicht parallel zu!. Dies stellt im Vergleich zur Translation, wopcmkvcm ist,
eine erhebliche Erschwerung der Diskussion der Drehbewegung dar. Wir werden allerdings im n¨achsten
Abschnitt zeigen, daß es f¨ur jeden Körper drei ausgezeichnete Achsen gibt, f¨ur die sich die Einzelbeitr¨age
l? gegenseitig kompensieren und damitL? = 0 und damitL = Lkk! wird.

Wir diskutieren nun den Zusammenhang zwischenLk und!. Die Integration ¨uber alle Massenelemente
dm liefert

Lk =

Z
r? � v dm : (2.3.6)

Mit v = ! � r undr = rk + r? ergibt sich
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v = ! � r = ! � (rk + r?) = ! � r? ; (2.3.7)

da!� rk = 0. Nach Einsetzen von (2.3.7) in (2.3.6) ist der Termr?� (! � r?) auszuwerten. Anhand
von Abb. 2.9 ist klar, daß(! � r?) normal auf der von! und r? aufgespannten Ebene steht und
r? � (! � r?) parallel zu! gerichtet ist. F¨ur die Beträge gilt

jr? � (! � r?)j = jr?j � j(! � r?)j = jr?j � j!j � jr?j = r2?! : (2.3.8)

Insgesamt wird dadurch

Lk =

Z
r? � (! � r?) dm =

Z
r2?! dm : (2.3.9)

Da bei der Rotation eines starren K¨orpers alle Massenelemente die gleiche Winkelgeschwindigkeit be-
sitzen, kann! vor das Integral gezogen werden. Mit demTr̈agheitsmomentI

I =

Z
r2? dm (2.3.10)

des starren K¨orpers erh¨alt man schließlich

Lk = I ! : (2.3.11)

Bei fester Drehachse ist wegenr? = const das Trägheitsmoment eines starren K¨orpers ebenfalls ei-
ne Konstante, die die Massenverteilung des K¨orpers um die Drehachse charakterisiert. Ein und derselbe
Körper hat aber f¨ur verschiedene Drehachsen unterschiedliche Tr¨agheitsmomente. Das Tr¨agheitsmoment
übernimmt als Proportionalit¨atskonstante zwischen Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit bei der Ro-
tationsbewegung die Rolle der tr¨agen Masse als Proportionalit¨atskonstante zwischen Impuls und Ge-
schwindigkeit bei der Translationsbewegung. DaI > 0 ist Lk immer parallel zu!.

Die Einheit des Tr¨agheitsmoments im SI-System ist

[I] = 1 kg m2 : (2.3.12)

Analog zu Gl.(2.3.9) kann man f¨ur die DrehimpulskomponenteL? den Ausdruck

L? =

�
�
Z
rk r? dm

�
! (2.3.13)

ableiten, der schwieriger zu interpretieren ist, da der Klammerterm zeitlich nicht konstant ist.

Entsprechend zum Drehimpuls zerlegen wir jetzt das am K¨orper wirksame DrehmomentT in eine Kom-
ponenteTk parallel undT? senkrecht zur Drehachse, so daß
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T = Tk +T? : (2.3.14)

Die KomponenteTk kann dabei parallel oder antiparallel zu! sein. Aus der Bewegungsgleichung
(2.3.1) folgt dann unter der Randbedingung, daß bei fester AchseTk bzw. T? nur aufLk bzw. L?
einwirken können

Tk =
dLk

dt
und T? =

dL?
dt

(feste Achse): (2.3.15)

Da bei fester Drehachse fernerI zeitlich konstant ist, erh¨alt man durch Einsetzen von (2.3.11) in (2.3.15)

Tk = I
d!

dt
(feste Achse): (2.3.16)

Bei fester Achse hat der starre K¨orper nur einen Freiheitsgrad, der kinematisch durch die Komponente
der Winkelgeschwindigkeit in Achsenrichtung eindeutig charakterisiert ist. Aus! = !!̂ folgt wegen
d!̂=dt = 0 (feste Achse) f¨ur die Winkelgeschwindigkeitd!=dt = (d!=dt)!̂ + !d!̂=dt = (d!=dt)!̂.
Mit Tk = Tk!̂ erhält man also f¨ur die Komponenten in̂!-Richtung

Tk = I
d!

dt
(feste Achse): (2.3.17)

Diese Gleichung beschreibt, wie das Drehmoment der am K¨orper angreifenden ¨außeren Kr¨afte eine Win-
kelbeschleunigungd!=dt hervorruft. Die KomponenteT? hat die Tendenz die Drehachse zu verkippen
und kann deshalb bei vorgegebener fester Drehachse nicht zur Geltung kommen. Gl.(2.3.17) stellt somit
bereits die volle Bewegungsgleichung dar.

Die in Abb. 2.10 gezeigte Komponentenzerlegung f¨ur den Ortsvektor und die angreifende Kraft macht
klar, daß zum DrehmomentTk nur der Termr? � F? beiträgt. Für alle Massenpunkte zusammenge-
nommen istTk =

R
r? � dF?. DieseÜberlegung macht deutlich, daß ein ideales Drehlager (keine

Reibung) wegenF? = 0 kein DrehmomentTk liefert. Dagegen sind im allgemeinen von den Lagern
bereitzustellende Zwangskr¨afte mitT? 6= 0 notwendig, um gem¨aß Gl.(2.3.15) das bei der Rotation auf-
tretendedL?=dt 6= 0 zu kompensieren. In der Technik wird dies als “Unwucht” des rotierenden K¨orpers
bezeichnet, die bei entsprechender St¨arke zu einer Zerst¨orung der Lager f¨uhren kann.

Für verschwindendesTk erhält man für einen rotierenden K¨orperLk = const, d.h. die Drehimpuls-
komponente in Drehachsenrichtung bleibt zeitlich konstant und der K¨orper rotiert gleichf¨ormig mit
! = const. Die BedingungTk = 0 ist außer bei der kr¨aftefreien Bewegung auch f¨ur eine Bewegung im
Gravitationsfeld erf¨ullt, falls der Schwerpunkt auf der Drehachse liegt.
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Abbildung 2.10: Zum Drehmoment des starren K¨orpers bei fester Drehachse.

.

Die Pirouette

Eine Anwendung der Konstanz von Lk bei Tk = 0 ist die Pirouette. Bei Lk = I! ist für
I = const auch ! = const. Eine Eiskunstläuferin ist aber kein starrer Körper, sie kann
vielmehr ihr Trägheitsmoment um die vertikale Körperachse variieren. Dies tut sie durch
Ausstrecken und Anlegen der Arme. Bei ausgestreckten Armen ist I groß (da r? groß), bei
an den Körper angeschmiegten Armen ist I dagegen klein. Bei der Pirouette holt man mit
ausgestreckten Armen “Drehschwung”, d.h. man erzeugt einen bestimmten Drehimpuls
Lk = I! um die vertikale Körperachse. Da beim Heranziehen der Arme Tk = 0 ist, bleibt Lk
erhalten. Die Verringerung von I muß sich deshalb in einer Zunahme von ! manifestieren.

Derselbe Effekt kann auch auf einem Drehschemel demonstriert werden. Eine Ver-
suchsperson sitzt auf dem Drehschemel und hält zwei Gewichte mit gestreckten Armen
nach außen. Der Drehschemel wird dann in eine Rotationsbewegung mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit versetzt (Lk = const). Die Versuchsperson zieht dann die Gewichte
an den Körper, wodurch wegen Lk = const das Trägheitsmoment verkleinert und die Win-
kelgeschwindigkeit erhöht wird. Durch Ausstrecken der Arme kann die Drehgeschwindigkeit
wieder auf den alten Wert reduziert werden.

2.3.2 Arbeit und Energie

Mit Hilfe der Definitionsgleichung f¨ur die Arbeit,dW = F � ds (vergleiche (1.9.8)) wollen wir jetzt die
bei der Rotation von den ¨außeren Kr¨aften geleistete Arbeit berechnen. F¨ur jedes Massenelement steht
das Wegelementdr senkrecht zur Rotationsachse (siehe Abb. 2.11). Zerlegt man die KraftF in eine
KomponenteFk parallel undF? senkrecht zur Drehachse, so kann deshalb nur die KomponenteF? zur
Arbeit beitragen:dW = F? � dr. Diese Kraftkomponente gibt aber auch Anlaß zur einem Drehmoment
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Tk = r?�F? in der Drehachse. Man sieht also, daß die ArbeitdW mit dem DrehmomentTk verknüpft
ist.

Um den genauen Zusammenhang zwischendW undTk abzuleiten, muß man ber¨ucksichtigen, daß f¨ur
die gesamte am K¨orper verrichtete Arbeit ¨uber alle BeiträgeF � ds der einzelnen Massenelementedm
aufsummiert werden muß:

dW =
X

F � ds : (2.3.18)

Mit ds = d' � r (vergleiche (1.8.30)), wobeid' der infinitesimale Drehvektor in der Achse ist, erh¨alt
man

dW =
X

F � dr =
X

F � (d'� r) = �
X

F � (r� d') : (2.3.19)

Mit der Vektoridentität a � (b� c) = (a� b) � c ergibt sich nach Umformen

dW = �
X

F � (r� d') = �
X

(F� r) � d' =
X

(r� F) � d' : (2.3.20)

Der Drehvektord' ist hierbei im Gegensatz zudr für alle Massenelemente gleich und kann deswegen
aus der Summe herausgezogen werden, so daßdW = (

P
(r�F)) � d'. Der Ausdruck in Klammern ist

aber gerade das gesamte am K¨orper wirksame Drehmoment und man erh¨alt

dW = T � d' : (2.3.21)

Mit T? � d' = 0 erhält man schließlich den Ausdruck

dW = Tk � d' ; (2.3.22)

der die Verkn¨upfung vondW undTk angibt.

Mit d'=dt = ! erhält man durch Differenzieren von (2.3.22) nach der Zeit die von den Kr¨aften verrich-
tete Leistung

P =
dW

dt
= Tk � ! : (2.3.23)

Diese Gleichung entspricht der Beziehung (1.9.15) f¨ur die LeistungP = F � v einer Kraft an einem
bewegten Massenpunkt.

Die Arbeit W21, die bei einer Drehung von der Anfangslage'1 bis zur Endlage'2 an einem K¨orper
verrichtet wird, erh¨alt man durch Integration von Gl.(2.3.22) zu

W21 =

Z '2

'1

T � d' : (2.3.24)



2.3 Dynamik bei fester Drehachse PHYSIK I 213

Wir wollen nun die kinetische Energie der RotationsbewegungTrot eines Körpers um eine feste Achse
diskutieren. DieRotationsenergieerhält man dabei als die Summe der kinetischen EnergienT = 1

2
mv2

der einzelnen Massenpunkte. Mitv = ! � r? und jvj = v = j!jjr?j = !r? und mit der Tatsache, daß
! für alle Massenpunkte identisch ist, ergibt sich

Trot =
X 1

2
mv2 =

X 1

2
mr2?!

2 =
1

2

�X
mr2?

�
!2 ; (2.3.25)

bzw. mit dem TrägheitsmomentI =
P
mr2? aus Gl.(2.3.10)

Trot =
1

2
I!2 : (2.3.26)

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der kinetischen Energie1
2
mv2 des Massenpunktes bzw. der Trans-

lationsenergieTtrans = 1
2
Mv2cm der Schwerpunktsbewegung (vergleiche Gl.(2.1.11)), so erkennt man,

daß bei der Rotation das Tr¨agheitsmomentI die Rolle der trägen Masse (m bzw.M ) und die Winkelge-
schwindigkeit! diejenige der Translationsgeschwindigkeit (v bzw. vcm) übernimmt. Benutzt man die
BeziehungLk = I!, so läßt sich (2.3.26) wie folgt umschreiben:

Trot =
1

2
I!2 =

1

2
I! � ! =

1

2
Lk � ! : (2.3.27)

Mit L = Lk + L? undL? � ! = 0 ergibt sich schließlich

Trot =
1

2
L � ! : (2.3.28)

Man kann aber auch! = Lk=I aus Gl.(2.3.11) in Gl.(2.3.26) substituieren und erh¨alt

Trot =
L2
k

2I
: (2.3.29)

Diese Beziehung korreliert mit dem AusdruckT = p2cm=2M für die kinetische Energie der Translati-
onsbewegung des Schwerpunktes.

Wie bei der Translationsbewegung stammt auch die kinetische Rotationsenergie aus der Arbeit, die am
Körper angreifende Kr¨afte bzw. Drehmomente aufbringen. Dies soll im folgenden kurz gezeigt werden.
Bei fester Drehachse ergibt sich mit den obigen Beziehungen

dW = Tk � d' = I
d!

dt
� d' = I! � d! : (2.3.30)

Für einen beliebigen Vektora mit jaj = a erhält man durch Anwenden der Produktregel beim Differen-
zieren eines Skalarproduktsa2 = a � a: 2a da = a � da+ (da) � a = 2a � da odera � da = a da. Daher
erhält man für die Arbeit
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Abbildung 2.11: Zur ArbeitdW = Tk �d' des DrehmomentsTk bei der Rotation eines starren K¨orpers.

dW = I! � d! = I!d! = d

�
1

2
I!2

�
(2.3.31)

oder

dW = dTrot : (2.3.32)

Die von DrehmomentTk verrichtete ArbeitdW ist also gleich der̈AnderungdTrot der Rotationsenergie.
Die positive ArbeitdW > 0 im Falle eines die Rotation antreibenden MomentsTkkd' findet sich als
Zunahme der kinetischen Energie wieder.

Wenn das Drehmoment eine eindeutige Funktion des Drehwinkels' ist, um den ein K¨orper aus seiner
Ruhelage'0 ausgelenkt wurde, so istTk(') konservativ und man kann mit

Epot(') := �
Z '

'0

Tk(') � d' (2.3.33)

eine potentielle EnergieEpot bezüglich der Rotation einf¨uhren. Offensichtlich ist

dW = �dEpot ; (2.3.34)
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d.h. eine vom Drehmoment auf den K¨orper übertragene ArbeitdW > 0 entspricht einer Abnahme
dEpot < 0 der potentiellen Energie. Durch Kombination von Gl.(2.3.34) mit Gl.(2.3.32) folgt f¨ur die
GesamtenergieE = Trot +Epot von Gl.(2.1.15) ein Erhaltungssatz

dE = dTrot + dEpot = 0 (2.3.35)

oder E = Trot +Epot = const : (2.3.36)

Die hier angegebenen Energiebeziehungen stimmen wiederum mit denen der Punktemechanik ¨uberein.

Genauso wie man in der Punktemechanik (vergleiche Gl.(1.9)) die Kraft als Gradienten der potentiellen
Energie erh¨alt, erhält man auch das Drehmoment durch Differenzieren der potentiellen Energie nach der
Winkelkoordinate. Es gilt6

Tk = �dEpot

d'
; (2.3.37)

2.3.3 Trägkeitsmomente einfacher Körper

Zylindermantel

Am einfachsten l¨aßt sich das Drehmoment eines Massenpunktesm im AbstandR von der Drehachse
angeben Die Definitionsgleichung (2.3.10) liefert

I = mR2 (Massenpunkt): (2.3.38)

Besteht der K¨orper aus mehreren Massenpunkten, die wie in Abb. 2.12a gezeigt auf einem Zylinderman-
tel mit Radiusr liegen, so ergibt sich

I =
X

miR
2 =

�X
mi

�
R2

oder I = MR2 (Hohlzylinder) : (2.3.39)

Hierbei istM die Gesamtmasse des K¨orpers. Dieser Ausdruck gilt z.B. f¨ur kreisförmige Reifen (Fahr-
radfelge) oder Hohlzylinder bez¨uglich deren Symmetrieachse.

Homogene Kreisscheibe

Fällt wie in Abb. 2.12b gezeigt die Drehachse mit der Symmetrieachse der Scheibe zusammen, so l¨aßt
sich das Tr¨agheitsmoment mit Einf¨uhrung der Massenbelegung� =M=A der Scheibe durch Integration
über konzentrische Ringe mit Innenradiusr und Außenradiusr+ dr und damit der Fl¨achedA = 2�rdr
bzw. der Massedm = �dA = �2�rdr berechnen zu

6Da man es bei einer festen Drehachse nur mit einem Freiheitsgrad zu tun hat, muß man nur nach einer Variablen differen-
zieren.
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R

Abbildung 2.12: Zum Tr¨agheitsmoment einfacher homogener K¨orper: (a) Zylindermantel, (b) Scheibe,
(c) Kugel und (d) Stab.

I =

Z R

0

r2dm =

Z R

0

r2�2�rdr = 2��

Z R

0

r3dr = 2��
1

4
R4 =

1

2
(��R2)R2

oder I =
1

2
MR2 (homogene Scheibe): (2.3.40)

Dies Beziehung gilt auch f¨ur einen Vollzylinder. Vergleicht man (2.3.39) und (2.3.40) so sieht man,
daß das Tr¨agheitsmoment eines Hohlzylinders mit gleicher Gesamtmasse gr¨oßer ist als das eines Vollzy-
linders, da bei Vollzylinder die Gesamtmasse nicht den gr¨oßtmöglichen AbstandR von der Drehachse
hat.
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Homogene Vollkugel

Ausgehend von Gl.(2.3.40) l¨aßt sich das Tr¨agheitsmoment einer homogenen Vollkugel mit RadiusR
und MasseM berechnen, deren Drehachse durch den Kugelmittelpunkt geht. Dazu denken wir uns die
Kugel aus flachen Scheiben der H¨ohedh und dem Radiusrh aufgebaut. F¨ur eine Scheibe im Abstand
h vom Kugelmittelpunkt ist nach Abb. 2.12cr2h = R2 � h2. Mit der Massendichte� der Kugel ist
die Masse einer Kreisscheibe gegeben durchdm = �dV = ��r2hdh und deren BeitragdI zum Ge-
samtträgheitsmoment nach Gl.(2.3.40)dI = 1

2
dmr2h = �

2
�(R2 � h2)2dh. Durch Integration ¨uber alle

Scheiben erh¨alt man für die gesamte Kugel

I =
�

2
�

Z R

�R
(R2 � h2)2dh =

�

2
�

Z R

�R
(R4 � 2R2h2 + h4)dh

=
�

2
�

�
R42R � 2R2 2R

3

3
+

2R5

5

�
=
�

2
�R5 16

15
: (2.3.41)

Mit � =M=4�
3
R3 ergibt sich schließlich7

I =
2

5
MR2 (homogene Kugel): (2.3.42)

Homogener Stab

Als letztes soll das Tr¨agheitsmoment eines d¨unnen Stabes mit Querschnittsfl¨acheA, Längel und Masse
M = �Al bestimmt werden. Wie in Abb. 2.12d gezeigt ist, soll die Drehachse durch den Schwerpunkt
des Stabes gehen. Man teilt den Stab in Segmente der L¨angedr und der Massedm = �Adr auf. Im
Abstandr von der Drehachse ist das Tr¨agheitsmomentdI des Segments gegeben durchdI = r2dm =
�Ar2dr. Das Gesamtdrehmoment erh¨alt man durch Integration ¨uber die einzelnen Segmente zu

I = �A

Z l=2

�l=2
r2dr =

2

24
(�Al)l2

oder I =
1

12
Ml2 (homogener Stab): (2.3.43)

2.3.4 Der Steinersche Satz

Die im letzten Abschnitt haben wir Ausdr¨ucke für das Trägheitsmoment bei fest vorgegebener Drehachse
abgeleitet. Da es im Prinzip unendlich viele m¨ogliche Drehachsen gibt, gibt es auch unendlich viele
verschiedene Drehmomente. Der in diesem Abschnitt abgeleiteteSatz von Steinergibt eine einfache
Relation zwischen dem Tr¨agheitsmoment bez¨uglich einer Drehachse durch den K¨orperschwerpunkt und
dem Trägheitsmoment bez¨uglich einer dazu parallelen, aber sonst beliebigen Drehachse.

Zur Ableitung des Satzes von Steiner legt man den Schwerpunkt des starren K¨orpers in den Ursprung
eines raumfesten Koordinatensystems, dessenz-Achse mit der Drehachse durch den Schwerpunkt zu-
sammenf¨allt (siehe Abb. 2.13). Die zweite Drehachse verl¨auft parallel zu dieser Achse und schneidet die

7Das gleiche Ergebnis erh¨alt man, wenn man Kugelkoordinaten verwendet. Der Abstand eines Massenelementsdm von
der Drehachse ist dannr sin� und das Volumenelement istdV = (r sin�d�) � (rd') � (dr) = r2 sin�d�d'dr. Man erhält
damitI = �

R
(r2 sin2 �)dV = �

R
�

0

R
2�

0

R
R

0
r4 sin3 �d�d'dr = 8

15
��R5.
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Abbildung 2.13: Zur Ableitung des Steinerschen Satzes.

x-Achse in PunktA. Der Abstand der beiden Achsen seis und die Gesamtmasse des K¨orpersM . Mit
den Bezeichnungen aus Abb. 2.13 ergeben sich dann die Tr¨agheitmomenteIcm und IA bezüglich der
beiden Drehachsen zu

Icm =

Z
r2dm und IA =

Z
r02dm : (2.3.44)

Der Kosinussatz liefert wegenr cos� = x die Beziehung

r02 = r2 + s2 � 2rs cos� = r2 + s2 � 2sx :

Nach Integration ¨uberdm erhält man dann

Z
r02 dm =

Z
r2 dm+

Z
s2 dm� 2s

Z
x dm

bzw. IA = Icm + s2
Z
dm� 2s

Z
x dm : (2.3.45)

Mit
R
dm = M und

R
xdm = xcmM und der Tatsache, daß diex-Koordinate des Schwerpunktes

xcm = 0, da der Schwerpunkt in den Ursprung des Koordinatensystems gelegt wurde, erh¨alt man mitR
xdm = 0 denSatz von Steiner:

IA = Icm +Ms2 : (2.3.46)
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Abbildung 2.14: Die Rotation umA alsÜberlagerung der Translationsbewegung vonCM auf einer
Kreisbahn (Revolutionsbewegung) und der Rotationsbewegung umCM .

Der Satz von Steiner besagt, daß es gen¨ugt, sich einëUbersichtüber alle Trägheitsmomente bez¨uglich der
Drehachsen durch den K¨orperschwerpunkt zu verschaffen, um daraus dann ohne m¨uhsame Integration
Trägheitsmomente bez¨uglich beliebiger Achsen anzugeben. Da ferner f¨ur alle nicht durch der Schwer-
punkt gehenden AchsenMs2 > 0 ist, ist bei vorgegebener Richtung der Drehachse das Tr¨agheitsmoment
bezüglich der Schwerpunktachse minimal.

Der Steinersche Satz steht in engem Zusammenhang mit der Darstellung der Bewegung eines starren
Körpers alsÜberlagerung der Translationsbewegung des MassenmittelpunktesCM und einer Rotati-
onsbewegung umCM . Dies soll anhand des in Abb. 2.14 gezeigten Beispieles veranschaulicht werden,
wo ein Körper um eine senkrecht zur Zeichenebene stehende DrehachseA rotieren soll. Die Bahnkurve
der Translationsbewegung von CM (unter Beibehaltung der Orientierung im Raum) ist eine Kreisbahn
mit Radiuss. Diese Bewegungsform nennt man eine “Revolutionsbewegung”.8 Die Bahngeschwindig-
keit vonCM ist vcm = !s. Die Drehachsen der Rotation umA undCM stehen parallel zueinander
und man entnimmt Abb. 2.14, daß auch die Winkelgeschwindigkeit! der Rotation um beide Achsen
übereinstimmt. Die kinetische BewegungsenergieT des Körpers mitA als Bezugspunkt (reine Rotati-
on) ist

T = Trot =
1

2
IA!

2 ;

während mitCM als Bezugspunkt unter Benutzung vonTtrans = 1
2
Mv2cm

T = Ttrans + Trot =
1

2
Mv2cm +

1

2
Icm!

2 =
1

2
M!2s2 +

1

2
Icm!

2

gilt. Da die kinetische Energie eindeutig ist, folgt

8Ein typisches Beispiel daf¨ur ist die Gondelbewegung eines Riesenrades, bei der die Gondel Orientierung im Raum bei-
behält.
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1

2
IA!

2 =
1

2
Icm!

2 +
1

2
M!2s2

oder IA = Icm +Ms2 ;

also genau der Steinersche Satz.

.

Anwendungsbeispiel zum Steinerschen Satz:

Als Anwendungsbeispiel zum Steinerschen Satz soll das Trägheitsmoment eines Stabes
der Länge l und der Masse M berechnet werden, der um das Stabende rotiert und zwar um
eine Drehachse, die senkrecht zur Stabrichtung steht. Mit Gl.(2.3.43) und dem Steinerschen
Satz erhält man

I = Icm +m

�
l

2

�2

=
1

12
Ml2 +

1

4
Ml2

oder I =
1

3
Ml2 :

2.3.5 Drehschwingungen

Eine spezielle Bewegungsform eines an einer festen Achse drehbar gelagerten starren K¨orpers ist die
Drehschwingung. Dabei pendelt der Drewinkel'(t) periodisch um seine Ruhelage'0.

Drehpendel

Bei Drehpendelläuft die Drehachse durch den Massenmittelpunkt eines starren K¨orpers und die Gleich-
gewichtslage wird durch eine am K¨orper bzw. der Drehachse befestigte Spiralfeder definiert (siehe
Abb. 2.15). Greift am K¨orper einäußeres DrehmomentTF = r � F an, so wird der K¨orper um
�' = '�'0 aus seiner Ruhelage ausgelenkt. Hierbei entsteht aufgrund der Verdrillung der Spiralfeder
ein rücktreibendes elastisches MomentTel, so daß in der neuen GleichgewichtslageT = TF+Tel = 0
gilt. Zur Beschreibung der Schwingung w¨ahlt man einen festen Basisvektorâ in der Drehachse und setzt
willk ürlich '0 = 0, so daß' = 'â undTel = Telâ. Erfüllt das rücktreibende Moment die Bedingung

Tel = �Tr' oder Tel = �Tr' ; (2.3.47)

so nennt manTel ein harmonisches Drehmoment. Die GrößeTr heißtRicht- oderDirektionsmoment
und entspricht der Federkonstantenk im Hookeschen GesetzF = �ks. Die potentielle Energie einer
um den Winkel' aus dem Gleichgewicht verdrehten Spiralfeder folgt aus Gl.(2.3.33) zu

Epot = �
Z '

'0

Tel � d' =

Z '

'0

Tr'd' = Tr

Z '

'0

'd'

oder Epot =
1

2
Tr'

2 : (2.3.48)

Diese Beziehung ist das Analogon zum AusdruckEpot =
1
2
kx2 für die Energie einer Schraubenfeder.
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Abbildung 2.15: Das Drehpendel.

Eine einmal aus der Gleichgewichtslage ausgelenkter und dann losgelassener K¨orper vollführt unter der
Wirkung des r¨ucktreibenden Torsionsmoments eine harmonische Drehschwingung. Setzt man in die
Bewegungsgleichung (2.3.16) f¨ur Tk das elastische DrehmomentTel ein und ber¨ucksichtigt noch, daß
! = !â = (d'=dt)â und damitd'=dt = !, so erhält man

Tk = I
d!

dt
) Tel = I

d2'

dt2
) �Tr' = I

d2'

dt2

oder
d2'

dt2
= �Tr

I
' : (2.3.49)

Die Lösung dieser Gleichung ist die harmonische Schwingung (dies ist vom Masse-Feder Pendel schon
bekannt)'(t) = '̂ sin(!t + '0) mit der Winkelamplitude'̂, der Kreisfrequenz! und der Phasenver-
schiebung'0.9

Mit der gleichen Rechnung wie f¨ur das Masse-Feder Pendel in Abschnitt 1.6.2 erh¨alt man für die Kreis-
frequenz! bzw. die SchwingungsdauerT

! =

r
Tr
I

bzw. T = 2�

r
I

Tr
: (2.3.50)

Diese Gleichungen sind analog zu den Gln.(1.6.34) und (1.6.35) f¨ur das Masse-Feder Pendel.
9Es ist hier darauf zu achten, daß die konstante Kreisfrequenz! der harmonischen Schwingung nicht mit der zeitlich

variierenden Winkelgeschwindigkeit!(t) = d'=dt des schwingenden K¨orpers verwechselt wird.
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.

Bestimmung von Trägheitsmomenten mit dem Drehpendel:

Da die Schwingungsdauer eines Drehpendels einfach zu messen ist, wird das Drehpendel
häufig zur Bestimmung von Trägheitsmomenten verwendet. Hierzu wird der zu untersuchen-
de Körper auf einer Drehachse montiert, die über eine Feder ein bekanntes Richtmoment
Tr erhält. Falls der Schwerpunkt des starren Körpers bei dieser Bestimmung nicht auf der
Drehachse liegt, so ist darauf zu achten, daß die Drehachse vertikal steht, um ein Drehmo-
ment der Gravitationskraft in der Drehachse zu vermeiden.

Das physikalische Pendel

Beim physikalischen Pendelbenutzt man das von der Gravitationskraft bereitgestellte Drehmoment zur
Anregung einer Schwingung. Ein physikalisches Pendel ist dabei ein beliebig geformter starrer K¨orper,
der um eine raumfeste AchseA schwingen kann (siehe Abb. 2.16a). Wir betrachten nur den Fall, daß
die Drehachse (diese wird als masselos angenommen) senkrecht zur Gravitationskraft steht. Das Dreh-
momentTG der GravitationskraftFG = Mg ist mit dem Ortsvektorrcm des SchwerpunktsCM nach
Gl.(2.1.18)TG = rcm�Mg und die in der Achse liegende KomponenteTk istTk = rcm;?�Mg. Da-
bei ist in der Zerlegungrcm = rcm;k+rcm;? der Vektorrcm;? nach Abb. 2.16a die zur Achse senkrecht
stehende Komponente vonrcm. Der SchwerpunktCM läuft auf einem Kreis mit Radiusjrcm;?j = s
um die Achse um. W¨ahlt man wiederum einen festen Basisvektorâ in der Drehachse, so ist' = 'â und
Tk = Tkâ. Für den Betrag vonTk gilt

jTkj = jrcm;?j � jMgj � sin(rcm;?;Mg) =Mgs sin' : (2.3.51)

Man entnimmt Abb. 2.16a, daß das Moment r¨ucktreibend ist, d.h.Tk und' stehen antiparallel zueinan-
der. Man erh¨alt somit

Tk = �Mgs sin' : (2.3.52)

Für kleine Auslenkungswinkel erh¨alt man in derharmonischen N̈aherung(sin' ' ') Tk = �Mgs '
und das DirektionsmomentTr des physikalischen Pendel ergibt sich zu

Tr = Mgs : (2.3.53)

Damit ergibt sich die Kreisfrequenz! und die SchwingungsdauerT des physikalischen Pendels zu

! =

r
Mgs

I
bzw. T = 2�

s
I

Mgs
: (2.3.54)

Diese Beziehungen gelten nur f¨ur kleine Schwingungsamplituden̂'. Für größere Auslenkungswinkel
wird das rücktreibende Moment kleiner als ein harmonisches Moment und die Schwingungsdauer damit
länger. Man sieht insgesamt, daß sich das physikalische Pendel wie ein mathematisches Pendel mit
Fadenlänges verhält, wenn man sich die GesamtmasseM im MassenmittelpunktCM konzentriert
denkt.
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Abbildung 2.16: Das physikalische Pendel (a) und das Reversionspendel (b).

Das Reversionspendel

Das Reversionspendelist eine bestimmte Ausf¨uhrungsform des physikalischen Pendels, das zur
Präzisionsmessung der Fallbeschleunigung verwendet werden kann. Es sollen zun¨achst die theoreti-
schen Grundlagen diskutiert werden. Ber¨ucksichtigt man in dem Ausdruck!2 = Mgs=I den Steiner-
schen Satz f¨ur das TrägheitsmomentI, so erhält man!2 =Mgs=(Icm+Ms2). Für festgehaltenes! ist
dies eine quadratische Gleichung ins, nämlich!2Ms2�Mgs+!2Icm = 0, mit zwei Lösungens1 und
s2. Mit dem SchwerpunktCM als Mittelpunkt gibt es deshalb zwei konzentrische Kreise mit Radiens1
unds2, die den geometrischen Ort f¨ur Drehachsen mit konstantem!2 angeben (siehe Abb. 2.16b). F¨ur
die (s1 + s2) findet man

lred := s1 + s2 =
g

!2
: (2.3.55)

Man nennt hierbeilred die reduzierte Pendell¨ange, da ein mathematisches Pendel mit der Fadenl¨angelred
gerade die vorgegebene Kreisfrequenz! mit !2 = g=l hätte.

Das Reversionspendel ist nun ein physikalisches Pendel, bei dem zwei parallele Drehachsen mit festem
Abstandd vorgesehen sind. Dabei liegt der SchwerpunktCM erstens in der von den beiden Drehachsen
aufgespannten Ebene und zweitens zwischen den beiden Achsen. Mit l¨angs des Pendels verschiebbaren
Zusatzmassen l¨aßt sich die Position des Schwerpunktes so einstellen, daß die Schwingungsdauer f¨ur
Schwingungen um beide Drehachsen exakt gleich groß werden. In diesem Fall istd = s1 + s2 = lred =
g=!2. Durch eine sehr geanue Abstimmung der Frequenzen und genaue Bestimmung vond läßt sich
damit die Erdbeschleuinigungg exakt bestimmen.
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2.3.6 Vergleich von Rotations- und Translationsbewegung

Für die Beschreibung von Drehbewegungen eines starren K¨orpers um eine feste Achse ergeben sich
formal ähnliche Ausdr¨ucke wie für die Translationsbewegung eines Massenpunktes.10 In folgender
Tabelle werden die entsprechenden Ausdr¨ucke der Translations- und Rotationsbewegung einander ge-
genübergestellt.

Translationsbewegung Rotationsbewegung des starren K¨orpers
des Massenpunktes bei fester Drehachse

Weg ds Winkel d'
Geschwindigkeit v = ds=dt Winkelgeschwindigkeit ! = d'=dt
Beschleunigung a = dv=dt = d2s=dt2 Winkelbeschleunigung � = d!=dt = d2'=dt2

Träge Masse m Trägheitsmoment I
Kraft F = dp=dt = ma Drehmoment T = dL=dt = I�
Impuls p = mv Drehimpuls L = I!
Kinetische Energie Ekin = 1

2
mv2 =

1
2mp

2

Rotationsenergie Erot =
1
2
I!2 = 1

2IL
2

Arbeit dW = F � ds Arbeit dW = T � d'
lineare Schwingung T = 2�

p
m
k Drehschwingung T = 2�

q
I
Tr

Tabelle 2.1: Gegen¨uberstellung der entsprechenden Ausdr¨ucke für die Translations- und Rotationsbewe-
gung.

Zwischen Translations- und Rotationsgr¨oßen bestehen folgende Verkn¨upfungen:

ds = d'� r

v = ! � v

I =

Z
r2dm

T = r� F

L = r� p :

10Hierbei ist anzumerken, daß die mit dem BezugspunktCM beschriebene Translationsbewegung eines starren K¨orpers
äquivalent zur derjenigen seines punktf¨ormigen Schwerpunktes ist. D.h. der starre K¨orper bewegt sich so, wie wenn die
Gesamtkraft am Massenmittelpunkt, an dem die Gesamtmasse vereinigt ist, angreifen w¨urde.
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2.4 Dynamik des starren Körpers bei freier Drehachse

Beim starren K¨orper mit freier Drehachse ist weder Betrag noch Richtung der Winkelgeschwindig-
keit ! der Rotationsbewegung festgelegt. Dieser Fall liegt vor, wenn die Bewegung eines K¨orpers im
Raum keinerlei Zwangsbedingungen unterworfen ist, oder aber h¨ochstens ein K¨orperpunkt Zwangsbe-
dingungen gen¨ugt. Letzterer Fall liegt beim Kreisel vor, wo ein K¨orperpunkt raumfest gehalten wird.
Die Berechnung von Drehimpuls und kinetischer Energie f¨uhrt auf denTr̈agheitstensor, den wir als
Trägheitsellipsoiddarstellen und zu veranschaulichen suchen. Als Anwendungsbeispiele betrachten wir
einfache Kreiselprobleme (NutationundPräzession) und die Stabilität von freien Drehachsen. Als Bei-
spiel einer kombinierten Translations- und Rotationsbewegung werden Abrollbewegungen diskutiert.

2.4.1 Das Trägheitsellipsoid

Für einen einzelnen Massenpunkt galtL = r � p = r �mv = m(r � v') (vergleiche Gl.(1.11.11)).
Wegenv' = ! � r und v' = !r war hier immerLk! und es galtL = mr2!, d.h. Drehimpuls und
Drehachse stehen immer parallel zueinander. Wie bereits im letzten Abschnitt erl¨autert wurde, besitzt
ein starrer K¨orper sowohl eine nichtverschwindende DrehimpulskomponenteLk parallel undL? senk-
recht zu!, d.h. es gilt jetzt nicht mehrLk!.11 Nach den in Abschnitt 2.1.1 gemachtenÜberlegungen
ist es zweckm¨aßig, bei einem frei beweglichen K¨orper den MassenmittelpunktCM als Bezugspunkt zu
wählen, bei einem in einem Punkt festgehaltenen K¨orper ist es dagegen sinnvoller, diesen als Bezugs-
punkt P für die Beschreibung der Rotationsbewegung zu w¨ahlen. Im folgenden soll diese Vorschrift
immer benutzt werden. Die Bewegungsgleichung der Rotation nimmt in diesem Fall die einfache Form

T =
dL

dt
(2.4.1)

an. Die Rotation wird ihrerseits durch eine momentane Winkelgeschwindigkeit! charakterisiert, die
i.a. weder raum- noch k¨orperfest ist. Man steht also vor der Aufgabe, die Winkelgeschwindigkeit! der
Rotation mit dem DrehimpulsL der Bewegungsgleichung in Beziehung zu setzen.

Zur Berechnung vonL benötigt man die Geschwindigkeitv der Rotation um die Drehachse!. Sie ist
mit dem vom BezugspunktP anzugebenden Ortsvektorr durchv = ! � r gegeben. Jedes einzelne
Massenelement des K¨orper trägt den Impulsdp = vdm, woraus sich mitL =

P
ri � pi durch eine

Integrationüber alle Massenelemente der DrehimpulsL =
R
(r � dp) =

R
(r � v)dm ergibt. Mit

v = ! � r erhält man schließlich

L =

Z
(r� (! � r))dm : (2.4.2)

Diese Gleichung gibt im Prinzip schon die gesuchte Verkn¨upfung zwischenL und! an. Das Vektorpro-
dukt läßt sich mit der Vektoridentit¨at a� (b� c) = b(a � c)� c(a �b) weiter umformen und man erh¨alt
folgenden allgemeinen Ausdruck f¨urL

L = !

Z
r2dm�

Z
r(r � !)dm : (2.4.3)

11Wir werden sp¨ater sehem, daß der DrehimpulsL nur dann parallel zu! ist, wenn die Rotationsachse eine Symmetrieachse
des starren K¨orpers darstellt.
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Abbildung 2.17: Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit eines rotierenden K¨orpers.

Man erkennt einfach, daß der erste Term auf der rechten Seite eine Komponente vonL in !-Richtung
angibt. Die Richtung des Vektors im zweiten Term ist nicht so einfach zu sehen, da man ¨uber alle Orts-
vektorenr gewichtet mit(r � !) aufsummieren muß. Zur weiteren Auswertung benuzen wir ein im
BezugspunktP raumfestes, bzw. vonP = CM translatorisch mitgef¨uhrtes kartesisches Koordinatensy-
stem (siehe hierzu Abb. 2.17). Schreibt man Gl.(2.4.3) in Komponenten , so ergibt sich

Lx = Ixx!x + Ixy!y + Ixz!z

Ly = Iyx!x + Iyy!y + Iyz!z

Lz = Izx!x + Izy!y + Izz!z : (2.4.4)

Man erkennt aus diesem Ausdruck, daß der Grund daf¨ur, daßL und ! nicht mehr parallel zueinan-
der verlaufen, die Tatsache ist, daß bei beliebiger Rotationsachse das Tr¨agheitsmomentI kein Skalar,
sondern ein Tensor ist. Die neunTrägheitskoeffizientendes Trägheitstensors faßt man in Form einer
quadratischen Matrix zusammen:

~I =

0
@ Ixx Ixy Ixz

Iyx Iyy Iyz
Izx Izy Izz

1
A : (2.4.5)

Die KomponentenIjk mit j = k(j; k = x; y; z) heißenTrägheitsmomenteund sind gegeben durch

Ixx =

Z
(y2 + z2)dm Iyy =

Z
(x2 + z2)dm Izz =

Z
(x2 + y2)dm : (2.4.6)

Die Bezeichnung Tr¨agheitsmoment kommt also daher, daß in den Integralen die Klammerausdr¨ucke
jeweils den senkrechten Abstand des Massenelements von derx, y undz-Achse angeben. Daher ist z.B.
Izz mit dem TrägheitsmomentI um eine festez-Achse identisch. Die KomponentenIjk für j 6= k nennt
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man dagegenTrägheitsprodukteoderDeviationsmomente. Sie sind verantwortlich daf¨ur, daßL und!
im allgemeinen nicht parallel zueinander stehen. Sie sind gegeben durch

Ixy = �
Z
xy dm Ixz = �

Z
xz dm

Iyx = �
Z
yx dm Iyz = �

Z
yz dm

Izx = �
Z
zx dm Izy = �

Z
zy dm : (2.4.7)

Die Komponenten des Drehimpulses ergeben sich mit Hilfe der Komponenten des Tr¨agheitstensors zu

Lx =
X
k

Ixk !k

Ly =
X
k

Iyk !k (k = x; y; z)

Lz =
X
k

Izk !k : (2.4.8)

Gemäß den Regeln der Matrizenmultiplikation erh¨alt man die kompakte Schreibweise

0
@ Lx

Ly
Lz

1
A =

0
@ Ixx Ixy Ixz

Iyx Iyy Iyz
Izx Izy Izz

1
A
0
@ !x

!y
!z

1
A

bzw. L = ~I � ! : (2.4.9)

Mit dem AusdruckL = ~I � ! hat man eine Beziehung zwischen der die Bewegung charakterisierenden
kinematischen Gr¨oße! und der den K¨orper charakterisierenden Gr¨oße~I hergestellt und damit sein Ziel
erreicht. Der Ausdruck ist analog zu der Beziehungpcm = Mvcm. SowohlL(!) als auchpcm(vcm)
sind lineare Vektorfunktionen. Der wesentliche Unterschied besteht darin, daßM ein Skalar,~I dagegen
eine tensorielle Gr¨oße ist, was insbesondere zupcmkvcm aberL -- ! führt.

Es sei ferner darauf hingewiesen, daßM im Rahmen der nichtrelativistischen klassischen Mechanik eine
von der Bewegung und dem Koordinatensystem unabh¨angige Konstante ist. Die TensorkomponentenIik
bei der Rotation des K¨orpers sind dagegen zeitabh¨angig undändern sich mit der Orientierung eines
Körpers relativ zu einem raumfesten Bezugssystem. Selbst bei einer starren Rotation um eine raum- und
körperfeste Drehachse, z.B. diez-Achse, ist zwarIzz = const aber i.a.Ixz 6= const undIyz 6= const,
da die Komponentenx = x(t) undy = y(t) in den Ausdr¨ucken für Ixz undIyz Funktionen der Zeit und
nur r undz zeitlich konstant sind.

Wir wollen nun eine physikalische Deutung des Tr¨agheitstensors anhand der Betrachtung der Rotations-
energieTrot machen. Mitv = ! � r erhält man

Trot =
1

2

Z
v2dm =

1

2

Z
v � vdm =

1

2

Z
(! � r) � (! � r)dm : (2.4.10)



228 R. GROSS UNDA. M ARX Kapitel 2: Mechanik des Starren K¨orpers

Zur Auswertung dieses Integrals benutzt man die Vektoridentit¨at (a � b) � (c � d) = (a � c)(b � d) �
(a � d)(b � c), womit sich

Trot =
1

2

Z
(! � !)(r � r)dm� 1

2

Z
(! � r)(! � r)dm

oder Trot =
1

2

Z
!2r2dm� 1

2

Z
(! � r)2dm (2.4.11)

ergibt. Diesen Ausdruck kann man auch durch skalare Multiplikation vonL aus Gl.(2.4.3) mit!=2
erhalten. Es ist also

Trot =
1

2
L � ! =

1

2
! � L : (2.4.12)

Diese Beziehung wurde bereits f¨ur die Rotation um eine starre Drehachse abgeleitet (vergleiche Ab-
schnitt 2.3, Gl.(2.3.28)). Diese Beziehung ist wiederum analog zum AusdruckEtrans =

1
2
pcm � vcm für

die Translationsbewegung.

Schreibt man Gl.(2.4.12) in Komponenten, so erh¨alt man

Trot =
1

2
Ixx!

2
x +

1

2
Iyy!

2
y +

1

2
Izz!

2
z

+Ixy!x!y + Iyz!y!z + Izx!z!x : (2.4.13)

Diese Beziehung ist einer interessanten Interpretation zug¨anglich. Wie in der analytischen Geometrie
gezeigt wird, stellt Gl.(2.4.13) f¨ur Trot = const und Ijk = const eine Fläche 2. Grades (Hyperbel,
Parabel, Ellipsoid) im!-Raum dar. Man kann zeigen, daß es sich in diesem Fall nur um ein Ellipsoid
handeln kann. Dieses Ellipsoid l¨aßt sich durch Einf¨uhren eines geeigneten Streckungsfaktors in eine
normierte Form bringen, die alsTrägheitsellipsoidbezeichnet wird. Dazu setzt manL =~I � ! in den
Ausdruck für Trot ein und erh¨alt

Trot =
1

2
! �~I � ! : (2.4.14)

Mit dem Einheitsvektor̂! in !-Richtung erh¨alt man schließlich

Trot =
1

2
I!2 mit I = !̂ �~I � !̂ : (2.4.15)

Man sieht, daß man denselben Ausdruck f¨ur Trot (vergleiche Gl.(2.3.26)) auch bei freier Drehachse
erhält, wenn man nurI als das “momentane” Tr¨agheitsmoment um die momentane Drehachse auf-
faßt. Bemerkenswert an dem AusdruckI = !̂ � ~I � !̂ ist, daß man bei bekanntem Tr¨agheitstensor
die TrägheitsmomenteI um alle beliebigen Drehachsen angeben kann. Man ben¨otigt also für einen noch
so kompliziert geformten K¨orper nur die 6 unabh¨angigen KomponentenIjk des symmetrischen Tensors
~I zu kennen. Ist der Tr¨agheitstensor f¨ur den Massenmittelpunkt bekannt, so kann man mit Hilfe des
Satzes von Steiner eine vollst¨andigeÜbersichtüber alle Trägheitsmomente eines K¨orpers gewinnen.

Um schließlich zum Tr¨agheitsellipsoid zu kommen, f¨uhrt man den Vektor
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� :=
!̂p
I
=

1p
I

!

!
(2.4.16)

mit den kartesischen Koordinaten

(�x; �y; �z) =
1p
I

�!x
!
;
!y
!
;
!z
!

�
=
p
I (!̂x; !̂y; !̂z) (2.4.17)

ein, wobeiI das Trägheitsmoment um die jeweilige!-Achse ist. Nach Division von Gl.(2.4.13) durch
Trot =

1
2
I!2 erhält man

1 = Ixx�
2
x + Iyy�

2
y + Izz�

2
z + 2Ixy�x�y + 2Iyz�y�z + 2Izx�z�x ; (2.4.18)

d.h. die Endpunkte der Vektoren� in Richtung von! mit der Länge1=
p
I liegen auf einem normierten

Ellipsoid, dem sogenanntenTrägheitsellipsoid

Zur experimentellen Bestimmung des Tr¨agheitsellipsoids mißt man f¨ur verschiedene Drehachsen die
zugehörigen TrägheitsmomenteI. Trägt man vom SchwerpunktCM aus in Richtung der jeweiligen
Drehachse, d.h. in Richtung von!, die reziproke Wurzel des gemessenen Tr¨agheitsmomentes� = 1=

p
I

auf, so liegen die Endpunkte dieser Strecken auf dem Tr¨agheitsellipsoid (siehe Abb. 2.18). F¨ur die
vollständige Konstruktion des Tr¨agheitsellipsoids sind 6 unabh¨angige Messungen f¨ur die 6 unabh¨angigen
Komponenten des Tr¨agheitstensors notwendig. Ist das Ellipsoid bestimmt, so kann f¨ur eine beliebige
Drehachsenrichtung! das zugeh¨orige Trägheitsmoment als1=

p
I an dem vom Ellipsoid begrenzten

Achsenabschnitt abgelesen werden.

ωρ = ω/ I1/2

P

1
2

3

Abbildung 2.18: Das Tr¨agheitsellipsoid mit den Haupttr¨agheitsachsen 1, 2 und 3.
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Aus der Konstruktion des Tr¨agheitsellipsoids wird verst¨andlich, daß sich dieses, wie in Abb. 2.18 an-
gedeutet, der K¨orperform anschmiegt. So ist z.B. f¨ur einen langen Stab das Tr¨agheitsmomentI um
die Längsachse klein und daher1=

p
I groß, während um eine dazu senkrechte AchseI groß und da-

mit 1=
p
I klein ist. Qualitativ ist also das Tr¨agheitsellipsoid ein langgestrecktes Ellipsoid in der Sta-

blängsachse. Entsprechend ¨ubertragen sich die Symmetrieeigenschaften des starren K¨orpers auf sein
Trägheitsellipsoid. Eine Symmetrieebene der Massenverteilung f¨uhrt auf eine Symmetrieebene des
Trägheitsellipsoids und eine Rotationssymmetrieachse des K¨orpers führt auf eine Rotationssymmetrie-
achse des Tr¨agheitsellipsoids. So ist z.B. das Tr¨agheitsellipsoid einer homogenen Kugel wiederum eine
Kugel. Aber auch das Tr¨agheitsellipsoid eines W¨urfels nimmt Kugelform an, da dieser drei aufeinander
senkrecht stehende Achsen mit gleichemI besitzt.

Hauptträgheitsachsen

Das Trägheitsellipsoid ist bei vorgegebenem Bezugspunkt nach Form und Lage fest im K¨orper ver-
ankert. Es liegt deshalb nahe, das bislang verwendete raumfeste Bezugssystem zu verlassen und zu
einem körperfesten Bezugssystem mit Ursprung im BezugspunktP überzugehen. Dies hat den Vor-
teil, daß in diesem System die KomponentenIjk des Trägheitstensors zeitlich konstant sind. Man kann
aber gleich noch einen Schritt weiter gehen und ein besonders geeignetes k¨orperfestes Bezugssystem
wählen. Jedes Tr¨agheitsellipsoid hat drei aufeinander senkrecht stehende Hauptachsen, die im Falle des
TrägheitsellipsoidHaupttr̈agheitsachsengenannt werden. Im folgenden werden die Hauptachsen mit
den Indizes 1, 2 und 3 unterschieden und die zugeh¨origen Haupttr¨agheitsmomente mitI1, I2 und I3
bezeichnet. F¨allt das körperfeste Bezugssystem mit den Haupttr¨agheitsachsen zusammen, so nennt man
es ein Hauptachsensystem. In der analytischen Geometrie wird gezeigt, daß im Hauptachsensystem das
Ellipsoid “Normalform” annimmt, d.h. bei einer Hauptachsentransformation wird aus Gl.(2.4.18)

1 = I1�
2
1 + I2�

2
2 + I3�

2
3 : (2.4.19)

Die Größen�1, �2 und�3 sind hierbei die Komponenten des Vektors� = !=
p
I bezüglich der Haupt-

achsen. Im Unterschied zu Gl.(2.4.18) treten in Gl.(2.4.19) jetzt keine gemischten Glieder mehr auf.
Die 6 Bestimmungsst¨ucke des Tr¨agheitstensors~I zerfallen in 3 Bestimmungsst¨ucke für die drei Haupt-
trägheitsmomente, die die Form des Tr¨agheitsellipsoid festlegen, und drei weitere Bestimmungsst¨ucke
für die Orientierung des k¨orperfesten Hauptachsensystems relativ zum raumfesten Bezugssystem (z.B.
die dreiEulerschen Winkel aus Abb. 2.3).

Im Hauptachsensystem nimmt der Tr¨agheitstensor die einfache Darstellung

~I =

0
@ I1 0 0

0 I2 0
0 0 I3

1
A (2.4.20)

an und ist somit auf Diagonalform. F¨ur den Drehimpuls von Gl(2.4.8) ergibt sich deshalb

L1 = I1!1 L2 = I2!2 L3 = I3!3 ; (2.4.21)

wobeiLi und!i die Komponenten vonL und! im Hauptachsensystem sind. Aus Gl.(2.4.21) erkennt
man die wichtige Eigenschaft, daßLk!, falls ! in Hauptachsenrichtung zeigt. Bei einem zur Kugel
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entarteten Tr¨agheitsellipsoid ist z.B. jede Achse gleichzeitig auch eine Hauptachse und damitL immer
parallel zu! (dies trifft z.B. für eine homogene Kugel zu).

Im Hauptachsensystem vereinfachen sich die Ausdr¨ucke für die Rotationsenergie zu

Trot =
1

2
I1!

2
1 +

1

2
I2!

2
2 +

1

2
I3!

2
3 (2.4.22)

bzw. unter Benutzung von Gl.(2.4.21) zu

Trot =
L2
1

2I1
+
L2
2

2I2
+
L2
3

2I3
: (2.4.23)

Poinsot-Konstruktion

Für ein 3-achsiges Tr¨agheitsellipsoid mit drei unterschiedlichen Haupttr¨agheitsmomenten ist nur in
HauptachsenrichtungLk!. Die Richtung vonL für davon abweichende Drehachsenrichtungen l¨aßt
sich mit Hilfe einer einfachen geometrischen Konstruktion am Tr¨agheitsellipsoid aufsuchen. Geht man
von Gl.(2.4.22) für die Rotationsenergie aus und ber¨ucksichtigt, daß die Tr¨agheitsmomenteIi zeitlich
konstant sind und nur die Komponenten!i von! bezüglich der drei Hauptachsen zeitlich variabel sind,
so folgt für dieÄnderung vonTrot

dTrot = d

�
1

2
I1!

2
1 +

1

2
I2!

2
2 +

1

2
I3!

2
3

�
= I1!1d!1 + I2!2d!2 + I3!3d!3 (2.4.24)

und damit unter Ber¨ucksichtigung von Gl.(2.4.21)

dTrot = L � d! : (2.4.25)

Aus der Diskussion von Gl.(2.4.13) ist bekannt, daßTrot = const einem Ellipsoid im!-Raum ent-
spricht, das mit einem f¨ur die drei Hauptachsen einheitlichen Streckungsfaktor

p
2Trot ähnlich zum

Trägheitsellipsoid ist (siehe Abb. 2.19). F¨ur einen Verschiebungsvektord! auf der FlächeTrot = const
ist dTrot = 0. Nach Gl.(2.4.25) muß dann aberL senkrecht zu diesem Vektor stehen und damit parallel
zur Flächennormalen des Tr¨agheitsellipsoids im Durchstoßpunkt von! sein. Dies ist diePoinsotsche
Konstruktionzur Ermittlung der Richtung vonL. Sie zeigt nochmals geometrisch, daß bei einem drei-
achsigen Tr¨agheitsellipsoid genau in HauptachsenrichtungLk! ist.

Freie Achsen

Will man einen Körper bei fester Drehachse so rotieren lassen, daß keine Kr¨afte auf das Lager der Dreh-
achse wirken, muß die Achse durch den Schwerpunkt gehen. Man sagt, der K¨orper mußstatisch gewuch-
tet sein. Andernfalls tritt durch die Rotation des Schwerpunktes um die Drehachse eine Zentrifugalkraft
auf, die vom Lager der Drehachse kompensiert werden muß (siehe Abb. 2.20a). Das statische Wuchten
ist aber nicht hinreichend, wenn man Kr¨afte auf die Lager der Drehachse vermeiden will. Selbst bei ei-
ner gleichförmigen Rotation m¨ussen die Lager i.a. noch ein DrehmomentT auf den Körperübertragen,
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ω
P

ω3

ω2

ω1

L

Trot = const

Abbildung 2.19: DiePoinsotsche Konstruktion: der DrehimpulsL steht senkrecht auf der Ellipsoid-
flächeTrot = const im Durchstoßpunkt von!.
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Abbildung 2.20: Zum statischen (a) und dynamischen Wuchten (b).

um die zeitlicheÄnderungdL?=dt der zur Achse senkrecht stehenden Komponenten des Drehimpulses
aufzufangen.

Läßt man z.B. das in Abb. 2.20b gezeigte starr verbundene Massenpaar um die Schwerpunktsachse
rotieren, so greift an beiden Massen die Zentrifugalkraft an. Steht die Drehachse nicht senkrecht zu
Verbindungsstange der Massen, so bewirkt die ZentrifugalkraftFTZ im Drehpunkt ein Drehmoment
T = r � FTZ = 2dFTZ, welches die Achse im Lager zu verkippen sucht. Dieses Drehmoment auf die
Lager verschwindet, wenn die Drehachse mit einer der drei Hauptr¨agheitsachsen zusammenf¨allt. Des-
halb wird beimdynamischen Wuchten(z.B. von Autoreifen) die Massenverteilung so lange ver¨andert,
bis die Rotationsachse mit einer Haupttr¨agheitsachse zusammenf¨allt. Bei einem statisch und dynamisch
gewuchteten K¨orper müssen die Lager der Drehachsen keine Kr¨afte mehr aufnehmen. Man kann die
Lager entfernen und der K¨orper rotiert frei, ohne seinen Rotationszustand zu ver¨andern. Man nennt die
Hauptträgheitsachsen deshalb auchfreie Achsen.

Die Rotation eines starren K¨orpers um seine freien Achsen unterscheidet sich hinsichtlich der Stabilit¨at
der Rotationsbewegung. W¨ahrend die Rotation um die Achsen mit dem gr¨oßten und dem kleinsten
Hauptträgheitsmoment stabil ist, ist die Rotation um die Achse mit dem mittleren Haupttr¨agheitsmoment
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labil. Eine beliebig kleine St¨orung läßt den K¨orper aus der Rotation um diese Achse herauskippen.

.

Rotation einer Zigarrenkiste:

Versetzt man eine quaderförmige Zigarrenkiste so in Rotation, daß die Drehachse mit einer
der drei Hauptträgheitsachsen zusammenfällt, so stellt man folgendes fest: Die Rotation ist
um die Achse mit dem kleinsten und größten Trägheitsmoment stabil (Drehachsen parallel
zur größten und kleinsten Abmessung der Kiste), während die Rotation um die Achse mit
dem mittleren Trägheitsmoment zu einer eigenartigen Schlingerbewegung führt.

.

Rotation einer geschlossenen Kette:

Man bringt eine geschlossene Kette, die an einer Stelle an einem Faden aufgehängt ist, zur
Rotation. Nach einiger Zeit spannt sich die Kette zu einem Kreis, dessen Fläche senk-
recht auf der Rotationsachse steht, während der Faden auf einem Kegelmantel um die
Drehachse umläuft. Die stabile Rotation erfolgt auch hier um die Achse mit dem größten
Trägheitsmoment.
Bei einem rotationssymmetrischen Körper, bei dem zwei Hauptträgheitsmomente gleich
sind, ist nur die Rotation um eine Symmetrieachse stabil, d.h. um die Achse, zu der das
dritte (nur einmal vorkommende) Hauptträgheitsmoment gehört.

.

Rotation von gekochtem Ei:

Bringt man ein Stopfei oder ein gekochtes Hühnerei um die Achse senkrecht zur Symme-
trieachse zum Rotieren, so richtet es sich auf. Die stabile Rotation erfolgt nur um die Achse
mit dem kleinsten Trägheitsmoment.

Bewegungsgleichung im Hauptachsensystem

Die Bewegungsgleichung (2.4.1),T = dL=dt, gilt nur in einem raumfesten Inertialsystem bzw. in
einem vom Massenmittelpunkt translatorisch mitgef¨uhrten Bezugssystem. In einem raumfesten Bezugs-
system sind aber die KomponentenIjk des Trägheitstensors zeitabh¨angig, so daß bei der Differentiation
von L = ~I � ! komplizierte Ausdr¨ucke auftreten. In einem rotierenden k¨orpereigenen System sind
dagegen die Tr¨agheitskoeffizienten zeitlich konstant und speziell im Hauptachsensystem ist sogar~I in
Diagonalform. Daher ist es n¨utzlich, die BewegungsgleichungT = dL=dt in das rotierende System zu
übertragen. Dazu muß man lediglich beachten, daß ein raumfester und k¨orperfester mit! rotierender
Beobachter diëAnderungsgeschwindigkeit vonL unterschiedlich bewerten. Dieses Problem ist bereits
in Abschnitt 1.8.2 bei der Diskussion von Drehbewegungen diskutiert worden. Dort wurde Gl.(1.8.38)
v = v0 + ! � r0 für den Zusammenhang der Geschwindigkeiten in einem raum- und k¨orperfesten
Bezugssystem abgeleitet. Diese Formel l¨aßt sich auch auf diëAnderungsgeschwindigkeitdL=dt des
Drehimpulses ¨ubertragen. Mit der Bezeichnungsweise(dL=dt)R für dieÄnderungsgeschwindigkeit von
L im ruhenden System und(dL=dt)K für die Änderungsgeschwindigkeit der Komponenten vonL im
körperfesten System ergibt sich

�
dL

dt

�
R

=

�
dL

dt

�
K

+ ! � L : (2.4.26)

Mit T = (dL=dt)R und Gl.(2.4.21) erh¨alt man dann dieEulerschen Gleichungen
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T1 = I1
d!1
dt

+ (I3 � I2)!3!2

T2 = I2
d!2
dt

+ (I1 � I3)!1!3

T3 = I3
d!3
dt

+ (I2 � I1)!2!1 : (2.4.27)

Diese Gleichungen lassen kaum mehr erkennen, daß ihr physikalischer Gehalt nicht ¨uber dieNew-
tonschen Axiome hinausgeht, aus denen sie letztendlich abgeleitet wurden.
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2.5 Kreiselprobleme

An einigen Beispielen sollen in diesem Abschnitt die interessanten Bewegungsformen desKreiselsdis-
kutiert werden, wie sie sich aus der BewegungsgleichungT = dL=dt unter Berücksichtigung von
L = ~I � ! ergeben. Dabei soll die Translationsbewegung vollkommen abgespalten sein, so daß hier
nur die Rotation des K¨orpers um einen raum- und k¨orperfesten Punkt interessiert. Dieses Problem wird
als Kreiselproblem bezeichnet.

2.5.1 Der kräftefreie symmetrische Kreisel

Unter einem kr¨aftefreien symmetrischen Kreisel versteht man einen K¨orper, dessen Tr¨agheitsellipsoid
eine Rotationssymmetrieachse besitzt. Ein solcher K¨orper ist z.B. der Kinderkreisel mit der “Fi-
gurenachse” als Symmetrieachse. Im folgenden soll die Symmetrieachse die Hauptachse 3 des
Trägheitsellipsoids sein. Die Rotationssymmetrie dr¨uckt sich dann in der Gleichheit der beiden ande-
ren Hauptträgheitsmomente aus. Da bei einem kr¨aftefreien Kreisel ferner kein Drehmoment angreifen
soll, gilt

I1 = I2 und T = 0 ; (2.5.1)

so daß aus der BewegungsgleichungT = dL=dt unmittelbar die zeitliche Konstanz des Drehimpulses

L = const (2.5.2)

folgt. Bei T = 0 verschwindet wegendW = T � d' und dW = dTrot die zeitlicheÄnderung der
Rotationsenergie und damit ist

Trot = const : (2.5.3)

Im Gravitationsfeld der Erde muß der Kreisel im SchwerpunktCM unterstützt sein, um die
Kräftefreiheit zu gew¨ahrleisten (siehe hierzu Abb. 2.21a). Man beachte, daß die Figurenachse durch
den Schwerpunkt verl¨auft.

Einen anschaulichen Einblick in den Bewegungsablauf des kr¨aftefreien symmetrischen Kreisels gewinnt
man anhand derPoinsotschen Konstruktion von Abb. 2.21b. Der DrehimpulsL, die momentane Winkel-
geschwindigkeit! und die Figurenachse liegen immer in einer Ebene. Man kann ferner zeigen, daß die
TangentialebeneTE im Durchstoßpunkt von! immer einen konstanten Abstandd vonCM hat. Dieser
Abstand ist mit Gl.(2.4.16), sowieTrot = 1

2
! � L = const undL = const gegeben durch

d = � � L̂ =
1p
I

!

!
� L
L

=
! � L
L
p
I!2

=
2Trot

L
p
2Trot

oder d =

p
2Trot
L

= const (2.5.4)

Da weiterhin die Tangentialebene senkrecht zum raumfesten VektorL = const steht, ist auch die Orien-
tierung der Tangentialebene zeitlich konstant. Die Tangentialebene ist somit insgesamt raumfest und
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CM

ω

P

L = const

Trot = const

1

2

3

FA

TE ρ

(a) (b)

d

Abbildung 2.21: (a) Ein im MassenmittelpunktCM unterstützter kräftefreier Kreisel. (b) Bewegung
des kräftefreien Kreisels: das Tr¨agheitsellipsoid rollt auf der invarianten TangentialebeneTE ab, es ist
L = const undd = const.

man nennt sie die “invariante Ebene”. Die Kreiselbewegung ist somit als die Abrollbewegung des
Trägheitsellipsoid auf der invarianten Ebene zu beschreiben, mit festgehaltenem Abstand des Bezugs-
punktesCM zur invarianten Ebene. Da der Ber¨uhrungspunkt von Ellipsoid und Tangentialebene auf
der!-Achse liegt, in der sich momentan alle K¨orperpunkte in Ruhe befinden, rollt das Ellipsoid sogar
ohne Schlupf auf der invarianten Ebene ab. Die Momentanachse! läuft dabei auf einem Kreiskegel,
dem sogenannten “Raum- oder Spurkegel”, um die DrehimpulsachseL. Bei dieser Bewegung von!
wird zwangsläufig die Figurenachse synchron mitgenommen, daL, ! und die Figurenachse in einer
Ebene liegen. Die Wanderung von! um L ist zudem gleichf¨ormig, da inTrot = 1

2
I!2 = const

das TrägheitsmomentI wegen des festen Winkels zwischen� und der rotationssymmetrischen Haupt-
trägheitsachse 3 konstant und damit

!2 = const (2.5.5)

ist.

Vom Körper aus gesehen wandert! ebenfalls auf einem Kreiskegel, dem sog. “K¨orper- oder Polkegel”,
um die Figurenachse, und zwar mit der Winkelgeschwindigkeit
, die weiter unten berechnet wird. Die
gemeinsame Ber¨uhrungslinie zwischen Raum- und K¨orperkegel ist die!-Achse, in der die K¨orperpunkte
momentan ruhen, so daß insgesamt auch der K¨orper- und Raumkegel ¨ahnlich zu oben ohne Schlupf
abrollen (siehe Abb. 2.22).

Für einen außen stehenden Beobachter ist die momentane Drehachse! und damit der Raum- und
Körperkegel schlecht zu erkennen. Dagegen ist die Bewegung der Figurenachse auf einem Kreiske-
gel um die raumfeste Drehimpulsachse deutlich sichtbar (Abb. 2.22). Diese Bewegungsform nennt man
regul̈are PräzessionoderNutation. Entsprechend nennt man den von der Figurenachse beschriebenen
Kegel den “Präzessions- oder Nutationskegel”.
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FA

L = const

ωΝ

ωΝ

Ωω

ρ3

ρ2
ρ1

Nutationskegel

Körperkegel

ωΝ

Raumkegel

Abbildung 2.22: Nutationsbewegung eines kr¨aftefreien symmetrischen Kreisels: der K¨orperkegel rollt
auf dem Raumkegel ab, die FigurenachseFA wandert auf dem Nutationskegel umL = const.

Die Kreisfrequenz
, mit der die Figurenachse um die!-Achse im Körpersystem uml¨auft, läßt sich mit
Hilfe der Eulerschen Gleichungen (2.4.27) bestimmen. Setzt man darinT1 = T2 = T3 = 0 undI1 = I2
so ergibt sich unmittelbar

L3 = I3!3 = const ; (2.5.6)

d.h. die Projektion vonL auf die Figurenachse des symmetrischen Kreisels bleibt zeitlich erhalten. Dies
kann direkt aus Abb. 2.22 abgelesen werden. Mit der Konstanten


 =
I1 � I3
I1

!3 (2.5.7)

erhält man eine Differentialgleichungen f¨ur die zeitlichëAnderung von!1 und!2 mit den Lösungen

!1 = A sin
t und !2 = A sin
t : (2.5.8)

Im Hauptachsensystem̂�1, �̂2 und �̂3 rotiert also der Endpunkt des Vektorpfeils!1�̂1 + !2�̂2 mit

 = const gleichförmig auf einer zur Figurenachse senkrechten Ebene. Wegen!3�̂3 = const läuft dann
für einen körperfesten Beobachter die! = !1�̂1 +!2�̂2 +!3�̂3 Achse mit konstanter Kreisfrequenz

auf dem Körperkegel um die Figurenachse.

Die zugeh¨orige Nutationsfrequenz!N läßt sich aus dem Verh¨altnis der Mantelumf¨ange von Raum- und
Körperkegel bestimmen, da das Verh¨altnis der UmlaufzeitenTN = 2�=!N und� = 2�=
 gleich dem
Verhältnis der Kreisumf¨ange und damit der Radien der beiden Kegelm¨antel ist. Die Radien sind durch
(!2�(!�L̂)2)1=2 bzw. (!2�!2

3)
1=2 gegeben. Nach einiger Algebra findet man f¨ur die Nutationsfrequenz

!N von! bzw. der Figurenachse um das raumfesteL:
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!N =
L

I1
: (2.5.9)

Es ist wichtig, darauf hinzuweisen, daß bei der Kreiselbewegung die Analogie zur Translationsbewegung
zusammenbricht. Bei der kr¨aftefreien Translation mitF = 0 verschwindet wegenF = dpcm=dt die
Beschleunigungdvcm=dt. Bei der kräftefreien Kreiselbewegung mitT = 0 ist dagegend!=dt 6= 0.
Dies ist das eigentlicḧUberraschende an der Kreiselbewegung. Nur wenn die Drehachse mit einer der
Hauptträgheitsachsen zusammenf¨allt, entarten der Raum- und der K¨orperkegel zu einer Geraden in der
DrehimpulsachseLk! und es liegt eine “reine” Rotation mit! = const vor. Dies ist z.B. für den
Kugelkreisel (I1 = I2 = I3) gegeben.

.

Polschwankungen des Erdkörpers:

Eine Anwendung finden die obigen Überlegungen bei der Deutung der Polschwankungen
des Erdkörpers. Der kinematische Nord- bzw. Südpol (Durchstoßpunkt der Drehachse)
weicht geringfügig vom geographischen Nord- bzw. Südpol (Durchstoßpunkt der Figuren-
achse) ab (um etwa 10 m). Für die Erde ist aufgrund ihrer Abplattung (I1� I3)=I1 = �0:033,
d.h. die Erde ist kein Kugelkreisel und man erwartet eine Nutationsbewegung. Da in erster
Näherung die Gravitationskräfte der Sonne und des Mondes kein Drehmoment auf die Erde
ausüben, ist zu erwarten, daß der kinematische Pol gleichförmig mit der Kreisfrequenz 
 um
den geographischen Pol wandert. Mit !3 ' ! = 2�=Tag rechnet man eine Nutationsperiode
� = 2�=
 = (1=0:033)Tage' 304 Tagen aus (Eulersche Periode). Beobachtet wird dagegen
eine Periode von etwa 430 Tagen (Chandlersche Periode). Es läßt sich zeigen, daß die Ab-
weichung zwischen theoretischem und experimentellem Wert durch die Elastizität der Erde
verursacht wird. Die Erde ist also kein idealer starrer Körper.

2.5.2 Der schwere symmetrische Kreisel

Der schwere symmetrische Kreiselist ein Körper mit rotationssymmetrischem Tr¨agheitsellipsoid (I1 =
I2), der in einem K¨orperpunktP auf der FigurenachseFA (TrägheitsmomentI3) außerhalb des Schwer-
punktes unterst¨utzt wird und sich in einem Schwerefeld befindet. Ein bekanntes Beispiel daf¨ur ist der
Kinderkreisel. Im Schwerefeld greift das Drehmoment

T = TG = rcm �Mg (2.5.10)

an und die BewegungsgleichungT = dL=dt besagt, daß der Drehimpuls jetzt nicht mehr zeitlich kon-
stant ist. Da aber die KomponenteTz des Drehmoments in der Vertikalrichtunĝz wegenẑkMg ver-
schwindet, bleibt die KomponenteLz des Drehimpulses konstant:

Lz = const : (2.5.11)

Entsprechend verschwindet wegen�̂jjrcm die KomponenteT3 des Drehmoments in Richtung der Haupt-
trägheitsachse 3 bzw. der Figurenachse und aus denEulerschen Gleichungen (2.4.27) folgt f¨ur den
symmetrischen Kreisel mitI1 = I2

L3 = const : (2.5.12)
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Ein weiterer Erhaltungssatz bezieht sich auf die GesamtenergieE. Nach Gl.(2.3.36) ist

E = Epot + Trot =MgH +
1

2
! �~I � ! = const : (2.5.13)

Schneller schwerer Kreisel

Im Gegensatz zum kr¨aftefreien Kreisel lassen sich f¨ur den schweren Kreisel nur N¨aherungsl¨osungen an-
geben. Einer elementaren Behandlung ist dabei nur der “schnelle” Kreisel zug¨anglich. Darunter versteht
man einen Kreisel der so schnell um seine Figurenachse rotiert, daß praktisch der gesamte DrehimplsL

und die Winkelgeschwindigkeit! in der Figurenachse�3 liegen:

L ' L3�̂3 = I3!3�̂3 (2.5.14)

und ! = !3�̂3 (2.5.15)

In dieser Näherung kann man plausibel machen, daß der DrehimpulsL und wegen Gl.(2.5.14) mit ihm
auch die Figurenachse unter der Wirkung des DrehmomentsTG = rcm � Mg um eine raumfeste
Vertikale wandern. Diese Bewegung der Figurenachse heißtPr̈azession.

L

ωP

ρ3

Präzessionskegel

dLL sinθ
dϕ

Mg

T

z
θ

P

CMrcm

Abbildung 2.23: Pr¨azessionsbewegung des schnellen, schweren symmetrischen Kreisels: der Drehim-
pulsL wandert auf dem Pr¨azessionskegel um die Vertikale.

WegenT = dL=dt ist die Drehimpuls¨anderungdL in Abb. 2.23 jeweils parallel zum DrehmomentT
gerichtet. Beim schnellen Kreisel steht ferner wegenT ? rcm undLkrcm das DrehmomentT ? L, so
daßdL ? L wird. Damit ändert sich nur die Richtung aber nicht der Betrag des Drehimpulses. Ferner
stehtT ?Mg, d.h.T und folglichdL liegen immer horizontal. F¨ur den Drehimpuls und damit die Figu-
renachse bleibt damit nur die M¨oglichkeit, auf einem Kreiskegel, dem sog. “Pr¨azessionskegel”, um eine
raumfeste Vertikale durch den Unterst¨utzungspunktP umzulaufen. Man sagt, der Kreisel “pr¨azediert”.
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Das Ungew¨ohnliche an dieser Kreiselbewegung ist die Tatsache, daß der rotierende Kreisel im Gegen-
satz zu einem nichtrotierenden K¨orper nicht unter der Wirkung der Schwerkraft umkippt, sondern in
Richtung des Drehmoments “ausweicht”.

Die Präzessionsfrequenz l¨aßt sich anhand von Abb. 2.23 bestimmen. Es ist

T = jTj = rcmMg sin � und jdLj = L sin �d' (2.5.16)

und wegendL = Tdt folgt

L sin �d' = rcmMg sin �dt (2.5.17)

oder

!P :=
d'

dt
=
rcmMg

L
: (2.5.18)

An diesem Ausdruck ist besonders bemerkenswert, daß die Pr¨azessionsfrequenz unabh¨angig vom Nei-
gungswinkel� der Figurenachse ist. Setzt man nochL aus Gl.(2.5.14) ein, so ergibt sich

!P :=
d'

dt
=
rcmMg

I3!3
: (2.5.19)

Je höher also der “Spin” des Kreisels ist (L bzw. !3 groß), umso langsamer wird die
Präzessionsbewegung. Dies kann man bei Kinderkreiseln beobachten, bei denen aufgrund von Rei-
bungseffekten mit abnehmendem!3 die Präzessionsfrequenz immer gr¨oßer wird.

Es soll abschließend noch die Richtung von!p diskutiert werden. AusjdLj = L sin �d' bzw. jdLj=dt =
!PL sin � und der Richtung der VektorendL, !P undL in Abb. 2.23 ersieht mandL=dt = !P � L

bzw. mitT = dL=dt

T := !P � L : (2.5.20)

Diese Gleichung bleibt auch f¨ur andere Drehmomente als das GravitationsmomentTG richtig, solange
nurT ? L steht undT in einer raumfesten Ebene liegt.

Die beschriebene gleichf¨ormige Präzession des Kreisels im konstanten Schwerefeld ist f¨ur hinrei-
chend große! eine mögliche, aber nicht die einzig m¨ogliche Bewegungsform. Gibt man z.B. einem
gleichförmig präzedierenden Kreisel einen kurzen seitlichen Stoß auf die Figurenachse, so f¨uhrt dieser
Drehmomentstoß zu einer Drehimpuls¨anderung�L. Ein bestimmtes�L resultiert in einer̈Anderung
der Drehachse um�!. Da aberI3 6= I2 = I1 ist, muß die neue Drehimpulsrichtung nicht mehr
parallel zur neuen!-Richtung sein. Man bekommt dann eineÜberlagerung einer Nutations- und ei-
ner Präzessionsbewegung. DerÖffnungswinkel des Pr¨azessionskegels ist jetzt nicht mehr zeitlich kon-
stant, sondern schwingt mit der Frequenz!N der Nutation. Diese “Nickschwingung” ¨uberlagert sich der
Präzession und man spricht vonpseudoregulärer Präzession.
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.

Kreiselbewegung der Erde:

Die Erdabplattung, die wir uns als Äquatorwülste auf einer idealen Kugel vorstellen wollen,
zusammen mit der Neigung der Erdachse um 23:5o zur Normalen der Ekliptik (Bahnebene
der Erde um die Sonne) bewirken, daß Sonne und Mond ein Drehmoment auf die Erde
ausüben: die Gravitationskraft auf den sonnennahen Äquatorwulst ist größer als auf den
sonnenfernen; das resultierende Drehmoment um CM versucht die Erdachse normal zur
Ekliptik zu stellen, aber aufgrund der Erddrehung ! um die Figurenachse setzt stattdessen
eine Präzessionsbewegung der Erdachse um die Normale zur Ekliptik ein (siehe Abb. 2.24).
Die Zeit für einen vollen Umlauf beträgt etwa 26 000 Jahre. Diese Präzessionsbewegung
macht verständlich, daß sich die antiken Seefahrer nicht am heutigen Polarstern orientieren
konnten.
Der Präzession der Erdachse sind die Eulerschen Polschwankungen als Nutation aufgela-
gert. Hinzu kommt allerdings noch eine astronomische Nutation der Erdachse. Der Mond ist
zu 2/3 für die pseudoreguläre Präzession der Erdachse verantwortlich. Die Mondbahn um
die Erde ist aber nicht stationär, sondern unterliegt aufgrund von Störeinflüssen durch die
Sonne und die Nachbarplaneten selber einer Präzessionsbewegung: die um 5o gegen die
Ekliptik geneigte Mondbahn präzediert mit einer Periode von 18.6 Jahren um die Normale
zur Ekliptik. Diese Präzession war wahrscheinlich schon den Menschen in der Megalith-
Kultur bekannt. Da die Größe des vom Mond auf die Erde ausgeübten Drehmoments von
der Orientierung der Mondbahn relativ zur Erdachse abhängt, überträgt sich die Mond-
präzession mit einer Periode von 18.6 Jahren als zusätzliche Störung auf die Erdpräzession.
Diese Störung ist sehr klein. Die astronomische Nutation führt zu einer Kippschwingung der
Erdachse mit nur etwa 9 Winkelsekunden Amplitude.

FA

CM

23.5°

zur
Sonne

F

F

Abbildung 2.24: Zur Deutung der Erdpr¨azession.

2.5.3 Der Kreiselkompaß

Abb. 2.25a zeigt einen Kreisel inkardanischer Aufḧangung, bei der der K¨orper in drei zueinander senk-
recht stehenden Achsen drehbar gelagert ist. Wird der Kreisel um seine Figurenachse in schnelle Ro-
tation versetzt (!kLkFigurenachse), so behält er seinen Drehimpuls und deshalb seine Figurenachse
(d.h. seine Orientierung im Raum) bei, da bei keiner von außen aufgepr¨agten Bewegung des kardani-
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schen Geh¨anges auf den K¨orper ein DrehmomentT übertragen wird. In der Navigation wird deshalb der
kardanische Kreisel als “k¨unstlicher Horizont” eingesetzt, der unabh¨angig von der Schiffs- oder Flug-
zeugbewegung eine feste Raumrichtung anzeigt.

N

S

ω
L

W O

(a) (b)

Abbildung 2.25: (a) Kardanische Aufh¨angung. (b) Der Kreiselkompaß:L versucht sich m¨oglichst par-
allel zu! einzustellen.

Beim Kreiselkompaßist dagegen neben der Figurenachse nur noch eine weitere (und zwar die vertikal
stehende) Drehachse vorgesehen. Der Kreisel ist somit in der Horizontalebene der Erde gefesselt (siehe
Abb. 2.25b). In der N¨aherung des schnellen Kreisels liegt der DrehimpulsL in der Figurenachse. Bei der
Rotation! der Erde um ihre eigene Achse wird nun zwangsweise der Kreiselkompaß um die Erdachse
gedreht, d.h. es wird ein DrehmomentTk! ausge¨ubt, das beim gefesselten Kreisel am Kreiselk¨orper
angreifen kann. WegenL = Tdt versucht sich daher der DrehimpulsL und mit ihm die Figurenachse
möglichst “hoch”, d.h. in Nordrichtung einzustellen. Der Kreiselkompaß bringt f¨ur die Navigation
gegen¨uber der gew¨ohnlichen Kompaßnadel den Vorteil, keine magnetische Fehlweisung zu haben.



2.6 Abrollbewegungen PHYSIK I 243

2.6 Abrollbewegungen

Die Bewegungsgleichungen des frei beweglichen starren K¨orpers sind die ImpulsgleichungF =
dPcm=dt für die Translation und die DrehimpulsgleichungT = dL=dt (mit dem Massenmittelpunkt
als Bezugspunkt) f¨ur die Rotation. Dabei sind die dynamischen Gr¨oßenp undL mit den kinematischen
Größenvcm und! überpcm = Mvcm undL = ~I � ! verknüpft. Sind die Translations- und Rotati-
onsbewegung v¨ollig voneinander entkoppelt, so istF = dpcm=dt ein Problem der Punktmechanik und
T = dL=dt ein Kreiselproblem. Die Translations- und Rotationsbewegung ¨uberlagern sich unabh¨angig
voneinander. H¨aufig tritt allerdings der Fall ein, daß Translations- und Rotationsbewegung miteinander
verkoppelt sind (z.B. Bumerang).

Es soll hier nur ein sehr einfacher Bewegungstyp einer gekoppelten Translations- und Rotationsbewe-
gung behandelt werden, n¨amlich die Abrollbewegung, bei der die Verkn¨upfungüber eine kinematische
Bedingung erfolgt. Unter einer Abrollbewegung versteht man eine Bewegungsform, bei der sich ein
Körper auf einer Unterlage schlupffrei, d.h. ohne zu gleiten, bewegt.

H

h
vcm

ω

R

α

Abbildung 2.26: Abrollbewegung auf der schiefen Ebene.

Bei der kombinierten Translations- und Rotationsbewegung ist die Geschwindigkeitv jedes Massenele-
ments gegeben zu

v = vtrans + vrot : (2.6.1)

Mit dem Massenmittelpunkt als Bezugspunkt ergibt sich gem¨aß Gl.(2.1.6) und (2.1.9)

v = vcm + ! � rcm : (2.6.2)

Betrachtet man einen kugel- oder zylinderf¨ormigen Körper auf einer ebenen Unterlage, so erfordert die
Bedingung eines schlupffreien Abrollens, daß die Schwerpunktgeschwindigkeit des K¨orpers entgegenge-
setzt gleich der Rotationsgeschwindigkeit eines Massenelements auf der Kugel- oder Zylinderoberfl¨ache
ist. Mit dem RadiusR des Körpers muß also

vcm = �! �R (2.6.3)

gelten. Für die Gesamtenergie des K¨orpers gilt ferner
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E = Ttrans + Trot +Epot (2.6.4)

mit Ttrans = 1
2
Mv2cm undTrot = 1

2
! �~I � !.

Als erstes Beispiel soll die Abrollbewegung eines Zylinders auf einer schiefen Ebene diskutiert werden
(siehe Abb. 2.26). Der K¨orper soll sich zun¨achst am oberen Ende der schiefen Ebene in Ruhe befinden,
d.h. die Gesamtenergie ist gleich der potentiellen EnergieEpot = MgH. Wird der Körper losgelassen,
so rollt er die schiefe Ebene herunter, wobei die potentielle Energie in kinetische Translations- und
Rotationsenergie umgewandelt wird. Aus der Energieerhaltung folgt f¨ur die Endgeschwindigkeit am
unteren Ende der schiefen Ebene

MgH =
1

2
Mv2vm +

1

2
I!2 : (2.6.5)

Mit v = !R folgt dann

v2cm =
2gH

1 + I
MR2

: (2.6.6)

Setzt man das Tr¨agheitsmomentI für verschieden K¨orperformen ein, so erh¨alt man

Vollzylinder: I =MR2=2 ) v2cm =
4gH

3
(2.6.7)

Hohlzylinder:I =MR2 ) v2cm = gH : (2.6.8)

Man erkennt, daß die Translationsgeschwindigkeit unabh¨angig von Masse und Radius ist, d.h ein Stahl-
und Holzzylinder beliebiger Abmessungen rollen gleich schnell die schiefe Ebene hinunter. Ein Voll-
zylinder hat ein kleineres Tr¨agheitsmoment als ein Hohlzylinder und damit eine h¨ohere Translationsge-
schwindigkeit.


