Kapitel 3

Mechanik deformierbarer K orper

In den vorangegangenen Kapiteln wurde die Mechanik des Massenpunktes und des stapees d¢is-

kutiert. Beim Massenpunkt blieb diauinliche Ausdehnung eineokders wllig unbeticksichtigt. Dies

wurde beimUbergang zum starrendtper geihdert. Hier wurde aber die einsenkende Annahme ge-
macht, dal sich ein starremifer aus Massenelementen zusammensetzt, deren gegenseitiger Abstand
sich unter dem EinfluR von laften oder Drehmomenten nichhdert. Diese idealisierende Annahme

hat zu einer wesentlichen Vereinfachungudet. Wahrend ein System aus frei beweglichen Mas-
senpunkterBN Freiheitsgrade besitzt und seine Bewegung unter dem Eiafli#&rér Kafte deshalb
schwierig zu beschreiben ist, reduzierte sich die Zahl der Freiheitsgrade beim starpem &Lif sechs.

Die Bewegung des starrenoifjers konnte dann mit zwei Vektorgleichungem flie Translations- und
Rotationsbewegung beschrieben werden.

Die Mechanik des starren dfpers befal3te sich also nur mit den Bewegungsuuggh des Ge-
samtlorpers unter der Einwirkung vauf3eren Kaften und Drehmomenten. DaeiReren Kaifte konnten

per Definition nicht zu eineknderung der Relativabstandes der einzelnen Massenelemente eines starren
Korpers tihren. Mit dieser Einsclrikung konnten wir sehr gut Drehbewegungen vongern beschrei-
ben (siehe z.B. Kreiselprobleme). Die Vorstellung, da’ edngéi unter der EinwirkunguilRerer Kafte

und Drehmomente unvandert bleibt, ist aber nur ein idealisierter Grenzfall und widerspricht in vielen
Fallen unserer Alltagserfahrung. Man stel#iuiig fest, dal3 sich érper unter dem Einflul3 voaul3eren
Kraftendeformieren Krafte kinnen also sowohl Beweguraggierungen als auch eine Deformation von
Korpern verursachen. In diesem Kapitel wollen wir deshalb die Vorstellung des staorperk {fe-
ster Relativabstand der Massenelemente) fallen lassen und zu deformierbapemikibergehen. Unter
einem deformierbaren &per wollen wird einen léiper verstehen, bei deaulRere Kafte und Drehmo-
mente neben eindinderung des Bewegungszustandes auch eine Verformung hervorrufen.

Zum Verstindnis der Deformation vond€pern sind Grundvorstellungarbér den Aufbau der Materie
notwendig, die wir im folgenden Abschnitt kurz beschreiben wollen. Eine genaue Diskussion dieser
Vorstellungen erfolgt dann sper im Rahmen der Vorlesungen zur Fesgierphysik.
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3.1 Grundvorstellungen zur Materiestruktur

Wir wissen heute, dal3 Materie aus Atomen bzw. Malek"aufgebaut ist, die mehr oder weniger
fest miteinander gekoppelt sind. Der typische Durchmesser eines Atonagtetwa 0.1 nm oder
1Angstr0‘m. Idealisieren wir die Atome als Massenpunkte, so sind wir wieder bei der Vorstellung an-
gelangt, dal3 wir einen makroskopischearpér als ein System von wechselwirkenden Massenpunkten
betrachten &iinen.

Die Wechselwirkung zwischen den einzelnen Atomen und Mdek wird im Detail in der
Festlorperphysik diskutiert. Es sei hier nur darauf hingewiesen, dalR die Wechselwirkafigskr"
hauptsichlich elektrischer Natur sind, d.h. Gravitations- oder magnetischéiekKspielen keine Rolle.

Die Wechselwirkung zwischen zwei Atomen kann durch die potentielle En&rgi¢ der Wechselwir-

kung ausgedrckt werden. In Abb. 3.1 ist der typische Verlauf dieser potentiellen Eneugidié€Van

der Waals Wechselwirkungezeigt. Die Wechselwirkungskratft ergibt sich als Gradient der potentiellen
Energie,F(r) = —0V/0r. Man erkennt, daf3 die Wechselwirkungskraft Kleine Abstinder repul-

siv und fiir grol3er attraktiv ist. Die attraktive Wechselwirkung ist elektrostatischer Natahnerid die
repulsive Wechselwirkung auf deRaulischen Ausschliel3ungsprinzip beruht, das erst im Rahmen der
Vorlesung zur Quantenmechanik im Detail diskutiert wird. Man erkennt aus Abb. 3.1 zwei weitere wich-
tige Dinge. Erstens besitzt die potentielle Energie ein Minimumr-f= d, d.h. die wechselwirkenden
Atome werden versuchen, sich in einem mittleren Abstard d anzuordnen, da dieser Zustand ener-
getisch am giistigsten ist. Zweitens kann man elBimdungsenergiger wechselwirkenden Atome als

Ep = E(d) — E(c) definieren. Diese Energie muf’ aufgebracht werden, um zwei wechselwirkende
Atome zu trennen. Ist die kinetische Energie der Atome (z.B. aufgrund der thermischen Bewegung bei
endlicher Temperatur) kleiner als diese Bindungsenergie, so bleiben die Atome in der Potentialmulde
gefangen und bilden einen gebundenen Zustand. Es ist evident, dal® ein gebundener Zustand bevorzugt
dann gebildet wird, wenn die Potentialmulde sehr tief, d.h. die Bindungsenergie sehr grol3 ist, und die
kinetische Energie klein (z.B. niedrige Temperatur) ist. Die&&der Bindungsenergieihgt von der
genauen Art der Wechselwirkung ab. Man unterscheidet z.B. zwischen kovalenter, ionischer, metal-
lischer und Van der Waals Bindung, wobei die Bindungdsd 'von der kovalenten zur van der Waals
Bindung abnimmit.

Je nach Veraltnis von Bindungsenergie und kinetischer Energie der wechselwirkenden Atome kann
Materie verschiedenAggregatszuahde einnehmen. Man spricht von Festkérn, Flissigkeiten und
Gasen. DetJbergang zwischen diesen Aggregatsanden ist allerdings teilweise flieRend. In diesem
Kapitel werden die Gesetzafligkeiten der Deformation von Festpérn sowie die Statik und Dynamik

von Flissigkeiten dydrostatik und Hydrodynamilk und Gasen Aerostatikund Aerodynamik behan-

delt. In dem spteren Kapitel Virmelehre erfolgt dann eine Vermittlung der Vorstellungen zu inneren
Bewegungsvorarigen.

Festkorper

Man kann die obige Diskussion auf eine gro3e Zahl von Atomen ausdehnen und zeigen, dal3 die Wechsel-
wirkung der Atome zur Ausbildung von festerokpern fihrt, wenn die Bindungsenergie grol3 gegjesr”

der kinetischen Energie ist. Es ist anschaulich klar, daf? die wechselwirkenden Atome versuchen werden,
sich so anzuordnen, daf sie alle den energetigoistgjsten Zustand einnehmeorkien. Dies ist dann
gegeben, wenn sie alle einen mittleren Abstdruksitzen. D.h. die Atome werden versuchen, eine re-
gelméaRige Anordnung zu etablieren. Wenn die Atome eine solche rediédm Anordnung einnehmen,
spricht man von einerkristallinen Festérper oderEinkristall. Das wichtige Merkmal eines Einkristalls

ist die langreichweitige regelaf8ige Anordnung der Atome. Man kennt hier die Position aller Atome

des Kristalls, wenn man die Position eines einzigen Atoms des Kristalls kennt.
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Abbildung 3.1: Potentielle Energie der Wechselwirkung (Van der Waals Wechselwirkung) zwischen zwei
Atomen als Funktion des Abstandes zwischen den Atomen.

Festlorper kohnen aber auch eingiolykristallinenoderamorphenZustand einnehmen. Polykristalli-

ne Festkrper bestehen dabei aus einer grof3en Zahl von kleinen Einkristallen, die eine uafgégelm”
Orientierung im Raum einnehmen. Bei amorphen Fagilrn haben die Atome zwar noch einen mitt-
leren Abstandi, sie besitzen aber keine langreichweitige Ordnung mehr. Polykristalline und amorphe
Festlorper bekommt man dann, wenn die wechselwirkenden Atome nichiggen Zeit haben, die op-

timale Position einzunehmen. Dies passiert z.B. dann, wenn man die kinetische Energie der Atome sehr
schnell erniedrigt (z.B. durch schnelles Aliitén, Abschrecken) und die bei hoher kinetischer Energie
vorhandene ungeordnete Struktur dabei eingefroren wird. Zu den amorphenrpestkiebien z.B.

die Glaser, Wachs, Gummi etc.. Im Gegensatz zu Einkristallen besitzen amorpherpestkéinen
definierten Schmelzpunkt, sondern Erweichen langsam beafamarig.

Abb. 3.2a zeigt schematisch die potentielle Energie der Atome in einem einkristallineorpestiDie

(b)

k 2 Federkonstante

m

Abbildung 3.2: (a) Schematische Darstellung der potentiellen Energie in einenofpestkDie gestri-
chelte Linie zeigt das harmonische Oszillatorpotenfig), = %st als lokale Niherung. (b) Masse-
Feder-Modell eines Fesikjers.
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Potentialminima, die die Gleichgewichtsposition der Atome bilden, besitzen rafajm Absinde.
Aufgrund der Anbindung der Atome an die Gleichgewichtspositionen besitzenoFestkéine feste
Gestalt und damit auch ein definiertes Volumen. Aufgrund der endlichen kinetischen Energie der Ato-
me (aufgrund der endlichen Temperatuonkén diese Schwingungen um die Gleichgewichtsposition
ausfihren. Man kann, wie in Abb. 3.2a gezeigt ist, die potentielle Energie um die Gleichgewichtslage
durch eine Parabdl;, (s) = %st anmahern, wobes = x—x die Auslenkung aus der Gleichgewichts-
positionzy ist. Mit dieser Niherung erlt man die elastischelWRkstellkraftF; = —dFE,q/ds = —ks,

d.h. die Rickstellkraft ist proportional zur Auslenkung aus der Ruhelage. Solch#iekinaben wir als
harmonische Kafte bezeichnet (vergleiche Abschnitt 1.6.2). Der Ausdrigk= —ks entspricht dem
Hookeschen Gesetz, das wifdas Masse-Feder-Pendel kennengelernt haben, und man kann sich des-
halb die Wechselwirkung eines Atoms mit den Nachbaratomen in einenmofestliduch in Form des in

Abb. 3.2b gezeigten Masse-Feder-Modells veranschaulichen. In diesem Modell wird klar, dal3 die Atome
in einem Fest&rper nicht starr fixiert sind, sondern “quasi mit Federn” an die Nachbaratome gebunden
sind.

Sind die Feder- bzw. Bindungsite in einem Festirper in alle Raumrichtungen gleich grol3, so spricht
man von einenisotropen im anderen Fall von eineamisotropenFesticrper. Es sei ferner darauf hinge-
wiesen, dal? bei realen einkristallinen Fesgern Fehler im Gitteraufbau auftreten. Typische Gitterfeh-

ler sind z.B. Fehlstellen, Zwischengitteratome, Fremdatome, Versetzungen, Zwillingsgrenzen etc. (siehe
Abb. 3.3). Diese Gitterfehlerddnen die physikalischen Eigenschaften von Fagtirn wesentlich be-
einflussert.

Leerstelle Versetzung

Zwischen-
gitteratom

Fremdatom

Abbildung 3.3: Gitterfehler in einem Festiper.

Das Masse-Feder-Modell eines Fesfiers macht klar, dalR ein Festpér nicht als starrer étper be-
trachtet werden kann, sondern durch den EinBuBerer Kafte und Drehmomente verformt werden
kann (Dehnung, Biegung, Stauchung, Scherung, Torsion)alliéeren Kafte und Drehmomente stehen
dabei im Gleichgewicht mit den inneren &tén und Drehmomenten zwischen den Gitterbausteinen.
An diesen wirken jetzt elastischeuBKstellkifte, da sie aus ihrer Gleichgewichtslage ausgelenkt sind.
Wir werden im folgenden allerdings die mikroskopische Struktur und die Wechselwirkung zwischen den
einzelnen Bauelementen eines Fespieis aulRer Betracht lassen. Wir werden uns stattdessen nur mit
den makroskopischen Eigenschaften von Fagpidrn auf einer Airgenskala, die grof3 gegen den mittle-
ren Abstand der Atome im Festiper ist, beschftigen. Dabei kann dann der Festgér als elastisches
Kontinuum betrachtet werden. Die Herstellung des Zusammenhangs zwischen den makroskopischen
elastischen Eigenschaften eines Fegtkis und den mikroskopischen Bindungseigenschaften bzw. der

1Zum Beispiel wird die Festigkeit und Elastiitvon Metallen sehr stark durch die Mirko- und Defektstruktur dieser Ma-
terialien bestimmt. In den Materialwissenschaften versucht man, die Defektstrukturen gezielt zu beeinflusseAnuweri-
dungen gewiischte Materialeigenschaften zu erhalten. In Halbleitern bestimmt Fremdatome (Dotieratome) ganz wesentlich
die elektronischen Eigenschaften.
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mikroskopischen Struktur (auch Fehlordnung) von Fagtkin ist Thema der Festiperphysik.
Die typischen Massendichten von Fesiiérn liegen bep = 1 — 10 g/cnd.

Flussigkeiten

Die Molekiile in Flissigkeiten haben zwar wie in FestRérn aufgrund der gegenseitigen Wechsel-
wirkung einen festen mittleren Abstand, sie sind aber nicht an eine feste Position gebunden, sondern
konnen sich in eineidealen Flssigkeitvollig frei relativ zueinander bewegen. UsiSigkeiten weisen
deshalb zwar wie Festkper ein festes Volumen aber keine feste Form auf. Mamtigndeshalb bei
Flussigkeiten nurdi’ Volumeranderungen nicht abeurf' Formveanderungen einaulRere Kraft oder
Drehmoment. Die Gestalt einerudSigkeit pal3t sich z.B. immer der jeweiligen Form des Aufbewah-
rungsgeéi3es an. Je nach Art deuBkigkeit dauert dies aber unterschiedlich lange. So nimmt z.B. Was-
ser die Form eines Gaf8es fast augenblicklich anadwend diesdi’ Honig einer #ingeren Zeitspanne
bedarf. Dies Aihgt mit der unterschiedlicheviskosit (Zahigkeit) vonrealen Flissigkeitereusammen,

die ein Mal3 daii ist, wie frei sich die Rissigkeitsmolelleé gegeneinander bewegeorkien. Erbbht man

die Zahigkeit einer Rissigkeit immer mehr, so gelangt man schlief3lich zu einem amorpherofestk”
DerUbergang ist dabei kontinuierlich und die Grenze zwischessitjkeiten und amorphen Fesitgérn

ist nicht scharf festgelegt.

Die typischen Massendichten voruBbigkeiten sindfinlich zu denjenigen von Festipgern und liegen
typischerweise zwischem= 1 — 10 g/cnt.

SF#0
SF=0

Abbildung 3.4: Zur Modellvorstellung von &sigkeiten.

Giel3st man zum Vergleich z.B. Wasser und Zucker in einaGefo bildet sich bei Zucker ein ein ke-
gelférmiges Gebilde, atiren mandi Wasser eineallig ebene Oberéiche erhlt. Die Reibungslafte
zwischen den Zuckerteilchen verhindern, daf3 sich beim Zucker eilig ebene Oberéiche ausbil-

det. Die Tatsache, da3 mamrfiWasser eineallig ebene Oberfiche erhlt zeigt, dald sich die Wasser-
teilchen ollig frei gegeneinander bewegewriien missen. Derselbe Effekt wurde bereits be\iew-
tonschen Eimerversuch (siehe Abschnitt 1.7.3) diskutiert. Bei der Rotation eines Wassereimers um seine
Langsachse stellte sich hier aufgrund der gleichzeitig auf die Wasserteilchen wirkenden Schigerkraft
und ZentrifugalkraftFrz eine parabetiirmige Wasserobedthe ein, da die wirkende Gesamtkraft auf

die frei beweglichen Wasserteilchen senkrecht zur Wasserableeflstehen mul3.

Diese Experimente mit Wasser zeigen, dalsKigkeitsteilchen frei verschiebbar sind. Das Vo-
lumen einer Rlssigkeitandert sich dagegen unter der Wirkung vauf3éren Kaften wenig, d.h.

die Flissigkeitsteilchen haben einen festen Abstand. Man kann mit diesen Erkenntnissen die in
Abb. 3.4 gezeigte ModellvorstellungurfFlissigkeiten entwickeln. Auf ein &$sigkeitsteilchen im
Innern einer Rlissigkeit wirkt keine resultierende Kraft, es bewegt sich quaaftéirei. An der
Oberfeiche dagegen wird das Teilchen aufgrund der fehlenden Kraftkomponenten nach innen gezo-
gen. Um Flissigkeitsteilchen an die Obexttie zu holen, muB die ArbgfitF - ds geleistet werden.



250

R. GROSS UNDA. MARX Kapitel 3: Mechanik deformierbarerdfper

Flussigkeitsteilchen an der Obexdlie besitzen somit einelhére potentielle Energie, die man @lber-
flachenenergidbezeichnet. Ohnall3ere Kafte besitzt die potentielle Energie im stabilen Gleichge-
wichtszustand ein Minimum. Das heif3t, die Obafié der Rissigkeit stellt sich so ein, um die Ober-
flachenenergie zu minimieren. D.bhneauliere Kafte ist die Oberfiche ein Fiche minimaler poten-
tieller Energie

Gase

Bei Gasen sind die Kifte zwischen den Molekén so schwach oder vernaabk$igbar klein, dal3 zwi-

schen den Teilchen kein Zusammenhalt mehr besteht (die kinetische Energie isoRer @s die Bin-
dungsenergie). Die einzelnen Moldk bewegen sich also frei im Raum, so dal} das Gas jedes beliebige
Volumen einnehmen kann. Die Gasmalékbesitzen entsprechend der Temperatur des Gases eine be-
stimmte mittlere kinetischen Energie und bewegen sich ungeordnet. Bei ihrer Bewegung stof3en die Gas-
molekile mit anderen Moleldén und mit den Vdinden des Geffes zusammen. Das Qast dadurch

durch den Impulsbertrag auf die Wand einen Druck aus. Bei Zimmertemperatur und Normaldruck
macht ein einzelnes Molekétwa10'® StRe pro Sekunde.

Zur Beschreibung vieler Eigenschaften von Gasen kann man die schwache Wechselwirkung der einzel-
nen Gasmoleldé vollig vernachéssigen. Dies ist insbesondere bei stark verdén Gasen (d.h. Gasen

bei geringem Druck) der Fall. In dieseraNérung spricht man von eineidealen Gas Berticksichtigt

man die zwischenmolekularen &te, so nennt man das Gas es#ales GasViele Verhaltensweisen von
Gasen sind gerade eine Folge dieser nichtverschwindenden Wechselwirlafiregskr™

Bei Normaldruck und Normaltemperatur sind die Gasdichten etwa dof8é3drdnungen kleiner als die
von Flissigkeiten und Festkpern und betragen typischerweise 1 Kgaaer 1 g/Liter.

Gegeniberstellung der Characterika von Festlorpern, Flussigkeiten und Gasen

Festlorper | Flussigkeiten Gase
Wechselwirkung stark schwach | sehr schwach
\Volumen fest fest variabel
Gestalt fest variabel variabel
Kompressibilitit klein mittel grofd
AV/V, fur Ap = 1bar | etwal0 % | etwal0™® etwa 0.5

Tabelle 3.1: Gegarberstellung der charakteristischen Eigenschaften von émgatki, Flissigkeiten und
Gasen.
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3.2 Elastomechanik von Festérpern

3.2.1 Spannung und Dehnung
Spannung

Die auRReren Kafte, die auf einen Festkper wirken, kohnen in sogenanntéassenléfte, die propor-
tional zur Masse des ¢tpers sind (z.B. Gravitationskraft oderaftieitskraft) und in sogenann@ber-
flachenkafte unterteilt werden. Letztere greifen nur an der Olaetié des Festkpers an. Im folgenden
soll nur die Deformation von Fegtkgern aufgrund solcher Obefihenkafte diskutiert werden. Die
Massenkafte werden nicht beicksichtigt.

o-Z v4

. 6./ O

’ 6/ %

Abbildung 3.5: Zur Veranschaulichung der verschiedenen Komponenten des Spannungstensors. Der
erste Index der Spannungskomponente gibt daetiéd an, an der die Kraft angreift, der zweite Index die
Richtung der Kraft.

Da die Oberfichenkafte an Ftichen angreifenutirt man den Begriff der Spannuagein:

S ~ Kraft
PAMNE = Flache
F
= — . 3.2.1
o= . @21)

Wie in Abb. 3.5 gezeigt ist, &inen die angreifenden Kité normal oder tangential zu eineraElie
wirken. Man unterscheidet deshalb zwischdormalspannungen, und Tangential-oder Schubspan-
nungenoy:

N ) Normalkraft F;,
ormalspannungspannung o.
P &P & n Flache A
T tialkraft F
Tangentialspannungspannung o; := ang;?.li j L (3.2.2)
ache

Es geht aus Abb. 3.5 hervor, dal3 es insgesamt 9 Spannungskomponenten gibt, und zwar 3 Normal-
spannungeno;, o, undo,.) und 6 Schubspannungen,(, oyz, 0yz, 04y, 0z, UNd o,,). Die 9
Spannungskomponenten bilden den Spannungstensor

Ozx Ogxy Ogzxz
d = Oyz Oyy Oyz . (3.2.3)

Ozx Ozy Ozz
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Man kann allerdings zeigen, daf} = —oy; Qilt, so dal3 es nur insgesamt 6 unabbige Komponenten
gibt? Je nach Richtung der angreifenden Normalkraft spricht man von @ingroder Druckspan-
nung Die resultierende Verformung des Femtérs ist einddehnungoder Stauchung Die angreifen-
den Schubspannungenhien zur eineScherungderTorsiondes Festiipers. Diese Verformungen sind
in Abb. 3.6 veranschaulicht. Bei gleichzeitig an einemrper angreifender Zug- und Druchspannung
kommt es zu eineverbiegung

|Fn AF, F Fy

- __/T’
\'

N
F \J
n
y |
Stauchung Dehnung Scherung Torsion Biegung

Abbildung 3.6: Zu den bei einemdfper unter der Einwirkung einer Spannung auftretenden Verformun-
gen.

Die Einheit der Spannung ergibt sich aus der Definitionsgleichuhg zu

N
0] = 1—5:=1Pascal =1Pa= 10 °bar . (3.2.4)
m

Hohe Spannungenokinen sehr einfach dadurch realisiert werden, indem man eine Kraft auf eine sehr
kleine Fhche wirken &Rt. Drickt man z.B. auf eine Reil3zwecke mit einer Kraft von nur 10N, so
erzeugt man dadurch wegen der kleineadRi der Spitze der ReilRzwecke von ettve: 1077 m? eine
Druckspannung von = F/A = 10' N/m? oder10° bar.

Dehnung

Nach der oben erfolgten Definition der Spannung muf jetzt die resultierende Verformungmpessk”
beschrieben werden. Dies kann sehr anschaulich an einem eindimensiongben #iskutiert werden.
Aufgrund der wirksamen Spannung gedert der Krper seine urspirigliche Langeh um Al und der
Grad der durch die Spannung hervorgerufenen Verformung kann durch die relatigediiderung
Al/ly beschrieben werden. Man kann somit die Verzerrung oder Dehnung

€ = Al (3.2.5)
lo

2Dies folgt aus der Bedingung, daR die Schubspannungen keine Translationsbewegung und keine Rotatiomgesd$estk”
hervorrufen difen.

®Die friiher hiufig verwendeten Einheiten 1at = 1 kpfere 9.80665 x 10 Pa (technische Atmosphg) und 1atm =
760 Torr = Normaldruck = 101 325 Pa (physikalische Atmasphdirfen heute nicht mehr verwendet werden.
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einflihren, die die Verformung einesokpers aufgrund einer Verspannung beschreibt.

Fur einen dreidimensionalen Festkér ist die Dehnung kein Skalar, sondern wird durch den Dehnungs-
tensor

€ = €yr  €yy  Eyz (3.2.6)

beschrieben, der wie der Spannungstei@sauch nur 6 unakdrigige Komponenten besitzt.

Nach der erfolgten Definition der Spannung und Dehnung muR jetzt der Zusammenhang zwischen einer
wirksamen Spannung und der daraus resultierenden Verformung einesrpestkdiskutiert werden.
Glucklicherweise bestehtfkleine Spannungen ein linearer Zusammenhang zwischen Spannung und
Dehnung. Die Verformung desdfpers ist zudem bei kleinen Spannungen meistens elastisch, d.h. nach
Wegnahme der Spannung geht derper wieder in seine Ausgangsform aok. In diesem Falldl3t sich

der Zusammenhang zwischen Spannungnd Dehnung durch einHookesches Gesetz beschreiben.

Fur einen eindimensionalen Festkér ergibt sich

|0 = Ce. (327)

Die KonstanteC' wird als Elastiziitsmodulbezeichnet. & einen dreidimensionalen Festkér ergibt
sich der allgemeine Zusammenhang zwischen den Komponenten des Spannungs- und Dehnungstensors
Zu

oij = > Cijki el - (3.2.8)
k,l

Der Elastiziitsmodul ist hierbei ein Tensor 4. Stufe mit insgesamt 81 wadibén Komponenten.

Die Zahl der unab#rigigen Komponenten erniedrigt sich allerdings drastisch aufgrund der Symmetrie-
eigenschaften von Festipern. ki einen isotropen Fesikjer verbleiben z.B. nur noch 3 unatgige
Komponenten. In der Technik benutzt man dagegen aurcisdirope Mediemublicherweise folgende 4
Materialkonstanten zur Beschreibung der elastischen Eigenschaften:

e ElastiziitsmodulE
e Poisson- oder Querzahl
e Kompressionsmoduk’

e Schub-, Scher- oder Torsionsmoduil

Dabei bestehenuf’isotrope Medien zwischen den Materialparametgrry,, K und G Beziehungen,

da man nur 3 unalamgige Materialkonstanten batigt, um die elastischen Eigenschaften zu beschrei-
ben. Die Bedeutung der einzelnen Konstanten soll in den folgenden Abschnittemé&n isotropen
Festlorper erliutert werden. & 'isotrope Festirper sind die Materialparameter richtungsureigige
Skalare, wodurch die Diskussion erheblich vereinfacht wirdc &iisotrope Materialien muf3 man mit
Tensoren hantieren, was hier ausiidén der Einfachheit und débersichtlichkeit nicht getan werden
soll.
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3.2.2 Elastiziitsmodul

Wirkt, wie in Abb. 3.7 gezeigt ist, eine Normalspannusgauf einen Kirper, soandert der Kfper
aufgrund dieser Spannung seirengé in Richtung der wirksamen Spannung (Dehnung oder Stauchung).
Der Zusammenhang zwischen der relativaangéminderunge = Al/f und Normalspannung, =

F, /A istim Hookeschen Bereich durch

on = Ee (329)

gegeben. Die Proportionardiskonstantd? nennt marElastiziitsmodul Die Einheit vonE ist 1 N/n?.
Da die LaAngerinderungublicherweise in Richtung der wirksamen Spannung erfolg#ipositiv.

s

/ |

1

0| |l

do-Ad
do

Abbildung 3.7: Zur Verformung eines Festipérs unter der Einwirkung einer Normalspannung.

3.2.3 Poisson- oder Querzahl

Unter der Wirkung einer Normalspannuagdert sich nicht nur, wie in Abb. 3.7 gezeigt ist, die Aus-
dehnung des Brpers in Richtung der wirksamen Normalspannurpgsondern auch quer zu dieser.
Der Zusammenhang zwischen relativemgemhderungAl/j in Richtung der Spannung und relativer
AnderungAd/d, quer zu dieser gibt diBoisson-oderQuerzahlu an:

Ad Al
== = —u= . (3.2.10)
do lo

Bei den bisher betrachteten Deformationen unter der Wirkung einer Normalspannung ist die auftretende

Verformung in den meistendiién auch mit einer Volumemderung verbunden. Das heil3t, unter der Wir-
kung der Normalspannung &lh'man weder eine reine Foemderung unter Beibehaltung des Volumes
(Formelastiziét) noch eine reine Volumemderung unter Beibehaltung der ForMolumenelastit).

Wir werden weiter unten mit der Scherung bzw. der Kompression Deformationsprozesse kennen ler-
nen, bei denen di€ormelastiziit bzw. dieVolumenelastizitt gewdhrleistet ist (siehe Abschnitt 3.2.4
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und 3.2.5). Bei Vorliegen reiner FormelastatititissenAd/d, und Al /I, unterschiedliche Vorzeichen
besitzen, da das Volumen erhalten werden muf3. Die Poisson- oder Querzahl muf3 deshalb eine positive
Zahl sein. In den meistenabién wird bei nicht rein formelastischen Prozessen das Volumen bei Vor-
liegen einer Druckspannung kleiner und bei Vorliegen einer ZugspannufigigrNach GI.(3.2.10 ist
deshally: auch in diesen &len immer eine positive Zahl.

Querkontraktion von Gummi:

Uber einen Gummischlauch wird ein zunéchst festsitzender Metallring gezogen. Danach
wird der Gummischlauch in Langsrichtung gedehnt. Die mit dieser Dehnung verbundene
Querkontraktion fuihrt zu einer Verkleinerung des Querschnittes des Gummischlauchs. Da-
durch kann sich der zunéchst festsitzende Gummiring entlang des Schlauches frei bewe-
gen.

3.2.4 Schub-, Scher- oder Gleitmodul

Wir betrachten jetzt einendtper, an dessen Obextifie ein Kraft in tangentialer Richtung angreift. Man
erhdlt dadurch einé&cherungoder Schubdeformatiodes Korpers (siehe Abb. 3.8a). Das Volumen des
Korpers bleibt bei dieser Verformung erhalten, weshalb man es hier auch mit einer reinen Fornaglastizit”
zu tun hat. Den Zusammenhang zwischen der Schubspampungd dem Scherwinkel gibt derSchub-
oderTorsionsmodul7 an:

o = Ga . (3211)

Die Einheit des Schub- oder Torsionsmoduls ist 1N/m

(@) (b)

Abbildung 3.8: Zur Verformung eines Festipers unter der Einwirkung einer Tangentialspannung: (a)
Scherung, (b) Drillung, (c) Darstellung der Torsion als Scherung.

Ein Sonderfall der Scherung ist dirsion oder Drillung (siehe Abb. 3.8b). Sie tritt auf, wenn ein
Korper (z.B. ein Stab) an einem Ende festgehalten wird und am anderen Ende gedreht wird. Die Ursache
fur eine Torsion ist eimliReres Drehmomefit. Den Zusammenhang zwischen Scherung und Torsion
kann man sich verdeutlichen, wenn man sich demger (z.B. Zylinder in Stab in Abb. 3.8c) in viele

kleine Quader zerlegt denkt, die bei einer Torsion alle eine Scherung erleiden.

Anhand von Abb. 3.8dft sich der Torsionsmodul eines Zylinders mit Radiushd Langel berechnen.
Dazu betrachtet man zanohst den in Abb. 3.8c gezeigten Hohlzylinder mit Waadst'dr. Eine am
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unteren Ende des Hohlzylinders tangential angreifende Kiiafverdrillt den Zylinder um den Winkel

. Ein ursptinglich parallel zur Zylinderachse verlaufender Zylinderteil wird dadurch um den Winkel
a = ro/L verkippt. Nach dentHookeschen Gesetz muf3 nun die am unteren Querschnitt des Zylinders
angreifende Schubspannung dem Drillwinkel proportional sein. Da die QuersebhesflA = 27rdr

ist, wird die Schubspannung

dF dF
= = = 2.12
ot dA  2mrdr (3 )
und man erhlt mit
o = Ga=Gry/L (3.2.13)
den Ausdruck
_ 2, ¥
dFF = G27r drz (3.2.14)
und durch Multiplikation mit dem Abstandvon der Drehachse das Drehmoméft
AT = dFr= %T‘P Gridr . (3.2.15)

Geht man nun wieder zu einem Vollzylindgiér, den man sich aus einzelnen Hohlzylindern zusammen-
gesetzt denkt, so kann man das gesamte Drehmoment durch Integration zu

oo (R, we .,
T _TY 2.1
7 G/O rdr = 5+ GR (3.2.16)
darstellen. Daraus ergibt sicarfden Torsionsmodul

2 L
= ——T . 3.2.17
R ( )
Man kann leicht zeigen, dalR bei einem hohlen Stab gleiclhegé und gleicher Massenbelegung bei
gleichemaufReren Drehmoment ein kleinerer Torsionswinkel auftritt. Deshalb sind die Knochen von
Tieren und Menschenahifig als Rhrenknochen ausgebildet, um bei vorgegebener Masse eglehst
hohe Stabiliat zu erzielen.

Es sei abschlielBend darauf hingewiesen, daf} zwischen Ekstizitdul, Poisson-Zahl und Schermodul
bei isotropen Festikpern folgender Zusammenhang besteht, der hier ohne Beweis angegeben wird:

E
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Dieser Zusammenhang beruht auf der Tatsache, dal3 der EddstezitSor, der die elastischen Eigenschaf-
ten eines isotropen Festipers beschreibt, nur 3 unaligige Komponenten besitzt. Deshatinkén die
in der Technik benutzen 4 elastischen Konstanten nicht vollkommen anglghvoneinander sein.

Bestimmung des Torsionsmoduls aus Drehschwingungen:

Man kann GI.(3.2.17) umformen und erhalt durch Auflésen nach dem Drehmonent

T R*
T = G="p=TF . 2.1
G2Lso % (3.2.19)

Diese Gleichung entspricht GI.(2.3.47) fur das elastische Riickstellmoment eines starren
Korpers. Man kann deshalb T} als Direktionsmoment auffassen. Verdrillt man einen Korper
und laRt ihn dann los, so erhdlt man eine harmonische Drehschwingung mit der Schwin-
gungsperiode T' = 2x/I/T. Will man z.B. das Torsionsmoment eines Stabes bestimmen,
so kann man an diesen Stab eine gro3e Masse mit bekanntem Massentragheitsmoment I
ankoppeln und die Anordnung in eine Drehschwingung versetzen. Durch Messung von T
kann mit den bekannten Gro3en I, L und R das Torsionsmodul G’ bestimmt werden.

3.2.5 Kompressionsmodul

Wir betrachten jetzt einen Festiper von beliebiger Gestalt, auf dessen ObeHE einaiberall konstante
Normalspannung wirken agie (siehe Abb. 3.9). Unter der Wirkung dieser Normalspannung wird sich
das Volumen des &rpersandern. Der Zusammenhang zwischen der wirksamen Normalspananung
und der relativen Volumeariderung wird durch deldlompressionsmoduk’ gegeben:

o = —k2V (3220
Vo

Eine positive (Druck-) bzw. negative (Zug-) Spannungrtiiblicherweise zu einer Verkleinerung bzw.
VergréRerung des Volumens. Der Kompressionsmddigt somit positiv und besitzt die Einheit 1 N/m

Abbildung 3.9: Zur Verformung eines Festipéers unter der Einwirkung einer konstanten Normalspan-
nung auf jedem ObedEhenelement.

Die Volumerdnderung erfolguber eineAnderung des Abstandes der Atome des Fagtirs. Hiertit
sind grol3e Kafte notwendig, weshall fur die meisten Materialien grof3e Zahlenwerte annimmt.
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Fur isotrope Festrper ergibt sich wiederum ein Zusammenhang zwischen dem Kompressionsmodul
K, dem ElastiziitsmodulE' und der Poisson-Zahl, der hier wiederum ohne Beweis angegeben“wird

E
K = ST—2 - (3.2.21)

Da K, E undy ublicherweise positiv sind, kann der Weut fie Poisson-Zahl nur im Berei¢h< u <
0.5 liegen. Man erkennt auRerdem, daR 4 = 0.5 der Kompressionsmodul unendlich grof3 wird. Man
spricht dann von einefimkompressiblertestiorper.

3.2.6 Biegung

Bei einer Biegung treten Stauchung und Dehnung an einemdfpstk{leichzeitig auf. &Rt man z.B.

auf einen an einem Ende fest eingespannten Balken (recbtetgiEr Querschnitt) derarigel, Breite

b und Hohed eine Kraft senkrecht zur Balkenrichtung wirken, so wird der Balken gebogen. Die Sen-
kung s des freien Endes des Balken nennt man d&8egungspfeil Durch den Biegeprozel werden die
Ober- und Unterfiche des vorher geradlinigen Balkens zu konzentrischen Kigésbdeformiert (siehe
Abb. 3.10), wobei die Stirndiche des Balkens eine Neigung um den Winkelegenber der Ausgangs-
lage eréihrt. Das obere KreisbogensK ist ldnger, das untereukZer als die ursprigliche Balkerdinge.

Das heif3t, die Oberseite des Stabes wird gedehnt (es tritt hier eine Zugspannungrdghdirdie Un-
terseite gestaucht wird (hier tritt eine Druckspannung auf). Im Zentrum des Balkens hat der Balken seine
urspungliche Lange beibehalten. Hier tritt keine Spannung auf und man nennt diesen Tedudrale
Faser.

Abbildung 3.10: Zur Durchbiegung eines Balkens.

Aufgrund der auftretenden Druck- und Zugspannungen ist klar, daf3 der E&stizitiul maf3geblich die
Grole des Biegungspfeiles bestimmt. Ferner solltéiookeschen Bereich der Biegepfeil proportional
zur angreifenden Kraff;, sein. Die genaue Analyse ergilitrféinen einseitig eingespannten Balken

4F, L3
s = 3.2.22
Ebd3 ( )
4Zu einer Ableitung des Zusammenhangs berechne man die Volindening eines Witfels durch die Wirkung einer
Normalspannung und becksichtige, daR die Kanten deaivigls bei Wirken der Normalspannu§ + o, /E), (L — po./E)
und (L — po, /E) betragen.
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und ftir einen an beiden Enden unteitztén Balken

F,L3
—_— . 2.2

4Ebd? (3.223)
Offensichtlich teigt die Hbhed des Balkens wesentlichasKer zur Biegefestgkeit bei als die Balkenbreite
b. Dies nutzt man in der Technik aus. Hier werden sogenafinteder Doppel-Trager verwendet,
die bei gleicher Masse eine wesentlicbhiefe Biegefestigkeit aufweisen als ein massiver Balken mit
rechteckérmigem Querschnitt.

Im Zusammenhang mit der Biegefestigkeithft man den Begriff des geometrischen oder
Flachentagheitsmomentgin. Man versteht darunter, in Analogie zum Massagieitsmomenf =

[ r?dm das Integrall = [r?dA. Es hat also die Dimension’mFur einen rechteckigen Querschnitt
(Dicke d und Breiteb) erhélt man z.B.

d/2 bd3
J, = 2/ 22 bdz = — (3.2.24)
0 12
womit GI.(3.2.22) als
F,L?
— 3.2.25
° 3E.J, (3:2.25)

ausgeduckt werden kann. Bei Biegebeanspruchungen wird aus@ari der Materialersparnis der Quer-
schnitt A so gevahlt, dal3 bei gleichem &thentagheitsmomeny/ die Flache A mdglichst klein wird.
Vergleicht man z.B. einen Balken mit quadratischem Querschnitt mit einem Rohr oder Doppder; Tr™
so findet man bei gleichethfur den Doppel-T-Tager eine Materialsersparnis von 61% uaddas Rohr
von sogar 75%.

Biegung von Glasstab:

Die aufgrund der elastischen Deformation erzeugten Spannungen im Inneren eines durch-
gebogenen Glasstabes lassen sich sichtbar machen. Anisotrope Festkorper zeigen die Er-
scheinung der Doppelbrechung des Lichtes. Glas ist normalerweise isotrop, wird aber unter
dem EinfluR® &uRerer Krafte anisotrop.

Bringt man einen ungebogenen Glasstab zwischen zwei gekreuzte Polarisatoren, so lalt die
Anordnung zunachst kein Licht durch. Biegt man den Stab, so wird aufgrund der erzeug-
ten inneren Spannungen das Glas anisotrop. Durch die damit verbundene Doppelbrechung
gelangt durch das zweite Prisma wieder Licht. Die einzelnen Spannungsschichten des ge-
bogenen Glasstabes werden unterschiedlich hell sichtbar. Dieses Verfahren wird haufig zur
Materialpriifung von durchsichtigen Festkorpern eingesetzt.

3.2.7 Plastische Deformation

Beim Einwirken aul3erer Kafte oder Drehmomente treten bei einem Feiki Form- und Volu-
meranderungen auf. Wir haben bisher angenommen, daf? diesedéeringemlastischsein sollten, d.h.
dalR der Kiper nach Verschwinden daufReren Kafte und Drehmomente wieder seine utsmgliche
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Gestalt annimmt. Wir hatten ferner angenommen, dafl3 der Zusammenhang zwischen Spannung und
Dehnung linear sein sollteHpokescher Bereich). Diese Annahmen sind nur Kleine Spannungen

richtig. Wird jedoch eine materialspezifische Elastistrenzeuberschritten, so lagern sich die Atome

in einem Festhiper um und es stellt sich eine neue Gleichgewichtslage in einer neuen Konfiguration
ein. Die verursachten Formaderungen gehen dann nach VerschwinderadBeiren Kraft nicht mehr
zurtick. Eine solche Verformung nennt mpalastische Deformatian

Die Vorgdnge, die oberhalb der Elast&itgrenze in einem Festiper ablaufen, sindul3erst kompliziert

und zudem stark materialadhgig. Man behilft sich deshalb mit einem einfacl&pannungs-Dehnungs-
Diagramm (siehe Abb. 3.11a), um diese Vamgge qualitativ zu diskutieren. uF kleine Spannungen
nimmt die Dehnung zwachst linear mit der Spannung zddokescher Bereich). Nadiiberschreiten
desHookeschen Bereichs béf flacht das Spannungs-Dehnung-Diagramm ab (d.h. mit kleineren Span-
nungsinderungen werden @f8érer Verzerrungen erreicht) und man erreicht die Elastsgjténze, die
allerdings nicht scharf definiert ist. Bei weiterer Var§erung kommt man bei' (FlieRgrenzé in den
sogenanntefrlie3bereich in dem der Festi’perahnlich zu einer ahien Hlissigkeit zu fliessen aafigt.

Das Spannungs-Dehnung-Diagramm aaft hier fast horizontal. Ab Punkf’ kommt es dann mit stei-
gender Spannung wieder zu einer Verfestigung, wodurch das Spannungs-Dehnungs-Diagramm wieder
steiler wird. NachUJberschreiten des Punkté&kommt es zu einer starken Querschnittsverminderung,
wodurch das Spannungs-Dehnungs-Diagramm eine negative Steiguaiiy &tfiliellich erreicht man
bei Z die Zerrei3-oderBruchspannungDie dabei erreichte relative Dehnung nennt rBanchdehnung

2 |
o § Endedes S
S elastischen Bereichs %
E F C o
g H ”
N - 2 - /
; € 25
. G ZENEI\A = Dehnung
S5 L3 \igE
T 3 S8\ 2°
— -
Hookescher Dehnung
(a) Bereich (b)

Abbildung 3.11: (a) Spannungs-Dehnungs-Diagranitin- Ende desHookeschen Bereichgy’ — Fliel3-
grenze,C bis B — Verfestigungsbereicty; — Zerreil3- oder Bruchpunkt. (b) Hysteretisches Spannungs-
Dehnungs-Diagramm aufgrund einer elastischen Nachwirkung.

In der Technik gibt diZugfestigkeitg eines Materials die im Puni erreichte maximale Spannung an.
Als Einheit wird immer noch &ufig die im SI-System nicht mehr erlaubte Einheit 1 kpfrnaerwendet.

Elastische Nachwirkung

Durchiéuft man ein Spannungs-Dehnung-Diagramm in entgegengesetzte Spannungsrichtungen peri-
odisch, so stellt sich die Frage, ob die Dehnung der vorgegebenen Spannung instantan folgen kann.
Dies ist je nach Material ab einer bestimmténderungsgeschwindigkeit der Spannung nicht mehr

der Fall. Das heildt, die Dehnung stellt sich erst nach einer gewissen Zegeeung ein. Diesen

Effekt nennt marelastische Nachwirkungder elastische HystereseWVahrend diese Zeitveogiéerung

bei Metallen sehr klein ist, kann sie bei Gummi oder Kunststoffenabhtlich sein. Durct#hirt man
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das Spannungs-Dehnung-Diagramm Huokeschen Bereich gemjend schnell, so ealft'man die in

Abb. 3.11b gezeigte Hysteresekurve. Beim Durchlaufen der Hysteresekurve mufd man die Volumenar-
beit [ edo (Flacheninhalt der Hystereskurve) verrichten. Diese Arh#ittfz.B. bei einem Autoreifen

(hier wird sie alsValkarbeitbezeichnet) zu einer Eawinung des Reifens.

3.2.8 Materialparameter

Material E G K 1 oB

Al rein, weich 72 27 75 0.0034 0.013
Duraluminium 77 27 75 0.0034 0.5
a-Eisen 218 84 172 0.0028 0.1
V2A-Stahl (Cr, Ni) 195 80 170 0.0028 0.7
CrV-Federstahl 212 80 170 0.0028 1.55
Cu, weich 120 40 140 0.0035 0.2
Pb 17 60 425 0.0044 0.014
Au 81 28 180 0.0042 0.14
Si 100 34 320 0.0045 —
Quarzglas 76 33 38 0.0017 0.090
Beryllium-Bronze 118 — - — 3.65
Nylon etwal0 — — — 0.2-0.6
Holz (Buche, &ings) 15 — — — bis 0.6

Tabelle 3.2: ElastizittsmodulE, TorsionsmodulZ, Kompressionsmoduk', Poisson-Zahj, und Zug-
bzw. Druckfestigkeitrp einiger Materialien in GPa.
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3.3 Hydro- und Aerostatik

3.3.1 Kompression von Flissigkeiten

Im Gegensatz zu einem Festpér nimmt eine RlSsigkeit jede beliebige Form an (vergleiche Ab-
schnitt 3.1). Da die RiSsigkeitsteilchen keine feste Lage haben und frei gegeneinander beweglich
sind, setzen FiSsigkeiten weder einer Zug noch einer Schubspannung einen Widerstand entgegen. Das
heil3t, Flussigkeiten haben keine Formelashiziman kann sie weder dehnen noch scheren. Als einzig
maogliche Deformation bleibt di¥olumendeformatianGenauso wie bei Fegikjern gilt

on = —K— . (3.3.1)

p = o,=1in (3.3.2)

verwendet. So kann man z.B uskigkeiteruber einen Stempel komprimieren, wobei der Drpakurch
den Quotienten aus der Kraf}, senkrecht zur Stempedithe und der Stempedfthe A gegeben ist.

Je goRRerK ist, desto goRer ist der Druck, der notwendig ist, um das Volumen um einen bestimmten
Prozentsatz zu varidern. Die Kompressionmodule voruBsigkeiten sind im allgemeinen kleiner als
die von Festhkipern, reichen aber teilweise an diejenigen von Fgpin heran: WasseK = 2 GPa,;
Benzol: K = 1 GPa, zum Vergleich Kupferk = 140 GPa.

Kompression von Wasser mit Gewehrkugel:

Schiel3t man eine Gewehrkugel auf eine mit Luft geflllte Kiste, so dringt das Geschol3 durch
beide Seitenwande der Kiste, ohne die Kiste sonst zu beschadigen. Ist die Kiste dage-
gen mit Wasser gefillt, so wird sie vollig zerrissen. Die kleine Volumenanderung durch
die Gewehrkugel bewirkt im Wasser eine so starke Kompression, dal3 die Wande der Kiste
unter der Wirkung des damit verbundenen Druckes p = —K% auseinanderfliegen. Fur

Vikugel = 0.1cm? und Viiste = 1000 cm? erhélt man

p = —K%:2><109Pa-104:2x105Pa:2bar. (3.3.3)
0

Das entspricht einer Kraft von etwa F' = 4000 N auf die Innenwande der Kiste.

3.3.2 Stempeldruck

Wir betrachten zuachst eine Ri$sigkeit, die nicht der Schwerkraft unterworfen(iit man durch einen
Stempel mit der FlcheA eine Kraft F' auf eine solche EiSsigkeit in einem abgeschlossenen &tdr”
aus, so beobachtet man im gesamtend®eh "d.h. an jeder Stelle der Obeadhe und im Inneren der
Flussigkeit den gleichen Druck, d&tempeldruclp = F/A.

Am einfachstendnt sich dieser Sachverhalt zeigen, wenn man den in Abb. 3.12 gezeigten speziellen
Korper betrachtet. Der in dieser Abbildung gezeigte Keil sei ringsum von einssigKeit umgeben.
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Abbildung 3.12: Zum Stempeldruck auf unterschiedlichecREn.

Da es sich um ein statisches Problem handelt, muf3 die Summe aller aubdeer Kinwirkenden Kafte
verschwinden. \die dies nicht der Fall, sowrde sich der Keil in eine bestimmte Richtung bewegen.
Das heil3t, alle horizontalen und alle vertikaleraKe 'missen sich gegenseitig kompensierenr @ie
vertikalen Kifte folgt damit

F1 = 2F2sina . (334)

Fur den Winkela erhélt man mit der Breité des Keils

. ll llb A1
n — = = = — 3.35
sua 2[2 2[26 2A2 ( )

Daraus ergibt sich

r_ B
i=mo= pem (3.3.6)

d.h. der Druck auf die verschiedeneraétien ist gleich. Diese GesetaBigkeit wird in der Technik bei

der hydraulischen Presseingesetzt (siehe Abb. 3.13). Dabei sind zwei Zylinder mit unterschiedlichen
QuerschnittsichenA; und A, Uber ein Rohr miteinander verbunden. Die Zylinder und das Rohr sind
mit einer Flissigkeit geillt (WasserQl) und die Zylinder werden mit passenden Kolben ohne Luftein-
schluR’ verschlossen. Am Kolben des Zylinders mit kleinerer Querschaitisfl greife die KraftF;

an. Dann gilt

Fi Ay
A

FQ = pAQZ (337)

Man erkennt, daR sich durch Vea#érung des Blchenverhltnisses4, /A, sehr groRe Kafte am Kolben
2 erzielen lassen.

Der Energiesatz wird hierbei natich nicht verletzt. Die an Kolben 1 verrichtete Arbeit lzaejt”

A
AWl = F1 Asl = FlA—‘/l :plAVI y (338)
1
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Abbildung 3.13: Hydraulische Presse.

wobeiAs; der von Kolben 1 zur€kgelegte Weg ist. Von Kolben 2 wird die Arbeit

AV;
AWQ == F2 ASQ == FQA—2 :pgAVQ y (339)
2

geleistet. Setzt man Inkompressilaltitier Flissigkeit an, so isAY, = AV, und wegerp; = p, auch
AW, = AW,

3.3.3 Schweredruck, hydrostatischer Druck

In diesem Abschnitt soll eine &sigkeit im Schwerefeld betrachtet werden, auf die sonst aber keine
weiteren Kgfte wirken. Durch ihr Gewichubit die FLissigkeit einen Schweredruck auf die tieferen
Schichten und den Gaf8boden aus (siehe Abb. 3.14a). Mit der Dightker Flissigkeit, dem Querschnitt

A des GefiRbodens und der Erdbeschleunigyrerhélt man das Gewicht der #$sigkeitsule der Hhe

h zu

Fo = mg=Ahpg . (3.3.10)

Mit p = F; /A ergint sich deSchweredruckler Flissigkeit oder denydrostatische Drucku

p = hpg, (3.3.11)

wenn man annimmt, daf3 der Druckeéer der Flissigkeitsoberfiche Null ist. Der durch die Schwere
hervorgerufene hydrostatische Druck in einendsigkeit fahgt nur von der dfie und der Dichte der
Flussigkeit ab, nicht aber von der Form des &&f5. Das heil3t, der Bodendruck in den in Abb. 3.14b
gezeigten Geff3en ist genau gleich, obwohl die Mengen und damit die Gewichte desifKeiten in
den einzelnen Gaf¥en verschieden sindydrostatisches ParadoxpBtevin; 1587,Pascal 1660).

In denin Abb. 3.14b skizzierten Gabén herrscht bei gleicheioHE des Rissigkeitsspiegels in derselben
Tiefe jeweils derselbe Druck, Bringt man z.B. in einem &&Eine Zwischenwand ein, smdert sich
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@ A | |® \

Abbildung 3.14: (a) Zum hydrostatischen Druck. (b) Zur Formumalgigkeit des hydrostatischen
Druckes (hydrostatisches Paradoxon).

am Druck nichts. Da sich dann das Wasser in zvadligy getrennten Teilimen befindet, kann man die
Teilraume auch einzeln betrachten. Bei den geteiltera@afiibernehmen die &fide den Druck, den
vorher die entfernte BBsigkeitsmenge auf die Zwischenwand audgdiat. Durch diese HKafte erleidet
der Bodendruck kein&nderung.

Verbindet man verschiedenen @BE mit einem Rohrsystem (kommunizierendadiRn), so verdlt sich

die Fliissigkeit in diesem System so, dal3 darssigkeitsspiegel in allen Gabén gleich hoch ist (siehe
Abb. 3.15a). Dies folgt sofort aus dem Ausdruck flen hydrostatischen Druck. Falls eine unterschied-
liche Fliissigkeitsbhe in verschiedenden Teilen des &&gystems vorliegenuwde, so wirde die aus der
Differenz des hydrostatischen Drucks resultierende Kraft zu einer Umverteilungudesigiéit tihren,

bis der Flissigkeitsspiegel in allen Teilggdenubereinstimmt.

(@) (b) :ﬂ@
..... ]

H;const T

Abbildung 3.15: (a) Zum RlSsigkeitsspiegel in verbundenen &@&én. (b) Bestimmung des hydrostati-
schen Druckes mit einem Manometer.

Die Gliltigkeit des Ausdruckesuf'den hydrostatischen Druchf3t sich experimentell einfach basgen.
Dazu benutzt man ein DruckmefR3geréinManometer(sieche Abb. 3.15b). Mit Hilfe des Manometers
lafdt sich der lineare Anstieg des Druckes mit zunehmender Tiefe nachweisen.

Wir betrachten als achstes eirU/-Rohr, das teilweise mit einer Esigkeit gefillt ist. Uber beiden
Seiten desU-Rohres sollen verschieden Druckeund p + Ap herrschen (siehe Abb. 3.16). Den
Druckunterschied\p kann man mit Hilfe der Gleichgewichtsbedinguhgp = hogp + Ap aus dem
Hohenunterschiedhh = h; — hy der Menisken zu

Ap = (h1—ha)gp =Ahgp (3.3.12)
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p+Ap
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Abbildung 3.16: Hlissigkeitsmanometer auf der Basis eifbieRohres.

bestimmen. Bringt man an dem freien SchenkellddRohres eine Skala an, die weg&p « Ah leicht
in Druckeinheiten geeicht werden kann, soatinian ein Rlissigkeitsmanometer.

Wasserdruck:

Eine Wassersaule von 10 m Hohe erzeugt einen Druck von 1 technischen Atmosphare (1 at
= 1kp/cm?). Folglich ergeben sich in groRer Meerestiefe erhebliche Drucke. In einer Tiefe
von 1000 m herrschen bereit 100 at und in der grof3ten auf der Erde vorkommenden Meeres-
tiefe von etwa 11 000 m etwa 1 100 at. Aus diesem Grund kdnnen Taucher ohne besonders
gebaute Taucheranzige nur etwa 50 m tief tauchen. Aufgrund des hohen Drucks in die-
ser Tiefe 10st sich Stckstoff im Blut. Beim Wiederauftauchen kommt es an zur Bildung von
Stickstoffblasen in den Blutbahnen.

Druck im Inneren der Erde:

Die meisten Himmelskdrper sind im Innern flissig. Aufgrund des hydrostatischen Druckes
herrschen im Inneren der Himmelskorper sehr grol3e Drucke. Bei einer Berechnung muf3
man allerdings beachten, daf3 die Schwerkraft zum Zentrum des Himmelskérpers hin ab-
nimmt und im Zentrum den Wert Null erreicht. Andererseits nimmt die Dichte zum Zentrum
hin zu. Der im Zentrum der Erde herrschende Druck kann insgesamt zu etwa 3 x 106 at
abgeschatzt werden. Unter diesem Druck ist die Dichte im Zentrum der Erde etwa 17 g/cm?,
wahrend die mittlere Dichte der Erde nur etwa 5.5 g/cm? betragt. Fiir das Zentrum der Sonne
ergibt sich sogar ein Druck von etwa 1.4 x 10° at.

Bestimmung von Dichten unbekannter Flissigkeiten

In einemU-Rohr sei auf der einen Seite Hg und auf der anderen Seite Wasseudlin(gédtie Abb. 3.17).

Man beobachtet, dal? das Wassehér steht als das Quecksilber. Legt man durch diellBerigsfiche
zwischen Quecksilber und Wasser ein horizontale Nulllinie, so herrscht in dieser Ebene der gleiche
Druck. Ebenso herrschibér dem Quecksilber undbér dem Wasser derselbe Druck (z.B. Atmo-
spharendruck). Die beidendsilen missen somit denselben Schweredruck erzeugen und malh erh”



3.3 Hydro- und Aerostatik PYsIK | 267

hH2O PH0 9 = hHg PHg 9
oder pug _ Iumo (3.3.13)
PH,0 hyg

Im Experiment mi3t marky,o0/hn, = 13.6. Mit der bekannten Dichte von Wassgkfi(o = 1 glem?
ergibt sich damit die Dichte von Quecksilber 4, = 13.6 glem?.

H:0
o0

H20

Nig

Hg

Abbildung 3.17: Zur Bestimmung der unbekannten Dichte vars§ijikeiten.

Auftrieb

Hangt man nacheinander ein Blei- und ein Eisadstion je 500 g Masse an eine Federwaage, so mif3t
man im konstanten Schwerefeld der Erde die gleiche Auslenkunfrt RFian das gleiche Experiment

durch, wobei die beiden Massen in Wasser eintauchen, so kann man dieses Ergebnis nicht reproduzieren.
Man beobachtet, dalR die Federauslenkungiakgéht, und zwar beim EisensK stirker als beim Blei-

stlick. Das Bleistick scheint also in der Bfsigkeit ein goReres Gewicht zu haben als das Eisarlst”
Verantwortlich fir die Abnahme der Federauslenkung ist in beidelleR derAuftrieb, der in diesem
Abschnitt diskutiert werden soll.

Wir betrachten zuachst einen quadenfinigen Korper der Dichtep, der in eine Rlissigkeit der Dichte

pr1 eingetaucht ist (siehe Abb. 3.18a). Auf alle 6 Seitactién des Quaders wirken &té, die vom
hydrostatischen Druck verursacht werden. Diafie auf die 4 senkrechten Seiterdtien heben sich
dabei gegenseitig auf. Wir mssen uns deshalb nur mit der Kraft auf die Ober- und Unterseite des
Quaders befassenuFdie Oberseite erhalten wir mit den Bezeichnungen aus Abb. 3.18a

F1 =  pPFl gh,lA:plA . (3314)

Genauso et man fir die Kraft auf die Unterseite des Quaders

F2 =  pPFl gth:pgA . (3315)

Hierbei ist A die Deck- bzw. Bodendithe des Quaders. Die Differenz der beideafteflihrt zum
Auftrieb
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() (b)

F |k

h.

IF, [ ,

A

Abbildung 3.18: (a) Auftrieb eines &tpers in einer Rlssigkeit. (b) Veranschaulichung des Archimedi-
schen Prinzips mit einer Balkenwaage.

Fy = F—F =ppng (ha —h)A=prgV
oder Fy = mpyg . (3.3.16)

Mit Hilfe dieser Gleichungdf3t sich das sogenanmchimedische PrinzigArchimedes 220 v.Chr.)
formulieren:

Das Archimedische Prinzip:
Der Auftrieb eines Korpers ist gleich dem Gewicht der von
ihm verdrangten Flussigkeit.

Diese Formulierung istuii'beliebig geformte i§iper richtig. Die oben diskutierte unterschiedliche Aus-
lenkung einer Federwaage durch ein in Wasser eingetauchtes Blei- und &igeagisicher Masse resul-

tiert nach dem Archimedischen Prinzip aus der unterschiedlichen Dichte von Blei und Eisen. Aufgrund
der hoheren Dichte von Blei verdrigt der Bleilkorper weniger Wasser, der Auftrieb wird dadurch kleiner
und die Feder wird sirker gedehnt.

Das Archimedische Prinzip:

Das Archimedische Prinzip kann man gut mit dem in Abb. 3.18b gezeigten Versuchsaufbau
veranschaulichen. Auf einer Waage steht auf einer Seite ein Wasserbehalter und auf der
anderen ein leeres Becherglas und ein Gewichtskorper K. Die Waage soll sich im Gleichge-
wicht befinden. Wird nun der Gewichtskorper in den Wasserbehéalter abgesenkt, so wird sein
Gewicht aufgrund des Auftriebs zunachst geringer und die Waage gerat aus dem Gleichge-
wicht. Da das verdréangte Wasser aber (iber den Uberlauf des Wasserbehélters in das leere
Becherglas auf der anderen Seite der Waage lauft, wird das Gleichgewicht der Waage wie-
der hergestellt, da das Gewicht des von dem Gewichtskorper verdrangten Wassers nach
dem Archimedischen Prinzip gerade dem Auftrieb des Koérpers K entspricht.

Man kann, indem man einendfper K erst in der Luft und dann in einer #gsigkeit mit bekannter
Dichte wiegt, seine Dichte bestimmen. Es gilt

Frx = Mg und FA:VKpplg (3317)
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und damit

Fg Mg
—_— = . 3.3.18
Fy Vipr1 g ( )
Mit M = px Vi folgt dann
F
px = TP (3.3.19)
A

Da man Wigungen mit hoher Genauigkeit durahfén kann, ist dies eine &issionsmethode zur Be-
stimmung der Dichte einesdfpers (BeispielJollysche Federwaage).

@ (b) ()

Membran

Abbildung 3.19: (a) Aaometer. (b) Cartesianischer Taucher. (c) Ausbleibender Auftrieb eiogeks
am Ge#iRboden.

Ist der Auftrieb eines Kipers in einer RlSsigkeit kleiner als sein Gewicht, so ist die Summe aus
Gewichts- und Auftriebskraft nach unten gerichtet und derger sinkt in der Rissigkeit nach unten.
Ist dagegen die Auftriebskraft géer als die Gewichtskraft, so steigt deoridér an die Oberdiche der
Flussigkeit und taucht in diese nur teilweise ein. Man kann also folgende BedinguaasfSchwimmen
eines Korpers an der Obedthe einer RlSsigkeit festhalten:

Fr—Fx = (px —pr))Vk <0 . (3.3.20)

Ein Korper schwimmt also auf einerudsigkeit, wenn seine Dichte kleiner als diejenige dessilkeit
ist. Z.B. schwimmt Holz auf Wasser; Eisen schwimmt nicht auf Wasseur ddfér auf Quecksilber;
Gold wiederum schwimmt nicht auf Quecksilber.

Das Gewicht eines schwimmendeoigérs ist gleich dem Gewicht der von ihm veadgten Hissigkeit.
Daraus folgt
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Vkprkg = Viprg
oder VK _ /L (3.3.21)
Vi PK

Hierbei ist Vx das Gesamtvolumen desokpers undV}- das Volumen des eingetauchten Teils des
Korpers. Hat also ein &per z.B. nur die llfte der Dichte einer Eisigkeit, so taucht er in diese
nur zur Hilfte ein. Diese Tatsache macht man sich bAmometerzunutze (siehe Abb. 3.19a). Mit ihm
bestimmt man die Dichte von i$sigkeiteruber die Eintauchtiefe eines geeichten Tegtleis. Je tiefer
der Testlkiper sinkt, desto geringer ist die Dichte deu$3igkeit.

Cartesianische Taucher:

Im Grenzfall Fx = F4 schwebt ein Korper in einer Flussigkeit. Bringt man in einen mit
Wasser gefillten Kolben einen teilweise mit Luft gefillten hohlen Glaskorper ein, so kann
man die in dem Glaskorper enthaltenen Luftmenge so einstellen, dal’ der Glaskorper genau
schwebt (siehe Abb. 3.19b). Verschliel3t man nun den Kolben mit einer Membran und driickt
auf die Membran, so fangt der Glaskorper an zu sinken. Durch den Druck wird die Luftmen-
ge in dem Glaskorper komprimiert, wodurch sich die verdrangte Wassermenge und dadurch
der Auftrieb verringert. Durch Erzeugen eines Unterdrucks kann man den Glaskorper auch
nach oben schwimmen lassen.

Es ist wichtig, sich klar zu machen, daf? der Auftrieb einesgérs durch den unterschiedlichen Druck

der Flissigkeit an seiner Ober- und Unterseite zustandekommickbritan z.B. ein Glasprisma (sie-

he Abb. 3.19c), das normalerweise auf Quecksilber schwimmt, auf den Boden eines mit Quecksilber
geflillten Getil3es, so bleibt es unten liegen. Befindet sich der Glask ‘am Boden, so kann von unten
keine Kraft auf ihn wirken, da sich keineldsigkeit mehr zwischen Glasiper und Boden befindet. Es
kommt also kein Auftrieb zustande.

3.3.4 Aerostatik

Gase haben eine endliche, wenn auch kleine Massendichte und damit ein endliches Gewicht. Dies kann
man z.B. dadurch demonstrieren, dafd man einen Glaskolben evakuiert und anschlieBend sein Gewicht
mit einer Balkenwaage bestimmt. Darafdt'man ein Gas einstrien und bestimmt das Gewicht noch-

mals. Man stellt fest, daf3 sich das Gewicht des Glaskolbemhehat. Mit dem VolumeV des Kolben

und dem mit der Waage bestimmten Gewicht des Gadissich die Masse des im Kolben eingeschlos-
senen Gases bestimmen. Ein Liter Luft hat bei Normaldruck die Masse von etwa 1 g.

Gas | Dichte in kg/nt

Luft 1.293
CO, 1.977
Ho 0.090

Tabelle 3.3: Dichte einiger Gase in kg/imei Normaldruck.
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Aufgrund ihres Gewichtabben Gase auch einen Schweredruck aus. Der von der Luft unserer Aemesph”
auf der Erdoberfiche ausgabte Luftdruck &3t sich mit dem in Abb. 3.19a gezeigten Aufbau bestimmen.
Man bringt in ein an einem Ende verschlossebeRohr Quecksilber, so dafl? mindestens der verschlos-
sene Schenkel dés-Rohres ganz mit Quecksilber gditiist. Stellt man dann das Rohr wie in Abb. 3.19a
gezeigt auf, so sinkt der Quecksilberspiegel nach unten und es entséglter Quecksilbeasile in dem
verschlossenen Teil ddg$-Rohres ein VakuumTprricelli-Vakuun). Es ist nur noch der zur entspre-
chenden Temperatur getige Quecksilberdampfdruck vorhanden. Mist man dahetidifferenz zwi-
schen den beiden Quecksilberspiegeln, salerhan einen Wert von etwa 760 mm. Da nach GI.(3.3.12)
Ap = Ahpg qilt, ist Ah direkt proportional zur Druckdifferenz zwischen Torricelli-Vakuum und dem
aulReren Luftdruck. Man hat damit ein sogenanntes Quecksilber-Manometer realisiert.

@ P (®)
’/Torricelli

Vakuum r
l ]
Ah

AhrHo Luft *

/ 4

/

H,O

Abbildung 3.20: (@) Zur Realisierung eines Quecksilber-Manometers. (b) Zur Bestimmung der
Abhangigkeit des Luftdrucks von derdfé.

Fir den mittleren Luftdruck auf Meereshé findet man

pxy = 760mmHg = 760 Torr = 1013 mbar = 1.013 x 10° Pa . (3.3.22)

Dieser Druck entspricht dem Druck einer etwa 10 m hohen Wemders™

Ein historisch wichtiges Experiment zur Bestimmung des Luftdrucks wurdedttmv. Guericke im

Jahr 1654 durchgsefirt. Er zeigte, dafd zwei dicht aufeinandergesetzte und luftleer gepumpte Halbku-
geln Magdeburger HalbkugelnDurchmesser ca. 40cm) durch den Druck daRéren Luft so stark
zusammengeprel3t werden, dafd 16 Pferde notwendig waren, um die Kugeln auseinander zu ziehen. Die
Kraft, die zum Trennen der Halbkugeln notwendig ist, ergibt sichfaus ApA mit Ap ~ 1bar und
A~0.1m?zuF ~ 10*N.

Der Luftdruck Ringt von der léheuber dem Meeresspiegel ab. Dies kann man durch das in Abb. 3.19b
gezeigte Experiment demonstrieren. Man zieht ein mit LufuliteS Gefi3 in geffnetem Zustand in
eine Hbhe von 5m. Dann verschliel3t man das &efind bringt es wieder auf die urapgliche Hhe.

An dem an das Gaf3 angeschlossenen, mit Wasseuliefin U-Rohr stellt man eine Verschiebung des
Wasserspiegels um etwa 6 mm fest. Das heif3t, der Luftdruck bed m ist um 6 mm Wasseasile oder
etwa 0.6 mbar bfier als der Luftdruck béi = 5 m. Aufgrund diesen Effekts ist der mittlere Luftdruck

an einem Ort auf der étieh iber dem Meeresspiegel um einen entsprechenden Wert niédriger.

*Dem mittleren Luftdruckwertiberlagern sich natlich immer die wetterbedingten Schwankungen aufgrund von Hoch-
und Tiefdruckgebieten.
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Genauso wie in kiSsigkeiten eralt man auch in Gasen einen Auftrieb. Aufgrund der geringeren Dich-

te von Helium oder Wasserstoff im Vergleich zu Luft steigt deshalb ein mit Wasserstoff oder Helium
gettillter Ballon in der Luft nach oben. Man kann auch zwei verschieden grof3e, aber bei Normaldruck
gleich schwere Kiper auf eine Balkenwaage bringen. Die Balkenwaage ist, wie erwartet, im Gleichge-
wicht. Bringt man die Anordnung unter eine Glasglocke und evakuiert, so senkt sich die Balkenwaage
auf der Seite mit dem gfieren Kiper. Dieser hatte bei Normaldruck ein@@eire Luftmenge verdrigt

und deshalb gif3eren Auftrieb erfahren als der kleineoiér. Nach Wegfallen des Auftriebs ist der
groR3e Korper schwerer. Der Auftrieb vaiScht also das Mel3ergebnis von Balken- oder Federwaagen.

Die barometrische Hbhenformel

Berechnet man mit dem Ausdruckp = pgAh die Dicke unserer Atmosainé, so erllt man mith =
8000 m ein offensichtlich falsches Ergebnis. Der Grunduld$t die Annahme einer konstanten Dichte
der Luft. Betrachtet man die Luft aldeales Gasdann gilt dasGesetz voiBoyle-Mariotte®

pV = const . (3.3.23)

Damit gilt fir ein LuftvolumenV unter dem Druckp, gemessen in einer beliebigerohE'uber dem
Meeresspiegel, dal? das Prodpkt fur die gleiche eingeschlossene Luftmassgleich sein mul3 dem
ProduktpyV der entsprechenden @tén auf Meereslte:

v
pV. = pVy = %z—. (3.3.24)

Man erhalt somit fir die Dichte

o = pm 2. (3.3.25)

Demnach ist die Dichte der Luft proportional dem Luftdruckr Kleine Druckinderungerlp gilt

dp = —pgdh=—po 2 gdh
Po
d
oder @ _ —@gdh . (3.3.26)
b Po

Durch Integration der Differentialgleichung edhinan

Inp = - Po gh + const . (3.3.27)
Po

Die Integrationskonstante ergibt sich aus der Randbeding@lag= 0) = p zu Ilnp, und man erhlt
somit

®Eine Herleitung dieses Gesetzes folgt erst in Kapitel 5.
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Inp—Inpy, = lngz—@gh bzw. gzexp (—@gh> . (3.3.28)
Po Po Po bo

Man erhalt damit schlieRRlich dibarometrische Bhenformel

p(h) = po exp( pogh) . (3.3.29)

Po

Der Ausdruck beschreibt die AbBhgigkeit des Luftdruckg von der Hihe h Uiber dem Meeresspiegel
(siehe Abb. 3.21). Nennt man dieoHéh, auf der der Luftdruck auf die &ifte abgesunken ist /2, SO
ergibt sich aus der Bedingungh; ;») = po/2

In2
hypy = P22 ~55km . (3.3.30)
Pog

Das heif3t, auf einer éhie von 5.5 knuber Meeresblie hat sich der Luftdruck halbiert.

1.0
0.8}
\
\
AN
\
\
8 0.6 \
E N .—— Barometrische Hohenformel
~— \
2 04
o N \
\
0.2 N
‘e—rLineare Naherung [ ——o_ |
0.0 - _ - - .
0 4 8 12 16 20

Hoéhe (km)

Abbildung 3.21: Abnahme des Luftdrucksmit der Hoheh tiber dem Meeresspiegel.
Durch Ableiten der barometrischeroHénformel nach der étie erfalt man die Steigung dex(h) Kurve

beih =0zu

dp(h) |
dn =0

= —Dgpoexp (—@ gh) ==y - (3.3.31)
Do Po

Damit lautet die Gleichunguf”die Tangente an dig(h)-Kurve beih = 0: p = m — pogh (Siehe
Abb. 3.21). Man erkennt, dal} der oben verwendete lineare Ausdrdck = mgAh gerade dieser
Tangente, also deratierung @i kleineh entspricht.
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Behnsches Rohr:

Auch die Zugwirkung von Kaminen ist eine Folge des Auftriebs, da im Innern eines Schorn-
steins erwarmte Luft eine geringere Dichte hat als die Luft im AuRenraum. Da der Schorn-
stein oben und unten offen ist, findet ein Ausstromen der warmen Luft aus der oberen
Offnung statt. Offnet man in einem Treppenhaus unten und oben ein Fenster, so stromt
die Luft aus dem oberen Fenster schneller aus, da dort der AuRendruck geringer ist. Es
entsteht dadurch eine Sogwirkung von unten nach oben.

SchlieBlich herrscht auch in einer Gasleitung eine Druckverteilung. Dies kann anhand des
Behnschen Rohres demonstriert werden, das aus einem waagrechten Rohr besteht, dem
in der Mitte brennbares Gas bei konstantem Druck zugefiihrt wird und das an den Enden
zwei kleine Offnungen hat, an denen das Gas austritt. Ziindet man das austretende Gas an,
so sind die Flammen fur das waagrechte Rohr gleich groR3. Kippt man jedoch das Rohr aus
der Waagrechten heraus, so wird die Flamme an der hdher gelegenen Austrittsstelle groRRer.
Das Gas stromt hier schneller aus, da der Umgebungsdruck etwas niedriger ist.




3.4 Oberftichenphihomene RysiK | 275
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Abbildung 3.22: (a) Zur Definition der Obeafthenspannung. (b) Apparatur zur Bestimmung der Ober-
flachenspannung.

3.4 Oberflachenplanomene

3.4.1 Oberfachenenergie, Oberichenspannung

In Abschnitt 3.1 wurde bereits darauf hingewiesen, dafsdttikeiten ein definiertes Volumen und des-
halb auch eine definierte Obextfie haben. Im Innern einendskigkeit erfahren die k$sigkeitsteilchen
Wechselwirkungskafte, die nach allen Seiten betrags®ig gleich groR sind, so dalR die Gesamtkraft
auf ein Flissigkeitsteilchen insgesamt verschwindet (siehe Abb. 3.4). Damit essifKeitsteilchen an
die Oberféiche gelangt, muf? es aufgrund der an der Cdehvél fehlenden Kraftkomponenten gegen die
ins Innere der RlSsigkeit gerichteten Wechselwirkungake' Arbeit leisten. Diese Arbeiufirt zu ei-

ner Erfohung der potentiellen Energie an der Olzffié, die alOberfchenenergidbezeichnet wird.
Damit die potentielle Energie minimal wird, mul? die Obacfié einer klSsigkeit einen Minimalwert
einnehmen. Ist eine &§Sigkeit keinen weiteren Kften ausgesetzt, so nimmt sie eine Gestalt an, bei
der die Oberfiche am kleinsten wird, d.h. sie nimmt Kugelgestalt an. Man beobachtet diesen Effekt
z.B. fiir Oltropfchen in einer Wasser-Alkoholeisiing oder dit Quecksilbermpfchen, die man in eine
mit Wasser gafllte Schale bringt. Man kann dabei auch beobachten, daf3 zwei sichrbade Queck-
silbertopfchen zu einem Tropfen verschmelzen, da sie dadurch ihre Gesanaohertlnd damit die
potentielle Energie verkleinerrokien.

Da die Flissigkeitsteilchen an der Obexdlie einer Ri§sigkeit eine bfiere potentielle Energie besitzen,
muf3 zur VergolRerung der Obedthe Arbeit verrichtet werden. Das heif3t, man muf3 zur \é&wgning

einer Oberfliche eine Kraft aufwenden. Diese Tatsache kann mit folgendem einfachen Experiment
demonstriert werden. Man bringt auf eindimformigen Drahtbgel einen verschiebbarenugél an.

Legt man diese Anordnung in eine Seifesiling, so wird beim Herausziehen mit etwaadklzwischen

Draht und Rigel eine Seifenlamelle aufgespannt (siehe Abb. 3.22a). Um durch eine Verschiebung des
Biigels eine Vergi3erung der Obedthe der Seifenwasserlamelle zu erreichen, muRaifiere Kraft

F aufgewendet werden. Nimmt man diese Kraft weg, so zieht sich die Seifenlamelle wieder auf ihre
urspringliche GoRRe zusammen. Die zur Vead$érung der Obedthe aufgewendete Arbeit ist propor-
tional zur zuatzlich gebildeten Obedthe und man kann somit eispezifische Obeifihenenergier
definieren’

"Man kann eigentlich von Obesithenenergie streng genommen nur dann sprechen, wenrudigkgit an Vakuum an-
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S Arbeit zur Bildung der zusétzlichen Oberfliche AW (3.4.1)
¢ susitzliche Oberfliche A4 o

Die spezifische ObedEhenenergie entspricht der Arbeit, die pradfiéneinheit neuer Obexdlhie gelei-
stet werden muf.F die Drahthigelanordnung ish A = 2/Az8 d.h. es gilt

AW = o9 AA =02 Az . (3.4.2)

Fur die Einheit der spezifischen Obeaxlienenergie edfi'man aus der Definitionsgleichung

[00] = [g] = [?] =1J/m>=1N/m . (3.4.3)

Meist wird die spezifische Obeaithenenergie in der Einheit N/m angegeben und man spricht deshalb
ublicherweise von eineDberfichenspannungDie Oberfichenspannung kann als Quotient der zum
VergroRern der Oberdiche erforderlichen Kraff® und dem Doppelten derdrigel der verschiebaren
Oberfiichengrenze aufgefalit werden.

Oberflachenspannung von Wasser:

Die Oberflachenspannung von Wasser a3t sich mit der in Abb. 3.22b gezeigten Anordnung
bestimmen. Ein U-formiger Bligel befinde sich in einem Wasserbehalter. An ihm ist ein am
Waagebalken hangender Bugel der Lange [ frei beweglich aufgehangt. Durch Austarieren
der Waage stellt man zundchst den Nullpunkt ein. Dann taucht man den Bugel ins Wasser
und zieht in wieder heraus. Die Waage neigt sich dabei auf die Seite der sich bei diesem
Vorgang bildenden Lamelle. Auf der Gegenseite legt man jetzt so lange Massenstiicke
auf, bis deren Gewichtskraft F* den Ausschlag wieder kompensiert. Da das Gewicht der
Lamelle vernachlassigt werden kann, 1a3t sich die Oberflachenspannung von Wasser aus
der Gewichtskraft F' leicht zu

oH,0 = QEZ =7.1x107>N/m (3.4.9)

bestimmen. Der Versuch bestétigt, daf? die Kraft nicht von der Flache der Lamelle abhangt.
Im Unterschied zur Federkraft FF = —kx (Hookesches Gesetz) ist hier die riicktreibende
Kraft unabhangig von der Auslenkung.
Geringe Verunreinigungen vermindern die Oberflachenspannung oft dramatisch. Gibt man
z.B. in den Wasserbehdlter einen Tropfen Ol oder Geschirrspiilmittel, so reiRt die Lamelle
sofort ab. Auch durch erneutes Eintauchen und Herausziehen des Bugels laf3t sich keine
neue Lamelle erzeugen. Im Gegensatz dazu erhdht ein Zusatz von 25 Gewichtsprozent
Kochsalz die Oberflachenspannung von Wasser auf 8.3 x 10~2 N/m.

Es sei hier noch darauf hingewiesen, daisdlge Metalle (z.B. Rhenium, Wolfram) eine sehr grole
spezifische Obedhenspannung von mehr als 2 N/m haben.

grenzt. Man tut diemblicherweise aber auch, wenn diau$igkeit an Luft angrenzt. Dagegen benutzt manzivei an-
einandergrenzende IHSigkeiten den AusdrudBrenzfiichenenergi@der Grenzéithenspannung. Die Greraflienspannung
hangt stark von der BEsigkeitenkombination ab. Z.B. @lhiman fir eine Grenz#the zwischen Wasser und Petroleum eine
Grenzfiichenspannung von etwa 0.0480 N/m, zwischen Wasser und @lliven0.0182 N/m.

8Der Faktor 2 resultiert aus der Tatsache, daR man die @bkelder Lamelle an der Vorder- undidkseite umiAz
vergRert.
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Kohasionsdruck

Bisher wurden nur ebene Obedlien betrachtet. Bei diesen wirkt die Obefiénkraft (parallel zur
Oberfliche) auf ein sich in der Obeaafihe befindliches BEsigkeitsteilchen von allen Seiten gleich stark
ein, so dal3 die Gesamtkraft auf daggdigkeitsteilchen verschwindet. Ist die Obecfie dagegen konvex
gewolbt, so liefern die an einem &sigkeitsteilchen in der Obeafihe wirkenden Kafte eine in die
Flussigkeit hinein gerichtete resultierende Kraft, die dend&drisdruck vergfiert. Bei einer konkaven
OberfEche ist die resultierende Kraft aus denddigkeit heraus gerichtet unahift zu einer Verringerung
des Kolasionsdrucks.

Wir wollen im folgenden den durch die Kmimung der Rissigkeitsoberfiche bewirkten Nor-
maldruck nur €&iir eine kugelbrmig gekdimmte Oberfiche berechnen. Bei einem kugetfiigen
Flussigkeitsvolumen ist die resultierende Kr&ftan jedem Oberdichenelement auf den Mittelpunkt
gerichtet. Die Kraft pro Ficheneinheit ergibt defolasionsdruck

F_F
P = S=1 - (3.4.5)

Um den Zusammenhang zwischen ksfonsdruck und Obedthenspannung zu finden, nimmt man
eine VergoRerung des Kugelradiusum dr (siehe Abb. 3.23) und damit eine Veoférung der Kugelo-
berfliche um

dA = dx(r +dr)? — 4xr? ~ 8ordr (3.4.6)

an, wobei der Term iridr)? vernachéissigt werden kann, dé& klein sein soll. Aus der Definition der
OberfEichenspannung folgt dann

dW = o09gdA=8rnogrdr . (3.4.7)

Die Arbeit a3t sich aber auahber die Kraft bzw. den Kadsionsdruck ausdcken

dW = Fds=pAds=4rpridr . (3.4.8)

Aus GI.(3.4.7) und (3.4.8) edht'man dann die gewischte Beziehung zwischen Kaditnsdruclp und
OberfEichenspannung, zu

p = 220 (349
r

Man sieht, daf? der Kasionsdruck umso geringer wird, jeoffér der Kugelradius wird und umgekehrt.

Eine beliebig gekninmte Oberfiche kann lokal immer mit zwei Kimimungskreisen in orthogonale
Richtungen angeatiert werden. Mit den Radiefn undr, dieser Hauptkainmungskreise egtt'man fir
den Koldsionsdruck den allgemeinen Ausdruck
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dr r+dr

A+dA

Abbildung 3.23: Zum Kohsionsdruck einer kugelfinigenm Ober#iche.

p = og <i+i> . (3.4.10)

1 T9

Man bezeichnet die Summe der reziproken Hauptkriungsradien auch als mittlere uninung der
Flache. Der Kohsionsdruck ist dann gleich dem Produkt aus der Clagréinspannung und der mittleren
Krummung der Obefdiche.

Oltr dpfchen in Wasser-Alkohol-Mischung:

Bringt man z.B. Oltrdpfchen in eine Wasser-Alkohol-Mischung, so schweben die Oltrépfchen
in dieser Flussigkeit, da die Dichten gleich sind. Die Oltrépfchen nehmen dabei eine ku-
gelférmige Gestalt an, da fir diese Form die Oberflache am kleinsten und damit die Ober-
flachenenergie minimal ist (eine Kugel besitzt das kleinste Verhaltnis von Oberflache zu Vo-
lumen). Man kann beobachten, daR sich beriihrende Trépfchen zu einem gréReren Tropfen
vereinigen, da der groRere Tropfen ein gunstigeres Verhaltnis von Oberflache zu Volumen
besitzt (die Oberflache des groReren Tropfens ist kleiner als die Summe der Oberflachen
der zwei kleineren, durch die Vereinigung der Tropfchen kann also die Oberflachenenergie
reduziert werden).

Kleine Tropfen von Wasser oder Quecksilber haben auf einer Unterlage, die nicht benetzt
wird, fast kugelférmige Gestalt. Bei sehr kleinen Tropfen kann man namlich die Schwerkraft
gegeniber der Oberflachenspannung vernachlassigen, weil die Schwerkraft mit dem Volu-
men (also proportional zu r?) abnimmt, der Krimmungsdruck jedoch proportional zu 1/r
anwachst.

Innendruck einer Seifenblase:

Zur VergrolRerung der Oberflache einer Seifenblase ist die Arbeit dW = ogydA notwendig.
Andererseits gewinnt man durch die VergroRerung des Volumens die Kompressionsarbeit
dW = Fdr = (F/A)dV = p dV. Im Gleichgewicht muf3 also oodA = pdV oder o 167rdr =
pdnr?dr gelten. Hierbei ist zu beachten, daR die Oberflache sowohl der Innen- als auch
der AuBenseite der Seifenblasenlamelle vergrof3ert wird und deshalb dA = 2(8wrdr) qilt
(Haut der Seifenblase besitzt zwei Oberflachen). Fir den Druck in der Seifenblase erhalt
man somit p = 40¢/r. Ein ahnlicher Zusammenhang gilt fur Luftballons. Bringt man zwei
Seifenblasen oder Luftballons zusammen, so blast der kleinere Ballon den gréReren auf, da
in ihm wegen p « 1/r der groBere Druck herrscht.
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Tropfenbildung:

Tritt Wasser oder eine andere Flussigkeit aus einem Rohr mit Durchmesser d aus, so bilden
sich Tropfen. Der Grund dafir liegt in der endlichen Oberflachenspannung des Wassers.
Diese ermdglicht, dalR ein gewisses Gewicht des Tropfens getragen werden kann. N&ahert
man den Druck aufgrund des Gewichts F; des Tropfen mit p ~ Fg/7r®> an, wobei 7r?
die Flache der Rohréffnung ist, so erhalt man mit GI.(3.4.9) das maximale Gewicht des
Tropfens zu F = 27nroy. Man kann damit aus der Tropfengrof3e sofort Rickschliisse auf
die Oberflachenspannung erhalten. So ist die Tropfengrof3e fur Alkohol wesentlich kleiner
als diejenige fur Wasser. Da die Dichte von Alkohol geringer ist als die von Wasser, kann
das nur an der geringeren Oberflachenspannung von Alkohol liegen.

3.4.2 Kapillarit at, Kohasion, Adhasion

Wir wollen nun nach der oben bereits diskutierten Grettf€ zwischen einer #sigkeit und Vakuum
(bzw. einem Gas) die Grenafthe zwischen einem Festipér und einer FiSsigkeit betrachten. Bei die-
ser Grenzfiche ist wichtig, dal’ die Atome bzw. Moldk des Festirpers nicht frei verschiebbar sind.
Die Flussigkeitsteilchen an der Greradlie erfahren eine Wechselwirkung sowohl von den umgebenden
Molekilen der Hissigkeit als auch durch diejenigen des Fegikis. Man kann nun je nach relativer
Grolie dieser Wechselwirkungshté zwei Rlle unterscheiden:

1. Die Krafte zwischen den Molekén des Festipers und denen derudsigkeit Adkisionskafte
F4) sind gioRer als diejenigen zwischen derussdigkeitsmoleldlen (Kol&sionskafte Fx). In
diesem Fall erfolgt eine Benetzung der Greacfiié (siehe Abb. 3.24a). Beispiel: Wasser-Glas.

2. Die Adhasionskafte F4 sind kleiner als die Koasionskafte Fi. In diesem Fall erfolgt keine
Benetzung der Gafdwand (siehe Abb. 3.24b). Beispiel: Quecksilber-Glas.

Wir haben bereits diskutiert, dal3 einaugsigkeitsoberfithe immer senkrecht zur Gesamtkraft auf die
Flussigkeitsmolelle steht (dies folgt aus der freien Beweglichkeit darssigkeitmolekle). Aus die-
ser Bedingung ergibt sich der in Abb. 3.24 gezeigte Randwinkel desskgjKeit an einer Festkper-
Fussigkeit-Grenzéiche. An einem Linienelement/ der FLissigkeit stol3en die Behfungsfiichen
Festlorper-Flissigkeit (1-2), Rissigkeit-Luft (2-3) und Festkper-Luft (1-3) zusammen. Die
Flussigkeitsgrenze, in der dieses Linienelement liegtawdrin Abb. 3.24 senkrecht zur Zeichenebene.
Im Gleichgewichtsfall m$sen sich die auftretendenafie durch die Oberlichenspannungen gegensei-
tig kompensieren, d.h. es muf3 gelten:

012 +093CO0S = 013 . (3.4.11)

Aus dieser Gleichung ergibt sich der Randwingetu

cosp = 37912 (3.4.12)

023

Wir nehmen zuachst an, dafyr s — 012| < 093 ist. Ist dabei 3 > 012, S0 ist der Randwinkel spitzt, ist
dagegernris < o012 SO istp stumpf. Im Grenzfalloy3 — o12| = 093 wird der Randwinkel gleich Null.
Ist schlie3lich|o13 — 012] > 093, SO ist offensichtlich obiger Gleichung die Grundlage entzogen, also
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() {01 (b)
A EIO‘lS O23 3

o 2

Y 0-12

Abbildung 3.24: Benetzende (a) und nichtbenetzende (gdigkeit an einer GaRwand (1=Festkper;
2=Flissigkeit; 3=Vakuum oder Luft).

kein Gleichgewicht mehr mglich. Man nimmt in diesem Fall an, daf3 der Randwinkel gleich Null bleibt
und wegen des nicht vorhandenen Gleichgewichts eimmel'Schicht der EEsigkeit den Festtper
vollstandiguberzieht. Man spricht dann von eingllsindigen Benetzungines Festirpers.

Besonders audiilig treten die Wirkungen von Obeaithenspannungen an der Greacffié Festhrper-
Flussigkeit in engen Kapillaren zu Tage. Taucht man ein Kapillarrohr in eingskgKeit ein, so steigt

in ihm die Flissigkeit in manchendién uber den Rlissigkeitsspiegel hoch, man spricht hier \Ka-
pillarkompressionin anderen Bllen bleibt der Rlissigkeitsstand in der Kapillare allerdings unter dem
Niveau der die Kapillare umgebenderugsigkeit. Man spricht in diesem Fall vatapillardepressi-

on. Kapillardepression wird z.B.uf'die Grenz#iche Glas-Quecksilber, Kapillarkompressiam tie
Grenzfliche Glas-Wasser beobachtet. In beidalieR ist die Flissigkeit in der Kapillare durch einen
Meniskus begrenzt, der beim Wasser (benetzendsskgkeit) ein nach oben konkaves, bei Quecksilber
(nichtbenetzende Bf5igkeit) ein nach oben keexes Stick einer Kugelfiche bildet.

Die kapillare Kompression bzw. Depression kann wie folgt amtkiverden: Bei einer spisch ge-
krummten Hlissigkeitsoberfiche herrscht eine zum immungsmittelpunkt hin gerichtete Kraft, die an
der Oberfliche den Druck

p = 200 (3.4.13)
r

ergibt. Hierbei ist der Knimmungsradius (Kugelradius des Meniskus) gndie Oberfiichenspannung
der Flissigkeit gegen Luft (oben mik,3 bezeichnet). Dieser Druck ist im Falle einer benetzen-
den FLlissigkeit nach oben und im Falle einer nichtbenetzendasskjKeit nach unten gerichtet. Die
Flussigkeitsallle im Rohr wirkt wie ein Manometer, das die Druckdifferenz zwischen konkaver und kon-
vexerSeite mif3t. Der Druck addiert sich zu dem gawlichen hydrostatischen Druck, der nur ich
alleine wirkend ein gleiches &$sigkeitsniveau innerhalb und au3erhalb der Kapillare erzeugetew”™
(Gesetz der kommunizierendemfén). Nach Abb. 3.25 ist der Kmimungsradius = R/ cos ¢, wobei
R der Radius der Kapillare ist. Damit ergibt sich nach GI.(3.4.18d&n Druck

2
p = % o8 . (3.4.14)
Dieser Druck wirkt auf das BIchenelementA. Die Kraft auf das Flchenelement ist somiti A und ihre

Komponente parallel zur KapillagglA cos o, wenna der Winkel zwischen der Richtung verund der
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Abbildung 3.25: Zur Bestimmung der Steige in einer Kapillare.

Kapillarenrichtung ist. Ferner igtA cos o die Projektion des Elchenelements auf die Horizontalebene.

Die Summe aller Vertikalkomponenten der Kraft ergibt sich damit zu

2 2
Z% cosp dAcosa = % CoS ZdAcosa . (3.4.15)

Hierbei isty" d A cos a gleich dem gesamten Kapillarquerschmift> und man erhlt fiir die Gesamtkraft

2
% cosp TR? = 2mogRcosyp . (3.4.16)

Diese Kraft hebt die kiSsigkeit soweit nach oben, bis die Gewichtskraft der gehobengssifKeit
erreicht wird. Man erhlt somit folgenden Ausdruckif die Steigloheh

2roRcosp = wR?hpp g
2
oder h = Z220°08% (3.4.17)
Rpr1 g

Fir den speziellen Fall, da3 dieusKigkeit die Oberdiche der Kapillare benetzt, igt = 0 und man
erhélt

200
h = . 3.4.18
Rprig ( )

Die GIn.(3.4.17) und (3.4.18)dsinen zur Bestimmung der Obextlienspannung benutzt werden.
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Es soll abschlieRend darauf hingewiesen werden, dal3 die Kapillagtirlich eine Einschaitkung des
Gesetzes der kommunizierendenhRen bedeutet. Dieses Gesetz gilt bei der Verwendung von kleinen
Rohrquerschnitten nur dann, wenn alle Rohre denselben Querschnitt haben und aus dem gleichen Mate-
rial gefertigt sind.
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Abbildung 3.26: Schematische Darstellung eines Geschwindigkeitsfeldes mit Hilfe von Stromlinien.
3.5 Hydro- und Aerodynamik

Bisher haben wir nur ruhende UgSigkeiten und Gase betrachtet. Dabei soll ruhend nicht bedeuten,
daR sich die einzelnen Gas- odeus$sigkeitsmoleldde in Ruhe befinden, sondern daR ihre mittlere Ge-
schwindigkeit verschwindet. Das heil3t, die einzelnen Malekdnnen sich z.B. aufgrund der endlichen
Temperatur bewegen, sie besitzen aber keine mittlere Driftgeschwindigkeit in eine Vorzugsrichtung. Zur
Diskussion der Bewegung vonudSigkeiten und Gasen betrachten wir jetzt den EirdluBeier Kafte,

unter deren Wirkung ein8tibmungerfolgt. Die wirkende Kraft kann z.B. die Schwerkraft oder eine
Kraft aufgrund eines Druckgradienten sein. Diesaft&@bewirken eine Beschleunigung deunssigkeits-

oder Gasmoleldé. Beirealen Gasen unduaiSigkeiten ra§sen aulerdem inneredft€, die die Molekle
aufeinander ausien, in Betracht gezogen werden. Diesafka bewirken ein@higkeitder Flissigkeit

und resultieren in einer endlich&eibung

Um die Stomung von Rlissigkeiten beobachten zarkien, mufld man sie kennzeichnen und sichtbar ma-
chen. Bei Hliissigkeiten kann man dies z.B. durch Bestén der Obedichen mit einem Pulver (Talkum,
Korkpulver) erreichen. Jedes Staubpartikel bleibt an der gleichen Stelleussidgheit und wird von der
strdmenden Rl$sigkeit mitgenommen. uF die Bewegung im Innern einerddsigkeit kann man kleine
Schwebepartikel (z.B. Kunststoff- oder Aluminiumpartikel) verwenden. Gasstingen kann man z.B.
durch Tabakrauch sichtbar machen.

Strdmungen von Rl§sigkeiten und Gasen kann man im allgemeinen durclstimungsfeldeschrei-

ben. Dabei wird analog zum Kraftfeld (Zuordnung eines Kraftvektors zu jedem Raumpunkt) jedem
Raumpunkt ein Geschwindigkeitsvektofr) zugeordnet. Zur Veranschaulichung des Geschwindig-
keitsfeldes einer Striung gibt es zwei Mdlichkeiten:

1. Bahnlinien:

Man kann der Bahn einesudsigkeits- oder Gasteilchen mit fortschreitender Zeit folgen. Dadurch
ergibt sich eindBahnlinie Die Bahnlinie bezieht sich also auf die Geschichte, d.h. auf das zeitliche
Nacheinander eines Teilchen.

2. Stromlinien:

Man kann aber auch die momentane Geschwindigkeit aller Massenpunkte betrachten und sie in
einem Geschwindigkeitsfeld darstellen. Die Hintereinanderreihung aller momentanen Geschwin-
digkeitsvektoren ergibt die sogenannten Stromlinien. Die Tangenten an die Stromlinien geben die
augenblickliche Sornhungsrichtung an. In dem Fall, daf3 eineo8tting statioar ist, d.h. dal3 bei

einer Stomung an die Stelle einestESigkeits- oder Gasteilchens irafisten Moment ein genau
gleiches mit gleicher Geschwindigkeit tritt, gibt eine Stromlinie auch die Bahn jedes Einzelteil-
chens wieder. Stromlinien und Bahnlinien sind alsodine statioaie Stomung identisch.

Eigentlich geht durch jeden Punkt eineuBsigkeit eine Stromlinie und die Gesamtheit aller Stromlinien
gibt uns ein qualitatives Bild der ®tmiung. Man kann die Stromlinien aber auch zu einer quantitativen
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Darstellung des Geschwindigkeitsfeldes benutzen. Dazu wird ihre Anzahl geeignetalpéschivian

zieht dazu durch jede senkrecht zurddtiingsrichtung stehende Einheasftie nur so viele Stromlinien,

wie der Betrag der Geschwindigkeit Einheiten hat. Aus der Zahl der Stromlinien pro Eirdekisfolgt

dann der Geschwindigkeitsbetrag an der betreffenden Stelle. Wo die Stromlinien dicht liegen, ist die
Geschwindigkeit hoch und umgekehrt (siehe Abb. 3.26).

Die Flussigkeits- oder Gassimiungen fallen insofern verschieden aus, als dalR heiskjkeiten das
Volumen in guter Mherung erhalten bleibt, alifend es sich bei Gasen meist starkaweert. Dies
liegt an der kleinen Kompressib#it 'von FLssigkeiten, die es in den meisteallEn erlaubt, Volu-
mergnderungen bei Simiungsprozessen ganz zu vernasklgen. Bei den Gasen ist aber nach dem
Boyle-Mariotteschen Gesetz das Volumen sehr stark vom Druclaabiy, so da? man erwarten kann,
dalR3 sich dies bei der $triung von Gasen stark auswirkt. Es wird sich allerdings zeigen, daf3 die bei
Strdmungsprozessen auftretenden Druckdifferenzen meistens klein sind, so dafk daabstivimungen

die Volumerainderungen oft vernaaddsigbar sind. Dies gilt solange, wie diedtingsgeschwindigkeit
nicht in die Nehe der Schallgeschwindigkeit kommt (in Luft bei Normaldruck etwa 340 m/s). Wir wer-
den deshalb im folgenden die vereinfachende Annahme machen, daf das Volumen bendenguon
Gasen und kiSsigkeiten erhalten bleibt.

3.5.1 Hydrodynamische Bewegungsgleichungen

Nach dem 2.Newtonschen Axiom ist die Resultierende aller auf eiugdigkeits- oder Gasteilchen
wirkenden Kafte gleich dem Produkt aus dessen Masse und der ihm erteilten Beschleunigung. Aus der
konsequenten Anwendung der vblewton fur Massenpunkte entwickelten dynamischen Bewegungs-
gleichung gelangt man zu den zuerst \larEuler aufgestellterhydrodynamischen GleichungeRaf3t

man nach derd’Alembert schen Prinzip das Produktma als TrAgheitskraffr auf, so lautet der Inhalt

der hydrodynamischen Gleichungen wie folgt:

Fir jedes Fussigkeitsteilchen muf3 die Summe aus
aulReren Kraften, Druckkraften, Reibungskraften und
Tragheitskraften verschwinden.

Es soll nun kurz die Aufstellung der Bewegungsgleichung einesskikeitsteilchens unter Ver-
nachBlssigung der Reibungskraft (idealeigs$igkeit) diskutiert werden. Neben dam3eren Kaften (z.B.
Schwerkraft) und der Bgheitskraffr = —ma mul3 vor allem die aus Druckdifferenzen resultierende
Kraft benicksichtigt werden. & ein FLissigkeitsteilchen mit VolumeAV = AzAyAz = AAAz, das
sich inz-Richtung bewegen soll, esli'man, wenn man zwei gegapérliegende Elchenelementé A
betrachtet, dif die Resultierende der beiden Druciie'in z-Richtung

pAA — (p+ @A:z> AA = —@AxAA . (3.5.1)
ox ox
Mit der auf die Masse bezogenanfReren Kraff = dF /dm erhélt man damit die Bewegungsgleichung
fur die Bewegung einer Komponente-Richtung)

dvy

Op
Am — —AzAA— A
Jolm = 5 Aw T

= 0. (3.5.2)

Fallit man die Komponenten-Gleichungen zu einer Vektorgleichung zusammen und hensgizt
Am/AV, so erfalt man
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d
pf—gradp—pd—;’ - 0. (353)

Diese Gleichung nennt man diulersche Bewegungsgleichung der Hydrodynamik. Hierbei ist

op,  Op_  Op.
dp = — — — 3.54
gradp 8xx+ anyr 952 ( )

und den Ausdrucklv/dt nennt man die substantielle Beschleunigung. Darunter versteht man die Be-
schleunigung des Teilchens, wenn sich sowohl der Ort als auch diargstri. Es gilt

dvg v,  Ovug d_w vy @ 0y, %

@ ot T ma T oya Tt (3.5.5)
Beachtet man, dafr/dt = v,, dy/dt = v, unddz/dt = v, so lautet die Gleichung
dv,  0Ovy 10 s, 10 o 10 9
i = o + 5 9 (vg)° + 29y (vy)” + 2az(vz) . (3.5.6)
Fahrt man nun als Abkrzung den Vektor rot ein,
Ov, Ovy\ . Oovy, 0Ovy\ . Ovy  Ovg\ .
= - == —_ = 5.7
rotv <8y 8z>x+<8z 8x>y+<8x 8y>z’ (3:5.7)

so IRt sich dieulersche Gleichung als

2
1
+ grad% —vxrotv—f+4+—-gradp = 0 (3.5.8)
P

ov

ot

schreiben. Diese Differentialgleichung ist nichtlinear und sit ISich deshalb im allgemeinen nur
schwierig bsen. Eine spezielledsung ist die weiter unten behanddernoullische Gleichung.

Die Kontinuit atsgleichung

Wir betrachten zuachst ein Rohr mit konstantem Querschnitt (siehe Abb. 3.27a). Das
Flussigkeitsvolumen, das pro Zeiteinheit durch die Querschaittsfl 'inz-Richtung stomt, ist

av dz

Wir betrachten jetzt ein Rohr, daf? an verschiedenen Stellen unterschiedliche Quersthmitiels be-
sitzt (siehe Abb. 3.27b). Die B$sigkeitsmenge, die an einem Ende in das Rohr eintritt, mul3 dieses am
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Abbildung 3.27: Swimung einer inkompressiblen udsigkeit durch ein Rohr mit konstantem (a) und
variierendem (b) Querschnitt.

anderen Ende wieder verlassen. Bei einer Verengung diereRiiu durch jeden Querschnitt pro Zeit-
einheit das gleiche EEsigkeitsvolumen bewegt werden. Dasdigkeiten als inkompressibel betrachtet
werden lonnen, giRt

Dies ist nur dann mdlich, wenn die Rissigkeit durch den engeren Rohrbereich mit eirgdrenén Ge-
schwindigkeit flieRt. Hieraus folgt digontinuititsgleichunéf

‘Alvl = A2U2 . (3511)‘

3.5.2 Die Bernoullische Gleichung

Durch die Verengung eines Rohres wird die Geschwindigkeit der durch das Rwhestién Rissigkeit

an der Verengung gfRRer. Es mul3 also an der Engstelle eine Beschleunigung erfolgen. Da Reibungs-
krafte in erster Mherung vernachEsigbar sind und hier nicht betrachtet werden sollen, kann bei Ab-
wesenheit voratReren Kaften (z.B. horizontales Rohr, keine Schwerkraft) fliese Beschleunigung

nur eine Druckdifferenz verantwortlich sein. Daraa8t'sich sofort folgende Schluf3folgerung ziehen:

In einer stbmenden Rissigkeit mul3 der Druck mit zunehmendebdi@tingsgeschwindigkeit abnehmen.

Die Richtigkeit dieser qualitativen Aussagafil'sich anhand der in Abb. 3.28 gezeigten Anordnung
nachptifen. Man B3t durch zwei horizontale Rohre Wasseosteh. Wahrend das eine Rohr einen kon-
stanten Querschnitt hat, ist das zweite Rohr an einer Stelle verengt und an einer anderen erweitert. Zur
Messung des Drucks sind an die Rohre vertikal angesetzte Rohre angebracht, die als Druckmanometer
dienen. Man kann im Experiment erkennen, dal’ der Druck entlang des Rohres mit konstantem Quer-
schnitt kontinuierlich abnimmt. Dies ist eine Folge der nicht zu vermeidenden Reibung. Beim Rohr mit
variierendem Querschnitt erkennt man dagegen, dal3 an der Stellehmieh Geschwindigkeit (kleiner
Querschnitt) der Druck erniedrigt und an der Stelle mit langsamer Geschwindigkeit (gro3er Querschnitt)
erhoht ist!!

%Wie oben bereits diskutiert wurdepkiien auch Gaseahérungsweise als inkompressibel betrachtet werden, falls die
Strdmungsgeschwindigkeit klein gegdrer der Schallgeschwindigkeit ist.

Einen allgemeineren Ausdruckifdie Kontinuititsgleichung et man, indem man betrachtet, wie sich die in einem
bestimmten Volumen eingeschlossenassigkeitsmenge nach der Zéttdurch zu- oder abflieRendeussigkeitandert. Man
erhélt 9p/0t + div(pv) = 0. Dies ist die allgemeine Form daurféin quellenfreies Gebiet geltenden Kontiatstjleichung.
Fur konstanteg (inkompressible RlSsigkeit) folgt divv = 0.

Djese Beobachtung wird in Analogie zum hydrostatischen Paradoxon auch als hydrodynamisches Paradoxon bezeichnet.
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Abbildung 3.28: Druckverteilung in einer durch ein Rohostienden Rissigkeit: (a) Rohr mit variablem
Querschnitt, (b) Rohr mit konstantem Querschnitt.

Um einen quantitativen Zusammenhang zwischen Druck und Geschwindigkeit bei einer idealen
(=reibungsfreien) RISsigkeit herzustellen, wendet man den Energiesatz auf ein Rokrati. Eine
Flussigkeitsmenge mit der Masse, dem VolumenV und der Dichtep muf bei einem sich veren-
genden Rohr von der Geschwindigkeitauf vy beschleunigt werden (siehe Abb. 3.29). Der statische
Druck sinkt dabei vomp, vor der Verengung ays, in der Verengung ab. Das Produkt aus Druckdiffe-
renz und Querschnitdthe,(p; — p2) A, liefert die beschleunigende Kraft. Die von dieser Kraft gelei-
stete ArbeitF Az beimUbergang vom Querschnift; auf Querschnittds ist die Verschiebungsarbeit
AW =Wy — Wy = A1p1Axy — AspeAzy = (p1 — p2)V. Die Arbeit ist also proportional zur Druck-
differenz und dem hinausgeschobenen Volumen. Wen#a- py) groRer Null ist, mu3 man also Arbeit
leisten. Die geleistete Arbeitifirt zu einer Erbhung der Geschwindigkeit derddSigkeitsteilchen, also
zu einer Erlohung der kinetischen oder Smungsenergi. Aus dem Energiesatz folgt damit

1
Vipi —p2) = §m(vf - U%)
1 1
oder  piV+4gmui = pV 4 omg (3.5.12)

Bei einem schagen Rohr kommt noch der jeweilige Anteil der potentiellen Enengiéy bzw. mghs

hinzu, wennhy — h; die HShendifferenz zwischen den benachbarten Rohrquerschnitten ist. Die Summe
der drei Energien, Smrhungsenergiémv?, Verschiebungsarbeitl” und potentieller Energig:gh mufd
konstant sein, da die obige Gleichung ja jéde beliebige Stelle des Rohres gilt. Das heil3t, es muf3
gelten

1
pV + §m112 +mgh = const . (3.5.13)

2wir werden spter auch reale Bbsigkeiten und Gase diskutieren, bei denen ReibungseffekteKsnfitigt wer-
den missen. Hier dghrt dann ein Druckedfiung nicht nur zu einer Edfiung der kinetischen Energie, d.h. der
Strdmungsgeschwindigkeit. Ein Teil der Arbeit mul3 dann@berwindung von Reibungskften aufgewendet werde.
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Abbildung 3.29: Zur Verschiebungsarbeit bei einer Verengung des Rohrquerschnitts.

Mit pV = m erhdlt man daraus diBernoullische Gleichurlg furr die Stomung in einer Rhre*

pgh + gUQ +p = const . (3.5.14)

In dem Spezialfall, daRR keirmuReren Kafte wirken (z.B. horizontales Rohr) elhinan

/—)02—#-;0 = const . (3.5.15)

2

In dieser Gleichung tritt die oben bereits qualitativ gemachte Aussage, dafd der Druck in eimensteh
Flussigkeit umso kleiner ist, je gBer die Stmimungsgeschwindigkeit ist, klar zu Tage.

Bezeichnet man den Gesamtdruck in einer ruhendesskgkeit beih = 0 mit g, so ergibt sich die
Bernoullische Gleichung in folgender Form:

1
po = p+ 5,01)2 + pgh = const

oder (3.5.16)
Gesamtdruck = statischer Druck- dynamischer Druck- Schweredruck= const .

Hierbei wird der dynamische Druck auch &taudruckbezeichnet.

Die Bernoullische Gleichung rechtfertigt zanhst unsere Annahme, daf wir auch Gase als inkompres-
sibel betrachten dtinen, solange die Stmungsgeschwindigkeit klein gegdrer der Schallgeschwin-
digkeit (in Luft etwa 340 m/s) ist. Nimmt man z.B. Luft mit einer &mingsgeschwindigkeit von

v = 10m/s und einer Dichte vop = 1.293 kg/n?, so erklt man aus Gl.(3.5.17)uf den statischen
Druck der stomenden Luftp = 0.999p,. Fir v = 100 m/s wirde sichp = 0.935p, ergeben, d.h.
eine Druckinderung um nur etwa 6.5%. Ebenso grof3 sind auch die Rictiezlingen nach deBoyle-
Mariott schen Gesetz. Man kann deshalb bei niedrigean@irigsgeschwindigkeiten in der Tat von der
Kompressibilitit von Gasen absehen.

3Daniel Bernoulli: 1700 - 1782.

Allgemeiner BRt sich der quantitative Zusammenhang zwischen Druck und Geschwindigkieieéle & reibungsfreie)
Flussigkeiten durch Integration d&ulerschen Gleichung (3.5.8) gewinnen. Eine solche Integration windlicti, wenn
sich diedul3eren Kafte als Gradient einer Potentials (konservativafte,f = —grad® darstellen lassen und die Dichte der
Flussigkeit nur vom Druck alamgt.
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a b
(a) v ® v
. X
<Ve>=0 <V> =V,
<V2>~T <V'2>~T
Abbildung  3.30: Geschwindigkeitsverteilung  der us$igkeitsteilchen  bei  einer

Strdmungsgeschwindigkeit, = 0 (a) undv, > 0 (b).

Es soll zum Abschlul? ein mirkoskopisches Bild d@rnoulli-Gleichung diskutiert werden. Nimmt
man eine konstante Dichgeund konstante Temperatilreines Gases oder einemBEigkeit an, so folgt
aus der in Kapitel 5 diskutierten kinetischen Gastheorie, mlal %p(vQ) = const, da das mittlere
Geschwindigkeitsquadrdt?) = const ist. Aus deBernoullischen Gleichung folgt dann

1
D+ 5,01)3 + pgh = const . (3.5.17)

Hierbei ist vs; die Stomungsgeschwindigkeit (zur Unterscheidung von der Geschwindigkeit der
Flussigkeits- oder Gasteilchen aufgrund der endlichen Temperatur). Wie in Abb. 3.30 veranschaulicht
ist, ist beiv, = 0 die mittlere Geschwindigkeifv) = 0, wahrend(v?) o« T = const gilt. Dage-

gen ist fir v, = v, # 0 auch(v') = v, # 0, wahrend nach wie vo(v'?) c T = const gilt. Das

heil3t, daf die ungerichtete thermische Bewegung in eine Driftgeschwindigkeit in eine Vorzugsrichtung
umgewandelt wird, oder gleichbedeutend, dald thermische EnergieomBtgsenergie umgewandelt
wird. LaRt man den Schweredruck auRer Betracht, salterhan mitp = 1kg/n¥ (Luft) fur eine
Strdomungsgeschwindigkeit, = 10 m/s einen Druck vomp = py — 50 Pa. Rir v = 450 m/s (dies ent-
spricht etwa der thermischen Geschwindigkeit 300 K) erlalt manp = g — 10° Pa. Rir ein Gas mit

po = 10° Pa (Atmosphrendruck) wiide dies bedeuten, daR die gesamte ungerichtete Temperaturbewe-
gung in eine gerichtete Stmungsbewegung (oder die gesamte thermische Energieoim@bgsenergie)
umgewandelt wide. Es muR hier allerdings weiter heksichtigt werden, daR auch efederung der
inneren Energie der Bésigkeit oder des Gases (z.B. Tempewmatderung) erfolgt. Didnderung der
inneren Energie mulR dann im Energiesatz (vergleiche Abschnitt 1.0¢kséchtigt werden und die
Bernoulli-Gleichung erhlt die Form

1
p+ 5,01)3 +pgh+U = const . (3.5.18)

Falls die Stomungsgeschwindigkeit, zu hoch wird ¢? > (v'?)), wird die innere Energi& verkleinert.
Es kommt dadurch zu einer Abklung (Abkihlung durch Expansion).
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3.5.3 Anwendungsbeispiele der Bernoulli-Gleichung
Drucksonden

Wir wollen einige Drucksonden vorstellen, mit denen der Gesamtdiyalfer statische Druck und

der Staudruclépv2 gemessen werderokien. Die speziellen Drucksonden werden zur Messung die-
ser Duicke an eine geeignete Stelle in deugdigkeitsstsinung eingebracht. In Abb. 3.31a ist eine
Drucksonde gezeigt, mit der der statische Drpglemessen werden kann. DiénungenO der Sonde
befinden sich im Mantel der Sonde und liegen parallel zu den Stromlinien. Die Sonde steht durch das
Rohr R in Verbindung mit einem Manometer, z.B. mit einenugdigkeitsmanometév/.

— O . B _.B
e == e

R/' ) R/ | F{
Po [0'p
() (b) ()

Abbildung 3.31: (a) Drucksonde mit Manometer zur Messung des statischen DruckéstotkRohr
zur Messung des Gesamtdruckes.Rcandtlsches Staurohr zur Messung des Staudruckes.

Zur Messung des Gesamtdrugksbenutzt man die in Abb. 3.31b gezeigte Sonde, die nach ihrem Erfin-
derPitot-Rohrgenannt wird. Sie besitzt eine axiale Bohrungdie wiederumuber ein RohiR mit einem
Manometer verbunden istuFdie gegen das vordere Ende der Sonde amgnden Sthungslinien bil-

det sich vor der Sonde ein Staugebiet, in dem dis§ijkeit zur Ruhe kommu (= 0), so dal? der hier
herrschende, vom Manometer gemessene statische pglelch dem Gesamtdrugkist. Zu dem stati-
schen Druclp tritt %pvQ hinzu, um in der Summg, zu liefern. Somit erldrt sich auch die Bezeichnung
Staudruckfur £ pv?.

Die Differenz zwischen Gesamtdrupi und statischem Druck liefert nach GI.(3.5.17) den Staudruck
%pvQ. Er laRkt sich mit dem vorandtl vorgeschlageneBtaurohrmessen (siehe Abb. 3.31c), das eine
Vereinigung der Drucksonde mit deRitotschen Rohr darstellt. Das mit zwei Rohrleitungen an das
Staurohr angeschlossene Manometer mif3t direkt den Staudruck als Differenz von Gesagtaindck
statischem Druck. Aus der so gemessenen DruckdiffereatlSich die Stthungsgeschwindigkeit zu

o = | HPo=p) (3.5.19)

P

bestimmen. Das Staurohr stellt deshalb ein einfaches atGezur Messung von
Stromungsgeschwindigkeiten dar und wird beim Flugzeug zur Messung der Fluggeschwindigkeit
relativ zur umgebenden Luft verwendet.
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Pumpen, Zerstiuber

In Abb. 3.32a ist eine Rohrleitung gezeigt, deren Querschnitt sich an einer Stelle erweitert. Dicht
vor dieser Erweiterungsstelle ist ein Steigrohr angebracht, das mit seinem unteren Ende in einen
Flussigkeitsbealter ragt. @Rt man nun Wasser vom der engen in den weiteren Rohrbereich flieRen,
so kann bei gamjend grof3er Strungsgeschwindigkeit der statische Druck in dem engen Rohr so klein
werden, dal3 der von auf3en wirkende Luftdruck das in demalGkéfindliche Wasser durch die Steig-
leitung hochduckt. Man kann deshalb mit einer solchen VorrichtungsBigkeiten aus einem Balter
saugen. Nach dem gleichen Prinzip arbeitet der in Abb. 3.32b gezeigtaudsest 'Der aus der i3é
austretende Luftstrom saugt diauBsigkeit aus dem Steigrohr nach oben und aakdtés.

Wasser

Platte

Abbildung 3.32: (a) Saugwirkung durchudSigkeitsstsinung. (b) Zerstiber. (c) Wasserstrahlpumpe.
(d) Bunsenbrenner. (e) Anordnung nalémentund Desormeszur Demonstration des hydrodynami-
schen Paradoxons.

Abb. 3.32c zeigt die erstmals v@Bunsenvorgeschlagen&/asserstrahlpumpén ihr stdmt Wasser mit
hoher Geschwindigkeit durch dieuSéD und saugt die in der Umgebung befindliche Luft an. Auf diese
Weise kann eiuber das RohR angeschlossenes @& bis auf Drucke im Bereich von einigen 10 mbar
evakuiert werden.

In dem ebenfalls vorBunsen vorgeschlagenemBunsenbrennefsiehe Abb. 3.32d) saugt das aus der
DuseD mit grof3er Geschwindigkeit austretende brennbare Gas durch die in dem Brennrohr angebrach-
ten seitlichenOffnungenO Luft in den Gasstrahl, so dal3 das Gas den zur \aiflitjen Verbrennung
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notwendigen Sauerstoff aalt.’

Besonders anschaulichft sich die Druckreduzierung in einem Luftstrom hoher Geschwindigkeit mit
einem vonClément und Desormesvorgeschlagenen Apparat (siehe Abb. 3.32e) demonstrieren. Aus
einem Rohr, das an einem Ende einen kogisigen Flansch &gt, stomt eine Hlissigkeit oder ein

Gas mit hoher Geschwindigkeit aus. Durch die davorgehaltenen Platte wird dasmesste’ Medium
seitlich abgelenktUberraschenderweise wird die Platte i.a. nicht abgestoRRen, sondern angezogen. Da
sich die Stomung nach allen Seiten erweitert, ist seine Geschwindigkeit an der Austrittsstelleo@elgr”

als am Rand der Platte. Infolgedessen ist der statische Druck in der Mitte zwischen Platte und Flansch
kleiner als der im AuRenraum herrschende Atmasphdruck. Letzterer dckt die Platte von unten
gegen den Flansch (diesesaPbimen wird Aufig auch alkiydrodynamisches Paradoxbezeichnet).

Bei starkem Wind kihnen Richer von Ge#liden abgehoben werden. Wenn die Lulfer das Dach
stromt, so erbht sich seine Geschwindigkaibér dem Haus, so dal hier ein kleinerer statischer Druck
herrscht als im Inneren des Hauses. Durch den von unten gegen das Dach witkeadiznck kann
dieses abgehoben werden. Nimmt man an, dal3 durch den Windgtemdém Dach ein Unterdruck von
1% erzeugt wird, so liefert dies bei einer Daelofie von 100 fneine Gesamtkraft vom0® N, die von

der Dachverankerung aufgenommen werden muf3.

Dynamischer Auftrieb

Lalkt man aus einem Rohr Luft ausstrén und bringt, wie in Abb. 3.33a gezeigt, von der Seite einen
leichten Tischtennisball in den Luftstrom ein, so wird dieser vom Strahl getragen. Die Kompensation der
Schwerkraft erfolgt hierbeilber die weiter unten diskutierte Reibungskraft zwischen der Laftaing

und dem Ball Siehe Abschnitt 3.5.5, Gleichung (3.5.38) und (3.5.39)). Die seitlisheufg, der Ball

klebt gewissermalRen am Luftstrom, kann aber mit HilfeBemoullischen Gleichung verstanden wer-
den. Die Erkéirung des Périomens ergibt sich aus der Betrachtung der Stromlinien in Abb. 3.33a. Ober-
halb des Balls tritt eine starke Zusammensgiung der Stromlinien und demnach eine Verminderung
des statischen Drucks aufaiwend unterhalb des Balls einoff€rer Druck herrscht. Dadurch wird der
Ball nach oben gedckt. Ndhert man einen anderen Gegenstand von unten dem Ball, so daf3 die Luft
zwischen diesem Gegenstand und dem Ball hindurehrstn muf3, so tritt auch unterhalb des Balls eine
Zusammenschurung der Stromlinien auf. Der Druckunterschied zwischen oben und unten verschwindet
und der Ball &illt aufgrund seines Gewichts herunter.

Abb. 3.33b zeigt demdynamischen Auftrielbei einer Flugzeugtragfthe. Ein Tragfchenprofil hat
naherungsweise die Form eines langzogenen Tropfens. Wird eine horizontal liegendacheadib-
rizontal angestrifnt, so ist die Stsfhungsgeschwindigkeit an der Oberseite der Teagit etwas @fier

als an der Unterseite (Zusammensahumg der Stromlinien). Es entsteht dadurch an der Oberseite ein
statischer Unterdruck gegelpér der Unterseite. Dieslift zu einem dynamischen Auftrieb.

Messung von Stbmungsgeschwindigkeiten

Zur Messung von Strhungsgeschwindigkeiten vonusSigkeiten und Gasen in Rohrleitungen benutzt
man die sogenanntéenturi-Duse (siehe Abb. 3.34). Sie besteht im wesentlichen nur aus einer in das
Rohr eingebrachten Querschnittsverringerung. Mittels zweier Manométend A mil3t man den
statischen Druclp in der Rohrleitung mit normalem und verengtem Querschhitizw. A.. Wennwv

und v, die Geschwindigkeiten an den beiden Stellen sind, so lieferBdimoullische Gleichung die
Beziehung

1 1
p+ 5,01)2 = p+ §pvz . (3.5.20)
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Abbildung 3.33: (a) Schweben eines Balles im Luftstrom. (b) Stromlinienverlauf um eine dachgfl”

(oben) und einen symmetrischen Stromlinierger (unten). Ein dynamischer Auftrieb wird nurfdie
Tragfldche erhalten.

Unter Benutzung der Kontinwtsgleichungdv = A.v, erhélt man fir die gesuchte Geschwindigkeit

2(p — pr)
v o= — N (3.5.21)
G
—_— Ar
v_|A -

M M;
(D) U
Abbildung 3.34: Zur Bestimmung von $8triungsgeschwindigkeiten mit deéenturi diise.

Ausflu3geschwindigkeit reibungsfreier FLissigkeiten

Man kann dieBernoullische Gleichung auch benutzen, um die Geschwindigkeit berechnen, mit
der eine Alissigkeit aus de®ffnung eines Bedlters ausflieRt, die sich in deroHé h unterhalb des
Flussigkeitsspiegels befinden (z.B. Seitenwand oder Boden) soll. Der an der Aafftittg herrschen-
de statische Druck sei gleich dem Atmoapdridruckp,. Unter der Annahme, daf der Durchmesser des
Belglters grol3 gegen den der Ausfidfiiung ist, kann die Geschwindigkeit derBkigkeitsteilchen in

im Behélter in guter Niherung gleich Null gesetzt werden und maradéiriann aus deBernoullischen
Gleichung (3.5.17)
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1
Patpgh = pat5pv*
oder v = +/2gh . (3.5.22)

Diese zuerst vodoricelli aufgestellte GesetzmRigkeit sagt aus, dafie AusfluRgeschwindigkeit einer
reibungslosen Fissigkeit gleich der Geschwindigkeit ist, die eirper erlangen \irrde, wenn er vom
Flussigkeitsspiegel zur Ausfiffiiung frei fallen wirde.

3.5.4 Umstiomung fester Korper durch ideale Flissigkeiten

Bis jetzt wurde die Strrhungidealer Flussigkeiten und Gase betrachtet, wobei die Wechselwirkung der
Flussigkeiten oder Gase mit den sie einschlieenden Rohren odmbébetfind Reibungseffekte in der
Flussigkeit oder dem Gas selbst nichtlmksSichtigt wurde. Falls Reibungseffekte vernasisigbar klein
sind, ist eine Beschreibung der &miing mit deBernoullischen Gleichung oglich. Wir werden jetzt

in diesem Abschnitt zuerst die Reibungseffekte vamsBigkeiten und Gasen mit den @Bfvandungen
und in Abschnitt 3.5.5 dann Reibungseffekte in derdsigkeit oder dem Gas selbst betrachten.

(@) A (b)

Abbildung 3.35: (a) Stiihung einer idealen, reibungslosem$ligkeit um eine Kugel. (b) Kraftvertei-
lung auf eine von einer idealenudsigkeit umswointen Kugel. (c) Stimung einer idealen, reibungslosen
Flussigkeit um eine Platte.

Die Tatsache, dal? Reibungseffekte bei der Uomstrrig fester Kiper durch eine ideale, d.h. rei-
bungsfreie Rlissigkeit oder Gas eine grof3e Rolle spielen, kann man aus folgendem Experiment erken-
nen. Bringt man in eine Parallelstriung einer reibungslosenusiSigkeit eine Kugel ein, so trifft eine
Strdmungslinie den PaP der Kugel an der Vorderseite (siehe Abb. 3.35). In diesem Punkt wird die Ge-
schwindigkeit der Rissigkeit gleich Null. Man nennt diesen Punkt destatdupunkt Von P aus teilt

sich die Stromlinie dann und vereinigt sich wieder im hinteren StaupHnkem entgegengesetzten Pol

der Kugel. Hier ist die Geschwindigkeit ebenfalls gleich Null. Dagegen erreicht die Geschwindigkeit
ihre Maximalwerte andquator A der Kugel. Die weiter auRen liegenden Stromlinien weichen vor der
Kugel aus und ahern sich hinter der Kugel wieder an. Man sieht aus diesem Stromlinienverlauf, daf3



3.5 Hydro- und Aerodynamik HPYSIK | 295

der Wert der Stinungsgeschwindigkeit zwischen dem PoundAquator auf den Maximalwert,,
anwéchst und dann zwischémuator und dem entgegengesetzten Pakieder auf Null absinkt.

Das Stomungsbild stimmt prinzipiell gut mit den Veahiissen in realen Bbsigkeitenuberein. Es
besteht jedoch ein wesentlicher Unterschied. In realesdigkeiten haftet die BEsigkeit an der Ober-
flache der Kugel, wafirend in unserer idealisierten Betrachtung digsEigkeit einfach an der Kugel
vorbeistomt. Bei nichthaftender BEsigkeit ist die Anordnung der Stromlinien (siehe Abb. 3.3%d)g/”
symmetrisch bazjlich der AchsePP' und desAquators. Daraus ergibt sich aus d&ernoullischen
Gleichung, daB an den Punktédhund P wegenv = 0 der statische Druck = py ist, d.h. den
gréfRten Wert hat, den er annehmen kann. Agquator ist dagegen = v,,, und der Druck nimmt den
kleinsten Wertp = py — %pv?n an. Die resultierende Druckverteilung ist in Abb. 3.35b gezeigt. Man
erkennt, dal® der Druck auf der rechten und linken Seite der Kudjed gleich ist. Daraus kann man fol-
gende Schluf3folgerung zieheAuf eine in eine Parallelsimung eingetauchte Kugel wirkt bei idealer
Flussigkeit keinerlei Kraft.Oder umgekehrtEine mit konstanter Geschwindigkeit durch eine ruhen-
de, ideale Ruissigkeit bewegte Kugel ahrt keinen WiderstandDieses Ergebnis gilt nicht nuafeine
Kugel, sonderndi jeden beliebigen eingetauchtewgér (siehe z.B. Abb. 3.35c¢).

Diese Tatsache widerspricht allerdings der experimentellen Erfahrung. Im Experiment stellt man fest,
daR alle eingetauchtendfper einen Widerstand erfahren. Daraus kann man dann schlieBen, daf3 die
Strdmung vor und nach demd{per unterschiedlich sein muf3, daf} also in Wirklichkk# Symmetrie

der Stbmung und der resultierenden Druckverteilungiigéizh desAquators gebrochen istWie die
Flussigkeit im Detail swint wird erst spter diskutiert, dadi’ die Symmetriebrechung die bis jetzt noch
nicht behandelten Reibungseffekte eine wichtige Rolle spielen. Es soll hier die Tatsacigemedal}
infolge der Reibung in der Grenzschicht die \@thisse vor und nach demadkper nicht die Symme-

trie besitzen, die nach der Behauptung der reibungslosen Hydrodynamik vorhanden sein sollte. Der
tatsichlich in realen RlSsigkeiten auftretende 8mungswiderstand hat seine Ursache in der Asymme-
trie der Druckverteilung vor und hinter denokper. Er wird deshalb im Gegensatz zu deratepdisku-
tiertenReibungswiderstanihnerhalb einer klSsigkeit alDruckwiderstandbezeichnet. Die Strungs-

und Druckasymmetrien stellen sich insbesondere bei solctmpeli ein, die beirdbergang von

der Vorder- zur Rickseite eine starke Kmimung der Stromlinien aufweisen (wie z.B. eine Platte).
Strdmungs- und Druckasymmetrien werden umso kleiner, je langgestreckterogierkist. Bei sol-

chen Korpern tritt bei der Bewegung durch einaus$igkeit nahezu kein Druckwiderstand ‘BuMan

nennt diese ldrper dann aucktromlinienbrmig. Eine rdhere Diskussion des Druckwiderstands erfolgt

in Abschnitt 3.5.5.

Wir haben gesehen, daf3 in einer reibungslosesdigkeit (bzw. Gas) auf einen in eine Parallelstting
eingebrachten &rper Druckkgfte auftreten mSsensobald die Symmetrie der Stromlinien Zetgst.
Anschaulich kann man das dadurch erreichen, da? man der symmetrischienur®fr(z.B. um einen
unendlich langen Zylinder, dessen Achse senkrecht zur Zeichenebene steht) noZirkeita¢ions-
stromungliberlagert. Man kann sich also die asymmetrischerurig aléJberlagerung einer symme-
trischen Stomung und einer Zirkulationsstniung denken (siehe Abb. 3.36). Eine solche Zirkulations-
stromung ergibt sich z.B. dadurch, daf3 der Zylinder rotiert und infolge der Rauigkeit seineradberfl”
Gas- oder Rissigkeitsteilchen mitnimmt. Die Geschwindigkeitsverteilung devrStrig wird durch die
Zirkulationsstomung veahdert, und zwar wird die Geschwindigkeit auf einer Seite (z.B. untemhérh”
und auf der anderen Seite (z.B. oben) erniedrigt (siehe Abb. 3.36). Entsprechend sind die Stromlinien
oben dichter und unten weiter auseinander gezogen. NacBetapullischen Gleichung ist also der
Druck oben kleiner und unten@pgér. Es resultiert daraus eine Querkigfauf jede langeneinheit des
Zylinders senkrecht zur Stmiungsrichtung. Diese Kraf, ist umso goRer, je goBer die Geschwindig-
keit v der Parallelstsihnung. Sie ist ferner proportional zu derdBeT" der Zirkulation und der Dichte

p der Flissigkeit oder des Gases. Die genaue Rechnung liefedi€ Kraft pro Langeneinkheit die

51n der Natur kann dies sehr anschaulich anhand der Form von Fischen beobachtet werden.
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Abbildung 3.36: Asymmetrische Sitriung aldJberlagerung einer symmetrischend®iing und einer
Zirkulationsstomung.

Beziehung

F,
Tq = pol, (3.5.23)

die nach ihren Begridern dieKutta-Shukowski Beziehung genannt wird. Hierbei istlie Lange des
Zylinders. Die Gol3e der Zirkulatiol™ hangt bei einem rotierenden Zylinder von dessen Rotationsge-
schwindigkeit und Rauigkeit ab. Ferner muf3 die Reibung in der Grenzschiclukisestitigt werden, wie
weiter unten noch genauer diskutiert wird. Es mul3 also von der idealen, reibungslossighdit abge-
wichen werden. Je gfier die Zirkulation ist, um so mehnaeken die ursprriglichen Staupunkt® und

P’ nach unten in ihre neue Position&und B'. Die Stirke der Zirkulation kanmber das Ringintegral

r = ]{vr-ds (3.5.24)

ausgednckt werden. Hat die Zirkulationsstmiung um den Zylinder mit Radius die Tangentialge-
schwindigkeitv,, so erflt man

]{v -ds = v,«j{ds = v.27r . (3.5.25)

Benticksichtigt man ferner, dal3 die Querschniétsié des Zylinders senkrecht zur@iringsichtung
A = 2rlist, so erlalt man fir die Querkraft

F, = mpvv,A . (3.5.26)
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Abbildung 3.37: Eine inhomogene 8mung enthlt Wirbel. Im mitbewegten Bezugssystem (rechts)
sieht man die Wirbel deutlicher. Der eingezeichnete Umlauf ergibt eine von Null verschiedene Zirkula-
tion.

Eine endliche Zirkulationsstriiung auch dann auftreten kann, wenn keine Rotation eioegsefs vor-
liegt. Dies ist aus Abb. 3.37 ersichtlich. Im allgemeinen sind Wirbefstrrigenuberall dort anzusetzen,
wo sich die Stomungsgeschwindigkeit quer zu ihrer eigenen Rich@mgeit. Die Zirkulationsstrilung

ist auch bei Flugzeugen von groRer Bedeutung. Die sich um dendgagélines Flugzeugs ausbildende
Strsmung (siehe Abb. 3.36b, oben) kann als &lberlagerung einer symmetrischend®iing und einer
Zirkulationsstomung aufgefalt werdéf.

Der Magnus-Effekt

Bewegt sich ein rotierender Ball durch einaugsdigkeit oder ein Gas, so wird er quer zu seiner Bewe-
gungsrichtung abgelenkt. Der Ball ahiit aufgrund seiner Rotation einer Querkraft. Dieser Effekt hat

bei der Ballistik von Geschossen eine grof3e Rolle gespielt. Wurden diese aus glatten Rohren abge-
feuert, so wiesen sie aufgrund einer Rotation durch einallmyfxzentrische Lage des Schwerpunkts
unerkErliche Abweichungen von ihrer ursprglichen Flugbahn auf. Dieser Tatbestand war die Ursache
daftir, dal3 sich 1858&. Magnusmit der experimentellen Untersuchung diesen Effekts befal3te, der nach
ihm heuteMagnus-Effektgenannt wird.

3.5.5 Dynamische Viskosdt — Laminare und turbulente Stromung

Wir haben bisher Strmungen idealer Eksigkeiten oder Gase betrachtet und dabei Reibungseffekte
vernachdissigt. Im letzten Abschnitt haben wir bereits gesehen, dal? die Mitnahme von an deacieerfl”
von Festlipern haftenden BEsigkeits- oder Gasteilchen zu Asymmetrien desrBtrrigsprofils und
damit zu Kdften auf umstrinte Korper fihrt. Wir haben aber Reibungseffekte in dengdigkeit oder
dem Gas selbst vernaelsiSigt. Wir wollen deshalb in diesem Abschnitt die Natur von Reibumadyshr”

in Flussigkeiten und Gasen diskutieren und ihren EinfluR auf dasn8trgsverhalten betrachten. Wir
werden sehen, dal realaiBsigkeiten und Gase eine sogenaitégkeitoderViskosiéit besitzen. Wir
werden in diesem Zusammenhang auch von innerer Reibung sprechen.

Wir haben bereits bei der Herleitung dBernoullischen Gleichung darauf hingewiesen, dal3 auf-
grund von Reibungseffekten der Druck entlang eines Rohres kontinuierlich abnimmt (vergleiche

18F{r ideale Hissigkeiten fandHelmholtz, daR Wirbel in ihnen weder erzeugt noch vernichtet werdemkn. AuRerdem
ist die Intensiéit eines Wirbel ist konstant. Nimmt z-B. der Querschnitt eines Wirbels ab, so muf3 die Rotationsgeschwindigkeit
groRBer werden und umgekehrt. Erst der Einflul? der Reibuhg Zur Verletzung diesere®’e. Bei geringer Reibung, z.B. in
der Atmosphare, halten sich Wirbel wie die Hoch- und Tiefdruckgebiete sehr lange. Eine Eimscignéines Tiefsufirt in den
Tropen zu enormen Windstken (Taifun, Tornado).
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Abbildung 3.38: Zur Rlissigkeitsreibung.

Abb. 3.28). Die Bedeutung von Reibungseffekten wird auch klar, wenn man ein mit WassHtegef”
Glas um seine vertikale Achse rotiereal3t. Man sieht, dal3 nach einer gewissen Zeit die gesam-
te Fliissigkeit im Glas mitrotiert. Das ist nur danrogiich, wenn zwischen den einzelnen koaxialen
Flussigkeitsschichten Kraftwirkungen bestehen, die die Rotation von daefR@afid allmhlich auf die
inneren Hlissigkeitsschichteabertragen. Zur Diskussion dieser Kraftwirkungen betrachten wir den in
Abb. 3.38 gezeigten sehr einfachen Versuchsaufbau. Zwischen einem festen Boden und einer bewegli-
chen Platte der BEhe A befinde sich eine EKsigkeitsschicht der Dicke. Da die an den Boden und

an die Platte angrenzenderuB$igkeitsschichten an diesen haften, bildet sich beim Bewegen der Platte
ein Geschwindigkeitsgefie dv/dz aus. Die Hlissigkeit kann man sich dabei aus einzelnen Schich-
ten mit unterschiedlicher Geschwindigkeit aufgebaut denken. Die Geschwindigkeit nimmt vom Boden
zur Deckplatte zu, und zwauf kleine Abstinde linear. Diesen Vorgang kann man sich soagekl;

daf? die einzelnen E$sigkeitschichten auf die angrenzenden Schichten Tangeattalkparallel zu den
Schichten) augen, die diese in Bewegung versetzen. Jede Schinttduf die nach unten folgende eine
beschleunigende Kraft aus undaft nach dem Reaktionsprinzip eine gleich grof3e, abeogernde

Kraft. Diese Kraft ist nach der Erfahrung proportional zuad¢Hé der angrenzenden Schichten, ihrem Ge-
schwindigkeitsunterschied v, einem von der Natur der &$Sigkeit abhingenden Faktay und schliel3-

lich umgekehrt proportional dem Abstadx: der betrachteten Schichten. Demnachaéirhian fir die
Tangentialkraft

Dieser Ausdruck geht im Grenzfall verschwindendhdér Schichtember in

Fo= Ano . (3.5.28)

Da die Kraft F' parallel zu den Ri8sigkeitsschichten (d.h. tangential) wirkt, BYA = ¢ eine
Tangential-oderSchubspannunyergleiche Abschnitt 3.2.1), die durch

@
ndm

ot =

(3.5.29)
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gegeben ist. In einer realenuskigkeit existiert also auRer derrfideale Flissigkeiten alleine betrachte-
tenNormalspannungd.h. dem Druck = E;, /A, auch eineTangentialspannungdie durch GI.(3.5.29)
gegeben ist.

Wahrend die Normalspannung eine elastische Spannung ist (sie ist proportional zur Deformation), ist
die Tangentialspannung einerusEigkeit proportional zur Geschwindigkeitsdifferenz zweier benach-
barter Flissigkeitsschichten. Sie ist also keine elastische Kraft, die ja besteebt dié Deformation
rickgdngig zu machen. Sie hat vielmehr die Tendenz, den Geschwindigkeitsunterschied auszugleichen.
Die Tangentialspannung wirkt also so, wie wir es von Reiburaftdn kennen. Man nennt deshajb

auch denKoeffizienten der inneren Reibundiligemein ublich ist aber die Bezeichnundynamische
Viskositit oderZahigkeit Der reziproke Wert /5 wird Fluiditat genannt, der Quotient = n/p wird
alskinematische Zhigkeitbezeichnet.

Man sieht aus GI.(3.5.29), dal3 die Tangentialspannung sowohl proportional zur dynamischena¥iskosit”
als auch zum Geschwindigkeitsgradienter dz ist. Das heif3t, selbst bei einer sehr kleinen Vislasit”

der Flissigkeit kann die Tangentialspannung aufgrund von starken Geschwindigkeitsgradienten grof3 und
deshalb bedeutend werden.

Laminare Stromung — das Hagen-Poiseuillesche Gesetz

Wir werden in diesem Abschnitt diskutieren, wie gro3 dahigjkeit von Flissigkeiten und Gasen ist und

wie man sie mifdt. Dazu betrachten wir zaahst den Fall, dal3 die Reibungake die Tegheitskafte bei
weitemuberwiegen sollen. Dieser Fall eignet sich besonders gut zur Bestimmung von Reibungskoeffizi-
enten.

Wir betrachten ein Rohr mit Radiug, durch das eine BEsigkeit stoint. Das Rohr soll horizontal verlau-

fen, damit Effekte der Schwerkraft vermieden werden. Das Rohr soll mit einssigKeit mit konstan-

tem Druck gespeist werden. DieuSkigkeit im Rohr kann man sich ausrghen koaxialen “Stronotiren”

mit einer DickeAr aufgebaut denken (siehe Abb. 3.39a). Aidérste Strorotire soll dabei fest mit

der Rohrwandung verbunden sein=£ 0). Der Flissigkeitsfaden in der Mitte des Rohres hat dieliste
Geschwindigkeit. Die einzelnen Ud8igkeitsschichten gleiten aneinander vorbei, ohne sichararst”
Deshalb nennt man eine solche@ting auchSchicht-oder Laminarstomung Die Stromlinien, die

mit den Bahnlinien identisch sind, sind Geraden parallel zum Rohr. Wir werden weiter unten noch se-
hen, dal sich eine laminare &tmiing nur dann ausbilden kann, wenn diadhéitskafte klein genug

sind. Andernfalls kommt es zu eintrrbulenten Stimung

(a) (b) (c) ¢ R
R Ar|| ] 17N 7
—— ||RIrf| 1.
——*/ Vv S
_ | / // \
A= A=27rd

Abbildung 3.39: Zur laminaren Siniung einer Rissigkeit in einem Rohr: (a) Aufteilung in Stroaimen
der DickeAr, (b) Stomungsprofil, (c) zur Ableitung des $triungsprofils.

Die Bewegungsgleichungif die FLissigkeit entlang des Rohres ergibt sich nach déktembert schen
Prinzip aus dem Verschwinden der Summe auBeren Kaften (Druckkraft, = (p; — p2)A), der
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ReibungskraftF;,, die der Druckkraft entgegengesetzt ist, und demgheitskraftty = —ma =
—pV (dv/dt), d.h. es mul3 gelten

dv
(pr—p2)A—Fy—pV = 0. (3.5.30)

Wir betrachten jetzt Strhungen, it diev = const ist, so dal3 die Egheitskraft verschwindet und man

(m—p)A—F, = 0 (3.5.31)

erhelt. Mit der QuerschnittsiicheA = 72 der in Abb. 3.39¢ gezeigten Stroate, der Druckdiffernz
Ap = p; — po entlang eines Rohnstkes der khgel und der Oberfiche A = 2rrl einer koaxialen
Stromohre, an der die Tangentialkraft angreift (siehe Abb. 3.39¢), eali'man unter Benutzung von
Gl.(3.5.28)

Aprr? —n 2mrl % = 0. (3.5.32)
r

Durch Auflésen nachiv /dr und Integration erélt man

o(r) :(W-ﬂﬂ%ﬁ%l. (3.5.33)

Dabei ergibt sich die Integrationskonstante aus der Bedingy®) = 0. Man erfalt also das in
Abb. 3.39b skizzierte parabeliige Geschwindigkeitsprofil einer in einem Rohr flieRendessibkeit.
Fir das durch das gesamte Rohr pro Zeiteinhe@nséride Rlissigkeitsvolumen, d.h. die Stroraste
I = V/t, erhélt man dann

R 7TR4
I = /AU(’T‘)dA:/O v(r)2nr dr:8—nl (p1 —p2) . (3.5.34)

Diese Gesetzafigkeit wird nach ihren Entdeckern ddagen-Poiseuillsche Gesetz genathtMan
erkennt, dal3 die durch ein Rohra@tnénde Rlissigkeitsmenge mit der 4. Potenz des Rohrradius, linear
mit dem Druckgedlle Ap/l entlang des Rohres und umgekehrt proportional zur dynamischen Vakosit”
n ansteigt. Dal, Ap, I und R leicht zu messen sind, kann man mit Hilfe von GI.(3.5.34) sehr einfach die
dynamische Viskosiif'von Flissigkeiten bestimmé#.

Die Dimension der dynamischen Viskai€&rgibt sich aus defdagen-Poiseuillschen Gesetz zu

"Diese GesetzaRigkeit wurde fast gleichzeitig vom deutschen Ingenieur Hagen (1839) und vorodietmeri Arzt Poi-
seuille (1840) untersucht. Poiseuille versuchte dabei vor allem die Blutbewegung in den Arterien und Venen zu verstehen.

18Dje dynamische Viskosit (siehe Tabelle 3.4) ist stark temperaturmiy. Sie nimmt bei EiSsigkeiten mit steigender
Temperatur stark ab, bei Gasen allerdings zu. Dies liegt daran, da der Mechanismus der Reibung bei Gasen anders ist. Er
beruht hier auf Diffusionsprozessen. @trén zwei Gasschichten nebeneinander her, so werden infolge der Brownschen Mole-
kularbewegung Molalié mit hoherer mittlerer Geschwindigkeit in den langsameren Gasstrom und umgekehtreten und
zu einer Angleichung der mittleren GeschwindigkeitahrEn. Es ist einsichtig, dal3 dieser ProzeR béienén Temperaturen
effektiver ist und deshalb dieahigkeit von Gasen mit steigender Temperatur zunimmt.
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k
] = 1-2 =1Pas=10-2
ms cm S

= 10 Poise . (3.5.35)

Man kann dasiagen-Poiseuillsche Gesetz auch noch in eine andere Form bringen, wenn man statt der
verschiedenen Geschwindigkeiten der einzelnen Schichten eine mittlere Geschwindigkeiomemgtr”
einfiihrt. Definiert man die mittlere Geschwindigkgit) tiber die StromsttkeI = V/t = (v}, sO

erhélt man durch Einsetzen dieses Ausdruaksif/t in GI.(3.5.34)

(p1 — p2) _ 8n{v)
[ R?

(3.5.36)

Multipliziert man diesen Ausdruck noch mit dem Rohrquerschnif und der langel, so ergibt sich
die Kraft, die in dem Rohrstk der Langel und des Radiu® die DurchfluRgeschwindigke{t) erzeugt,
zu

F = 8rnl(v) . (3.5.37)

Dieser Kraft ist gleich (und entgegengesetzt) der Reibungskraft, d.h. dem sogen@aiitengswider-
stand F;,, den das Rohr der Stmiung entgegensetzt. Der Betrag des Reibungswiderstandes ist also

F, = 8rnl{v) . (3.5.38)

Der Reibungswiderstand verschwindet wie erwartatsf = 0, d.h. {ir eine ideale, reibungslose
Flussigkeit.

Eine weitere, sehr wichtige Formelrfden Reibungswiderstand stammt \@tokes Er betrachtete den
Reibungswiderstand einer Kugel mit Radi@sdie sich mit einer mittleren Geschwindigkéit) in einer
unendlich ausgedehntenusBigkeit der Ahigkeitn bewegt. i den Reibungswiderstand ergibt sich hier

F, = 6rnR{) . (3.5.39)

Dieser Ausdruck wird als deitokesche Gesetzezeichnet. Eine Kugel bewegt sich nach diesem Gesetz

in einer Zhen Hlissigkeit unter Wirkung einer konstanten Kr&f(z.B. Schwerkraft) mit konstanter Ge-
schwindigkeit. Eine Kugel sinkt deshalb im Schwerefeld (konstante Gewichtskraft) in eirsmidgkéit

mit konstanter Geschwindigkeit nach unten. Auch die Fallgeschwindigkeit von Regentropfen gehorcht
demStokeschen Gesetz.

Zur Berechnung der Sinkgeschwindigkeit von Kugeln unterschiedliche Materialdichtein einer
Flussigkeit muf? man neben der Gewichtski&ft = Vi pkg und der Reibungskraff, = —6rnRvs
die AuftriebskraftFa = pp Vi g benicksichtigen. Hierbei ispy die Dichte undVx = %wR?’ das
Volumen der Kugel. Aus dem laftegleichgewichFg + F,, + Fa = 0 folgt

pkVikg — 6mnRvs — ppiVkg =

oder vy =

ol O

@ g R? . (3.5.40)

Die Sinkgeschwindigkeit ist also proportional 2y, (px — pr1) und R?. Das heilt, die Sinkgeschwin-
digkeit ist flir eine #hel (z.B. Glyzerin) wie erwartet kleiner alsif Wasser, sie isuff'eine Stahlkugel

groRer als @it eine gleichgroRe Kunststoffkugel und sie ist €ine grof3e Kugel gifer als @i eine kleine
Kugel.
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Stoff n[Pa s]| Stoff n[Pa 9]
Quecksilber 0.1554 || Argon 2.211 x 1073
Diathylther 0.0240 || Helium 1.961 x 1073
Benzol 0.0648 || Luft 1.819 x 1073
Glyzerin (wasserfrei 148 Wasserstoff 0.884 x 103
Motordl ~5

Rizinugl 99

Tabelle 3.4: Dynamische Viskoaitéiniger Stoffe bei 2€ in Pascalsekunden.

Turbulente Stromung — Reynoldssche-Zahl

Bei idealen Rlissigkeiten wurde die gesamte von auf3en augéd Arbeit in eine Beschleunigung der
Flussigkeitubergetihrt, da hier keine Reibungsité wirken. Eine Druckdifferenz in einem Rohuhft
also ausschlie3lich zu einer \@rderung der kinetischen Energie deudsigkeit. Im vorangegangenen
Abschnitt wurde dann die Reibung lbeKsichtigt, wobei wir angenommen hatten, dal3 die Reibungs-
krafte sogar grol3 gegahér den Tagheitskaften sein sollten. In diesem Fall erhielt man eismminare
Stromung die dadurch ausgezeichnet ist, dalali@ére Arbeit (z.B. Druckdifferenz im Rohr) lediglich
zur Uberwindung der inneren Reibung notwendig istagheitskafte wurde wllig vernachéissigt. Bei
laminaren Swimungen gleiten selbst sehumtie Flissigkeitsschichten glatbéreinander hin.

Experimentell beobachtet man laminare ottingen allerdings nur, wenn das \elthis

v/n aus Stomungsgeschwindigkeit und dynamischer Viskatsiklein ist.  Mit zunehmender
Strdmungsgeschwindigkeit geht die laminare oBiting in eine sogenanntturbulente Sfmung

uber, bei der Wirbel in der simienden Rissigkeit entstehen und dadurch aneinander angrenzende
Flussigkeitsschichten nicht melubéreinander hingleiten, sondern durcheinander gewirbelt werden.
Man nennt diese Striungsformen aucBtbmungen realer Eissigkeiten Eine rechnerische Behand-

lung turbulenter Stihungsprozesse ist auRerordentlich schwierig. In den folgenden Betrachtungen
soll deshalb lediglich eine Klassifikation der auftretenderor8triigsformen gemacht werden. Diese
Betrachtungenufiren zu dem Begriff der endlichen Grenzschichtdiék& und machen plausibel, wie

es zu einer turbulenten 8triung kommen kann.

Wir machen zuathst folgendes Gedankenexperiment: Mit Hilfe einer Kfaftdie zutUberwindung
der Reibung notwendig ist, wird eirudines Brett in eine reale Ui$sigkeit so eingetaucht, daf? sich eine
konstante Sinkgeschwindigkeitund ein im Idealfall lineares Geschwindigkeitsajéd'dv /dz zu beiden
Seiten des Brettes ergibt (siehe Abb. 3Z0Mit der ReibungskraftF;, = 2Andv/dx = 2Anv,/D
(vergleiche GI.(3.5.28)), wobei der Faktor 2 durch die zwei Obehféh des Brettes verursacht wird,
erhélt man dieReibungsarbeit

W, = Fnl:2An%l. (3.5.41)

Hierbei istA die eingetauchte Seiteafihe des Brettesdie Eintauchtiefe und der senkrechte Abstand
zum Brett,uiber den die Geschwindigkeit demskigkeit auf Null abgesunken ist.

Der Begriff der endlichen Grenzschichtdicke wurde zuerstRamdtl eingefihrt.
2Djese Konstellation ist natlich aquivalent zum Einbringen eines fixierten Brettes in einerstrrig konstanter Geschwin-
digkeit.
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Abbildung 3.40: Zur Swinung realer RiSsigkeiten. Der eingetaucht®ioéer bewegt sich mit konstanter
Geschwindigkeit gegen die li8sigkeit oder umgekehrt.

Andererseits wird die FiSsigkeit durch das Eintauchen des Brettes in Bewegung gesetatr dief”
Beschleunigungsarbeit

1
Wp = 2/ —povtdV (3.5.42)
v 2

aufgewendet werden muB3. Mifvs = =/D unddV = Adz ergibt sich

Dl ,U2 5
W = 2 —p—=A 5.4
B /02,01)2 z° dx (3.5.43)
bzw.
L
Wp = gpvsAD. (3.5.44)

Fir die Grenzélle D — 0 und D — oo ergeben sich Probleme, da entwediér oder W unendlich
wird. Da die an einen Krper (in unserem Fall das Brett) angrenzendessiljkeitsschicht immer am
Korper haftet, ist die Strungsgeschwindigkeit dieser Schicht immer gleich der Sinkgeschwindigkeit
v, des Brettes. In zunehmender Entfernung voorp€r sinktv mehr oder weniger schnell auf Null
ab. Wichtig ist, dal’ auch bei sehr kleinenm einer an den Kiper angrenzenden Schicht der Gradient
dv/dx groR ist, und zwar umso gBer je kleiner ist. Die Tangentialspannung = ndv/dz wird daher
nicht klein und es muf3 in dieser Grenzschicht die Reibung immeicksichtigt werden, egal wie klein

n ist. Das heil3t, der FalD = 0 kann physikalisch nicht auftretenuFden anderen Grenzfall — oc
verschwindet die Reibungsarbeit, da benachbansdigkeitsschichten quasi keinen Geschwindigkeits-
unterschied mehr aufweisen, die Beschleunigungsarhedenéber unendlich gro3uFéine vorwiegend
durch die Reibung kontrollierte Stmiung ist dies aber ebenfalls unphysikalisch, d.h. dieser Grenzfall
kann ebenfalls nicht auftreten. Da in die Beschleunigung desdigkeit quasi nicht mehr Energie hinein-
gesteckt werden kann, als durch die Reibungli&rauf die einzelnen E§sigkeitsschichtenbertragen
werden kann, mufd
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W < W, (3.5.45)

gelten und es stellt sich immer eine endliche Grenzschichtditkén. Aus GI.(3.5.45) folgt

1 v
gpvz AD < 2Ang Esl
pvs D?

n 1

oder S 6. (3.5.46)

Durch Erweiterung mit und Vernachdssigung des Faktors 6 ergibt sich eine Vegiuhg von Konstan-
ten, die fir alle Stomungsvorgihge golRenordnungsafiig erfillt sein mul3:

pvsl (D 2

n l

oder p < |1 @547
p Vs

AN

Hierbei ist die(D/1)? eine dimensionslose GRe mit rein geometrischer Bedeutung und diefR&r"

Re = ’":;l (3.5.48)

ist die ReynoldsZahl?! Die ReynoldszZahl ist ebenfalls dimensionslos und verbindet die Eigenschaf-
ten, die die Rlissigkeit p, n), die Stomung ¢,) und den eingetauchtendfper () beschreiben.

Die Bedingung (3.5.47) gestattet nun eine Klassifikation verschiederem@&tgsformen. Die einzelnen
Strdmungsformen lassen sich nach deo& deReynoldsZahl klassifizieren:

1. Re< 1= D/l > 1:

Die Grenzschichtdicke ist grol3 gegdei der Linearausdehnung des eingetauchtempéts. Da-

durch herrscht ein geringes Geschwindigkeitatiefin der Grenzschicht. Dies ist der Grenzfall

der laminaren Sarhung, den wir oben bereits diskutiert haben. Es wurde dabei vorausgesetzt, daf}
die Reibungslafte die Tegheitskafte lberwiegen sollen. Man nun kann zeigen, dal3 der Quotient
aus Reibungslaften und Tagheitskaften proportional zu /Re ist. Eine kleineReynoldsZahl
bedeutet also, dal} die Reibungske ‘dominieren.

2. Re~1= D/l ~1:

Die ReynoldsZahl und damitD/! sind in der GoRRenordnung von eins. Das heif3t, manaérh”
Grenzschichtdicken in der GBenordnung der Linearausdehnung des eingetaucltgrers:

3. Re>1=D/l< 1

Das Geschwindigkeitsgaifié wird sehr grof3. Ab einer kritischdReynoldsZahl Rq.,i; ~ 1200
kommt es zur Entstehung von Wirbeln und damit zu einer turbulentemairg.

210sborne Reynolds 1842 - 1912.
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4. Re - o00o= D/l — 0:

Die Grenzschicht wird verschwindend klein. Der Bereich mit innerer Reibung wird also extrem
diinn und es gelten die Simungsgesetze einer idealem$sigkeit. Die reibungslose Hydrodyna-
mik ist also durch; = 0 oder Re = oo charakterisiert.

Es ist wichtig darauf hinzuweisen, dal3 man gleiche@triigsartenui’ gleicheReynoldsZahlen be-
kommt. Diese Tatsache ist alyydrodynamischeAhnlichkeitsgesetbekannt. Man kann also eine
Anderung vory durch eine entsprechende Sederung vorp,  und 4 kompensieren und bak ‘da-
mit die Stomungsform bei. In der Simungstechnik ist hierbei insbesondere diediichkeit wichtig,
Versuche mit kleinen Modeltk’pern zu machen, um darausidRschlisse auf grol3e étper zu gewin-
nen (z.B. Flugzeuge, Autos, etc.). Verkleinert marso muf3 bei gleichermp und 7 (z.B. Luft) nur die
Strdmungsgeschwindigkeit entsprechend heraufgesetzt werden.

Es soll nun weiter diskutiert werden, wie ag fden FallRe > 1 zur Wirbelbildung kommt. Dazu
betrachten wir die Umstfiung eines kugeifimigen Korpers. Weit vor und hinter demdfper ist die
Strdmungsgeschwindigkeit und deshalb n&#rnoulli der statische Druck etwa gleich. Seitlich der
Kugel sind Stomungsgeschwindigkeit und Staudruclo@er, was zu einer Erniedrigung des statischen
Drucks fihrt. Ein Flissigkeitsteilchen wird deshalb erst vor demrpger im Druckgedlle beschleunigt

und erreicht an defquatorlinie der Kugel seine maximale Geschwindigkeit. HinterAtpratorlinie

kann es aufgrund seiner @titén kinetischen Energie wieder gegen das Drucdtgeéinlaufen und ver-

liert infolgedessen wieder an Geschwindigkeit, bis es (bei fehlender Reibung) weit hinter atper K~
die gleiche Geschwindigkeit besitzt wie davor. Ist aber Reibungbaniinden, wird Geschwindigkeit
eingehil3t und die verbleibende Geschwindigkeit reicht dann unter amdsti nach dem étper nicht

mehr aus, um das Druckgglé zuuberwinden. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Reibungsarbeit
groRer ist als die vor demdtper vorhandene kinetische Energie. Es kommt dann zu einer Umkehr des
Flussigkeitsteilchen, d.h. dasuskigkeitsteilchen strmit in den Bereich niedrigeren Drucks mak. Da-
durch wird eine Drehung eingeleitet und es bildet sich hinter der Kugel ein Wirbelpaar (siehe Abb. 3.41)
mit entgegengesetztem Drehsinn. Die an den Wirbeln vorbeigtntde Rissigkeit nimmt abwechselnd
einen dieser Wirbel mit. Nach der Addiing bilden sich neue Wirbel und es entsteht ¥ifrdelstralle
hinter der Kugel.

In der WirbelstralRe steckt einehére Energie als in der laminaren @ting. Dies df3t sich durch
folgendes Experiment demonstrieren: Man bringt in das Trommelfell einer gro3en Pauke ein kreisrundes
Loch ein. Vor dieséOffnung wird in mehreren Metern Entfernung eine brennende Kerze aufgestellt.
SchEgt man mit dem Filzhammer gegen diedRivand der Pauke, so wird die Kerze durch die aus der
Offnung in der Vorderwand austretenden Wirbelagekit. Mit Hilfe von Rauch und einer Lampe lassen

sich die Wirbel sichtbar machen.

Der Ubergang von laminarer zu turbulenter @ining hat ferner eine groBe Auswirkung auf
den Stomungswiderstand einesokpers. Gleitet eine EEsigkeit laminar um einen d€per, so

ist nach demHagen-Poiseuillschen oderStokesche Gesetz die Reibungskraft proportional zur
Strdmungsgeschwindigkeit. In einer turbulentencgtting ist die Diskussion schwieriger. Qualitativ
kann man sagen, dal3 es zu einer asymmetrischen Druckverteilung vor und nach dermtengtorper

und damit zu einem Druckwiderstand kommt. Ein Teil der vom Druckifefin der Vorderseite eines
Korpers geleisteten Beschleuinigungsarbeit geht aufgrund von Reibungseffekten bzw. Wirbelbildung
verloren. Es gilt dann nicht mehr die aus der Energieerhaltung abgeRégateullische Gleichung, d.h.

die Summe aus statischem Druck und Staudruck ist nicht mehr konstant, da die Geschindigkeitsvertei-
lung vor und nach dem &tper nicht mehr symmmetrisch ist. Mit der resultierenden Druckdifferenz kann
man eine Druckkraftp = ApA definieren. Die DruckdifferenAp zwischen Vorder- und &kseite

des Korpers laihgt stark von der Form desoiers ab und wirdiblicherweise ald\p = Qu%pv2 ausge-

driickt, d.h. als Anteit,, des Staudrucks. Man exthi'damit
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V=0 —= P, ="12pV? Fr~ APsau~ A (2pV?)

or————— —

Abbildung 3.41: Zur allmhlichen Ausbildung und Abkung eines Wirbelpaares hinter einem Zylinder.

0.8-1.2 . 1.1-1.3I 0.6-1.0
0.2-0.3' 0.3-0.4‘ o.oss’»

Abbildung 3.42: Widerstandsbeiwert, (Wert) einiger Korperformen: Halbkugel, Platte, Zylinder,
Halbkugel (180 gedreht), Kugel, Stromlinierdcper).

Fp = %CwApUQ. (3.5.49)

Wichtig ist hierbei, daf3 der Simiungswiderstand bei einer turbulenteno8tting proportional zum Ge-
schwindigkeitsquadrat und nicht wie bei der laminarem&triig proportional zw ist . Die Konstante
¢y ist der von der K¥perform abhihgigeWiderstandsbeiwertA die Querschnittsfithe senkrecht zur
Strdmung undp die Fliissigkeitsdichte. Da nicht vor sondern hinter deorg€r Wirbel entstehen, muf3
zu ihrer Vermeidung, und damit zur Herabsetzung desnfirigswiderstands, diedfperform auf der
Ruckseite optimiert werden. Die Auswirkungen desridérform lassen sich im Windkanal zeigen.

In Abb. 3.42 sind die,-Werte {ir einige Korperformen gezeigt. Man sieht z.B., daf? einevexe und
konkave Féiche einen um den Faktor 4 unterschiedlichen Druckwiderstand besitzen. Diese Tatsache
wird bei der Konstruktion eines Windmessers, des sogenadmtemometerbenutzt. Bei diesem ist ein

mit vier Halbkugelschalen versehenes Kreuz um die vertikale Achse drehbar angebracht. Im Windstrom
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dreht sich das Kreuz so, daf3 sich die Kugelschalen mit ihrerdsx@mSeite voran bewegen. Die Drehung
erfolgt umso schneller, je schneller die Windgeschwindigkeit ist.
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