
Kapitel 3

Mechanik deformierbarer K örper

In den vorangegangenen Kapiteln wurde die Mechanik des Massenpunktes und des starren K¨orpers dis-
kutiert. Beim Massenpunkt blieb die r¨aumliche Ausdehnung eines K¨orpers völlig unberücksichtigt. Dies
wurde beimÜbergang zum starren K¨orper geändert. Hier wurde aber die einschr¨ankende Annahme ge-
macht, daß sich ein starrer K¨orper aus Massenelementen zusammensetzt, deren gegenseitiger Abstand
sich unter dem Einfluß von Kr¨aften oder Drehmomenten nicht ¨andert. Diese idealisierende Annahme
hat zu einer wesentlichen Vereinfachung gef¨uhrt. Während ein System ausN frei beweglichen Mas-
senpunkten3N Freiheitsgrade besitzt und seine Bewegung unter dem Einfluß ¨außerer Kr¨afte deshalb
schwierig zu beschreiben ist, reduzierte sich die Zahl der Freiheitsgrade beim starren K¨orper auf sechs.
Die Bewegung des starren K¨orpers konnte dann mit zwei Vektorgleichungen f¨ur die Translations- und
Rotationsbewegung beschrieben werden.

Die Mechanik des starren K¨orpers befaßte sich also nur mit den Bewegungsvorg¨angen des Ge-
samtkörpers unter der Einwirkung von ¨außeren Kr¨aften und Drehmomenten. Die ¨außeren Kr¨afte konnten
per Definition nicht zu einer̈Anderung der Relativabstandes der einzelnen Massenelemente eines starren
Körpers führen. Mit dieser Einschr¨ankung konnten wir sehr gut Drehbewegungen von K¨orpern beschrei-
ben (siehe z.B. Kreiselprobleme). Die Vorstellung, daß ein K¨orper unter der Einwirkung ¨außerer Kr¨afte
und Drehmomente unver¨andert bleibt, ist aber nur ein idealisierter Grenzfall und widerspricht in vielen
Fällen unserer Alltagserfahrung. Man stellt h¨aufig fest, daß sich K¨orper unter dem Einfluß von ¨außeren
Kräftendeformieren. Kräfte können also sowohl Bewegungs¨anderungen als auch eine Deformation von
Körpern verursachen. In diesem Kapitel wollen wir deshalb die Vorstellung des starren K¨orpers (fe-
ster Relativabstand der Massenelemente) fallen lassen und zu deformierbaren K¨orpernübergehen. Unter
einem deformierbaren K¨orper wollen wird einen K¨orper verstehen, bei dem ¨außere Kr¨afte und Drehmo-
mente neben einer̈Anderung des Bewegungszustandes auch eine Verformung hervorrufen.

Zum Verständnis der Deformation von K¨orpern sind Grundvorstellungen ¨uber den Aufbau der Materie
notwendig, die wir im folgenden Abschnitt kurz beschreiben wollen. Eine genaue Diskussion dieser
Vorstellungen erfolgt dann sp¨ater im Rahmen der Vorlesungen zur Festk¨orperphysik.
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246 R. GROSS UNDA. M ARX Kapitel 3: Mechanik deformierbarer K¨orper

3.1 Grundvorstellungen zur Materiestruktur

Wir wissen heute, daß Materie aus Atomen bzw. Molek¨ulen aufgebaut ist, die mehr oder weniger
fest miteinander gekoppelt sind. Der typische Durchmesser eines Atoms betr¨agt etwa 0.1 nm oder
1Ångström. Idealisieren wir die Atome als Massenpunkte, so sind wir wieder bei der Vorstellung an-
gelangt, daß wir einen makroskopischen K¨orper als ein System von wechselwirkenden Massenpunkten
betrachten k¨onnen.

Die Wechselwirkung zwischen den einzelnen Atomen und Molek¨ulen wird im Detail in der
Festkörperphysik diskutiert. Es sei hier nur darauf hingewiesen, daß die Wechselwirkungskr¨afte
hauptsächlich elektrischer Natur sind, d.h. Gravitations- oder magnetische Kr¨afte spielen keine Rolle.
Die Wechselwirkung zwischen zwei Atomen kann durch die potentielle EnergieV (r) der Wechselwir-
kung ausgedr¨uckt werden. In Abb. 3.1 ist der typische Verlauf dieser potentiellen Energie f¨ur die Van
der Waals Wechselwirkunggezeigt. Die Wechselwirkungskraft ergibt sich als Gradient der potentiellen
Energie,F (r) = �@V=@r. Man erkennt, daß die Wechselwirkungskraft f¨ur kleine Abständer repul-
siv und für großer attraktiv ist. Die attraktive Wechselwirkung ist elektrostatischer Natur, w¨ahrend die
repulsive Wechselwirkung auf demPaulischen Ausschließungsprinzip beruht, das erst im Rahmen der
Vorlesung zur Quantenmechanik im Detail diskutiert wird. Man erkennt aus Abb. 3.1 zwei weitere wich-
tige Dinge. Erstens besitzt die potentielle Energie ein Minimum f¨ur r = d, d.h. die wechselwirkenden
Atome werden versuchen, sich in einem mittleren Abstandr = d anzuordnen, da dieser Zustand ener-
getisch am g¨unstigsten ist. Zweitens kann man eineBindungsenergieder wechselwirkenden Atome als
EB = E(d) � E(1) definieren. Diese Energie muß aufgebracht werden, um zwei wechselwirkende
Atome zu trennen. Ist die kinetische Energie der Atome (z.B. aufgrund der thermischen Bewegung bei
endlicher Temperatur) kleiner als diese Bindungsenergie, so bleiben die Atome in der Potentialmulde
gefangen und bilden einen gebundenen Zustand. Es ist evident, daß ein gebundener Zustand bevorzugt
dann gebildet wird, wenn die Potentialmulde sehr tief, d.h. die Bindungsenergie sehr groß ist, und die
kinetische Energie klein (z.B. niedrige Temperatur) ist. Die Gr¨oße der Bindungsenergie h¨angt von der
genauen Art der Wechselwirkung ab. Man unterscheidet z.B. zwischen kovalenter, ionischer, metal-
lischer und Van der Waals Bindung, wobei die Bindungsst¨arke von der kovalenten zur van der Waals
Bindung abnimmt.

Je nach Verh¨altnis von Bindungsenergie und kinetischer Energie der wechselwirkenden Atome kann
Materie verschiedeneAggregatszuständeeinnehmen. Man spricht von Festk¨orpern, Flüssigkeiten und
Gasen. Der̈Ubergang zwischen diesen Aggregatszust¨anden ist allerdings teilweise fließend. In diesem
Kapitel werden die Gesetzm¨aßigkeiten der Deformation von Festk¨orpern sowie die Statik und Dynamik
von Flüssigkeiten (Hydrostatik und Hydrodynamik) und Gasen (Aerostatikund Aerodynamik) behan-
delt. In dem sp¨ateren Kapitel W¨armelehre erfolgt dann eine Vermittlung der Vorstellungen zu inneren
Bewegungsvorg¨angen.

Festkörper

Man kann die obige Diskussion auf eine große Zahl von Atomen ausdehnen und zeigen, daß die Wechsel-
wirkung der Atome zur Ausbildung von festen K¨orpern führt, wenn die Bindungsenergie groß gegen¨uber
der kinetischen Energie ist. Es ist anschaulich klar, daß die wechselwirkenden Atome versuchen werden,
sich so anzuordnen, daß sie alle den energetisch g¨unstigsten Zustand einnehmen k¨onnen. Dies ist dann
gegeben, wenn sie alle einen mittleren Abstandd besitzen. D.h. die Atome werden versuchen, eine re-
gelmäßige Anordnung zu etablieren. Wenn die Atome eine solche regelm¨aßige Anordnung einnehmen,
spricht man von einemkristallinen Festk̈orper oderEinkristall. Das wichtige Merkmal eines Einkristalls
ist die langreichweitige regelm¨aßige Anordnung der Atome. Man kennt hier die Position aller Atome
des Kristalls, wenn man die Position eines einzigen Atoms des Kristalls kennt.
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Abbildung 3.1: Potentielle Energie der Wechselwirkung (Van der Waals Wechselwirkung) zwischen zwei
Atomen als Funktion des Abstandes zwischen den Atomen.

Festkörper können aber auch einenpolykristallinenoderamorphenZustand einnehmen. Polykristalli-
ne Festk¨orper bestehen dabei aus einer großen Zahl von kleinen Einkristallen, die eine unregelm¨aßige
Orientierung im Raum einnehmen. Bei amorphen Festk¨orpern haben die Atome zwar noch einen mitt-
leren Abstandd, sie besitzen aber keine langreichweitige Ordnung mehr. Polykristalline und amorphe
Festkörper bekommt man dann, wenn die wechselwirkenden Atome nicht gen¨ugend Zeit haben, die op-
timale Position einzunehmen. Dies passiert z.B. dann, wenn man die kinetische Energie der Atome sehr
schnell erniedrigt (z.B. durch schnelles Abk¨uhlen, Abschrecken) und die bei hoher kinetischer Energie
vorhandene ungeordnete Struktur dabei eingefroren wird. Zu den amorphen Festk¨orpern geh¨oren z.B.
die Gläser, Wachs, Gummi etc.. Im Gegensatz zu Einkristallen besitzen amorphe Festk¨orper keinen
definierten Schmelzpunkt, sondern Erweichen langsam bei Erw¨armung.

Abb. 3.2a zeigt schematisch die potentielle Energie der Atome in einem einkristallinen Festk¨orper. Die
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Abbildung 3.2: (a) Schematische Darstellung der potentiellen Energie in einem Festk¨orper. Die gestri-
chelte Linie zeigt das harmonische OszillatorpotentialEpot =

1
2
ks2 als lokale Näherung. (b) Masse-

Feder-Modell eines Festk¨orpers.
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Potentialminima, die die Gleichgewichtsposition der Atome bilden, besitzen regelm¨aßige Abst¨ande.
Aufgrund der Anbindung der Atome an die Gleichgewichtspositionen besitzen Festk¨orper eine feste
Gestalt und damit auch ein definiertes Volumen. Aufgrund der endlichen kinetischen Energie der Ato-
me (aufgrund der endlichen Temperatur) k¨onnen diese Schwingungen um die Gleichgewichtsposition
ausführen. Man kann, wie in Abb. 3.2a gezeigt ist, die potentielle Energie um die Gleichgewichtslage
durch eine ParabelEpot(s) =

1
2
ks2 annähern, wobeis = x�x0 die Auslenkung aus der Gleichgewichts-

positionx0 ist. Mit dieser Näherung erh¨alt man die elastische R¨uckstellkraftFel = �dEpot=ds = �ks,
d.h. die Rückstellkraft ist proportional zur Auslenkung aus der Ruhelage. Solche Kr¨afte haben wir als
harmonische Kr¨afte bezeichnet (vergleiche Abschnitt 1.6.2). Der AusdruckFel = �ks entspricht dem
Hookeschen Gesetz, das wir f¨ur das Masse-Feder-Pendel kennengelernt haben, und man kann sich des-
halb die Wechselwirkung eines Atoms mit den Nachbaratomen in einem Festk¨orper auch in Form des in
Abb. 3.2b gezeigten Masse-Feder-Modells veranschaulichen. In diesem Modell wird klar, daß die Atome
in einem Festk¨orper nicht starr fixiert sind, sondern “quasi mit Federn” an die Nachbaratome gebunden
sind.

Sind die Feder- bzw. Bindungskr¨afte in einem Festk¨orper in alle Raumrichtungen gleich groß, so spricht
man von einemisotropen, im anderen Fall von einemanisotropenFestkörper. Es sei ferner darauf hinge-
wiesen, daß bei realen einkristallinen Festk¨orpern Fehler im Gitteraufbau auftreten. Typische Gitterfeh-
ler sind z.B. Fehlstellen, Zwischengitteratome, Fremdatome, Versetzungen, Zwillingsgrenzen etc. (siehe
Abb. 3.3). Diese Gitterfehler k¨onnen die physikalischen Eigenschaften von Festk¨orpern wesentlich be-
einflussen.1

Leerstelle

Zwischen-
gitteratom

Fremdatom

Versetzung

Abbildung 3.3: Gitterfehler in einem Festk¨orper.

Das Masse-Feder-Modell eines Festk¨orpers macht klar, daß ein Festk¨orper nicht als starrer K¨orper be-
trachtet werden kann, sondern durch den Einfluß ¨außerer Kr¨afte und Drehmomente verformt werden
kann (Dehnung, Biegung, Stauchung, Scherung, Torsion). Die ¨außeren Kr¨afte und Drehmomente stehen
dabei im Gleichgewicht mit den inneren Kr¨aften und Drehmomenten zwischen den Gitterbausteinen.
An diesen wirken jetzt elastische R¨uckstellkräfte, da sie aus ihrer Gleichgewichtslage ausgelenkt sind.
Wir werden im folgenden allerdings die mikroskopische Struktur und die Wechselwirkung zwischen den
einzelnen Bauelementen eines Festk¨orpers außer Betracht lassen. Wir werden uns stattdessen nur mit
den makroskopischen Eigenschaften von Festk¨orpern auf einer L¨angenskala, die groß gegen den mittle-
ren Abstand der Atome im Festk¨orper ist, besch¨aftigen. Dabei kann dann der Festk¨orper als elastisches
Kontinuum betrachtet werden. Die Herstellung des Zusammenhangs zwischen den makroskopischen
elastischen Eigenschaften eines Festk¨orpers und den mikroskopischen Bindungseigenschaften bzw. der

1Zum Beispiel wird die Festigkeit und Elastizit¨at von Metallen sehr stark durch die Mirko- und Defektstruktur dieser Ma-
terialien bestimmt. In den Materialwissenschaften versucht man, die Defektstrukturen gezielt zu beeinflussen, um f¨ur Anwen-
dungen gew¨unschte Materialeigenschaften zu erhalten. In Halbleitern bestimmt Fremdatome (Dotieratome) ganz wesentlich
die elektronischen Eigenschaften.
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mikroskopischen Struktur (auch Fehlordnung) von Festk¨orpern ist Thema der Festk¨orperphysik.

Die typischen Massendichten von Festk¨orpern liegen bei� = 1� 10 g/cm3.

Flüssigkeiten

Die Moleküle in Flüssigkeiten haben zwar wie in Festk¨orpern aufgrund der gegenseitigen Wechsel-
wirkung einen festen mittleren Abstand, sie sind aber nicht an eine feste Position gebunden, sondern
können sich in eineridealen Fl̈ussigkeitvöllig frei relativ zueinander bewegen. Fl¨ussigkeiten weisen
deshalb zwar wie Festk¨orper ein festes Volumen aber keine feste Form auf. Man ben¨otigt deshalb bei
Flüssigkeiten nur f¨ur Volumenänderungen nicht aber f¨ur Formveränderungen eine ¨außere Kraft oder
Drehmoment. Die Gestalt einer Fl¨ussigkeit paßt sich z.B. immer der jeweiligen Form des Aufbewah-
rungsgefäßes an. Je nach Art der Fl¨ussigkeit dauert dies aber unterschiedlich lange. So nimmt z.B. Was-
ser die Form eines Gef¨aßes fast augenblicklich an, w¨ahrend dies f¨ur Honig einer längeren Zeitspanne
bedarf. Dies h¨angt mit der unterschiedlichenViskosiẗat (Zähigkeit) vonrealen Fl̈ussigkeitenzusammen,
die ein Maß daf¨ur ist, wie frei sich die Fl¨ussigkeitsmolek¨ule gegeneinander bewegen k¨onnen. Erh¨oht man
die Zähigkeit einer Fl¨ussigkeit immer mehr, so gelangt man schließlich zu einem amorphen Festk¨orper.
DerÜbergang ist dabei kontinuierlich und die Grenze zwischen Fl¨ussigkeiten und amorphen Festk¨orpern
ist nicht scharf festgelegt.

Die typischen Massendichten von Fl¨ussigkeiten sind ¨ahnlich zu denjenigen von Festk¨orpern und liegen
typischerweise zwischen� = 1� 10 g/cm3.

ΣF = 0

ΣF = 0

Abbildung 3.4: Zur Modellvorstellung von Fl¨ussigkeiten.

Gießt man zum Vergleich z.B. Wasser und Zucker in ein Gef¨aß, so bildet sich bei Zucker ein ein ke-
gelförmiges Gebilde, w¨ahren man f¨ur Wasser eine v¨ollig ebene Oberfl¨ache erh¨alt. Die Reibungskr¨afte
zwischen den Zuckerteilchen verhindern, daß sich beim Zucker eine v¨ollig ebene Oberfl¨ache ausbil-
det. Die Tatsache, daß man f¨ur Wasser eine v¨ollig ebene Oberfl¨ache erh¨alt zeigt, daß sich die Wasser-
teilchen völlig frei gegeneinander bewegen k¨onnen m¨ussen. Derselbe Effekt wurde bereits beimNew-
tonschen Eimerversuch (siehe Abschnitt 1.7.3) diskutiert. Bei der Rotation eines Wassereimers um seine
Längsachse stellte sich hier aufgrund der gleichzeitig auf die Wasserteilchen wirkenden SchwerkraftFG
und ZentrifugalkraftFTZ eine parabelf¨ormige Wasseroberfl¨ache ein, da die wirkende Gesamtkraft auf
die frei beweglichen Wasserteilchen senkrecht zur Wasseroberfl¨ache stehen muß.

Diese Experimente mit Wasser zeigen, daß Fl¨ussigkeitsteilchen frei verschiebbar sind. Das Vo-
lumen einer Fl¨ussigkeit ändert sich dagegen unter der Wirkung von ¨außeren Kr¨aften wenig, d.h.
die Flüssigkeitsteilchen haben einen festen Abstand. Man kann mit diesen Erkenntnissen die in
Abb. 3.4 gezeigte Modellvorstellung f¨ur Flüssigkeiten entwickeln. Auf ein Fl¨ussigkeitsteilchen im
Innern einer Fl¨ussigkeit wirkt keine resultierende Kraft, es bewegt sich quasi kr¨aftefrei. An der
Oberfläche dagegen wird das Teilchen aufgrund der fehlenden Kraftkomponenten nach innen gezo-
gen. Um Flüssigkeitsteilchen an die Oberfl¨ache zu holen, muß die Arbeit

R
F � ds geleistet werden.
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Flüssigkeitsteilchen an der Oberfl¨ache besitzen somit eine h¨ohere potentielle Energie, die man alsOber-
flächenenergiebezeichnet. Ohne ¨außere Kr¨afte besitzt die potentielle Energie im stabilen Gleichge-
wichtszustand ein Minimum. Das heißt, die Oberfl¨ache der Fl¨ussigkeit stellt sich so ein, um die Ober-
flächenenergie zu minimieren. D.h.ohneäußere Kr̈afte ist die Oberfl̈ache ein Fl̈ache minimaler poten-
tieller Energie.

Gase

Bei Gasen sind die Kr¨afte zwischen den Molek¨ulen so schwach oder vernachl¨assigbar klein, daß zwi-
schen den Teilchen kein Zusammenhalt mehr besteht (die kinetische Energie ist hier gr¨oßer als die Bin-
dungsenergie). Die einzelnen Molek¨ule bewegen sich also frei im Raum, so daß das Gas jedes beliebige
Volumen einnehmen kann. Die Gasmolek¨ule besitzen entsprechend der Temperatur des Gases eine be-
stimmte mittlere kinetischen Energie und bewegen sich ungeordnet. Bei ihrer Bewegung stoßen die Gas-
moleküle mit anderen Molek¨ulen und mit den W¨anden des Gef¨aßes zusammen. Das Gas ¨ubt dadurch
durch den Impuls¨ubertrag auf die Wand einen Druck aus. Bei Zimmertemperatur und Normaldruck
macht ein einzelnes Molek¨ul etwa1010 Stöße pro Sekunde.

Zur Beschreibung vieler Eigenschaften von Gasen kann man die schwache Wechselwirkung der einzel-
nen Gasmolek¨ule völlig vernachlässigen. Dies ist insbesondere bei stark verd¨unnten Gasen (d.h. Gasen
bei geringem Druck) der Fall. In dieser N¨aherung spricht man von einemidealen Gas. Berücksichtigt
man die zwischenmolekularen Kr¨afte, so nennt man das Gas einreales Gas. Viele Verhaltensweisen von
Gasen sind gerade eine Folge dieser nichtverschwindenden Wechselwirkungskr¨afte.

Bei Normaldruck und Normaltemperatur sind die Gasdichten etwa drei Gr¨oßenordnungen kleiner als die
von Flüssigkeiten und Festk¨orpern und betragen typischerweise 1 kg/m3 oder 1 g/Liter.

Gegenüberstellung der Characterika von Festk̈orpern, Flüssigkeiten und Gasen

Festkörper Flüssigkeiten Gase

Wechselwirkung stark schwach sehr schwach
Volumen fest fest variabel
Gestalt fest variabel variabel
Kompressibilität klein mittel groß
�V=V0 für�p = 1 bar etwa10�6 etwa10�5 etwa 0.5

Tabelle 3.1: Gegen¨uberstellung der charakteristischen Eigenschaften von Festk¨orpern, Flüssigkeiten und
Gasen.
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3.2 Elastomechanik von Festk̈orpern

3.2.1 Spannung und Dehnung

Spannung

Die äußeren Kr¨afte, die auf einen Festk¨orper wirken, können in sogenannteMassenkräfte, die propor-
tional zur Masse des K¨orpers sind (z.B. Gravitationskraft oder Tr¨agheitskraft) und in sogenannteOber-
flächenkr̈afteunterteilt werden. Letztere greifen nur an der Oberfl¨ache des Festk¨orpers an. Im folgenden
soll nur die Deformation von Festk¨orpern aufgrund solcher Oberfl¨achenkräfte diskutiert werden. Die
Massenkr¨afte werden nicht ber¨ucksichtigt.
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Abbildung 3.5: Zur Veranschaulichung der verschiedenen Komponenten des Spannungstensors. Der
erste Index der Spannungskomponente gibt die Fl¨ache an, an der die Kraft angreift, der zweite Index die
Richtung der Kraft.

Da die Oberflächenkräfte an Flächen angreifen, f¨uhrt man den Begriff der Spannung� ein:

Spannung :=
Kraft

Fl�ache

� :=
F

A
: (3.2.1)

Wie in Abb. 3.5 gezeigt ist, k¨onnen die angreifenden Kr¨afte normal oder tangential zu einer Fl¨ache
wirken. Man unterscheidet deshalb zwischenNormalspannungen�n und Tangential-oderSchubspan-
nungen�t:

Normalspannungspannung �n :=
Normalkraft Fn

Fl�ache A

Tangentialspannungspannung �t :=
Tangentialkraft Ft

Fl�ache A
: (3.2.2)

Es geht aus Abb. 3.5 hervor, daß es insgesamt 9 Spannungskomponenten gibt, und zwar 3 Normal-
spannungen (�xx, �yy und �zz) und 6 Schubspannungen (�xy, �yx, �yz, �zy, �xz und �zx). Die 9
Spannungskomponenten bilden den Spannungstensor

~� =

0
@ �xx �xy �xz

�yx �yy �yz
�zx �zy �zz

1
A : (3.2.3)
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Man kann allerdings zeigen, daß�ik = ��ki gilt, so daß es nur insgesamt 6 unabh¨angige Komponenten
gibt.2 Je nach Richtung der angreifenden Normalkraft spricht man von einerZug- oder Druckspan-
nung. Die resultierende Verformung des Festk¨orpers ist eineDehnungoderStauchung. Die angreifen-
den Schubspannungen f¨uhren zur einerScherungoderTorsiondes Festk¨orpers. Diese Verformungen sind
in Abb. 3.6 veranschaulicht. Bei gleichzeitig an einem K¨orper angreifender Zug- und Druchspannung
kommt es zu einerVerbiegung.

Fn Ft FtFn

Stauchung Dehnung Scherung Torsion Biegung

Fn

Abbildung 3.6: Zu den bei einem K¨orper unter der Einwirkung einer Spannung auftretenden Verformun-
gen.

Die Einheit der Spannung ergibt sich aus der Definitionsgleichung zu3

[�] = 1
N

m2
:= 1Pascal = 1Pa = 10�5bar : (3.2.4)

Hohe Spannungen k¨onnen sehr einfach dadurch realisiert werden, indem man eine Kraft auf eine sehr
kleine Fläche wirken läßt. Drückt man z.B. auf eine Reißzwecke mit einer Kraft von nur 10 N, so
erzeugt man dadurch wegen der kleinen Fl¨ache der Spitze der Reißzwecke von etwaA = 10�9 m2 eine
Druckspannung von� = F=A = 1010 N/m2 oder105 bar.

Dehnung

Nach der oben erfolgten Definition der Spannung muß jetzt die resultierende Verformung des K¨orpers
beschrieben werden. Dies kann sehr anschaulich an einem eindimensionalen K¨orper diskutiert werden.
Aufgrund der wirksamen Spannung ver¨andert der K¨orper seine urspr¨ungliche Längel0 um�l und der
Grad der durch die Spannung hervorgerufenen Verformung kann durch die relative L¨angenänderung
�l=l0 beschrieben werden. Man kann somit die Verzerrung oder Dehnung

� :=
�l

l0
(3.2.5)

2Dies folgt aus der Bedingung, daß die Schubspannungen keine Translationsbewegung und keine Rotation des Festk¨orpers
hervorrufen d¨urfen.

3Die früher häufig verwendeten Einheiten 1 at = 1 kp/cm2 = 9:80665 � 104 Pa (technische Atmosph¨are) und 1 atm =
760 Torr = Normaldruck = 101 325 Pa (physikalische Atmosph¨are) dürfen heute nicht mehr verwendet werden.
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einführen, die die Verformung eines K¨orpers aufgrund einer Verspannung beschreibt.

Für einen dreidimensionalen Festk¨orper ist die Dehnung kein Skalar, sondern wird durch den Dehnungs-
tensor

~� =

0
@ �xx �xy �xz

�yx �yy �yz
�zx �zy �zz

1
A (3.2.6)

beschrieben, der wie der Spannungstensor~� auch nur 6 unabh¨angige Komponenten besitzt.

Nach der erfolgten Definition der Spannung und Dehnung muß jetzt der Zusammenhang zwischen einer
wirksamen Spannung und der daraus resultierenden Verformung eines Festk¨orpers diskutiert werden.
Glücklicherweise besteht f¨ur kleine Spannungen ein linearer Zusammenhang zwischen Spannung und
Dehnung. Die Verformung des K¨orpers ist zudem bei kleinen Spannungen meistens elastisch, d.h. nach
Wegnahme der Spannung geht der K¨orper wieder in seine Ausgangsform zur¨uck. In diesem Fall l¨aßt sich
der Zusammenhang zwischen Spannung� und Dehnung� durch einHookesches Gesetz beschreiben.
Für einen eindimensionalen Festk¨orper ergibt sich

� = C � : (3.2.7)

Die KonstanteC wird alsElastiziẗatsmodulbezeichnet. F¨ur einen dreidimensionalen Festk¨orper ergibt
sich der allgemeine Zusammenhang zwischen den Komponenten des Spannungs- und Dehnungstensors
zu

�ij =
X
k;l

Cijkl �kl : (3.2.8)

Der Elastizitätsmodul ist hierbei ein Tensor 4. Stufe mit insgesamt 81 unabh¨angigen Komponenten.
Die Zahl der unabh¨angigen Komponenten erniedrigt sich allerdings drastisch aufgrund der Symmetrie-
eigenschaften von Festk¨orpern. Für einen isotropen Festk¨orper verbleiben z.B. nur noch 3 unabh¨angige
Komponenten. In der Technik benutzt man dagegen auch f¨ur isotrope Medien ¨ublicherweise folgende 4
Materialkonstanten zur Beschreibung der elastischen Eigenschaften:

� ElastizitätsmodulE

� Poisson- oder Querzahl�

� KompressionsmodulK

� Schub-, Scher- oder TorsionsmodulG

Dabei bestehen f¨ur isotrope Medien zwischen den MaterialparameternE, �, K undG Beziehungen,
da man nur 3 unabh¨angige Materialkonstanten ben¨otigt, um die elastischen Eigenschaften zu beschrei-
ben. Die Bedeutung der einzelnen Konstanten soll in den folgenden Abschnitten f¨ur einen isotropen
Festkörper erläutert werden. F¨ur isotrope Festk¨orper sind die Materialparameter richtungsunabh¨angige
Skalare, wodurch die Diskussion erheblich vereinfacht wird. F¨ur anisotrope Materialien muß man mit
Tensoren hantieren, was hier aus Gr¨unden der Einfachheit und derÜbersichtlichkeit nicht getan werden
soll.
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3.2.2 Elastiziẗatsmodul

Wirkt, wie in Abb. 3.7 gezeigt ist, eine Normalspannung�n auf einen Körper, soändert der K¨orper
aufgrund dieser Spannung seine L¨ange in Richtung der wirksamen Spannung (Dehnung oder Stauchung).
Der Zusammenhang zwischen der relativen L¨angenänderung� = �l=l0 und Normalspannung�n =
Fn=A ist im Hookeschen Bereich durch

�n = E � (3.2.9)

gegeben. Die Proportionanlit¨atskonstanteE nennt manElastiziẗatsmodul. Die Einheit vonE ist 1 N/m2.
Da die Längenänderung ¨ublicherweise in Richtung der wirksamen Spannung erfolgt, istE positiv.

�0�0+∆�

d0

d0-∆d

Fn

Abbildung 3.7: Zur Verformung eines Festk¨orpers unter der Einwirkung einer Normalspannung.

3.2.3 Poisson- oder Querzahl

Unter der Wirkung einer Normalspannung ¨andert sich nicht nur, wie in Abb. 3.7 gezeigt ist, die Aus-
dehnung des K¨orpers in Richtung der wirksamen Normalspannung�n, sondern auch quer zu dieser.
Der Zusammenhang zwischen relativer L¨angenänderung�l=l0 in Richtung der Spannung und relativer
Änderung�d=d0 quer zu dieser gibt diePoisson-oderQuerzahl� an:

�d

d0
= ��

�l

l0
: (3.2.10)

Bei den bisher betrachteten Deformationen unter der Wirkung einer Normalspannung ist die auftretende
Verformung in den meisten F¨allen auch mit einer Volumen¨anderung verbunden. Das heißt, unter der Wir-
kung der Normalspannung erh¨alt man weder eine reine Form¨anderung unter Beibehaltung des Volumes
(Formelastiziẗat) noch eine reine Volumen¨anderung unter Beibehaltung der Form (Volumenelastizität).
Wir werden weiter unten mit der Scherung bzw. der Kompression Deformationsprozesse kennen ler-
nen, bei denen dieFormelastiziẗat bzw. dieVolumenelastizität gewährleistet ist (siehe Abschnitt 3.2.4
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und 3.2.5). Bei Vorliegen reiner Formelastizit¨at müssen�d=d0 und�l=l0 unterschiedliche Vorzeichen
besitzen, da das Volumen erhalten werden muß. Die Poisson- oder Querzahl muß deshalb eine positive
Zahl sein. In den meisten F¨allen wird bei nicht rein formelastischen Prozessen das Volumen bei Vor-
liegen einer Druckspannung kleiner und bei Vorliegen einer Zugspannung gr¨oßer. Nach Gl.(3.2.10 ist
deshalb� auch in diesen F¨allen immer eine positive Zahl.

.

Querkontraktion von Gummi:

Über einen Gummischlauch wird ein zunächst festsitzender Metallring gezogen. Danach
wird der Gummischlauch in Längsrichtung gedehnt. Die mit dieser Dehnung verbundene
Querkontraktion führt zu einer Verkleinerung des Querschnittes des Gummischlauchs. Da-
durch kann sich der zunächst festsitzende Gummiring entlang des Schlauches frei bewe-
gen.

3.2.4 Schub-, Scher- oder Gleitmodul

Wir betrachten jetzt einen K¨orper, an dessen Oberfl¨ache ein Kraft in tangentialer Richtung angreift. Man
erhält dadurch eineScherungoderSchubdeformationdes Körpers (siehe Abb. 3.8a). Das Volumen des
Körpers bleibt bei dieser Verformung erhalten, weshalb man es hier auch mit einer reinen Formelastizit¨at
zu tun hat. Den Zusammenhang zwischen der Schubspannung�t und dem Scherwinkel� gibt derSchub-
oderTorsionsmodulG an:

�t = G � : (3.2.11)

Die Einheit des Schub- oder Torsionsmoduls ist 1 N/m2.

α
Ft

Ft

Ft

2R

L

ϕ

α

(a) (c)(b)

Abbildung 3.8: Zur Verformung eines Festk¨orpers unter der Einwirkung einer Tangentialspannung: (a)
Scherung, (b) Drillung, (c) Darstellung der Torsion als Scherung.

Ein Sonderfall der Scherung ist dieTorsion oder Drillung (siehe Abb. 3.8b). Sie tritt auf, wenn ein
Körper (z.B. ein Stab) an einem Ende festgehalten wird und am anderen Ende gedreht wird. Die Ursache
für eine Torsion ist ein ¨außeres DrehmomentT . Den Zusammenhang zwischen Scherung und Torsion
kann man sich verdeutlichen, wenn man sich den K¨orper (z.B. Zylinder in Stab in Abb. 3.8c) in viele
kleine Quader zerlegt denkt, die bei einer Torsion alle eine Scherung erleiden.

Anhand von Abb. 3.8c l¨aßt sich der Torsionsmodul eines Zylinders mit RadiusR und LängeL berechnen.
Dazu betrachtet man zun¨achst den in Abb. 3.8c gezeigten Hohlzylinder mit Wandst¨arkedr. Eine am



256 R. GROSS UNDA. M ARX Kapitel 3: Mechanik deformierbarer K¨orper

unteren Ende des Hohlzylinders tangential angreifende KraftdF verdrillt den Zylinder um den Winkel
'. Ein ursprünglich parallel zur Zylinderachse verlaufender Zylinderteil wird dadurch um den Winkel
� = r'=L verkippt. Nach demHookeschen Gesetz muß nun die am unteren Querschnitt des Zylinders
angreifende Schubspannung dem Drillwinkel proportional sein. Da die Querschittsfl¨achedA = 2�rdr
ist, wird die Schubspannung

�t =
dF

dA
=

dF

2�rdr
(3.2.12)

und man erh¨alt mit

�t = G� = Gr'=L (3.2.13)

den Ausdruck

dF = G2�r2dr
'

L
(3.2.14)

und durch Multiplikation mit dem Abstandr von der Drehachse das DrehmomentdT

dT = dF r =
2�'

L
Gr3dr : (3.2.15)

Geht man nun wieder zu einem Vollzylinder ¨uber, den man sich aus einzelnen Hohlzylindern zusammen-
gesetzt denkt, so kann man das gesamte Drehmoment durch Integration zu

T =
2�'

L
G

Z R

0

r3dr =
�

2

'

L
GR4 (3.2.16)

darstellen. Daraus ergibt sich f¨ur den Torsionsmodul

G =
2

�

L

'R4
T : (3.2.17)

Man kann leicht zeigen, daß bei einem hohlen Stab gleicher L¨ange und gleicher Massenbelegung bei
gleichemäußeren Drehmoment ein kleinerer Torsionswinkel auftritt. Deshalb sind die Knochen von
Tieren und Menschen h¨aufig als R¨ohrenknochen ausgebildet, um bei vorgegebener Masse eine m¨oglichst
hohe Stabilität zu erzielen.

Es sei abschließend darauf hingewiesen, daß zwischen Elastizit¨atsmodul, Poisson-Zahl und Schermodul
bei isotropen Festk¨orpern folgender Zusammenhang besteht, der hier ohne Beweis angegeben wird:

G =
E

2(1 + �)
: (3.2.18)
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Dieser Zusammenhang beruht auf der Tatsache, daß der Elastizit¨atstensor, der die elastischen Eigenschaf-
ten eines isotropen Festk¨orpers beschreibt, nur 3 unabh¨angige Komponenten besitzt. Deshalb k¨onnen die
in der Technik benutzen 4 elastischen Konstanten nicht vollkommen unabh¨angig voneinander sein.

.

Bestimmung des Torsionsmoduls aus Drehschwingungen:

Man kann Gl.(3.2.17) umformen und erhält durch Auflösen nach dem Drehmonent

T = G
�

2

R4

L
' = T ?r ' : (3.2.19)

Diese Gleichung entspricht Gl.(2.3.47) für das elastische Rückstellmoment eines starren
Körpers. Man kann deshalb T ?r als Direktionsmoment auffassen. Verdrillt man einen Körper
und läßt ihn dann los, so erhält man eine harmonische Drehschwingung mit der Schwin-
gungsperiode T = 2�

p
I=T ?r . Will man z.B. das Torsionsmoment eines Stabes bestimmen,

so kann man an diesen Stab eine große Masse mit bekanntem Massenträgheitsmoment I
ankoppeln und die Anordnung in eine Drehschwingung versetzen. Durch Messung von T

kann mit den bekannten Größen I , L und R das Torsionsmodul G bestimmt werden.

3.2.5 Kompressionsmodul

Wir betrachten jetzt einen Festk¨orper von beliebiger Gestalt, auf dessen Oberfl¨ache eine ¨uberall konstante
Normalspannung wirken m¨oge (siehe Abb. 3.9). Unter der Wirkung dieser Normalspannung wird sich
das Volumen des K¨orpersändern. Der Zusammenhang zwischen der wirksamen Normalspannung�n
und der relativen Volumen¨anderung wird durch denKompressionsmodulK gegeben:

�n = �K
�V

V0
: (3.2.20)

Eine positive (Druck-) bzw. negative (Zug-) Spannung f¨uhrt üblicherweise zu einer Verkleinerung bzw.
Vergrößerung des Volumens. Der KompressionsmodulK ist somit positiv und besitzt die Einheit 1 N/m2.

Fn

V0-∆V

V0

Abbildung 3.9: Zur Verformung eines Festk¨orpers unter der Einwirkung einer konstanten Normalspan-
nung auf jedem Oberfl¨achenelement.

Die Volumenänderung erfolgt ¨uber eineÄnderung des Abstandes der Atome des Festk¨orpers. Hierfür
sind große Kr¨afte notwendig, weshalbK für die meisten Materialien große Zahlenwerte annimmt.
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Für isotrope Festk¨orper ergibt sich wiederum ein Zusammenhang zwischen dem Kompressionsmodul
K, dem ElastizitätsmodulE und der Poisson-Zahl�, der hier wiederum ohne Beweis angegeben wird4

K =
E

3(1� 2�)
: (3.2.21)

DaK, E und� üblicherweise positiv sind, kann der Wert f¨ur die Poisson-Zahl nur im Bereich0 � � �
0:5 liegen. Man erkennt außerdem, daß f¨ur � = 0:5 der Kompressionsmodul unendlich groß wird. Man
spricht dann von eineminkompressiblenFestkörper.

3.2.6 Biegung

Bei einer Biegung treten Stauchung und Dehnung an einem Festk¨orper gleichzeitig auf. L¨aßt man z.B.
auf einen an einem Ende fest eingespannten Balken (rechteckf¨ormiger Querschnitt) der L¨angeL, Breite
b und Höhed eine Kraft senkrecht zur Balkenrichtung wirken, so wird der Balken gebogen. Die Sen-
kungs des freien Endes des Balken nennt man dabeiBiegungspfeil. Durch den Biegeprozeß werden die
Ober- und Unterfl¨ache des vorher geradlinigen Balkens zu konzentrischen Kreisb¨ogen deformiert (siehe
Abb. 3.10), wobei die Stirnfl¨ache des Balkens eine Neigung um den Winkel' gegen¨uber der Ausgangs-
lage erfährt. Das obere Kreisbogenst¨uck ist länger, das untere k¨urzer als die urspr¨ungliche Balkenl¨ange.
Das heißt, die Oberseite des Stabes wird gedehnt (es tritt hier eine Zugspannung auf), w¨ahrend die Un-
terseite gestaucht wird (hier tritt eine Druckspannung auf). Im Zentrum des Balkens hat der Balken seine
ursprüngliche Länge beibehalten. Hier tritt keine Spannung auf und man nennt diesen Teil dieneutrale
Faser.

Fn

s

ϕL

d

Fn

s

L

z

yx

Abbildung 3.10: Zur Durchbiegung eines Balkens.

Aufgrund der auftretenden Druck- und Zugspannungen ist klar, daß der Elastizit¨atsmodul maßgeblich die
Größe des Biegungspfeiles bestimmt. Ferner sollte imHookeschen Bereich der Biegepfeil proportional
zur angreifenden KraftFn sein. Die genaue Analyse ergibt f¨ur einen einseitig eingespannten Balken

s =
4FnL

3

Ebd3
(3.2.22)

4Zu einer Ableitung des Zusammenhangs berechne man die Volumen¨anderung eines W¨urfels durch die Wirkung einer
Normalspannung und ber¨ucksichtige, daß die Kanten des W¨urfels bei Wirken der Normalspannung(L+�n=E), (L���n=E)
und(L� ��n=E) betragen.
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und für einen an beiden Enden unterst¨utzten Balken

s =
FnL

3

4Ebd3
: (3.2.23)

Offensichtlich trägt die Höhed des Balkens wesentlich st¨arker zur Biegefestgkeit bei als die Balkenbreite
b. Dies nutzt man in der Technik aus. Hier werden sogenannteT - oder Doppel-T -Träger verwendet,
die bei gleicher Masse eine wesentlich h¨ohere Biegefestigkeit aufweisen als ein massiver Balken mit
rechteckförmigem Querschnitt.

Im Zusammenhang mit der Biegefestigkeit f¨uhrt man den Begriff des geometrischen oder
Flächentr̈agheitsmomentsein. Man versteht darunter, in Analogie zum Massentr¨agheitsmomentI =R
r2dm das IntegralJ =

R
r2dA. Es hat also die Dimension m4. Für einen rechteckigen Querschnitt

(Dicked und Breiteb) erhält man z.B.

Jy = 2

Z d=2

0

z2 bdz =
bd3

12
; (3.2.24)

womit Gl.(3.2.22) als

s =
FnL

3

3EJy
(3.2.25)

ausgedr¨uckt werden kann. Bei Biegebeanspruchungen wird aus Gr¨unden der Materialersparnis der Quer-
schnittA so gewählt, daß bei gleichem Fl¨achenträgheitsmomentJ die FlächeA möglichst klein wird.
Vergleicht man z.B. einen Balken mit quadratischem Querschnitt mit einem Rohr oder Doppel-T-Tr¨ager,
so findet man bei gleichemJ für den Doppel-T-Tr¨ager eine Materialsersparnis von 61% und f¨ur das Rohr
von sogar 75%.

.

Biegung von Glasstab:

Die aufgrund der elastischen Deformation erzeugten Spannungen im Inneren eines durch-
gebogenen Glasstabes lassen sich sichtbar machen. Anisotrope Festkörper zeigen die Er-
scheinung der Doppelbrechung des Lichtes. Glas ist normalerweise isotrop, wird aber unter
dem Einfluß äußerer Kräfte anisotrop.
Bringt man einen ungebogenen Glasstab zwischen zwei gekreuzte Polarisatoren, so läßt die
Anordnung zunächst kein Licht durch. Biegt man den Stab, so wird aufgrund der erzeug-
ten inneren Spannungen das Glas anisotrop. Durch die damit verbundene Doppelbrechung
gelangt durch das zweite Prisma wieder Licht. Die einzelnen Spannungsschichten des ge-
bogenen Glasstabes werden unterschiedlich hell sichtbar. Dieses Verfahren wird häufig zur
Materialprüfung von durchsichtigen Festkörpern eingesetzt.

3.2.7 Plastische Deformation

Beim Einwirken äußerer Kr¨afte oder Drehmomente treten bei einem Festk¨orper Form- und Volu-
menänderungen auf. Wir haben bisher angenommen, daß diese Ver¨anderungenelastischsein sollten, d.h.
daß der K¨orper nach Verschwinden der ¨außeren Kr¨afte und Drehmomente wieder seine urspr¨ungliche
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Gestalt annimmt. Wir hatten ferner angenommen, daß der Zusammenhang zwischen Spannung und
Dehnung linear sein sollte (Hookescher Bereich). Diese Annahmen sind nur f¨ur kleine Spannungen
richtig. Wird jedoch eine materialspezifische Elastizit¨atsgrenze ¨uberschritten, so lagern sich die Atome
in einem Festk¨orper um und es stellt sich eine neue Gleichgewichtslage in einer neuen Konfiguration
ein. Die verursachten Formver¨anderungen gehen dann nach Verschwinden der ¨außeren Kraft nicht mehr
zurück. Eine solche Verformung nennt manplastische Deformation.

Die Vorgänge, die oberhalb der Elastizit¨atsgrenze in einem Festk¨orper ablaufen, sind ¨außerst kompliziert
und zudem stark materialabh¨angig. Man behilft sich deshalb mit einem einfachenSpannungs-Dehnungs-
Diagramm (siehe Abb. 3.11a), um diese Vorg¨ange qualitativ zu diskutieren. F¨ur kleine Spannungen
nimmt die Dehnung zun¨achst linear mit der Spannung zu (Hookescher Bereich). NacḧUberschreiten
desHookeschen Bereichs beiH flacht das Spannungs-Dehnung-Diagramm ab (d.h. mit kleineren Span-
nungsänderungen werden gr¨oßerer Verzerrungen erreicht) und man erreicht die Elastizit¨atsgrenze, die
allerdings nicht scharf definiert ist. Bei weiterer Vergr¨oßerung kommt man beiF (Fließgrenze) in den
sogenanntenFließbereich, in dem der Festk¨orperähnlich zu einer z¨ahen Flüssigkeit zu fliessen anf¨angt.
Das Spannungs-Dehnung-Diagramm verl¨auft hier fast horizontal. Ab PunktC kommt es dann mit stei-
gender Spannung wieder zu einer Verfestigung, wodurch das Spannungs-Dehnungs-Diagramm wieder
steiler wird. NachÜberschreiten des PunktesB kommt es zu einer starken Querschnittsverminderung,
wodurch das Spannungs-Dehnungs-Diagramm eine negative Steigung erh¨alt. Schließlich erreicht man
beiZ dieZerreiß-oderBruchspannung. Die dabei erreichte relative Dehnung nennt manBruchdehnung.
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Abbildung 3.11: (a) Spannungs-Dehnungs-Diagramm:H – Ende desHookeschen Bereichs,F – Fließ-
grenze,C bisB – Verfestigungsbereich,Z – Zerreiß- oder Bruchpunkt. (b) Hysteretisches Spannungs-
Dehnungs-Diagramm aufgrund einer elastischen Nachwirkung.

In der Technik gibt dieZugfestigkeit�B eines Materials die im PunktB erreichte maximale Spannung an.
Als Einheit wird immer noch h¨aufig die im SI-System nicht mehr erlaubte Einheit 1 kp/mm2 verwendet.

Elastische Nachwirkung

Durchläuft man ein Spannungs-Dehnung-Diagramm in entgegengesetzte Spannungsrichtungen peri-
odisch, so stellt sich die Frage, ob die Dehnung der vorgegebenen Spannung instantan folgen kann.
Dies ist je nach Material ab einer bestimmtenÄnderungsgeschwindigkeit der Spannung nicht mehr
der Fall. Das heißt, die Dehnung stellt sich erst nach einer gewissen Zeitverz¨ogerung ein. Diesen
Effekt nennt manelastische Nachwirkungoderelastische Hysterese. Während diese Zeitverz¨ogerung
bei Metallen sehr klein ist, kann sie bei Gummi oder Kunststoffen betr¨achtlich sein. Durchf¨ahrt man
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das Spannungs-Dehnung-Diagramm imHookeschen Bereich gen¨ugend schnell, so erh¨alt man die in
Abb. 3.11b gezeigte Hysteresekurve. Beim Durchlaufen der Hysteresekurve muß man die Volumenar-
beit

R
�d� (Flächeninhalt der Hystereskurve) verrichten. Diese Arbeit f¨uhrt z.B. bei einem Autoreifen

(hier wird sie alsWalkarbeitbezeichnet) zu einer Erw¨armung des Reifens.

3.2.8 Materialparameter

Material E G K � �B

Al, rein, weich 72 27 75 0.0034 0.013
Duraluminium 77 27 75 0.0034 0.5
�-Eisen 218 84 172 0.0028 0.1
V2A-Stahl (Cr, Ni) 195 80 170 0.0028 0.7
CrV-Federstahl 212 80 170 0.0028 1.55
Cu, weich 120 40 140 0.0035 0.2
Pb 17 60 42.5 0.0044 0.014
Au 81 28 180 0.0042 0.14
Si 100 34 320 0.0045 —
Quarzglas 76 33 38 0.0017 0.090
Beryllium-Bronze 118 — — — 3.65
Nylon etwa 10 — — — 0.2 - 0.6
Holz (Buche, längs) 15 — — — bis 0.6

Tabelle 3.2: Elastizit¨atsmodulE, TorsionsmodulG, KompressionsmodulK, Poisson-Zahl� und Zug-
bzw. Druckfestigkeit�B einiger Materialien in GPa.
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3.3 Hydro- und Aerostatik

3.3.1 Kompression von Fl ¨ussigkeiten

Im Gegensatz zu einem Festk¨orper nimmt eine Fl¨ussigkeit jede beliebige Form an (vergleiche Ab-
schnitt 3.1). Da die Fl¨ussigkeitsteilchen keine feste Lage haben und frei gegeneinander beweglich
sind, setzen Fl¨ussigkeiten weder einer Zug noch einer Schubspannung einen Widerstand entgegen. Das
heißt,Flüssigkeiten haben keine Formelastizität, man kann sie weder dehnen noch scheren. Als einzig
mögliche Deformation bleibt dieVolumendeformation. Genauso wie bei Festk¨orpern gilt

�n = �K
�V

V0
: (3.3.1)

Bei Flüssigkeiten wird meistens statt der Normalspannung�n derDruck p

p := �n =
Fn
A

(3.3.2)

verwendet. So kann man z.B. Fl¨ussigkeiten ¨uber einen Stempel komprimieren, wobei der Druckp durch
den Quotienten aus der KraftFn senkrecht zur Stempelfl¨ache und der Stempelfl¨acheA gegeben ist.

Je größerK ist, desto gr¨oßer ist der Druck, der notwendig ist, um das Volumen um einen bestimmten
Prozentsatz zu ver¨andern. Die Kompressionmodule von Fl¨ussigkeiten sind im allgemeinen kleiner als
die von Festk¨orpern, reichen aber teilweise an diejenigen von Festk¨orpern heran: Wasser:K = 2GPa;
Benzol:K = 1GPa, zum Vergleich Kupfer:K = 140GPa.

.

Kompression von Wasser mit Gewehrkugel:

Schießt man eine Gewehrkugel auf eine mit Luft gefüllte Kiste, so dringt das Geschoß durch
beide Seitenwände der Kiste, ohne die Kiste sonst zu beschädigen. Ist die Kiste dage-
gen mit Wasser gefüllt, so wird sie völlig zerrissen. Die kleine Volumenänderung durch
die Gewehrkugel bewirkt im Wasser eine so starke Kompression, daß die Wände der Kiste
unter der Wirkung des damit verbundenen Druckes p = �K �V

V0
auseinanderfliegen. Für

VKugel = 0:1 cm3 und VKiste = 1000cm3 erhält man

p = �K
�V

V0
= 2� 109Pa � 104 = 2� 105 Pa = 2 bar : (3.3.3)

Das entspricht einer Kraft von etwa F = 4000N auf die Innenwände der Kiste.

3.3.2 Stempeldruck

Wir betrachten zun¨achst eine Fl¨ussigkeit, die nicht der Schwerkraft unterworfen ist.Übt man durch einen
Stempel mit der Fl¨acheA eine KraftF auf eine solche Fl¨ussigkeit in einem abgeschlossenen Beh¨alter
aus, so beobachtet man im gesamten Beh¨alter, d.h. an jeder Stelle der Oberfl¨ache und im Inneren der
Flüssigkeit den gleichen Druck, denStempeldruckp = F=A.

Am einfachsten l¨aßt sich dieser Sachverhalt zeigen, wenn man den in Abb. 3.12 gezeigten speziellen
Körper betrachtet. Der in dieser Abbildung gezeigte Keil sei ringsum von einer Fl¨ussigkeit umgeben.
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Abbildung 3.12: Zum Stempeldruck auf unterschiedliche Fl¨achen.

Da es sich um ein statisches Problem handelt, muß die Summe aller auf den K¨orper einwirkenden Kr¨afte
verschwinden. W¨are dies nicht der Fall, so w¨urde sich der Keil in eine bestimmte Richtung bewegen.
Das heißt, alle horizontalen und alle vertikalen Kr¨afte müssen sich gegenseitig kompensieren. F¨ur die
vertikalen Kräfte folgt damit

F1 = 2F2 sin� : (3.3.4)

Für den Winkel� erhält man mit der Breiteb des Keils

sin� =
l1
2l2

=
l1b

2l2b
=

A1

2A2
: (3.3.5)

Daraus ergibt sich

F1
A1

= p1 =
F2
A2

= p2 ; (3.3.6)

d.h. der Druck auf die verschiedenen Fl¨achen ist gleich. Diese Gesetzm¨aßigkeit wird in der Technik bei
der hydraulischen Presseeingesetzt (siehe Abb. 3.13). Dabei sind zwei Zylinder mit unterschiedlichen
Querschnittsfl¨achenA1 undA2 über ein Rohr miteinander verbunden. Die Zylinder und das Rohr sind
mit einer Flüssigkeit gef¨ullt (Wasser,Öl) und die Zylinder werden mit passenden Kolben ohne Luftein-
schluß verschlossen. Am Kolben des Zylinders mit kleinerer Querschnittsfl¨acheA1 greife die KraftF1
an. Dann gilt

F2 = pA2 =
F1A2

A1
: (3.3.7)

Man erkennt, daß sich durch Vergr¨oßerung des Fl¨achenverh¨altnissesA2=A1 sehr große Kr¨afte am Kolben
2 erzielen lassen.

Der Energiesatz wird hierbei nat¨urlich nicht verletzt. Die an Kolben 1 verrichtete Arbeit betr¨agt

�W1 = F1 �s1 = F1
�V1
A1

= p1�V1 ; (3.3.8)
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Abbildung 3.13: Hydraulische Presse.

wobei�s1 der von Kolben 1 zur¨uckgelegte Weg ist. Von Kolben 2 wird die Arbeit

�W2 = F2 �s2 = F2
�V2
A2

= p2�V2 ; (3.3.9)

geleistet. Setzt man Inkompressibilit¨at der Flüssigkeit an, so ist�V1 = �V2 und wegenp1 = p2 auch
�W1 = �W2.

3.3.3 Schweredruck, hydrostatischer Druck

In diesem Abschnitt soll eine Fl¨ussigkeit im Schwerefeld betrachtet werden, auf die sonst aber keine
weiteren Kräfte wirken. Durch ihr Gewicht ¨ubt die Flüssigkeit einen Schweredruck auf die tieferen
Schichten und den Gef¨aßboden aus (siehe Abb. 3.14a). Mit der Dichte� der Flüssigkeit, dem Querschnitt
A des Gefäßbodens und der Erdbeschleunigungg erhält man das Gewicht der Fl¨ussigkeits¨aule der H¨ohe
h zu

FG = mg = Ah� g : (3.3.10)

Mit p = FG=A ergint sich derSchweredruckder Flüssigkeit oder derhydrostatische Druckzu

p = h � g ; (3.3.11)

wenn man annimmt, daß der Druck ¨uber der Fl¨ussigkeitsoberfl¨ache Null ist. Der durch die Schwere
hervorgerufene hydrostatische Druck in einer Fl¨ussigkeit hängt nur von der H¨ohe und der Dichte der
Flüssigkeit ab, nicht aber von der Form des Gef¨aßes. Das heißt, der Bodendruck in den in Abb. 3.14b
gezeigten Gef¨aßen ist genau gleich, obwohl die Mengen und damit die Gewichte der Fl¨ussigkeiten in
den einzelnen Gef¨aßen verschieden sind (hydrostatisches Paradoxon, Stevin: 1587,Pascal: 1660).

In den in Abb. 3.14b skizzierten Gef¨aßen herrscht bei gleicher H¨ohe des Fl¨ussigkeitsspiegels in derselben
Tiefe jeweils derselbe Druck, Bringt man z.B. in einem Gef¨aß eine Zwischenwand ein, so ¨andert sich
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Abbildung 3.14: (a) Zum hydrostatischen Druck. (b) Zur Formunabh¨angigkeit des hydrostatischen
Druckes (hydrostatisches Paradoxon).

am Druck nichts. Da sich dann das Wasser in zwei v¨ollig getrennten Teilr¨aumen befindet, kann man die
Teilräume auch einzeln betrachten. Bei den geteilten Gef¨aßenübernehmen die W¨ande den Druck, den
vorher die entfernte Fl¨ussigkeitsmenge auf die Zwischenwand ausge¨ubt hat. Durch diese Kr¨afte erleidet
der Bodendruck keinëAnderung.

Verbindet man verschiedenen Gef¨aße mit einem Rohrsystem (kommunizierende R¨ohren), so verh¨alt sich
die Flüssigkeit in diesem System so, daß der Fl¨ussigkeitsspiegel in allen Gef¨aßen gleich hoch ist (siehe
Abb. 3.15a). Dies folgt sofort aus dem Ausdruck f¨ur den hydrostatischen Druck. Falls eine unterschied-
liche Flüssigkeitsh¨ohe in verschiedenden Teilen des Gef¨aßsystems vorliegen w¨urde, so w¨urde die aus der
Differenz des hydrostatischen Drucks resultierende Kraft zu einer Umverteilung der Fl¨ussigkeit führen,
bis der Flüssigkeitsspiegel in allen Teilgef¨aßenübereinstimmt.

h=const

h

(a) (b)

Abbildung 3.15: (a) Zum Fl¨ussigkeitsspiegel in verbundenen Gef¨aßen. (b) Bestimmung des hydrostati-
schen Druckes mit einem Manometer.

Die Gültigkeit des Ausdruckes f¨ur den hydrostatischen Druck l¨aßt sich experimentell einfach best¨atigen.
Dazu benutzt man ein Druckmeßger¨at, einManometer(siehe Abb. 3.15b). Mit Hilfe des Manometers
läßt sich der lineare Anstieg des Druckes mit zunehmender Tiefe nachweisen.

Wir betrachten als n¨achstes einU -Rohr, das teilweise mit einer Fl¨ussigkeit gef¨ullt ist. Über beiden
Seiten desU -Rohres sollen verschieden Druckep und p + �p herrschen (siehe Abb. 3.16). Den
Druckunterschied�p kann man mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungh1g� = h2g� + �p aus dem
Höhenunterschied�h = h1 � h2 der Menisken zu

�p = (h1 � h2)g � = �h g � (3.3.12)
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Abbildung 3.16: Flüssigkeitsmanometer auf der Basis einesU -Rohres.

bestimmen. Bringt man an dem freien Schenkel desU -Rohres eine Skala an, die wegen�p / �h leicht
in Druckeinheiten geeicht werden kann, so erh¨alt man ein Fl¨ussigkeitsmanometer.

.

Wasserdruck:

Eine Wassersäule von 10 m Höhe erzeugt einen Druck von 1 technischen Atmosphäre (1 at
= 1 kp/cm2). Folglich ergeben sich in großer Meerestiefe erhebliche Drucke. In einer Tiefe
von 1000 m herrschen bereit 100 at und in der größten auf der Erde vorkommenden Meeres-
tiefe von etwa 11 000 m etwa 1 100 at. Aus diesem Grund können Taucher ohne besonders
gebaute Taucheranzüge nur etwa 50 m tief tauchen. Aufgrund des hohen Drucks in die-
ser Tiefe löst sich Stckstoff im Blut. Beim Wiederauftauchen kommt es an zur Bildung von
Stickstoffblasen in den Blutbahnen.

.

Druck im Inneren der Erde:

Die meisten Himmelskörper sind im Innern flüssig. Aufgrund des hydrostatischen Druckes
herrschen im Inneren der Himmelskörper sehr große Drucke. Bei einer Berechnung muß
man allerdings beachten, daß die Schwerkraft zum Zentrum des Himmelskörpers hin ab-
nimmt und im Zentrum den Wert Null erreicht. Andererseits nimmt die Dichte zum Zentrum
hin zu. Der im Zentrum der Erde herrschende Druck kann insgesamt zu etwa 3 � 106 at
abgeschätzt werden. Unter diesem Druck ist die Dichte im Zentrum der Erde etwa 17 g/cm3,
während die mittlere Dichte der Erde nur etwa 5.5 g/cm3 beträgt. Für das Zentrum der Sonne
ergibt sich sogar ein Druck von etwa 1:4� 109 at.

Bestimmung von Dichten unbekannter Flüssigkeiten

In einemU -Rohr sei auf der einen Seite Hg und auf der anderen Seite Wasser eingef¨ullt (siehe Abb. 3.17).
Man beobachtet, daß das Wasser h¨oher steht als das Quecksilber. Legt man durch die Ber¨uhrungsfläche
zwischen Quecksilber und Wasser ein horizontale Nulllinie, so herrscht in dieser Ebene der gleiche
Druck. Ebenso herrscht ¨uber dem Quecksilber und ¨uber dem Wasser derselbe Druck (z.B. Atmo-
sphärendruck). Die beiden S¨aulen müssen somit denselben Schweredruck erzeugen und man erh¨alt
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hH2O �H2O g = hHg �Hg g

oder
�Hg
�H2O

=
hH2O

hHg
: (3.3.13)

Im Experiment mißt manhH2O=hHg = 13:6. Mit der bekannten Dichte von Wasser (�H2O = 1 g/cm3

ergibt sich damit die Dichte von Quecksilber zu�Hg = 13:6 g/cm3.

Hg

H
 2O

hHg

hH2O

Abbildung 3.17: Zur Bestimmung der unbekannten Dichte von Fl¨ussigkeiten.

Auftrieb

Hängt man nacheinander ein Blei- und ein Eisenst¨uck von je 500 g Masse an eine Federwaage, so mißt
man im konstanten Schwerefeld der Erde die gleiche Auslenkung. F¨uhrt man das gleiche Experiment
durch, wobei die beiden Massen in Wasser eintauchen, so kann man dieses Ergebnis nicht reproduzieren.
Man beobachtet, daß die Federauslenkung zur¨uckgeht, und zwar beim Eisenst¨uck stärker als beim Blei-
stück. Das Bleist¨uck scheint also in der Fl¨ussigkeit ein gr¨oßeres Gewicht zu haben als das Eisenst¨uck.
Verantwortlich für die Abnahme der Federauslenkung ist in beiden F¨allen derAuftrieb, der in diesem
Abschnitt diskutiert werden soll.

Wir betrachten zun¨achst einen quaderf¨ormigen Körper der Dichte�, der in eine Fl¨ussigkeit der Dichte
�Fl eingetaucht ist (siehe Abb. 3.18a). Auf alle 6 Seitenfl¨achen des Quaders wirken Kr¨afte, die vom
hydrostatischen Druck verursacht werden. Die Kr¨afte auf die 4 senkrechten Seitenfl¨achen heben sich
dabei gegenseitig auf. Wir m¨ussen uns deshalb nur mit der Kraft auf die Ober- und Unterseite des
Quaders befassen. F¨ur die Oberseite erhalten wir mit den Bezeichnungen aus Abb. 3.18a

F1 = �Fl gh1A = p1A : (3.3.14)

Genauso erh¨alt man für die Kraft auf die Unterseite des Quaders

F2 = �Fl gh2A = p2A : (3.3.15)

Hierbei istA die Deck- bzw. Bodenfl¨ache des Quaders. Die Differenz der beiden Kr¨afte führt zum
Auftrieb
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Abbildung 3.18: (a) Auftrieb eines K¨orpers in einer Fl¨ussigkeit. (b) Veranschaulichung des Archimedi-
schen Prinzips mit einer Balkenwaage.

FA = F2 � F1 = �Flg (h2 � h1)A = �Fl g V

oder FA = mFl g : (3.3.16)

Mit Hilfe dieser Gleichung l¨aßt sich das sogenannteArchimedische Prinzip(Archimedes: 220 v.Chr.)
formulieren:

Das Archimedische Prinzip:
Der Auftrieb eines Körpers ist gleich dem Gewicht der von

ihm verdrängten Flüssigkeit.

Diese Formulierung ist f¨ur beliebig geformte K¨orper richtig. Die oben diskutierte unterschiedliche Aus-
lenkung einer Federwaage durch ein in Wasser eingetauchtes Blei- und Eisenst¨uck gleicher Masse resul-
tiert nach dem Archimedischen Prinzip aus der unterschiedlichen Dichte von Blei und Eisen. Aufgrund
der höheren Dichte von Blei verdr¨angt der Bleik¨orper weniger Wasser, der Auftrieb wird dadurch kleiner
und die Feder wird st¨arker gedehnt.

.

Das Archimedische Prinzip:

Das Archimedische Prinzip kann man gut mit dem in Abb. 3.18b gezeigten Versuchsaufbau
veranschaulichen. Auf einer Waage steht auf einer Seite ein Wasserbehälter und auf der
anderen ein leeres Becherglas und ein Gewichtskörper K. Die Waage soll sich im Gleichge-
wicht befinden. Wird nun der Gewichtskörper in den Wasserbehälter abgesenkt, so wird sein
Gewicht aufgrund des Auftriebs zunächst geringer und die Waage gerät aus dem Gleichge-
wicht. Da das verdrängte Wasser aber über den Überlauf des Wasserbehälters in das leere
Becherglas auf der anderen Seite der Waage läuft, wird das Gleichgewicht der Waage wie-
der hergestellt, da das Gewicht des von dem Gewichtskörper verdrängten Wassers nach
dem Archimedischen Prinzip gerade dem Auftrieb des Körpers K entspricht.

Man kann, indem man einen K¨orperK erst in der Luft und dann in einer Fl¨ussigkeit mit bekannter
Dichte wiegt, seine Dichte bestimmen. Es gilt

FK = Mg und FA = VK�Fl g (3.3.17)
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und damit

FK
FA

=
Mg

VK�Fl g
: (3.3.18)

Mit M = �KVK folgt dann

�K =
FK
FA

�Fl : (3.3.19)

Da man Wägungen mit hoher Genauigkeit durchf¨uhren kann, ist dies eine Pr¨azissionsmethode zur Be-
stimmung der Dichte eines K¨orpers (Beispiel:Jollysche Federwaage).

Membran

Hg

Glas
F F

(a) (b) (c)

Abbildung 3.19: (a) Ar¨aometer. (b) Cartesianischer Taucher. (c) Ausbleibender Auftrieb eines K¨orpers
am Gefäßboden.

Ist der Auftrieb eines K¨orpers in einer Fl¨ussigkeit kleiner als sein Gewicht, so ist die Summe aus
Gewichts- und Auftriebskraft nach unten gerichtet und der K¨orper sinkt in der Fl¨ussigkeit nach unten.
Ist dagegen die Auftriebskraft gr¨oßer als die Gewichtskraft, so steigt der K¨orper an die Oberfl¨ache der
Flüssigkeit und taucht in diese nur teilweise ein. Man kann also folgende Bedingung f¨ur das Schwimmen
eines Körpers an der Oberfl¨ache einer Fl¨ussigkeit festhalten:

FK � FA = (�K � �Fl)VK < 0 : (3.3.20)

Ein Körper schwimmt also auf einer Fl¨ussigkeit, wenn seine Dichte kleiner als diejenige der Fl¨ussigkeit
ist. Z.B. schwimmt Holz auf Wasser; Eisen schwimmt nicht auf Wasser, daf¨ur aber auf Quecksilber;
Gold wiederum schwimmt nicht auf Quecksilber.

Das Gewicht eines schwimmenden K¨orpers ist gleich dem Gewicht der von ihm verdr¨angten Fl¨ussigkeit.
Daraus folgt
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VK �K g = V 0

K �Fl g

oder
VK
V 0

K

=
�Fl
�K

: (3.3.21)

Hierbei ist VK das Gesamtvolumen des K¨orpers undV 0

K das Volumen des eingetauchten Teils des
Körpers. Hat also ein K¨orper z.B. nur die H¨alfte der Dichte einer Fl¨ussigkeit, so taucht er in diese
nur zur Hälfte ein. Diese Tatsache macht man sich beimAr̈aometerzunutze (siehe Abb. 3.19a). Mit ihm
bestimmt man die Dichte von Fl¨ussigkeiten ¨uber die Eintauchtiefe eines geeichten Testk¨orpers. Je tiefer
der Testk¨orper sinkt, desto geringer ist die Dichte der Fl¨ussigkeit.

.

Cartesianische Taucher:

Im Grenzfall FK = FA schwebt ein Körper in einer Flüssigkeit. Bringt man in einen mit
Wasser gefüllten Kolben einen teilweise mit Luft gefüllten hohlen Glaskörper ein, so kann
man die in dem Glaskörper enthaltenen Luftmenge so einstellen, daß der Glaskörper genau
schwebt (siehe Abb. 3.19b). Verschließt man nun den Kolben mit einer Membran und drückt
auf die Membran, so fängt der Glaskörper an zu sinken. Durch den Druck wird die Luftmen-
ge in dem Glaskörper komprimiert, wodurch sich die verdrängte Wassermenge und dadurch
der Auftrieb verringert. Durch Erzeugen eines Unterdrucks kann man den Glaskörper auch
nach oben schwimmen lassen.

Es ist wichtig, sich klar zu machen, daß der Auftrieb eines K¨orpers durch den unterschiedlichen Druck
der Flüssigkeit an seiner Ober- und Unterseite zustandekommt. Dr¨uckt man z.B. ein Glasprisma (sie-
he Abb. 3.19c), das normalerweise auf Quecksilber schwimmt, auf den Boden eines mit Quecksilber
gefüllten Gefäßes, so bleibt es unten liegen. Befindet sich der Glask¨orper am Boden, so kann von unten
keine Kraft auf ihn wirken, da sich keine Fl¨ussigkeit mehr zwischen Glask¨orper und Boden befindet. Es
kommt also kein Auftrieb zustande.

3.3.4 Aerostatik

Gase haben eine endliche, wenn auch kleine Massendichte und damit ein endliches Gewicht. Dies kann
man z.B. dadurch demonstrieren, daß man einen Glaskolben evakuiert und anschließend sein Gewicht
mit einer Balkenwaage bestimmt. Dann l¨aßt man ein Gas einstr¨omen und bestimmt das Gewicht noch-
mals. Man stellt fest, daß sich das Gewicht des Glaskolbens erh¨oht hat. Mit dem VolumenV des Kolben
und dem mit der Waage bestimmten Gewicht des Gases l¨aßt sich die Masse des im Kolben eingeschlos-
senen Gases bestimmen. Ein Liter Luft hat bei Normaldruck die Masse von etwa 1 g.

Gas Dichte in kg/m3

Luft 1.293
CO2 1.977
H2 0.090

Tabelle 3.3: Dichte einiger Gase in kg/m3 bei Normaldruck.
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Aufgrund ihres Gewichts ¨uben Gase auch einen Schweredruck aus. Der von der Luft unserer Atmosph¨are
auf der Erdoberfl¨ache ausge¨ubte Luftdruck läßt sich mit dem in Abb. 3.19a gezeigten Aufbau bestimmen.
Man bringt in ein an einem Ende verschlossenenU -Rohr Quecksilber, so daß mindestens der verschlos-
sene Schenkel desU -Rohres ganz mit Quecksilber gef¨ullt ist. Stellt man dann das Rohr wie in Abb. 3.19a
gezeigt auf, so sinkt der Quecksilberspiegel nach unten und es entsteht ¨uber der Quecksilbers¨aule in dem
verschlossenen Teil desU -Rohres ein Vakuum (Torricelli-Vakuum). Es ist nur noch der zur entspre-
chenden Temperatur geh¨orige Quecksilberdampfdruck vorhanden. Mißt man die H¨ohendifferenz zwi-
schen den beiden Quecksilberspiegeln, so erh¨alt man einen Wert von etwa 760 mm. Da nach Gl.(3.3.12)
�p = �h�g gilt, ist �h direkt proportional zur Druckdifferenz zwischen Torricelli-Vakuum und dem
äußeren Luftdruck. Man hat damit ein sogenanntes Quecksilber-Manometer realisiert.

∆h Hg

Torricelli
Vakuum

pLuft

Luft
∆h

H2O

(a) (b)

Abbildung 3.20: (a) Zur Realisierung eines Quecksilber-Manometers. (b) Zur Bestimmung der
Abhängigkeit des Luftdrucks von der H¨ohe.

Für den mittleren Luftdruck auf Meeresh¨ohe findet man

pNN = 760mmHg = 760 Torr = 1013mbar = 1:013 � 105 Pa : (3.3.22)

Dieser Druck entspricht dem Druck einer etwa 10 m hohen Wassers¨aule.

Ein historisch wichtiges Experiment zur Bestimmung des Luftdrucks wurde vonOtto v. Guericke im
Jahr 1654 durchgef¨uhrt. Er zeigte, daß zwei dicht aufeinandergesetzte und luftleer gepumpte Halbku-
geln (Magdeburger Halbkugeln, Durchmesser ca. 40 cm) durch den Druck der ¨außeren Luft so stark
zusammengepreßt werden, daß 16 Pferde notwendig waren, um die Kugeln auseinander zu ziehen. Die
Kraft, die zum Trennen der Halbkugeln notwendig ist, ergibt sich ausF = �pA mit �p ' 1bar und
A ' 0:1m2 zuF ' 104 N.

Der Luftdruck hängt von der H¨oheüber dem Meeresspiegel ab. Dies kann man durch das in Abb. 3.19b
gezeigte Experiment demonstrieren. Man zieht ein mit Luft gef¨ulltes Gefäß in ge¨offnetem Zustand in
eine Höhe von 5 m. Dann verschließt man das Gef¨aß und bringt es wieder auf die urspr¨ungliche Höhe.
An dem an das Gef¨aß angeschlossenen, mit Wasser gef¨ulltemU -Rohr stellt man eine Verschiebung des
Wasserspiegels um etwa 6 mm fest. Das heißt, der Luftdruck beih = 0m ist um 6 mm Wassers¨aule oder
etwa 0.6 mbar h¨oher als der Luftdruck beih = 5m. Aufgrund diesen Effekts ist der mittlere Luftdruck
an einem Ort auf der H¨oheh über dem Meeresspiegel um einen entsprechenden Wert niedriger.5

5Dem mittleren Luftdruckwert ¨uberlagern sich nat¨urlich immer die wetterbedingten Schwankungen aufgrund von Hoch-
und Tiefdruckgebieten.
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Genauso wie in Fl¨ussigkeiten erh¨alt man auch in Gasen einen Auftrieb. Aufgrund der geringeren Dich-
te von Helium oder Wasserstoff im Vergleich zu Luft steigt deshalb ein mit Wasserstoff oder Helium
gefüllter Ballon in der Luft nach oben. Man kann auch zwei verschieden große, aber bei Normaldruck
gleich schwere K¨orper auf eine Balkenwaage bringen. Die Balkenwaage ist, wie erwartet, im Gleichge-
wicht. Bringt man die Anordnung unter eine Glasglocke und evakuiert, so senkt sich die Balkenwaage
auf der Seite mit dem gr¨oßeren K¨orper. Dieser hatte bei Normaldruck eine gr¨oßere Luftmenge verdr¨angt
und deshalb gr¨oßeren Auftrieb erfahren als der kleine K¨orper. Nach Wegfallen des Auftriebs ist der
große Körper schwerer. Der Auftrieb verf¨alscht also das Meßergebnis von Balken- oder Federwaagen.

Die barometrische Ḧohenformel

Berechnet man mit dem Ausdruck�p = �g�h die Dicke unserer Atmosph¨are, so erh¨alt man mith =
8000m ein offensichtlich falsches Ergebnis. Der Grund daf¨ur ist die Annahme einer konstanten Dichte
der Luft. Betrachtet man die Luft alsideales Gas, dann gilt dasGesetz vonBoyle-Mariotte6

p V = const : (3.3.23)

Damit gilt für ein LuftvolumenV unter dem Druckp, gemessen in einer beliebigen H¨ohe über dem
Meeresspiegel, daß das ProduktpV für die gleiche eingeschlossene Luftmassem gleich sein muß dem
Produktp0V0 der entsprechenden Gr¨oßen auf Meeresh¨ohe:

p V = p0V0 )
pV

m
=
p0V0
m

: (3.3.24)

Man erhält somit für die Dichte

� = �0
p

p0
: (3.3.25)

Demnach ist die Dichte der Luft proportional dem Luftdruck. F¨ur kleine Druckänderungendp gilt

dp = ��g dh = ��0
p

p0
g dh

oder
dp

p
= �

�0
p0

g dh : (3.3.26)

Durch Integration der Differentialgleichung erh¨alt man

ln p = �
�0
p0

g h+ const : (3.3.27)

Die Integrationskonstante ergibt sich aus der Randbedingungp(h = 0) = p0 zu ln p0 und man erh¨alt
somit

6Eine Herleitung dieses Gesetzes folgt erst in Kapitel 5.
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ln p� ln p0 = ln
p

p0
= �

�0
p0

g h bzw.
p

p0
= exp

�
�
�0
p0

g h

�
: (3.3.28)

Man erhält damit schließlich diebarometrische Ḧohenformel

p(h) = p0 exp

�
�
�0
p0

g h

�
: (3.3.29)

Der Ausdruck beschreibt die Abh¨angigkeit des Luftdrucksp von der Höheh über dem Meeresspiegel
(siehe Abb. 3.21). Nennt man die H¨oheh, auf der der Luftdruck auf die H¨alfte abgesunken ist,h1=2, so
ergibt sich aus der Bedingungp(h1=2) = p0=2

h1=2 =
p0 ln 2

�0 g
' 5:5 km : (3.3.30)

Das heißt, auf einer H¨ohe von 5.5 km ¨uber Meeresh¨ohe hat sich der Luftdruck halbiert.
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Abbildung 3.21: Abnahme des Luftdrucksp mit der Höheh über dem Meeresspiegel.

Durch Ableiten der barometrischen H¨ohenformel nach der H¨ohe erhält man die Steigung derp(h) Kurve
beih = 0 zu

dp(h)

dh
jh=0 = �

�0
p0

g p0 exp

�
�
�0
p0

g h

�
= ��0 g : (3.3.31)

Damit lautet die Gleichung f¨ur die Tangente an diep(h)-Kurve beih = 0: p = p0 � �0gh (siehe
Abb. 3.21). Man erkennt, daß der oben verwendete lineare Ausdruck��p = �0g�h gerade dieser
Tangente, also der N¨aherung f¨ur kleineh entspricht.
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.

Behnsches Rohr:

Auch die Zugwirkung von Kaminen ist eine Folge des Auftriebs, da im Innern eines Schorn-
steins erwärmte Luft eine geringere Dichte hat als die Luft im Außenraum. Da der Schorn-
stein oben und unten offen ist, findet ein Ausströmen der warmen Luft aus der oberen
Öffnung statt. Öffnet man in einem Treppenhaus unten und oben ein Fenster, so strömt
die Luft aus dem oberen Fenster schneller aus, da dort der Außendruck geringer ist. Es
entsteht dadurch eine Sogwirkung von unten nach oben.
Schließlich herrscht auch in einer Gasleitung eine Druckverteilung. Dies kann anhand des
Behnschen Rohres demonstriert werden, das aus einem waagrechten Rohr besteht, dem
in der Mitte brennbares Gas bei konstantem Druck zugeführt wird und das an den Enden
zwei kleine Öffnungen hat, an denen das Gas austritt. Zündet man das austretende Gas an,
so sind die Flammen für das waagrechte Rohr gleich groß. Kippt man jedoch das Rohr aus
der Waagrechten heraus, so wird die Flamme an der höher gelegenen Austrittsstelle größer.
Das Gas strömt hier schneller aus, da der Umgebungsdruck etwas niedriger ist.
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Abbildung 3.22: (a) Zur Definition der Oberfl¨achenspannung. (b) Apparatur zur Bestimmung der Ober-
flächenspannung.

3.4 Oberflächenpḧanomene

3.4.1 Oberfl̈achenenergie, Oberfl̈achenspannung

In Abschnitt 3.1 wurde bereits darauf hingewiesen, daß Fl¨ussigkeiten ein definiertes Volumen und des-
halb auch eine definierte Oberfl¨ache haben. Im Innern einer Fl¨ussigkeit erfahren die Fl¨ussigkeitsteilchen
Wechselwirkungskr¨afte, die nach allen Seiten betragsm¨aßig gleich groß sind, so daß die Gesamtkraft
auf ein Flüssigkeitsteilchen insgesamt verschwindet (siehe Abb. 3.4). Damit ein Fl¨ussigkeitsteilchen an
die Oberfläche gelangt, muß es aufgrund der an der Oberfl¨ache fehlenden Kraftkomponenten gegen die
ins Innere der Fl¨ussigkeit gerichteten Wechselwirkungskr¨afte Arbeit leisten. Diese Arbeit f¨uhrt zu ei-
ner Erhöhung der potentiellen Energie an der Oberfl¨ache, die alsOberfl̈achenenergiebezeichnet wird.
Damit die potentielle Energie minimal wird, muß die Oberfl¨ache einer Fl¨ussigkeit einen Minimalwert
einnehmen. Ist eine Fl¨ussigkeit keinen weiteren Kr¨aften ausgesetzt, so nimmt sie eine Gestalt an, bei
der die Oberfl¨ache am kleinsten wird, d.h. sie nimmt Kugelgestalt an. Man beobachtet diesen Effekt
z.B. für Öltröpfchen in einer Wasser-Alkohol-L¨osung oder f¨ur Quecksilbertr¨opfchen, die man in eine
mit Wasser gef¨ullte Schale bringt. Man kann dabei auch beobachten, daß zwei sich ber¨uhrende Queck-
silbertröpfchen zu einem Tropfen verschmelzen, da sie dadurch ihre Gesamtoberfl¨ache und damit die
potentielle Energie verkleinern k¨onnen.

Da die Flüssigkeitsteilchen an der Oberfl¨ache einer Fl¨ussigkeit eine h¨ohere potentielle Energie besitzen,
muß zur Vergr¨oßerung der Oberfl¨ache Arbeit verrichtet werden. Das heißt, man muß zur Vergr¨oßerung
einer Oberfläche eine Kraft aufwenden. Diese Tatsache kann mit folgendem einfachen Experiment
demonstriert werden. Man bringt auf einemU -förmigen Drahtb¨ugel einen verschiebbaren B¨ugel an.
Legt man diese Anordnung in eine Seifenl¨osung, so wird beim Herausziehen mit etwas Gl¨uck zwischen
Draht und Bügel eine Seifenlamelle aufgespannt (siehe Abb. 3.22a). Um durch eine Verschiebung des
Bügels eine Vergr¨oßerung der Oberfl¨ache der Seifenwasserlamelle zu erreichen, muß eine ¨außere Kraft
F aufgewendet werden. Nimmt man diese Kraft weg, so zieht sich die Seifenlamelle wieder auf ihre
ursprüngliche Größe zusammen. Die zur Vergr¨oßerung der Oberfl¨ache aufgewendete Arbeit ist propor-
tional zur zus¨atzlich gebildeten Oberfl¨ache und man kann somit einespezifische Oberflächenenergie�0
definieren:7

7Man kann eigentlich von Oberfl¨achenenergie streng genommen nur dann sprechen, wenn die Fl¨ussigkeit an Vakuum an-



276 R. GROSS UNDA. M ARX Kapitel 3: Mechanik deformierbarer K¨orper

�0 :=
Arbeit zur Bildung der zus�atzlichen Ober�ache

zus�atzliche Ober�ache
=

�W

�A
: (3.4.1)

Die spezifische Oberfl¨achenenergie entspricht der Arbeit, die pro Fl¨acheneinheit neuer Oberfl¨ache gelei-
stet werden muß. F¨ur die Drahtb¨ugelanordnung ist�A = 2l�x,8 d.h. es gilt

�W = �0 �A = �0 2l �x : (3.4.2)

Für die Einheit der spezifischen Oberfl¨achenenergie erh¨alt man aus der Definitionsgleichung

[�0] =

�
W

A

�
=

�
F

l

�
= 1 J=m2 = 1 N=m : (3.4.3)

Meist wird die spezifische Oberfl¨achenenergie in der Einheit N/m angegeben und man spricht deshalb
üblicherweise von einerOberfl̈achenspannung. Die Oberflächenspannung kann als Quotient der zum
Vergrößern der Oberfl¨ache erforderlichen KraftF und dem Doppelten der L¨angel der verschiebaren
Oberflächengrenze aufgefaßt werden.

.

Oberflächenspannung von Wasser:

Die Oberflächenspannung von Wasser läßt sich mit der in Abb. 3.22b gezeigten Anordnung
bestimmen. Ein U -förmiger Bügel befinde sich in einem Wasserbehälter. An ihm ist ein am
Waagebalken hängender Bügel der Länge l frei beweglich aufgehängt. Durch Austarieren
der Waage stellt man zunächst den Nullpunkt ein. Dann taucht man den Bügel ins Wasser
und zieht in wieder heraus. Die Waage neigt sich dabei auf die Seite der sich bei diesem
Vorgang bildenden Lamelle. Auf der Gegenseite legt man jetzt so lange Massenstücke
auf, bis deren Gewichtskraft F den Ausschlag wieder kompensiert. Da das Gewicht der
Lamelle vernachlässigt werden kann, läßt sich die Oberflächenspannung von Wasser aus
der Gewichtskraft F leicht zu

�H2O =
F

2l
= 7:1� 10�2N=m (3.4.4)

bestimmen. Der Versuch bestätigt, daß die Kraft nicht von der Fläche der Lamelle abhängt.
Im Unterschied zur Federkraft F = �kx (Hookesches Gesetz) ist hier die rücktreibende
Kraft unabhängig von der Auslenkung.
Geringe Verunreinigungen vermindern die Oberflächenspannung oft dramatisch. Gibt man
z.B. in den Wasserbehälter einen Tropfen Öl oder Geschirrspülmittel, so reißt die Lamelle
sofort ab. Auch durch erneutes Eintauchen und Herausziehen des Bügels läßt sich keine
neue Lamelle erzeugen. Im Gegensatz dazu erhöht ein Zusatz von 25 Gewichtsprozent
Kochsalz die Oberflächenspannung von Wasser auf 8:3� 10�2 N/m.

Es sei hier noch darauf hingewiesen, daß fl¨ussige Metalle (z.B. Rhenium, Wolfram) eine sehr große
spezifische Oberfl¨achenspannung von mehr als 2 N/m haben.

grenzt. Man tut dies ¨ublicherweise aber auch, wenn die Fl¨ussigkeit an Luft angrenzt. Dagegen benutzt man f¨ur zwei an-
einandergrenzende Fl¨ussigkeiten den AusdruckGrenzflächenenergieoder Grenzfl¨achenspannung. Die Grenzfl¨achenspannung
hängt stark von der Fl¨ussigkeitenkombination ab. Z.B. erh¨alt man für eine Grenzfl¨ache zwischen Wasser und Petroleum eine
Grenzflächenspannung von etwa 0.0480 N/m, zwischen Wasser und Oliven¨ol nur 0.0182 N/m.

8Der Faktor 2 resultiert aus der Tatsache, daß man die Oberfl¨ache der Lamelle an der Vorder- und R¨uckseite uml�x
vergrößert.
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Kohäsionsdruck

Bisher wurden nur ebene Oberfl¨achen betrachtet. Bei diesen wirkt die Oberfl¨achenkraft (parallel zur
Oberfläche) auf ein sich in der Oberfl¨ache befindliches Fl¨ussigkeitsteilchen von allen Seiten gleich stark
ein, so daß die Gesamtkraft auf das Fl¨ussigkeitsteilchen verschwindet. Ist die Oberfl¨ache dagegen konvex
gewölbt, so liefern die an einem Fl¨ussigkeitsteilchen in der Oberfl¨ache wirkenden Kr¨afte eine in die
Flüssigkeit hinein gerichtete resultierende Kraft, die den Koh¨asionsdruck vergr¨oßert. Bei einer konkaven
Oberfläche ist die resultierende Kraft aus der Fl¨ussigkeit heraus gerichtet und f¨uhrt zu einer Verringerung
des Kohäsionsdrucks.

Wir wollen im folgenden den durch die Kr¨ummung der Fl¨ussigkeitsoberfl¨ache bewirkten Nor-
maldruck nur für eine kugelf¨ormig gekrümmte Oberfl¨ache berechnen. Bei einem kugelf¨ormigen
Flüssigkeitsvolumen ist die resultierende KraftF an jedem Oberfl¨achenelement auf den Mittelpunkt
gerichtet. Die Kraft pro Fl¨acheneinheit ergibt denKoḧasionsdruck

p =
F

A
=

F

4�r2
: (3.4.5)

Um den Zusammenhang zwischen Koh¨asionsdruck und Oberfl¨achenspannung zu finden, nimmt man
eine Vergrößerung des Kugelradiusr umdr (siehe Abb. 3.23) und damit eine Vergr¨oßerung der Kugelo-
berfläche um

dA = 4�(r + dr)2 � 4�r2 ' 8�rdr (3.4.6)

an, wobei der Term in(dr)2 vernachlässigt werden kann, dadr klein sein soll. Aus der Definition der
Oberflächenspannung folgt dann

dW = �0 dA = 8��0 r dr : (3.4.7)

Die Arbeit läßt sich aber auch ¨uber die Kraft bzw. den Koh¨asionsdruck ausdr¨ucken

dW = F ds = pA ds = 4�pr2dr : (3.4.8)

Aus Gl.(3.4.7) und (3.4.8) erh¨alt man dann die gew¨unschte Beziehung zwischen Koh¨asionsdruckp und
Oberflächenspannung�0 zu

p = 2
�0
r

: (3.4.9)

Man sieht, daß der Koh¨asionsdruck umso geringer wird, je gr¨oßer der Kugelradius wird und umgekehrt.

Eine beliebig gekr¨ummte Oberfl¨ache kann lokal immer mit zwei Kr¨ummungskreisen in orthogonale
Richtungen angen¨ahert werden. Mit den Radienr1 undr2 dieser Hauptkr¨ummungskreise erh¨alt man für
den Kohäsionsdruck den allgemeinen Ausdruck
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r+drdr

A+dAA

F

Abbildung 3.23: Zum Koh¨asionsdruck einer kugelf¨ormigenm Oberfl¨ache.

p = �0

�
1

r1
+

1

r2

�
: (3.4.10)

Man bezeichnet die Summe der reziproken Hauptkr¨ummungsradien auch als mittlere Kr¨ummung der
Fläche. Der Koh¨asionsdruck ist dann gleich dem Produkt aus der Oberfl¨achenspannung und der mittleren
Krümmung der Oberfl¨ache.

.

Öltr öpfchen in Wasser-Alkohol-Mischung:

Bringt man z.B. Öltröpfchen in eine Wasser-Alkohol-Mischung, so schweben die Öltröpfchen
in dieser Flüssigkeit, da die Dichten gleich sind. Die Öltröpfchen nehmen dabei eine ku-
gelförmige Gestalt an, da für diese Form die Oberfläche am kleinsten und damit die Ober-
flächenenergie minimal ist (eine Kugel besitzt das kleinste Verhältnis von Oberfläche zu Vo-
lumen). Man kann beobachten, daß sich berührende Tröpfchen zu einem größeren Tropfen
vereinigen, da der größere Tropfen ein günstigeres Verhältnis von Oberfläche zu Volumen
besitzt (die Oberfläche des größeren Tropfens ist kleiner als die Summe der Oberflächen
der zwei kleineren, durch die Vereinigung der Tröpfchen kann also die Oberflächenenergie
reduziert werden).
Kleine Tropfen von Wasser oder Quecksilber haben auf einer Unterlage, die nicht benetzt
wird, fast kugelförmige Gestalt. Bei sehr kleinen Tropfen kann man nämlich die Schwerkraft
gegenüber der Oberflächenspannung vernachlässigen, weil die Schwerkraft mit dem Volu-
men (also proportional zu r3) abnimmt, der Krümmungsdruck jedoch proportional zu 1=r

anwächst.

.

Innendruck einer Seifenblase:

Zur Vergrößerung der Oberfläche einer Seifenblase ist die Arbeit dW = �0dA notwendig.
Andererseits gewinnt man durch die Vergrößerung des Volumens die Kompressionsarbeit
dW = Fdr = (F=A)dV = p dV . Im Gleichgewicht muß also �0dA = pdV oder �0 16�rdr =
p4�r2dr gelten. Hierbei ist zu beachten, daß die Oberfläche sowohl der Innen- als auch
der Außenseite der Seifenblasenlamelle vergrößert wird und deshalb dA = 2(8�rdr) gilt
(Haut der Seifenblase besitzt zwei Oberflächen). Für den Druck in der Seifenblase erhält
man somit p = 4�0=r. Ein ähnlicher Zusammenhang gilt für Luftballons. Bringt man zwei
Seifenblasen oder Luftballons zusammen, so bläst der kleinere Ballon den größeren auf, da
in ihm wegen p / 1=r der größere Druck herrscht.
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.

Tropfenbildung:

Tritt Wasser oder eine andere Flüssigkeit aus einem Rohr mit Durchmesser d aus, so bilden
sich Tropfen. Der Grund dafür liegt in der endlichen Oberflächenspannung des Wassers.
Diese ermöglicht, daß ein gewisses Gewicht des Tropfens getragen werden kann. Nähert
man den Druck aufgrund des Gewichts FG des Tropfen mit p ' FG=�r

2 an, wobei �r2

die Fläche der Rohröffnung ist, so erhält man mit Gl.(3.4.9) das maximale Gewicht des
Tropfens zu FG = 2�r�0. Man kann damit aus der Tropfengröße sofort Rückschlüsse auf
die Oberflächenspannung erhalten. So ist die Tropfengröße für Alkohol wesentlich kleiner
als diejenige für Wasser. Da die Dichte von Alkohol geringer ist als die von Wasser, kann
das nur an der geringeren Oberflächenspannung von Alkohol liegen.

3.4.2 Kapillarit ät, Kohäsion, Adhäsion

Wir wollen nun nach der oben bereits diskutierten Grenzfl¨ache zwischen einer Fl¨ussigkeit und Vakuum
(bzw. einem Gas) die Grenzfl¨ache zwischen einem Festk¨orper und einer Fl¨ussigkeit betrachten. Bei die-
ser Grenzfl¨ache ist wichtig, daß die Atome bzw. Molek¨ule des Festk¨orpers nicht frei verschiebbar sind.
Die Flüssigkeitsteilchen an der Grenzfl¨ache erfahren eine Wechselwirkung sowohl von den umgebenden
Molekülen der Flüssigkeit als auch durch diejenigen des Festk¨orpers. Man kann nun je nach relativer
Größe dieser Wechselwirkungskr¨afte zwei Fälle unterscheiden:

1. Die Kräfte zwischen den Molek¨ulen des Festk¨orpers und denen der Fl¨ussigkeit (Adḧasionskr̈afte
FA) sind größer als diejenigen zwischen den Fl¨ussigkeitsmolek¨ulen (Koḧasionskr̈afte FK). In
diesem Fall erfolgt eine Benetzung der Grenzfl¨ache (siehe Abb. 3.24a). Beispiel: Wasser-Glas.

2. Die Adhäsionskräfte FA sind kleiner als die Koh¨asionskräfte FK . In diesem Fall erfolgt keine
Benetzung der Gef¨aßwand (siehe Abb. 3.24b). Beispiel: Quecksilber-Glas.

Wir haben bereits diskutiert, daß eine Fl¨ussigkeitsoberfl¨ache immer senkrecht zur Gesamtkraft auf die
Flüssigkeitsmolek¨ule steht (dies folgt aus der freien Beweglichkeit der Fl¨ussigkeitmolek¨ule). Aus die-
ser Bedingung ergibt sich der in Abb. 3.24 gezeigte Randwinkel der Fl¨ussigkeit an einer Festk¨orper-
Füssigkeit-Grenzfl¨ache. An einem Linienelementdl der Flüssigkeit stoßen die Ber¨uhrungsflächen
Festkörper-Flüssigkeit (1-2), Fl¨ussigkeit-Luft (2-3) und Festk¨orper-Luft (1-3) zusammen. Die
Flüssigkeitsgrenze, in der dieses Linienelement liegt, verl¨auft in Abb. 3.24 senkrecht zur Zeichenebene.
Im Gleichgewichtsfall m¨ussen sich die auftretenden Kr¨afte durch die Oberfl¨achenspannungen gegensei-
tig kompensieren, d.h. es muß gelten:

�12 + �23 cos' = �13 : (3.4.11)

Aus dieser Gleichung ergibt sich der Randwinkel' zu

cos' =
�13 � �12

�23
: (3.4.12)

Wir nehmen zun¨achst an, daßj�13��12j < �23 ist. Ist dabei�13 > �12, so ist der Randwinkel spitzt, ist
dagegen�13 < �12 so ist' stumpf. Im Grenzfallj�13 � �12j = �23 wird der Randwinkel gleich Null.
Ist schließlichj�13 � �12j > �23, so ist offensichtlich obiger Gleichung die Grundlage entzogen, also
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Abbildung 3.24: Benetzende (a) und nichtbenetzende (b) Fl¨ussigkeit an einer Gef¨aßwand (1=Festk¨orper;
2=Flüssigkeit; 3=Vakuum oder Luft).

kein Gleichgewicht mehr m¨oglich. Man nimmt in diesem Fall an, daß der Randwinkel gleich Null bleibt
und wegen des nicht vorhandenen Gleichgewichts eine d¨unne Schicht der Fl¨ussigkeit den Festk¨orper
vollständigüberzieht. Man spricht dann von einervollsẗandigen Benetzungeines Festk¨orpers.

Besonders auff¨allig treten die Wirkungen von Oberfl¨achenspannungen an der Grenzfl¨ache Festk¨orper-
Flüssigkeit in engen Kapillaren zu Tage. Taucht man ein Kapillarrohr in eine Fl¨ussigkeit ein, so steigt
in ihm die Flüssigkeit in manchen F¨allen über den Fl¨ussigkeitsspiegel hoch, man spricht hier vonKa-
pillarkompression, in anderen F¨allen bleibt der Fl¨ussigkeitsstand in der Kapillare allerdings unter dem
Niveau der die Kapillare umgebenden Fl¨ussigkeit. Man spricht in diesem Fall vonKapillardepressi-
on. Kapillardepression wird z.B. f¨ur die Grenzfläche Glas-Quecksilber, Kapillarkompression f¨ur die
Grenzfläche Glas-Wasser beobachtet. In beiden F¨allen ist die Flüssigkeit in der Kapillare durch einen
Meniskus begrenzt, der beim Wasser (benetzende Fl¨ussigkeit) ein nach oben konkaves, bei Quecksilber
(nichtbenetzende Fl¨ussigkeit) ein nach oben konvexes St¨uck einer Kugelfläche bildet.

Die kapillare Kompression bzw. Depression kann wie folgt erkl¨art werden: Bei einer sph¨arisch ge-
krümmten Flüssigkeitsoberfl¨ache herrscht eine zum Kr¨ummungsmittelpunkt hin gerichtete Kraft, die an
der Oberfläche den Druck

p =
2�0
r

(3.4.13)

ergibt. Hierbei istr der Krümmungsradius (Kugelradius des Meniskus) und�0 die Oberflächenspannung
der Flüssigkeit gegen Luft (oben mit�23 bezeichnet). Dieser Druck ist im Falle einer benetzen-
den Flüssigkeit nach oben und im Falle einer nichtbenetzenden Fl¨ussigkeit nach unten gerichtet. Die
Flüssigkeitss¨aule im Rohr wirkt wie ein Manometer, das die Druckdifferenz zwischen konkaver und kon-
vexerSeite mißt. Der Druck addiert sich zu dem gew¨ohnlichen hydrostatischen Druck, der nur f¨ur sich
alleine wirkend ein gleiches Fl¨ussigkeitsniveau innerhalb und außerhalb der Kapillare erzeugen w¨urde
(Gesetz der kommunizierenden R¨ohren). Nach Abb. 3.25 ist der Kr¨ummungsradiusr = R= cos', wobei
R der Radius der Kapillare ist. Damit ergibt sich nach Gl.(3.4.13) f¨ur den Druck

p =
2�0
R

cos' : (3.4.14)

Dieser Druck wirkt auf das Fl¨achenelementdA. Die Kraft auf das Fl¨achenelement ist somitpdA und ihre
Komponente parallel zur KapillarepdA cos�, wenn� der Winkel zwischen der Richtung vonp und der
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Abbildung 3.25: Zur Bestimmung der Steigh¨ohe in einer Kapillare.

Kapillarenrichtung ist. Ferner istdA cos� die Projektion des Fl¨achenelements auf die Horizontalebene.
Die Summe aller Vertikalkomponenten der Kraft ergibt sich damit zu

X 2�0
R

cos' dA cos� =
2�0
R

cos'
X

dA cos� : (3.4.15)

Hierbei ist
P

dA cos� gleich dem gesamten Kapillarquerschnitt�R2 und man erh¨alt für die Gesamtkraft

2�0
R

cos' �R2 = 2��0R cos' : (3.4.16)

Diese Kraft hebt die Fl¨ussigkeit soweit nach oben, bis die Gewichtskraft der gehobenen Fl¨ussigkeit
erreicht wird. Man erh¨alt somit folgenden Ausdruck f¨ur die Steigh¨oheh

2��R cos' = �R2h�Fl g

oder h =
2�0 cos'

R�Fl g
: (3.4.17)

Für den speziellen Fall, daß die Fl¨ussigkeit die Oberfl¨ache der Kapillare benetzt, ist' = 0 und man
erhält

h =
2�0
R�Flg

: (3.4.18)

Die Gln.(3.4.17) und (3.4.18) k¨onnen zur Bestimmung der Oberfl¨achenspannung benutzt werden.
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Es soll abschließend darauf hingewiesen werden, daß die Kapillarit¨at natürlich eine Einschr¨ankung des
Gesetzes der kommunizierenden R¨ohren bedeutet. Dieses Gesetz gilt bei der Verwendung von kleinen
Rohrquerschnitten nur dann, wenn alle Rohre denselben Querschnitt haben und aus dem gleichen Mate-
rial gefertigt sind.
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Abbildung 3.26: Schematische Darstellung eines Geschwindigkeitsfeldes mit Hilfe von Stromlinien.

3.5 Hydro- und Aerodynamik

Bisher haben wir nur ruhende Fl¨ussigkeiten und Gase betrachtet. Dabei soll ruhend nicht bedeuten,
daß sich die einzelnen Gas- oder Fl¨ussigkeitsmolek¨ule in Ruhe befinden, sondern daß ihre mittlere Ge-
schwindigkeit verschwindet. Das heißt, die einzelnen Molek¨ule können sich z.B. aufgrund der endlichen
Temperatur bewegen, sie besitzen aber keine mittlere Driftgeschwindigkeit in eine Vorzugsrichtung. Zur
Diskussion der Bewegung von Fl¨ussigkeiten und Gasen betrachten wir jetzt den Einfluß ¨außerer Kr¨afte,
unter deren Wirkung eineStr̈omungerfolgt. Die wirkende Kraft kann z.B. die Schwerkraft oder eine
Kraft aufgrund eines Druckgradienten sein. Diese Kr¨afte bewirken eine Beschleunigung der Fl¨ussigkeits-
oder Gasmolek¨ule. Bei realen Gasen und Fl¨ussigkeiten m¨ussen außerdem innere Kr¨afte, die die Molek¨ule
aufeinander aus¨uben, in Betracht gezogen werden. Diese Kr¨afte bewirken eineZ̈ahigkeitder Flüssigkeit
und resultieren in einer endlichenReibung.

Um die Strömung von Fl¨ussigkeiten beobachten zu k¨onnen, muß man sie kennzeichnen und sichtbar ma-
chen. Bei Flüssigkeiten kann man dies z.B. durch Best¨auben der Oberfl¨achen mit einem Pulver (Talkum,
Korkpulver) erreichen. Jedes Staubpartikel bleibt an der gleichen Stelle der Fl¨ussigkeit und wird von der
strömenden Fl¨ussigkeit mitgenommen. F¨ur die Bewegung im Innern einer Fl¨ussigkeit kann man kleine
Schwebepartikel (z.B. Kunststoff- oder Aluminiumpartikel) verwenden. Gasstr¨omungen kann man z.B.
durch Tabakrauch sichtbar machen.

Strömungen von Fl¨ussigkeiten und Gasen kann man im allgemeinen durch einStr̈omungsfeldbeschrei-
ben. Dabei wird analog zum Kraftfeld (Zuordnung eines Kraftvektors zu jedem Raumpunkt) jedem
Raumpunkt ein Geschwindigkeitsvektorv(r) zugeordnet. Zur Veranschaulichung des Geschwindig-
keitsfeldes einer Str¨omung gibt es zwei M¨oglichkeiten:

1. Bahnlinien:

Man kann der Bahn eines Fl¨ussigkeits- oder Gasteilchen mit fortschreitender Zeit folgen. Dadurch
ergibt sich eineBahnlinie. Die Bahnlinie bezieht sich also auf die Geschichte, d.h. auf das zeitliche
Nacheinander eines Teilchen.

2. Stromlinien:

Man kann aber auch die momentane Geschwindigkeit aller Massenpunkte betrachten und sie in
einem Geschwindigkeitsfeld darstellen. Die Hintereinanderreihung aller momentanen Geschwin-
digkeitsvektoren ergibt die sogenannten Stromlinien. Die Tangenten an die Stromlinien geben die
augenblickliche Str¨omungsrichtung an. In dem Fall, daß eine Str¨omung station¨ar ist, d.h. daß bei
einer Strömung an die Stelle eines Fl¨ussigkeits- oder Gasteilchens im n¨achsten Moment ein genau
gleiches mit gleicher Geschwindigkeit tritt, gibt eine Stromlinie auch die Bahn jedes Einzelteil-
chens wieder. Stromlinien und Bahnlinien sind also f¨ur eine station¨are Strömung identisch.

Eigentlich geht durch jeden Punkt einer Fl¨ussigkeit eine Stromlinie und die Gesamtheit aller Stromlinien
gibt uns ein qualitatives Bild der Str¨omung. Man kann die Stromlinien aber auch zu einer quantitativen
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Darstellung des Geschwindigkeitsfeldes benutzen. Dazu wird ihre Anzahl geeignet beschr¨ankt. Man
zieht dazu durch jede senkrecht zur Str¨omungsrichtung stehende Einheitsfl¨ache nur so viele Stromlinien,
wie der Betrag der Geschwindigkeit Einheiten hat. Aus der Zahl der Stromlinien pro Einheitsfl¨ache folgt
dann der Geschwindigkeitsbetrag an der betreffenden Stelle. Wo die Stromlinien dicht liegen, ist die
Geschwindigkeit hoch und umgekehrt (siehe Abb. 3.26).

Die Flüssigkeits- oder Gasstr¨omungen fallen insofern verschieden aus, als daß bei Fl¨ussigkeiten das
Volumen in guter N¨aherung erhalten bleibt, w¨ahrend es sich bei Gasen meist stark ver¨andert. Dies
liegt an der kleinen Kompressibilit¨at von Flüssigkeiten, die es in den meisten F¨allen erlaubt, Volu-
menänderungen bei Str¨omungsprozessen ganz zu vernachl¨assigen. Bei den Gasen ist aber nach dem
Boyle-Mariotteschen Gesetz das Volumen sehr stark vom Druck abh¨angig, so daß man erwarten kann,
daß sich dies bei der Str¨omung von Gasen stark auswirkt. Es wird sich allerdings zeigen, daß die bei
Strömungsprozessen auftretenden Druckdifferenzen meistens klein sind, so daß auch f¨ur Gasstr¨omungen
die Volumenänderungen oft vernachl¨assigbar sind. Dies gilt solange, wie die Str¨omungsgeschwindigkeit
nicht in die Nähe der Schallgeschwindigkeit kommt (in Luft bei Normaldruck etwa 340 m/s). Wir wer-
den deshalb im folgenden die vereinfachende Annahme machen, daß das Volumen bei der Str¨omung von
Gasen und Fl¨ussigkeiten erhalten bleibt.

3.5.1 Hydrodynamische Bewegungsgleichungen

Nach dem 2. Newtonschen Axiom ist die Resultierende aller auf ein Fl¨ussigkeits- oder Gasteilchen
wirkenden Kräfte gleich dem Produkt aus dessen Masse und der ihm erteilten Beschleunigung. Aus der
konsequenten Anwendung der vonNewton für Massenpunkte entwickelten dynamischen Bewegungs-
gleichung gelangt man zu den zuerst vonL. Euler aufgestelltenhydrodynamischen Gleichungen. Faßt
man nach demd’Alembert schen Prinzip das Produkt�ma als TrägheitskraftFT auf, so lautet der Inhalt
der hydrodynamischen Gleichungen wie folgt:

Für jedes Füssigkeitsteilchen muß die Summe aus
äußeren Kräften, Druckkräften, Reibungskräften und

Trägheitskräften verschwinden.

Es soll nun kurz die Aufstellung der Bewegungsgleichung eines Fl¨ussigkeitsteilchens unter Ver-
nachlässigung der Reibungskraft (ideale Fl¨ussigkeit) diskutiert werden. Neben den ¨außeren Kr¨aften (z.B.
Schwerkraft) und der Tr¨agheitskraftFT = �ma muß vor allem die aus Druckdifferenzen resultierende
Kraft berücksichtigt werden. F¨ur ein Flüssigkeitsteilchen mit Volumen�V = �x�y�z = �A�x, das
sich inx-Richtung bewegen soll, erh¨alt man, wenn man zwei gegen¨uberliegende Fl¨achenelemente�A
betrachtet, f¨ur die Resultierende der beiden Druckkr¨afte inx-Richtung

p�A�

�
p+

@p

@x
�x

�
�A = �

@p

@x
�x�A : (3.5.1)

Mit der auf die Masse bezogenen ¨außeren Kraftf = dF=dm erhält man damit die Bewegungsgleichung
für die Bewegung einer Komponente (x-Richtung)

fx�m�
@p

@x
�x�A��m

dvx
dt

= 0 : (3.5.2)

Faßt man die Komponenten-Gleichungen zu einer Vektorgleichung zusammen und benutzt� =
�m=�V , so erhält man
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� f � gradp� �
dv

dt
= 0 : (3.5.3)

Diese Gleichung nennt man dieEulersche Bewegungsgleichung der Hydrodynamik. Hierbei ist

gradp =
@p

@x
x̂+

@p

@y
ŷ +

@p

@z
ẑ (3.5.4)

und den Ausdruckdv=dt nennt man die substantielle Beschleunigung. Darunter versteht man die Be-
schleunigung des Teilchens, wenn sich sowohl der Ort als auch die Zeit ¨andern. Es gilt

dvx
dt

=
@vx
@t

+
@vx
@x

dx

dt
+
@vx
@y

dy

dt
+
@vx
@z

dz

dt
: (3.5.5)

Beachtet man, daßdx=dt = vx, dy=dt = vy unddz=dt = vz, so lautet die Gleichung

dvx
dt

=
@vx
@t

+
1

2

@

@x
(vx)

2 +
1

2

@

@y
(vy)

2 +
1

2

@

@z
(vz)

2 : (3.5.6)

Führt man nun als Abk¨urzung den Vektor rotv ein,

rot v =

�
@vz
@y

�
@vy
@z

�
x̂+

�
@vx
@z

�
@vz
@x

�
ŷ +

�
@vy
@x

�
@vx
@y

�
ẑ ; (3.5.7)

so läßt sich dieEulersche Gleichung als

@v

@t
+ grad

v2

2
� v � rot v � f +

1

�
gradp = 0 (3.5.8)

schreiben. Diese Differentialgleichung ist nichtlinear und sie l¨aßt sich deshalb im allgemeinen nur
schwierig lösen. Eine spezielle L¨osung ist die weiter unten behandelteBernoullische Gleichung.

Die Kontinuit ätsgleichung

Wir betrachten zun¨achst ein Rohr mit konstantem QuerschnittA (siehe Abb. 3.27a). Das
Flüssigkeitsvolumen, das pro Zeiteinheit durch die Querschnittsfl¨ache inx-Richtung str¨omt, ist

I =
dV

dt
= A

dx

dt
= Avx : (3.5.9)

Wir betrachten jetzt ein Rohr, daß an verschiedenen Stellen unterschiedliche QuerschnitteA1 undA2 be-
sitzt (siehe Abb. 3.27b). Die Fl¨ussigkeitsmenge, die an einem Ende in das Rohr eintritt, muß dieses am
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Abbildung 3.27: Str¨omung einer inkompressiblen Fl¨ussigkeit durch ein Rohr mit konstantem (a) und
variierendem (b) Querschnitt.

anderen Ende wieder verlassen. Bei einer Verengung der R¨ohre muß durch jeden Querschnitt pro Zeit-
einheit das gleiche Fl¨ussigkeitsvolumen bewegt werden. Da Fl¨ussigkeiten als inkompressibel betrachtet
werden können, gilt9

V1 = V2 )
V1
t

=
V2
t

) I1 = I2 : (3.5.10)

Dies ist nur dann m¨oglich, wenn die Fl¨ussigkeit durch den engeren Rohrbereich mit einer h¨oheren Ge-
schwindigkeit fließt. Hieraus folgt dieKontinuiẗatsgleichung10

A1v1 = A2v2 : (3.5.11)

3.5.2 Die Bernoullische Gleichung

Durch die Verengung eines Rohres wird die Geschwindigkeit der durch das Rohr str¨omenden Fl¨ussigkeit
an der Verengung gr¨oßer. Es muß also an der Engstelle eine Beschleunigung erfolgen. Da Reibungs-
kräfte in erster N¨aherung vernachl¨assigbar sind und hier nicht betrachtet werden sollen, kann bei Ab-
wesenheit von ¨außeren Kr¨aften (z.B. horizontales Rohr, keine Schwerkraft) f¨ur diese Beschleunigung
nur eine Druckdifferenz verantwortlich sein. Daraus l¨aßt sich sofort folgende Schlußfolgerung ziehen:
In einer str̈omenden Fl̈ussigkeit muß der Druck mit zunehmender Strömungsgeschwindigkeit abnehmen.
Die Richtigkeit dieser qualitativen Aussage l¨aßt sich anhand der in Abb. 3.28 gezeigten Anordnung
nachprüfen. Man läßt durch zwei horizontale Rohre Wasser str¨omen. Während das eine Rohr einen kon-
stanten Querschnitt hat, ist das zweite Rohr an einer Stelle verengt und an einer anderen erweitert. Zur
Messung des Drucks sind an die Rohre vertikal angesetzte Rohre angebracht, die als Druckmanometer
dienen. Man kann im Experiment erkennen, daß der Druck entlang des Rohres mit konstantem Quer-
schnitt kontinuierlich abnimmt. Dies ist eine Folge der nicht zu vermeidenden Reibung. Beim Rohr mit
variierendem Querschnitt erkennt man dagegen, daß an der Stelle mit h¨oherer Geschwindigkeit (kleiner
Querschnitt) der Druck erniedrigt und an der Stelle mit langsamer Geschwindigkeit (großer Querschnitt)
erhöht ist.11

9Wie oben bereits diskutiert wurde, k¨onnen auch Gase n¨aherungsweise als inkompressibel betrachtet werden, falls die
Strömungsgeschwindigkeit klein gegen¨uber der Schallgeschwindigkeit ist.

10Einen allgemeineren Ausdruck f¨ur die Kontinuitätsgleichung erh¨alt man, indem man betrachtet, wie sich die in einem
bestimmten Volumen eingeschlossene Fl¨ussigkeitsmenge nach der Zeitdt durch zu- oder abfließende Fl¨ussigkeitändert. Man
erhält @�=@t + div(�v) = 0. Dies ist die allgemeine Form der f¨ur ein quellenfreies Gebiet geltenden Kontinuit¨atsgleichung.
Für konstantes� (inkompressible Fl¨ussigkeit) folgt divv = 0.

11Diese Beobachtung wird in Analogie zum hydrostatischen Paradoxon auch als hydrodynamisches Paradoxon bezeichnet.
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(a)

(b)

Abbildung 3.28: Druckverteilung in einer durch ein Rohr str¨omenden Fl¨ussigkeit: (a) Rohr mit variablem
Querschnitt, (b) Rohr mit konstantem Querschnitt.

Um einen quantitativen Zusammenhang zwischen Druck und Geschwindigkeit bei einer idealen
(= reibungsfreien) Fl¨ussigkeit herzustellen, wendet man den Energiesatz auf ein Rohrst¨uck an. Eine
Flüssigkeitsmenge mit der Massem, dem VolumenV und der Dichte� muß bei einem sich veren-
genden Rohr von der Geschwindigkeitv1 auf v2 beschleunigt werden (siehe Abb. 3.29). Der statische
Druck sinkt dabei vonp1 vor der Verengung aufp2 in der Verengung ab. Das Produkt aus Druckdiffe-
renz und Querschnittfl¨ache,(p1 � p2)A2 liefert die beschleunigende Kraft. Die von dieser Kraft gelei-
stete ArbeitF�x beimÜbergang vom QuerschnittA1 auf QuerschnittA2 ist die Verschiebungsarbeit
�W = W1 �W2 = A1p1�x1 �A2p2�x2 = (p1 � p2)V . Die Arbeit ist also proportional zur Druck-
differenz und dem hinausgeschobenen Volumen. Wenn(p1 � p2) größer Null ist, muß man also Arbeit
leisten. Die geleistete Arbeit f¨uhrt zu einer Erh¨ohung der Geschwindigkeit der Fl¨ussigkeitsteilchen, also
zu einer Erh¨ohung der kinetischen oder Str¨omungsenergie.12 Aus dem Energiesatz folgt damit

V (p1 � p2) =
1

2
m(v21 � v22)

oder p1V +
1

2
mv21 = p2V +

1

2
mv22 : (3.5.12)

Bei einem schr¨agen Rohr kommt noch der jeweilige Anteil der potentiellen Energiemgh1 bzw. mgh2
hinzu, wennh2 � h1 die Höhendifferenz zwischen den benachbarten Rohrquerschnitten ist. Die Summe
der drei Energien, Str¨omungsenergie1

2
mv2, VerschiebungsarbeitpV und potentieller Energiemgh muß

konstant sein, da die obige Gleichung ja f¨ur jede beliebige Stelle des Rohres gilt. Das heißt, es muß
gelten

pV +
1

2
mv2 +mgh = const : (3.5.13)

12Wir werden sp¨ater auch reale Fl¨ussigkeiten und Gase diskutieren, bei denen Reibungseffekte ber¨ucksichtigt wer-
den müssen. Hier f¨uhrt dann ein Druckerh¨ohung nicht nur zu einer Erh¨ohung der kinetischen Energie, d.h. der
Strömungsgeschwindigkeit. Ein Teil der Arbeit muß dann zurÜberwindung von Reibungskr¨aften aufgewendet werde.
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Abbildung 3.29: Zur Verschiebungsarbeit bei einer Verengung des Rohrquerschnitts.

Mit �V = m erhält man daraus dieBernoullische Gleichung13 für die Strömung in einer R¨ohre14

�gh+
�

2
v2 + p = const : (3.5.14)

In dem Spezialfall, daß keine ¨außeren Kr¨afte wirken (z.B. horizontales Rohr) erh¨alt man

�

2
v2 + p = const : (3.5.15)

In dieser Gleichung tritt die oben bereits qualitativ gemachte Aussage, daß der Druck in einer str¨omenden
Flüssigkeit umso kleiner ist, je gr¨oßer die Str¨omungsgeschwindigkeit ist, klar zu Tage.

Bezeichnet man den Gesamtdruck in einer ruhenden Fl¨ussigkeit beih = 0 mit p0, so ergibt sich die
Bernoullische Gleichung in folgender Form:

p0 = p+
1

2
�v2 + �gh = const

oder (3.5.16)

Gesamtdruck = statischer Druck+ dynamischer Druck+ Schweredruck= const :

Hierbei wird der dynamische Druck auch alsStaudruckbezeichnet.

Die Bernoullische Gleichung rechtfertigt zun¨achst unsere Annahme, daß wir auch Gase als inkompres-
sibel betrachten k¨onnen, solange die Str¨omungsgeschwindigkeit klein gegen¨uber der Schallgeschwin-
digkeit (in Luft etwa 340 m/s) ist. Nimmt man z.B. Luft mit einer Str¨omungsgeschwindigkeit von
v = 10m/s und einer Dichte von� = 1:293 kg/m3, so erhält man aus Gl.(3.5.17) f¨ur den statischen
Druck der str¨omenden Luftp = 0:999p0. Für v = 100m/s würde sichp = 0:935p0 ergeben, d.h.
eine Druckänderung um nur etwa 6.5%. Ebenso groß sind auch die Dichte¨anderungen nach demBoyle-
Mariott schen Gesetz. Man kann deshalb bei niedrigen Str¨omungsgeschwindigkeiten in der Tat von der
Kompressibilität von Gasen absehen.

13Daniel Bernoulli: 1700 - 1782.
14Allgemeiner läßt sich der quantitative Zusammenhang zwischen Druck und Geschwindigkeit f¨ur ideale (= reibungsfreie)

Flüssigkeiten durch Integration derEulerschen Gleichung (3.5.8) gewinnen. Eine solche Integration wird m¨oglich, wenn
sich dieäußeren Kr¨afte als Gradient einer Potentials (konservative Kr¨afte,f = �grad� darstellen lassen und die Dichte der
Flüssigkeit nur vom Druck abh¨angt.
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Abbildung 3.30: Geschwindigkeitsverteilung der Fl¨ussigkeitsteilchen bei einer
Strömungsgeschwindigkeitvs = 0 (a) undvs > 0 (b).

Es soll zum Abschluß ein mirkoskopisches Bild derBernoulli -Gleichung diskutiert werden. Nimmt
man eine konstante Dichte� und konstante TemperaturT eines Gases oder einer Fl¨ussigkeit an, so folgt
aus der in Kapitel 5 diskutierten kinetischen Gastheorie, daßp = 1

3
�hv2i = const, da das mittlere

Geschwindigkeitsquadrathv2i = const ist. Aus derBernoullischen Gleichung folgt dann

p+
1

2
�v2s + �gh = const : (3.5.17)

Hierbei ist vs die Strömungsgeschwindigkeit (zur Unterscheidung von der Geschwindigkeit der
Flüssigkeits- oder Gasteilchen aufgrund der endlichen Temperatur). Wie in Abb. 3.30 veranschaulicht
ist, ist beivs = 0 die mittlere Geschwindigkeithvi = 0, währendhv2i / T = const gilt. Dage-
gen ist für vs = vx 6= 0 auchhv0i = vx 6= 0, während nach wie vorhv02i / T = const gilt. Das
heißt, daß die ungerichtete thermische Bewegung in eine Driftgeschwindigkeit in eine Vorzugsrichtung
umgewandelt wird, oder gleichbedeutend, daß thermische Energie in Str¨omungsenergie umgewandelt
wird. Läßt man den Schweredruck außer Betracht, so erh¨alt man mit� = 1 kg/m3 (Luft) f ür eine
Strömungsgeschwindigkeitvs = 10m/s einen Druck vonp = p0 � 50Pa. Für vs = 450m/s (dies ent-
spricht etwa der thermischen Geschwindigkeit f¨ur 300 K) erhält manp = p0 � 105 Pa. Für ein Gas mit
p0 = 105 Pa (Atmosph¨arendruck) w¨urde dies bedeuten, daß die gesamte ungerichtete Temperaturbewe-
gung in eine gerichtete Str¨omungsbewegung (oder die gesamte thermische Energie in Str¨omungsenergie)
umgewandelt w¨urde. Es muß hier allerdings weiter ber¨ucksichtigt werden, daß auch eineÄnderung der
inneren Energie der Fl¨ussigkeit oder des Gases (z.B. Temperatur¨anderung) erfolgt. DiëAnderung der
inneren Energie muß dann im Energiesatz (vergleiche Abschnitt 1.9) ber¨ucksichtigt werden und die
Bernoulli -Gleichung erh¨alt die Form

p+
1

2
�v2s + �gh+ U = const : (3.5.18)

Falls die Str¨omungsgeschwindigkeitvs zu hoch wird (v2s > hv02i), wird die innere EnergieU verkleinert.
Es kommt dadurch zu einer Abk¨uhlung (Abkühlung durch Expansion).



290 R. GROSS UNDA. M ARX Kapitel 3: Mechanik deformierbarer K¨orper

3.5.3 Anwendungsbeispiele der Bernoulli-Gleichung

Drucksonden

Wir wollen einige Drucksonden vorstellen, mit denen der Gesamtdruckp0, der statische Druckp und
der Staudruck1

2
�v2 gemessen werden k¨onnen. Die speziellen Drucksonden werden zur Messung die-

ser Drücke an eine geeignete Stelle in der Fl¨ussigkeitsstr¨omung eingebracht. In Abb. 3.31a ist eine
Drucksonde gezeigt, mit der der statische Druckp gemessen werden kann. DieÖffnungenO der Sonde
befinden sich im Mantel der Sonde und liegen parallel zu den Stromlinien. Die Sonde steht durch das
RohrR in Verbindung mit einem Manometer, z.B. mit einem Fl¨ussigkeitsmanometerM .

O

p

O

R
p0

R

B O

p0-p
R

O

(a) (b) (c)

B

Abbildung 3.31: (a) Drucksonde mit Manometer zur Messung des statischen Druckes. (b)Pitot-Rohr
zur Messung des Gesamtdruckes. (c)Prandtlsches Staurohr zur Messung des Staudruckes.

Zur Messung des Gesamtdrucksp0 benutzt man die in Abb. 3.31b gezeigte Sonde, die nach ihrem Erfin-
derPitot-Rohrgenannt wird. Sie besitzt eine axiale BohrungB, die wiederum ¨uber ein RohrRmit einem
Manometer verbunden ist. F¨ur die gegen das vordere Ende der Sonde anstr¨omenden Str¨omungslinien bil-
det sich vor der Sonde ein Staugebiet, in dem die Fl¨ussigkeit zur Ruhe kommt (v = 0), so daß der hier
herrschende, vom Manometer gemessene statische Druckp gleich dem Gesamtdruckp0 ist. Zu dem stati-
schen Druckp tritt 1

2
�v2 hinzu, um in der Summep0 zu liefern. Somit erkl¨art sich auch die Bezeichnung

Staudruckfür 1
2
�v2.

Die Differenz zwischen Gesamtdruckp0 und statischem Druckp liefert nach Gl.(3.5.17) den Staudruck
1
2
�v2. Er läßt sich mit dem vonPrandtl vorgeschlagenenStaurohrmessen (siehe Abb. 3.31c), das eine

Vereinigung der Drucksonde mit demPitotschen Rohr darstellt. Das mit zwei Rohrleitungen an das
Staurohr angeschlossene Manometer mißt direkt den Staudruck als Differenz von Gesamtdruckp0 und
statischem Druckp. Aus der so gemessenen Druckdifferenz l¨aßt sich die Str¨omungsgeschwindigkeit zu

v =

s
2(p0 � p)

�
(3.5.19)

bestimmen. Das Staurohr stellt deshalb ein einfaches Ger¨at zur Messung von
Strömungsgeschwindigkeiten dar und wird beim Flugzeug zur Messung der Fluggeschwindigkeit
relativ zur umgebenden Luft verwendet.
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Pumpen, Zersẗauber

In Abb. 3.32a ist eine Rohrleitung gezeigt, deren Querschnitt sich an einer Stelle erweitert. Dicht
vor dieser Erweiterungsstelle ist ein Steigrohr angebracht, das mit seinem unteren Ende in einen
Flüssigkeitsbeh¨alter ragt. Läßt man nun Wasser vom der engen in den weiteren Rohrbereich fließen,
so kann bei gen¨ugend großer Str¨omungsgeschwindigkeit der statische Druck in dem engen Rohr so klein
werden, daß der von außen wirkende Luftdruck das in dem Gef¨aß befindliche Wasser durch die Steig-
leitung hochdr¨uckt. Man kann deshalb mit einer solchen Vorrichtung Fl¨ussigkeiten aus einem Beh¨alter
saugen. Nach dem gleichen Prinzip arbeitet der in Abb. 3.32b gezeigte Zerst¨auber. Der aus der D¨use
austretende Luftstrom saugt die Fl¨ussigkeit aus dem Steigrohr nach oben und zerst¨aubt es.
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Abbildung 3.32: (a) Saugwirkung durch Fl¨ussigkeitsstr¨omung. (b) Zerst¨auber. (c) Wasserstrahlpumpe.
(d) Bunsenbrenner. (e) Anordnung nachClémentundDesormeszur Demonstration des hydrodynami-
schen Paradoxons.

Abb. 3.32c zeigt die erstmals vonBunsenvorgeschlageneWasserstrahlpumpe. In ihr strömt Wasser mit
hoher Geschwindigkeit durch die D¨useD und saugt die in der Umgebung befindliche Luft an. Auf diese
Weise kann ein ¨uber das RohrR angeschlossenes Gef¨aß bis auf Drucke im Bereich von einigen 10 mbar
evakuiert werden.

In dem ebenfalls vonBunsen vorgeschlagenenBunsenbrenner(siehe Abb. 3.32d) saugt das aus der
DüseD mit großer Geschwindigkeit austretende brennbare Gas durch die in dem Brennrohr angebrach-
ten seitlichenÖffnungenO Luft in den Gasstrahl, so daß das Gas den zur vollst¨andigen Verbrennung
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notwendigen Sauerstoff erh¨alt.

Besonders anschaulich l¨aßt sich die Druckreduzierung in einem Luftstrom hoher Geschwindigkeit mit
einem vonClément und Desormesvorgeschlagenen Apparat (siehe Abb. 3.32e) demonstrieren. Aus
einem Rohr, das an einem Ende einen kreisf¨ormigen Flansch tr¨agt, strömt eine Flüssigkeit oder ein
Gas mit hoher Geschwindigkeit aus. Durch die davorgehaltenen Platte wird das ausstr¨omende Medium
seitlich abgelenkt.Überraschenderweise wird die Platte i.a. nicht abgestoßen, sondern angezogen. Da
sich die Str¨omung nach allen Seiten erweitert, ist seine Geschwindigkeit an der Austrittsstelle viel gr¨oßer
als am Rand der Platte. Infolgedessen ist der statische Druck in der Mitte zwischen Platte und Flansch
kleiner als der im Außenraum herrschende Atmosph¨arendruck. Letzterer dr¨uckt die Platte von unten
gegen den Flansch (dieses Ph¨anomen wird h¨aufig auch alshydrodynamisches Paradoxonbezeichnet).

Bei starkem Wind k¨onnen Dächer von Geb¨auden abgehoben werden. Wenn die Luft ¨uber das Dach
strömt, so erh¨oht sich seine Geschwindigkeit ¨uber dem Haus, so daß hier ein kleinerer statischer Druck
herrscht als im Inneren des Hauses. Durch den von unten gegen das Dach wirkendenÜberdruck kann
dieses abgehoben werden. Nimmt man an, daß durch den Windstrom ¨uber dem Dach ein Unterdruck von
1% erzeugt wird, so liefert dies bei einer Dachfl¨ache von 100 m2 eine Gesamtkraft von105 N, die von
der Dachverankerung aufgenommen werden muß.

Dynamischer Auftrieb

Läßt man aus einem Rohr Luft ausstr¨omen und bringt, wie in Abb. 3.33a gezeigt, von der Seite einen
leichten Tischtennisball in den Luftstrom ein, so wird dieser vom Strahl getragen. Die Kompensation der
Schwerkraft erfolgt hierbei ¨uber die weiter unten diskutierte Reibungskraft zwischen der Luftstr¨omung
und dem Ball Siehe Abschnitt 3.5.5, Gleichung (3.5.38) und (3.5.39)). Die seitliche F¨uhrung, der Ball
klebt gewissermaßen am Luftstrom, kann aber mit Hilfe derBernoullischen Gleichung verstanden wer-
den. Die Erklärung des Ph¨anomens ergibt sich aus der Betrachtung der Stromlinien in Abb. 3.33a. Ober-
halb des Balls tritt eine starke Zusammenschn¨urung der Stromlinien und demnach eine Verminderung
des statischen Drucks auf, w¨ahrend unterhalb des Balls ein gr¨oßerer Druck herrscht. Dadurch wird der
Ball nach oben gedr¨uckt. Nähert man einen anderen Gegenstand von unten dem Ball, so daß die Luft
zwischen diesem Gegenstand und dem Ball hindurchstr¨omen muß, so tritt auch unterhalb des Balls eine
Zusammenschn¨urung der Stromlinien auf. Der Druckunterschied zwischen oben und unten verschwindet
und der Ball fällt aufgrund seines Gewichts herunter.

Abb. 3.33b zeigt dendynamischen Auftriebbei einer Flugzeugtragfl¨ache. Ein Tragfl¨achenprofil hat
näherungsweise die Form eines langzogenen Tropfens. Wird eine horizontal liegende Tragfl¨ache ho-
rizontal angestr¨omt, so ist die Str¨omungsgeschwindigkeit an der Oberseite der Tragfl¨ache etwas gr¨oßer
als an der Unterseite (Zusammenschn¨urung der Stromlinien). Es entsteht dadurch an der Oberseite ein
statischer Unterdruck gegen¨uber der Unterseite. Dies f¨uhrt zu einem dynamischen Auftrieb.

Messung von Str̈omungsgeschwindigkeiten

Zur Messung von Str¨omungsgeschwindigkeiten von Fl¨ussigkeiten und Gasen in Rohrleitungen benutzt
man die sogenannteVenturi -Düse (siehe Abb. 3.34). Sie besteht im wesentlichen nur aus einer in das
Rohr eingebrachten Querschnittsverringerung. Mittels zweier ManometerM und Mr mißt man den
statischen Druckp in der Rohrleitung mit normalem und verengtem QuerschnittA bzw. Ar. Wennv
und vr die Geschwindigkeiten an den beiden Stellen sind, so liefert dieBernoullische Gleichung die
Beziehung

p+
1

2
�v2 = pr +

1

2
�v2r : (3.5.20)
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Abbildung 3.33: (a) Schweben eines Balles im Luftstrom. (b) Stromlinienverlauf um eine Tragfl¨ache
(oben) und einen symmetrischen Stromlinienk¨orper (unten). Ein dynamischer Auftrieb wird nur f¨ur die
Tragfläche erhalten.

Unter Benutzung der Kontinuit¨atsgleichungAv = Arvr erhält man für die gesuchte Geschwindigkeitv

v =

vuut 2(p� pr)

�
�
A2

A2
r

� 1
� : (3.5.21)
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Abbildung 3.34: Zur Bestimmung von Str¨omungsgeschwindigkeiten mit derVenturi düse.

Ausflußgeschwindigkeit reibungsfreier Flüssigkeiten

Man kann dieBernoullische Gleichung auch benutzen, um die Geschwindigkeitv zu berechnen, mit
der eine Fl¨ussigkeit aus der̈Offnung eines Beh¨alters ausfließt, die sich in der H¨oheh unterhalb des
Flüssigkeitsspiegels befinden (z.B. Seitenwand oder Boden) soll. Der an der Austritts¨offnung herrschen-
de statische Druck sei gleich dem Atmosph¨arendruckpa. Unter der Annahme, daß der Durchmesser des
Behälters groß gegen den der Ausfluß¨offnung ist, kann die Geschwindigkeit der Fl¨ussigkeitsteilchen in
im Behälter in guter Näherung gleich Null gesetzt werden und man erh¨alt dann aus derBernoullischen
Gleichung (3.5.17)
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pa + �gh = pa +
1

2
�v2

oder v =
p
2gh : (3.5.22)

Diese zuerst vonToricelli aufgestellte Gesetzm¨aßigkeit sagt aus, daßdie Ausflußgeschwindigkeit einer
reibungslosen Flüssigkeit gleich der Geschwindigkeit ist, die ein Körper erlangen ẅurde, wenn er vom
Flüssigkeitsspiegel zur Ausflußöffnung frei fallen ẅurde.

3.5.4 Umstr̈omung fester Körper durch ideale Flüssigkeiten

Bis jetzt wurde die Str¨omungidealer Flüssigkeiten und Gase betrachtet, wobei die Wechselwirkung der
Flüssigkeiten oder Gase mit den sie einschließenden Rohren oder Gef¨aßen und Reibungseffekte in der
Flüssigkeit oder dem Gas selbst nicht ber¨ucksichtigt wurde. Falls Reibungseffekte vernachl¨assigbar klein
sind, ist eine Beschreibung der Str¨omung mit derBernoullischen Gleichung m¨oglich. Wir werden jetzt
in diesem Abschnitt zuerst die Reibungseffekte von Fl¨ussigkeiten und Gasen mit den Gef¨aßwandungen
und in Abschnitt 3.5.5 dann Reibungseffekte in der Fl¨ussigkeit oder dem Gas selbst betrachten.

P P'

Ä

P P'

P P'

(a) (b)

(c)

Abbildung 3.35: (a) Str¨omung einer idealen, reibungslosen Fl¨ussigkeit um eine Kugel. (b) Kraftvertei-
lung auf eine von einer idealen Fl¨ussigkeit umstr¨omten Kugel. (c) Str¨omung einer idealen, reibungslosen
Flüssigkeit um eine Platte.

Die Tatsache, daß Reibungseffekte bei der Umstr¨omung fester K¨orper durch eine ideale, d.h. rei-
bungsfreie Fl¨ussigkeit oder Gas eine große Rolle spielen, kann man aus folgendem Experiment erken-
nen. Bringt man in eine Parallelstr¨omung einer reibungslosen Fl¨ussigkeit eine Kugel ein, so trifft eine
Strömungslinie den PolP der Kugel an der Vorderseite (siehe Abb. 3.35). In diesem Punkt wird die Ge-
schwindigkeit der Fl¨ussigkeit gleich Null. Man nennt diesen Punkt deshalbStaupunkt. Von P aus teilt
sich die Stromlinie dann und vereinigt sich wieder im hinteren StaupunktP0, dem entgegengesetzten Pol
der Kugel. Hier ist die Geschwindigkeit ebenfalls gleich Null. Dagegen erreicht die Geschwindigkeit
ihre Maximalwerte am̈Aquator �A der Kugel. Die weiter außen liegenden Stromlinien weichen vor der
Kugel aus und n¨ahern sich hinter der Kugel wieder an. Man sieht aus diesem Stromlinienverlauf, daß
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der Wert der Str¨omungsgeschwindigkeit zwischen dem PolP undÄquator auf den Maximalwertvm
anwächst und dann zwischen̈Aquator und dem entgegengesetzten PolP0 wieder auf Null absinkt.

Das Strömungsbild stimmt prinzipiell gut mit den Verh¨altnissen in realen Fl¨ussigkeiten ¨uberein. Es
besteht jedoch ein wesentlicher Unterschied. In realen Fl¨ussigkeiten haftet die Fl¨ussigkeit an der Ober-
fläche der Kugel, w¨ahrend in unserer idealisierten Betrachtung die Fl¨ussigkeit einfach an der Kugel
vorbeiströmt. Bei nichthaftender Fl¨ussigkeit ist die Anordnung der Stromlinien (siehe Abb. 3.35a) v¨ollig
symmetrisch bez¨uglich der AchsePP0 und desÄquators. Daraus ergibt sich aus derBernoullischen
Gleichung, daß an den PunktenP und P0 wegenv = 0 der statische Druckp = p0 ist, d.h. den
größten Wert hat, den er annehmen kann. AmÄquator ist dagegenv = vm und der Druck nimmt den
kleinsten Wertp = p0 �

1
2
�v2m an. Die resultierende Druckverteilung ist in Abb. 3.35b gezeigt. Man

erkennt, daß der Druck auf der rechten und linken Seite der Kugel v¨ollig gleich ist. Daraus kann man fol-
gende Schlußfolgerung ziehen:Auf eine in eine Parallelströmung eingetauchte Kugel wirkt bei idealer
Flüssigkeit keinerlei Kraft.Oder umgekehrt:Eine mit konstanter Geschwindigkeit durch eine ruhen-
de, ideale Fl̈ussigkeit bewegte Kugel erfährt keinen Widerstand.Dieses Ergebnis gilt nicht nur f¨ur eine
Kugel, sondern f¨ur jeden beliebigen eingetauchten K¨orper (siehe z.B. Abb. 3.35c).

Diese Tatsache widerspricht allerdings der experimentellen Erfahrung. Im Experiment stellt man fest,
daß alle eingetauchten K¨orper einen Widerstand erfahren. Daraus kann man dann schließen, daß die
Strömung vor und nach dem K¨orper unterschiedlich sein muß, daß also in Wirklichkeitdie Symmetrie
der Str̈omung und der resultierenden Druckverteilung bezüglich desÄquators gebrochen ist. Wie die
Flüssigkeit im Detail str¨omt wird erst sp¨ater diskutiert, da f¨ur die Symmetriebrechung die bis jetzt noch
nicht behandelten Reibungseffekte eine wichtige Rolle spielen. Es soll hier die Tatsache gen¨ugen, daß
infolge der Reibung in der Grenzschicht die Verh¨altnisse vor und nach dem K¨orper nicht die Symme-
trie besitzen, die nach der Behauptung der reibungslosen Hydrodynamik vorhanden sein sollte. Der
tatsächlich in realen Fl¨ussigkeiten auftretende Str¨omungswiderstand hat seine Ursache in der Asymme-
trie der Druckverteilung vor und hinter dem K¨orper. Er wird deshalb im Gegensatz zu dem sp¨ater disku-
tiertenReibungswiderstandinnerhalb einer Fl¨ussigkeit alsDruckwiderstandbezeichnet. Die Str¨omungs-
und Druckasymmetrien stellen sich insbesondere bei solchen K¨orpern ein, die beim̈Ubergang von
der Vorder- zur R¨uckseite eine starke Kr¨ummung der Stromlinien aufweisen (wie z.B. eine Platte).
Strömungs- und Druckasymmetrien werden umso kleiner, je langgestreckter ein K¨orper ist. Bei sol-
chen Körpern tritt bei der Bewegung durch eine Fl¨ussigkeit nahezu kein Druckwiderstand auf.15 Man
nennt diese K¨orper dann auchstromlinienf̈ormig. Eine nähere Diskussion des Druckwiderstands erfolgt
in Abschnitt 3.5.5.

Wir haben gesehen, daß in einer reibungslosen Fl¨ussigkeit (bzw. Gas) auf einen in eine Parallelstr¨omung
eingebrachten K¨orper Druckkräfte auftreten m¨ussen,sobald die Symmetrie der Stromlinien zerstört ist.
Anschaulich kann man das dadurch erreichen, daß man der symmetrischen Str¨omung (z.B. um einen
unendlich langen Zylinder, dessen Achse senkrecht zur Zeichenebene steht) noch eineZirkulations-
strömungüberlagert. Man kann sich also die asymmetrische Str¨omung als̈Uberlagerung einer symme-
trischen Str¨omung und einer Zirkulationsstr¨omung denken (siehe Abb. 3.36). Eine solche Zirkulations-
strömung ergibt sich z.B. dadurch, daß der Zylinder rotiert und infolge der Rauigkeit seiner Oberfl¨ache
Gas- oder Fl¨ussigkeitsteilchen mitnimmt. Die Geschwindigkeitsverteilung der Str¨omung wird durch die
Zirkulationsströmung verändert, und zwar wird die Geschwindigkeit auf einer Seite (z.B. unten) erh¨oht
und auf der anderen Seite (z.B. oben) erniedrigt (siehe Abb. 3.36). Entsprechend sind die Stromlinien
oben dichter und unten weiter auseinander gezogen. Nach derBernoullischen Gleichung ist also der
Druck oben kleiner und unten gr¨oßer. Es resultiert daraus eine QuerkraftFq auf jede Längeneinheit des
Zylinders senkrecht zur Str¨omungsrichtung. Diese KraftFq ist umso gr¨oßer, je gr¨oßer die Geschwindig-
keit v der Parallelstr¨omung. Sie ist ferner proportional zu der Gr¨oße� der Zirkulation und der Dichte
� der Flüssigkeit oder des Gases. Die genaue Rechnung liefert f¨ur die Kraft pro Längeneinkheit die

15In der Natur kann dies sehr anschaulich anhand der Form von Fischen beobachtet werden.
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Abbildung 3.36: Asymmetrische Str¨omung alsÜberlagerung einer symmetrischen Str¨omung und einer
Zirkulationsströmung.

Beziehung

Fq
l

= � v � ; (3.5.23)

die nach ihren Begr¨undern dieKutta-Shukowski Beziehung genannt wird. Hierbei istl die Länge des
Zylinders. Die Größe der Zirkulation� hängt bei einem rotierenden Zylinder von dessen Rotationsge-
schwindigkeit und Rauigkeit ab. Ferner muß die Reibung in der Grenzschicht ber¨ucksichtigt werden, wie
weiter unten noch genauer diskutiert wird. Es muß also von der idealen, reibungslosen Fl¨ussigkeit abge-
wichen werden. Je gr¨oßer die Zirkulation ist, um so mehr r¨ucken die urspr¨unglichen StaupunkteP und
P 0 nach unten in ihre neue PositionenB undB0. Die Stärke der Zirkulation kann ¨uber das Ringintegral

� =

I
vr � ds (3.5.24)

ausgedr¨uckt werden. Hat die Zirkulationsstr¨omung um den Zylinder mit Radiusr die Tangentialge-
schwindigkeitvr, so erhält man

I
v � ds = vr

I
ds = vr2�r : (3.5.25)

Berücksichtigt man ferner, daß die Querschnittsfl¨ache des Zylinders senkrecht zur Str¨omungsichtung
A = 2rl ist, so erhält man für die Querkraft

Fq = ��vvrA : (3.5.26)
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Abbildung 3.37: Eine inhomogene Str¨omung enth¨alt Wirbel. Im mitbewegten Bezugssystem (rechts)
sieht man die Wirbel deutlicher. Der eingezeichnete Umlauf ergibt eine von Null verschiedene Zirkula-
tion.

Eine endliche Zirkulationsstr¨omung auch dann auftreten kann, wenn keine Rotation eines K¨orpers vor-
liegt. Dies ist aus Abb. 3.37 ersichtlich. Im allgemeinen sind Wirbelstr¨omungen ¨uberall dort anzusetzen,
wo sich die Str¨omungsgeschwindigkeit quer zu ihrer eigenen Richtung ¨andert. Die Zirkulationsstr¨omung
ist auch bei Flugzeugen von großer Bedeutung. Die sich um den Tragfl¨ugel eines Flugzeugs ausbildende
Strömung (siehe Abb. 3.36b, oben) kann als eineÜberlagerung einer symmetrischen Str¨omung und einer
Zirkulationsströmung aufgefaßt werden.16

Der Magnus-Effekt

Bewegt sich ein rotierender Ball durch eine Fl¨ussigkeit oder ein Gas, so wird er quer zu seiner Bewe-
gungsrichtung abgelenkt. Der Ball erf¨ahrt aufgrund seiner Rotation einer Querkraft. Dieser Effekt hat
bei der Ballistik von Geschossen eine große Rolle gespielt. Wurden diese aus glatten Rohren abge-
feuert, so wiesen sie aufgrund einer Rotation durch eine zuf¨allig exzentrische Lage des Schwerpunkts
unerklärliche Abweichungen von ihrer urspr¨unglichen Flugbahn auf. Dieser Tatbestand war die Ursache
dafür, daß sich 1853G. Magnusmit der experimentellen Untersuchung diesen Effekts befaßte, der nach
ihm heuteMagnus-Effektgenannt wird.

3.5.5 Dynamische Viskosiẗat – Laminare und turbulente Strömung

Wir haben bisher Str¨omungen idealer Fl¨ussigkeiten oder Gase betrachtet und dabei Reibungseffekte
vernachlässigt. Im letzten Abschnitt haben wir bereits gesehen, daß die Mitnahme von an der Oberfl¨ache
von Festk¨orpern haftenden Fl¨ussigkeits- oder Gasteilchen zu Asymmetrien des Str¨omungsprofils und
damit zu Kräften auf umstr¨omte Körper führt. Wir haben aber Reibungseffekte in der Fl¨ussigkeit oder
dem Gas selbst vernachl¨assigt. Wir wollen deshalb in diesem Abschnitt die Natur von Reibungskr¨aften
in Flüssigkeiten und Gasen diskutieren und ihren Einfluß auf das Str¨omungsverhalten betrachten. Wir
werden sehen, daß reale Fl¨ussigkeiten und Gase eine sogenannteZ̈ahigkeitoderViskosiẗat besitzen. Wir
werden in diesem Zusammenhang auch von innerer Reibung sprechen.

Wir haben bereits bei der Herleitung derBernoullischen Gleichung darauf hingewiesen, daß auf-
grund von Reibungseffekten der Druck entlang eines Rohres kontinuierlich abnimmt (vergleiche

16Für ideale Flüssigkeiten fandHelmholtz, daß Wirbel in ihnen weder erzeugt noch vernichtet werden k¨onnen. Außerdem
ist die Intensität eines Wirbel ist konstant. Nimmt z-B. der Querschnitt eines Wirbels ab, so muß die Rotationsgeschwindigkeit
größer werden und umgekehrt. Erst der Einfluß der Reibung f¨uhrt zur Verletzung dieser S¨atze. Bei geringer Reibung, z.B. in
der Atmosph¨are, halten sich Wirbel wie die Hoch- und Tiefdruckgebiete sehr lange. Eine Einschn¨urung eines Tiefs f¨uhrt in den
Tropen zu enormen Windst¨arken (Taifun, Tornado).
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Abbildung 3.38: Zur Fl¨ussigkeitsreibung.

Abb. 3.28). Die Bedeutung von Reibungseffekten wird auch klar, wenn man ein mit Wasser gef¨ulltes
Glas um seine vertikale Achse rotieren l¨aßt. Man sieht, daß nach einer gewissen Zeit die gesam-
te Flüssigkeit im Glas mitrotiert. Das ist nur dann m¨oglich, wenn zwischen den einzelnen koaxialen
Flüssigkeitsschichten Kraftwirkungen bestehen, die die Rotation von der Gef¨aßwand allm¨ahlich auf die
inneren Flüssigkeitsschichten ¨ubertragen. Zur Diskussion dieser Kraftwirkungen betrachten wir den in
Abb. 3.38 gezeigten sehr einfachen Versuchsaufbau. Zwischen einem festen Boden und einer bewegli-
chen Platte der Fl¨acheA befinde sich eine Fl¨ussigkeitsschicht der Dickex. Da die an den Boden und
an die Platte angrenzenden Fl¨ussigkeitsschichten an diesen haften, bildet sich beim Bewegen der Platte
ein Geschwindigkeitsgef¨alle dv=dx aus. Die Flüssigkeit kann man sich dabei aus einzelnen Schich-
ten mit unterschiedlicher Geschwindigkeit aufgebaut denken. Die Geschwindigkeit nimmt vom Boden
zur Deckplatte zu, und zwar f¨ur kleine Abstände linear. Diesen Vorgang kann man sich so erkl¨aren,
daß die einzelnen Fl¨ussigkeitschichten auf die angrenzenden Schichten Tangentialkr¨afte (parallel zu den
Schichten) aus¨uben, die diese in Bewegung versetzen. Jede Schicht ¨ubt auf die nach unten folgende eine
beschleunigende Kraft aus und erf¨ahrt nach dem Reaktionsprinzip eine gleich große, aber verz¨ogernde
Kraft. Diese Kraft ist nach der Erfahrung proportional zur Fl¨ache der angrenzenden Schichten, ihrem Ge-
schwindigkeitsunterschied�v, einem von der Natur der Fl¨ussigkeit abh¨angenden Faktor� und schließ-
lich umgekehrt proportional dem Abstand�x der betrachteten Schichten. Demnach erh¨alt man für die
Tangentialkraft

F = A �
�v

�x
: (3.5.27)

Dieser Ausdruck geht im Grenzfall verschwindend d¨unner Schichten ¨uber in

F = A �
dv

dx
: (3.5.28)

Da die Kraft F parallel zu den Fl¨ussigkeitsschichten (d.h. tangential) wirkt, istF=A = �t eine
Tangential-oderSchubspannung(vergleiche Abschnitt 3.2.1), die durch

�t = �
dv

dx
(3.5.29)
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gegeben ist. In einer realen Fl¨ussigkeit existiert also außer der f¨ur ideale Flüssigkeiten alleine betrachte-
tenNormalspannung, d.h. dem Druckp = Fn=A, auch eineTangentialspannung, die durch Gl.(3.5.29)
gegeben ist.

Während die Normalspannung eine elastische Spannung ist (sie ist proportional zur Deformation), ist
die Tangentialspannung einer Fl¨ussigkeit proportional zur Geschwindigkeitsdifferenz zweier benach-
barter Flüssigkeitsschichten. Sie ist also keine elastische Kraft, die ja bestrebt w¨are, die Deformation
rückgängig zu machen. Sie hat vielmehr die Tendenz, den Geschwindigkeitsunterschied auszugleichen.
Die Tangentialspannung wirkt also so, wie wir es von Reibungskr¨aften kennen. Man nennt deshalb�
auch denKoeffizienten der inneren Reibung. Allgemein üblich ist aber die Bezeichnungdynamische
Viskosiẗat oderZähigkeit. Der reziproke Wert1=� wird Fluidität genannt, der Quotient� = �=� wird
alskinematische Z̈ahigkeitbezeichnet.

Man sieht aus Gl.(3.5.29), daß die Tangentialspannung sowohl proportional zur dynamischen Viskosit¨at
als auch zum Geschwindigkeitsgradientendv=dx ist. Das heißt, selbst bei einer sehr kleinen Viskosit¨at
der Flüssigkeit kann die Tangentialspannung aufgrund von starken Geschwindigkeitsgradienten groß und
deshalb bedeutend werden.

Laminare Strömung – das Hagen-Poiseuillesche Gesetz

Wir werden in diesem Abschnitt diskutieren, wie groß die Z¨ahigkeit von Flüssigkeiten und Gasen ist und
wie man sie mißt. Dazu betrachten wir zun¨achst den Fall, daß die Reibungskr¨afte die Trägheitskräfte bei
weitemüberwiegen sollen. Dieser Fall eignet sich besonders gut zur Bestimmung von Reibungskoeffizi-
enten.

Wir betrachten ein Rohr mit RadiusR, durch das eine Fl¨ussigkeit str¨omt. Das Rohr soll horizontal verlau-
fen, damit Effekte der Schwerkraft vermieden werden. Das Rohr soll mit einer Fl¨ussigkeit mit konstan-
tem Druck gespeist werden. Die Fl¨ussigkeit im Rohr kann man sich aus d¨unnen koaxialen “Stromr¨ohren”
mit einer Dicke�r aufgebaut denken (siehe Abb. 3.39a). Die ¨außerste Stromr¨ohre soll dabei fest mit
der Rohrwandung verbunden sein (v = 0). Der Flüssigkeitsfaden in der Mitte des Rohres hat die h¨ochste
Geschwindigkeit. Die einzelnen Fl¨ussigkeitsschichten gleiten aneinander vorbei, ohne sich zu st¨oren.
Deshalb nennt man eine solche Str¨omung auchSchicht-oderLaminarstr̈omung. Die Stromlinien, die
mit den Bahnlinien identisch sind, sind Geraden parallel zum Rohr. Wir werden weiter unten noch se-
hen, daß sich eine laminare Str¨omung nur dann ausbilden kann, wenn die Tr¨agheitskräfte klein genug
sind. Andernfalls kommt es zu einerturbulenten Str̈omung.

R ∆r
�

R
v

A=πr2
A'=2πr�

r

(a) (b) (c)

Abbildung 3.39: Zur laminaren Str¨omung einer Fl¨ussigkeit in einem Rohr: (a) Aufteilung in Stromr¨ohren
der Dicke�r, (b) Strömungsprofil, (c) zur Ableitung des Str¨omungsprofils.

Die Bewegungsgleichung f¨ur die Flüssigkeit entlang des Rohres ergibt sich nach demd’Alembert schen
Prinzip aus dem Verschwinden der Summe aus ¨außeren Kr¨aften (DruckkraftFp = (p1 � p2)A), der
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ReibungskraftF� , die der Druckkraft entgegengesetzt ist, und der Tr¨agheitskraftFT = �ma =
��V (dv=dt), d.h. es muß gelten

(p1 � p2)A� F� � �V
dv

dt
= 0 : (3.5.30)

Wir betrachten jetzt Str¨omungen, f¨ur diev = const ist, so daß die Tr¨agheitskraft verschwindet und man

(p1 � p2)A� F� = 0 (3.5.31)

erhält. Mit der Querschnittsfl¨acheA = �r2 der in Abb. 3.39c gezeigten Stromr¨ohre, der Druckdiffernz
�p = p1 � p2 entlang eines Rohrst¨uckes der L¨angel und der Oberfl¨acheA0 = 2�rl einer koaxialen
Stromröhre, an der die Tangentialkraft�t angreift (siehe Abb. 3.39c), erh¨alt man unter Benutzung von
Gl.(3.5.28)

�p�r2 � � 2�rl
dv

dr
= 0 : (3.5.32)

Durch Auflösen nachdv=dr und Integration erh¨alt man

v(r) = (R2 � r2)
(p1 � p2)

4 l �
: (3.5.33)

Dabei ergibt sich die Integrationskonstante aus der Bedingungv(R) = 0. Man erhält also das in
Abb. 3.39b skizzierte parabelf¨ormige Geschwindigkeitsprofil einer in einem Rohr fließenden Fl¨ussigkeit.
Für das durch das gesamte Rohr pro Zeiteinheit str¨omende Fl¨ussigkeitsvolumen, d.h. die Stromst¨arke
I = V=t, erhält man dann

I =

Z
A
v(r)dA =

Z R

0

v(r)2�r dr =
�R4

8 � l
(p1 � p2) : (3.5.34)

Diese Gesetzm¨aßigkeit wird nach ihren Entdeckern dasHagen-Poiseuillesche Gesetz genannt.17 Man
erkennt, daß die durch ein Rohr str¨omende Fl¨ussigkeitsmenge mit der 4. Potenz des Rohrradius, linear
mit dem Druckgef¨alle�p=l entlang des Rohres und umgekehrt proportional zur dynamischen Viskosit¨at
� ansteigt. DaI,�p, l undR leicht zu messen sind, kann man mit Hilfe von Gl.(3.5.34) sehr einfach die
dynamische Viskosit¨at von Flüssigkeiten bestimmen.18

Die Dimension der dynamischen Viskosit¨at ergibt sich aus demHagen-Poiseuilleschen Gesetz zu
17Diese Gesetzm¨aßigkeit wurde fast gleichzeitig vom deutschen Ingenieur Hagen (1839) und vom franz¨osichen Arzt Poi-

seuille (1840) untersucht. Poiseuille versuchte dabei vor allem die Blutbewegung in den Arterien und Venen zu verstehen.
18Die dynamische Viskosit¨at (siehe Tabelle 3.4) ist stark temperaturabh¨angig. Sie nimmt bei Fl¨ussigkeiten mit steigender

Temperatur stark ab, bei Gasen allerdings zu. Dies liegt daran, daß der Mechanismus der Reibung bei Gasen anders ist. Er
beruht hier auf Diffusionsprozessen. Str¨omen zwei Gasschichten nebeneinander her, so werden infolge der Brownschen Mole-
kularbewegung Molek¨ule mit höherer mittlerer Geschwindigkeit in den langsameren Gasstrom und umgekehrt ¨ubertreten und
zu einer Angleichung der mittleren Geschwindigkeiten f¨uhren. Es ist einsichtig, daß dieser Prozeß bei h¨oheren Temperaturen
effektiver ist und deshalb die Z¨ahigkeit von Gasen mit steigender Temperatur zunimmt.
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[�] = 1
kg

m s
= 1 Pa s = 10

g

cm s
= 10 Poise : (3.5.35)

Man kann dasHagen-Poiseuillesche Gesetz auch noch in eine andere Form bringen, wenn man statt der
verschiedenen Geschwindigkeiten der einzelnen Schichten eine mittlere Geschwindigkeit der Str¨omung
einführt. Definiert man die mittlere Geschwindigkeithvi über die Stromst¨arkeI = V=t = �R2hvi, so
erhält man durch Einsetzen dieses Ausdrucks f¨ur V=t in Gl.(3.5.34)

(p1 � p2)

l
=

8�hvi

R2
: (3.5.36)

Multipliziert man diesen Ausdruck noch mit dem Rohrquerschnitt�R2 und der Längel, so ergibt sich
die Kraft, die in dem Rohrst¨uck der Längel und des RadiusR die Durchflußgeschwindigkeithvi erzeugt,
zu

F = 8� � l hvi : (3.5.37)

Dieser Kraft ist gleich (und entgegengesetzt) der Reibungskraft, d.h. dem sogenanntenReibungswider-
standF� , den das Rohr der Str¨omung entgegensetzt. Der Betrag des Reibungswiderstandes ist also

F� = 8� � l hvi : (3.5.38)

Der Reibungswiderstand verschwindet wie erwartet f¨ur � = 0, d.h. für eine ideale, reibungslose
Flüssigkeit.

Eine weitere, sehr wichtige Formel f¨ur den Reibungswiderstand stammt vonStokes. Er betrachtete den
Reibungswiderstand einer Kugel mit RadiusR, die sich mit einer mittleren Geschwindigkeithvi in einer
unendlich ausgedehnten Fl¨ussigkeit der Z¨ahigkeit� bewegt. F¨ur den Reibungswiderstand ergibt sich hier

F� = 6� � Rhvi : (3.5.39)

Dieser Ausdruck wird als dasStokessche Gesetzbezeichnet. Eine Kugel bewegt sich nach diesem Gesetz
in einer zähen Flüssigkeit unter Wirkung einer konstanten KraftF (z.B. Schwerkraft) mit konstanter Ge-
schwindigkeit. Eine Kugel sinkt deshalb im Schwerefeld (konstante Gewichtskraft) in einer Fl¨ussigkeit
mit konstanter Geschwindigkeit nach unten. Auch die Fallgeschwindigkeit von Regentropfen gehorcht
demStokesschen Gesetz.

Zur Berechnung der Sinkgeschwindigkeitvs von Kugeln unterschiedliche Materialdichte� in einer
Flüssigkeit muß man neben der GewichtskraftFG = VK�Kg und der ReibungskraftF� = �6��Rvs
die AuftriebskraftFA = �FlVKg berücksichtigen. Hierbei ist�K die Dichte undVK = 4

3
�R3 das

Volumen der Kugel. Aus dem Kr¨aftegleichgewichtFG + F� + FA = 0 folgt

�kVKg � 6��Rvs � �FlVKg = 0

oder vs =
2

9

(�K � �Fl)

�
g R2 : (3.5.40)

Die Sinkgeschwindigkeit ist also proportional zu1=�, (�K � �Fl) undR2. Das heißt, die Sinkgeschwin-
digkeit ist für eine zähesÖl (z.B. Glyzerin) wie erwartet kleiner als f¨ur Wasser, sie ist f¨ur eine Stahlkugel
größer als f¨ur eine gleichgroße Kunststoffkugel und sie ist f¨ur eine große Kugel gr¨oßer als f¨ur eine kleine
Kugel.
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Stoff � [Pa s] Stoff � [Pa s]

Quecksilber 0.1554 Argon 2:211 � 10�3

Diäthyläther 0.0240 Helium 1:961 � 10�3

Benzol 0.0648 Luft 1:819 � 10�3

Glyzerin (wasserfrei) 148 Wasserstoff 0:884 � 10�3

Motoröl � 5
Rizinusöl 99

Tabelle 3.4: Dynamische Viskosit¨at einiger Stoffe bei 20oC in Pascalsekunden.

Turbulente Str ömung – Reynoldssche-Zahl

Bei idealen Fl¨ussigkeiten wurde die gesamte von außen zugef¨uhrte Arbeit in eine Beschleunigung der
Flüssigkeitübergeführt, da hier keine Reibungskr¨afte wirken. Eine Druckdifferenz in einem Rohr f¨uhrt
also ausschließlich zu einer Ver¨anderung der kinetischen Energie der Fl¨ussigkeit. Im vorangegangenen
Abschnitt wurde dann die Reibung ber¨ucksichtigt, wobei wir angenommen hatten, daß die Reibungs-
kräfte sogar groß gegen¨uber den Tr¨agheitskräften sein sollten. In diesem Fall erhielt man einelaminare
Strömung, die dadurch ausgezeichnet ist, daß die ¨außere Arbeit (z.B. Druckdifferenz im Rohr) lediglich
zur Überwindung der inneren Reibung notwendig ist. Tr¨agheitskräfte wurde v¨ollig vernachlässigt. Bei
laminaren Str¨omungen gleiten selbst sehr d¨unne Flüssigkeitsschichten glatt ¨ubereinander hin.

Experimentell beobachtet man laminare Str¨omungen allerdings nur, wenn das Verh¨altnis
v=� aus Str¨omungsgeschwindigkeit und dynamischer Viskosit¨at klein ist. Mit zunehmender
Strömungsgeschwindigkeit geht die laminare Str¨omung in eine sogenannteturbulente Strömung
über, bei der Wirbel in der str¨omenden Fl¨ussigkeit entstehen und dadurch aneinander angrenzende
Flüssigkeitsschichten nicht mehr ¨ubereinander hingleiten, sondern durcheinander gewirbelt werden.
Man nennt diese Str¨omungsformen auchStr̈omungen realer Flüssigkeiten. Eine rechnerische Behand-
lung turbulenter Str¨omungsprozesse ist außerordentlich schwierig. In den folgenden Betrachtungen
soll deshalb lediglich eine Klassifikation der auftretenden Str¨omungsformen gemacht werden. Diese
Betrachtungen f¨uhren zu dem Begriff der endlichen GrenzschichtdickeD19 und machen plausibel, wie
es zu einer turbulenten Str¨omung kommen kann.

Wir machen zun¨achst folgendes Gedankenexperiment: Mit Hilfe einer KraftF , die zurÜberwindung
der Reibung notwendig ist, wird ein d¨unnes Brett in eine reale Fl¨ussigkeit so eingetaucht, daß sich eine
konstante Sinkgeschwindigkeitvs und ein im Idealfall lineares Geschwindigkeitsgef¨alle dv=dx zu beiden
Seiten des Brettes ergibt (siehe Abb. 3.40).20 Mit der ReibungskraftF� = 2A�dv=dx = 2A�vs=D
(vergleiche Gl.(3.5.28)), wobei der Faktor 2 durch die zwei Oberfl¨achen des Brettes verursacht wird,
erhält man dieReibungsarbeit

W� = F� l = 2A �
vs
D

l : (3.5.41)

Hierbei istA die eingetauchte Seitenfl¨ache des Brettes,l die Eintauchtiefe undD der senkrechte Abstand
zum Brett,über den die Geschwindigkeit der Fl¨ussigkeit auf Null abgesunken ist.

19Der Begriff der endlichen Grenzschichtdicke wurde zuerst vonPrandtl eingeführt.
20Diese Konstellation ist nat¨urlich äquivalent zum Einbringen eines fixierten Brettes in eine Str¨omung konstanter Geschwin-

digkeit.
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F

�

x
D

vx

vs

Abbildung 3.40: Zur Str¨omung realer Fl¨ussigkeiten. Der eingetauchte K¨orper bewegt sich mit konstanter
Geschwindigkeit gegen die Fl¨ussigkeit oder umgekehrt.

Andererseits wird die Fl¨ussigkeit durch das Eintauchen des Brettes in Bewegung gesetzt, wof¨ur die
Beschleunigungsarbeit

WB = 2

Z
V

1

2
� v2 dV (3.5.42)

aufgewendet werden muß. Mitv=vs = x=D unddV = Adx ergibt sich

WB = 2

Z D

0

1

2
�
v2s
D2

A x2 dx (3.5.43)

bzw.

WB =
1

3
�v2s A D : (3.5.44)

Für die Grenzfälle D ! 0 undD ! 1 ergeben sich Probleme, da entwederW� oderWB unendlich
wird. Da die an einen K¨orper (in unserem Fall das Brett) angrenzende Fl¨ussigkeitsschicht immer am
Körper haftet, ist die Str¨omungsgeschwindigkeit dieser Schicht immer gleich der Sinkgeschwindigkeit
vs des Brettes. In zunehmender Entfernung vom K¨orper sinktv mehr oder weniger schnell auf Null
ab. Wichtig ist, daß auch bei sehr kleinem� in einer an den K¨orper angrenzenden Schicht der Gradient
dv=dx groß ist, und zwar umso gr¨oßer je kleiner� ist. Die Tangentialspannung�t = �dv=dx wird daher
nicht klein und es muß in dieser Grenzschicht die Reibung immer ber¨ucksichtigt werden, egal wie klein
� ist. Das heißt, der FallD = 0 kann physikalisch nicht auftreten. F¨ur den anderen GrenzfallD ! 1
verschwindet die Reibungsarbeit, da benachbarte Fl¨ussigkeitsschichten quasi keinen Geschwindigkeits-
unterschied mehr aufweisen, die Beschleunigungsarbeit w¨urde aber unendlich groß. F¨ur eine vorwiegend
durch die Reibung kontrollierte Str¨omung ist dies aber ebenfalls unphysikalisch, d.h. dieser Grenzfall
kann ebenfalls nicht auftreten. Da in die Beschleunigung der Fl¨ussigkeit quasi nicht mehr Energie hinein-
gesteckt werden kann, als durch die Reibungskr¨afte auf die einzelnen Fl¨ussigkeitsschichten ¨ubertragen
werden kann, muß
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WB . W� (3.5.45)

gelten und es stellt sich immer eine endliche GrenzschichtdickeD ein. Aus Gl.(3.5.45) folgt

1

3
�v2s AD . 2A�

vs
D
l

oder
�vs
�

D2

l
. 6 : (3.5.46)

Durch Erweiterung mitl und Vernachl¨assigung des Faktors 6 ergibt sich eine Verkn¨upfung von Konstan-
ten, die für alle Strömungsvorg¨ange gr¨oßenordnungsm¨aßig erfüllt sein muß:

�vsl

�

�
D

l

�2

. 1

oder D .

s
� l

� vs
: (3.5.47)

Hierbei ist die(D=l)2 eine dimensionslose Gr¨oße mit rein geometrischer Bedeutung und die Gr¨oße

Re =
�vsl

�
(3.5.48)

ist dieReynolds-Zahl.21 Die Reynolds-Zahl ist ebenfalls dimensionslos und verbindet die Eigenschaf-
ten, die die Fl¨ussigkeit (�, �), die Strömung (vs) und den eingetauchten K¨orper (l) beschreiben.

Die Bedingung (3.5.47) gestattet nun eine Klassifikation verschiedener Str¨omungsformen. Die einzelnen
Strömungsformen lassen sich nach der Gr¨oße derReynolds-Zahl klassifizieren:

1. Re� 1) D=l� 1:

Die Grenzschichtdicke ist groß gegen¨uber der Linearausdehnung des eingetauchten K¨orpers. Da-
durch herrscht ein geringes Geschwindigkeitsgef¨alle in der Grenzschicht. Dies ist der Grenzfall
der laminaren Str¨omung, den wir oben bereits diskutiert haben. Es wurde dabei vorausgesetzt, daß
die Reibungskr¨afte die Trägheitskräfte überwiegen sollen. Man nun kann zeigen, daß der Quotient
aus Reibungskr¨aften und Trägheitskräften proportional zu1=Re ist. Eine kleineReynolds-Zahl
bedeutet also, daß die Reibungskr¨afte dominieren.

2. Re � 1) D=l � 1:

Die Reynolds-Zahl und damitD=l sind in der Gr¨oßenordnung von eins. Das heißt, man erh¨alt
Grenzschichtdicken in der Gr¨oßenordnung der Linearausdehnung des eingetauchten K¨orpers.

3. Re� 1) D=l� 1:

Das Geschwindigkeitsgef¨alle wird sehr groß. Ab einer kritischenReynolds-ZahlRekrit � 1200
kommt es zur Entstehung von Wirbeln und damit zu einer turbulenten Str¨omung.

21Osborne Reynolds: 1842 - 1912.
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4. Re!1)D=l ! 0:

Die Grenzschicht wird verschwindend klein. Der Bereich mit innerer Reibung wird also extrem
dünn und es gelten die Str¨omungsgesetze einer idealen Fl¨ussigkeit. Die reibungslose Hydrodyna-
mik ist also durch� = 0 oderRe =1 charakterisiert.

Es ist wichtig darauf hinzuweisen, daß man gleiche Str¨omungsarten f¨ur gleicheReynolds-Zahlen be-
kommt. Diese Tatsache ist alshydrodynamisches̈Ahnlichkeitsgesetzbekannt. Man kann also eine
Änderung von� durch eine entsprechende Ver¨anderung von�, r und vs kompensieren und beh¨alt da-
mit die Strömungsform bei. In der Str¨omungstechnik ist hierbei insbesondere die M¨oglichkeit wichtig,
Versuche mit kleinen Modellk¨orpern zu machen, um daraus R¨uckschlüsse auf große K¨orper zu gewin-
nen (z.B. Flugzeuge, Autos, etc.). Verkleinert manr, so muß bei gleichem� und � (z.B. Luft) nur die
Strömungsgeschwindigkeit entsprechend heraufgesetzt werden.

Es soll nun weiter diskutiert werden, wie es f¨ur den FallRe � 1 zur Wirbelbildung kommt. Dazu
betrachten wir die Umstr¨omung eines kugelf¨ormigen Körpers. Weit vor und hinter dem K¨orper ist die
Strömungsgeschwindigkeit und deshalb nachBernoulli der statische Druck etwa gleich. Seitlich der
Kugel sind Str¨omungsgeschwindigkeit und Staudruck gr¨oßer, was zu einer Erniedrigung des statischen
Drucks führt. Ein Flüssigkeitsteilchen wird deshalb erst vor dem K¨orper im Druckgef¨alle beschleunigt
und erreicht an der̈Aquatorlinie der Kugel seine maximale Geschwindigkeit. Hinter derÄquatorlinie
kann es aufgrund seiner erh¨ohten kinetischen Energie wieder gegen das Druckgef¨alle anlaufen und ver-
liert infolgedessen wieder an Geschwindigkeit, bis es (bei fehlender Reibung) weit hinter dem K¨orper
die gleiche Geschwindigkeit besitzt wie davor. Ist aber Reibung zu ¨uberwinden, wird Geschwindigkeit
eingebüßt und die verbleibende Geschwindigkeit reicht dann unter Umst¨anden nach dem K¨orper nicht
mehr aus, um das Druckgef¨alle zuüberwinden. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Reibungsarbeit
größer ist als die vor dem K¨orper vorhandene kinetische Energie. Es kommt dann zu einer Umkehr des
Flüssigkeitsteilchen, d.h. das Fl¨ussigkeitsteilchen str¨omt in den Bereich niedrigeren Drucks zur¨uck. Da-
durch wird eine Drehung eingeleitet und es bildet sich hinter der Kugel ein Wirbelpaar (siehe Abb. 3.41)
mit entgegengesetztem Drehsinn. Die an den Wirbeln vorbeistr¨omende Fl¨ussigkeit nimmt abwechselnd
einen dieser Wirbel mit. Nach der Abl¨osung bilden sich neue Wirbel und es entsteht eineWirbelstraße
hinter der Kugel.

In der Wirbelstraße steckt eine h¨ohere Energie als in der laminaren Str¨omung. Dies läßt sich durch
folgendes Experiment demonstrieren: Man bringt in das Trommelfell einer großen Pauke ein kreisrundes
Loch ein. Vor dieseÖffnung wird in mehreren Metern Entfernung eine brennende Kerze aufgestellt.
Schlägt man mit dem Filzhammer gegen die R¨uckwand der Pauke, so wird die Kerze durch die aus der
Öffnung in der Vorderwand austretenden Wirbel gel¨oscht. Mit Hilfe von Rauch und einer Lampe lassen
sich die Wirbel sichtbar machen.

Der Übergang von laminarer zu turbulenter Str¨omung hat ferner eine große Auswirkung auf
den Strömungswiderstand eines K¨orpers. Gleitet eine Fl¨ussigkeit laminar um einen K¨orper, so
ist nach demHagen-Poiseuilleschen oderStokessche Gesetz die Reibungskraft proportional zur
Strömungsgeschwindigkeit. In einer turbulenten Str¨omung ist die Diskussion schwieriger. Qualitativ
kann man sagen, daß es zu einer asymmetrischen Druckverteilung vor und nach dem umstr¨omten Körper
und damit zu einem Druckwiderstand kommt. Ein Teil der vom Druckgef¨alle an der Vorderseite eines
Körpers geleisteten Beschleuinigungsarbeit geht aufgrund von Reibungseffekten bzw. Wirbelbildung
verloren. Es gilt dann nicht mehr die aus der Energieerhaltung abgeleiteteBernoullische Gleichung, d.h.
die Summe aus statischem Druck und Staudruck ist nicht mehr konstant, da die Geschindigkeitsvertei-
lung vor und nach dem K¨orper nicht mehr symmmetrisch ist. Mit der resultierenden Druckdifferenz kann
man eine DruckkraftFD = �pA definieren. Die Druckdifferenz�p zwischen Vorder- und R¨uckseite
des Körpers hängt stark von der Form des K¨orpers ab und wird ¨ublicherweise als�p = cw

1
2
�v2 ausge-

drückt, d.h. als Anteilcw des Staudrucks. Man erh¨alt damit
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v=0      pstau=1/2ρv2 Fη~ Apstau ~ A (1/2ρv2)

Abbildung 3.41: Zur allm¨ahlichen Ausbildung und Abl¨osung eines Wirbelpaares hinter einem Zylinder.

0.8-1.2 1.1-1.3 0.6-1.0

0.2-0.3 0.3-0.4 0.055

Abbildung 3.42: Widerstandsbeiwert (cw-Wert) einiger Körperformen: Halbkugel, Platte, Zylinder,
Halbkugel (180o gedreht), Kugel, Stromlinienk¨orper).

FD =
1

2
cwA�v

2 : (3.5.49)

Wichtig ist hierbei, daß der Str¨omungswiderstand bei einer turbulenten Str¨omung proportional zum Ge-
schwindigkeitsquadrat und nicht wie bei der laminaren Str¨omung proportional zuv ist . Die Konstante
cw ist der von der K¨orperform abh¨angigeWiderstandsbeiwert, A die Querschnittsfl¨ache senkrecht zur
Strömung und� die Flüssigkeitsdichte. Da nicht vor sondern hinter dem K¨orper Wirbel entstehen, muß
zu ihrer Vermeidung, und damit zur Herabsetzung des Str¨omungswiderstands, die K¨orperform auf der
Rückseite optimiert werden. Die Auswirkungen der K¨orperform lassen sich im Windkanal zeigen.

In Abb. 3.42 sind diecw-Werte für einige Körperformen gezeigt. Man sieht z.B., daß eine konvexe und
konkave Fläche einen um den Faktor 4 unterschiedlichen Druckwiderstand besitzen. Diese Tatsache
wird bei der Konstruktion eines Windmessers, des sogenanntenAnemometersbenutzt. Bei diesem ist ein
mit vier Halbkugelschalen versehenes Kreuz um die vertikale Achse drehbar angebracht. Im Windstrom
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dreht sich das Kreuz so, daß sich die Kugelschalen mit ihrer konvexenSeite voran bewegen. Die Drehung
erfolgt umso schneller, je schneller die Windgeschwindigkeit ist.
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