
Kapitel 5

Wärmelehre

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir gesehen, daß die Eigenschaften mechanischer Systeme mit
den Grundgr¨oßen Länge (Einheit: Meter), Zeit (Einheit: Sekunde) und Masse (Einheit: Kilogramm)
beschrieben werden k¨onnen. Aus unserer Alltagserfahrung kennen wir aber aber noch eine weitere Zu-
standsgr¨oße, die einen festen K¨orper, eine Fl¨ussigkeit oder ein Gas auszeichnet. In unserer Haut befinden
sich besonders ausgebildete Nervenzellen, die uns bei Kontakt mit mit Festk¨orpern, Flüssigkeiten oder
Gasen die Empfindung “kalt”, “warm” oder “heiß” vermitteln. Diese Empfindung k¨onnen wir nicht mit
den bisher eingef¨uhrten mechanischen Grundgr¨oßen beschreiben. Die Tatsache, daß wir mit unserer Sin-
neserfahrung verschiedene Grade der “Warmheit” unterscheiden k¨onnen und deshalb K¨orper nach dieser
Eigenschaft klassifizieren k¨onnen, führt uns zu dem Begriff“Temperatur”. Wir werden in diesem Ka-
pitel die Temperatur als weitere Grundgr¨oße einführen und zeigen, wie diese Grundgr¨oße mit Hilfe von
Thermometern gemessen werden kann. Bei der Messung der Temperatur kommt es insbesondere darauf
an, objektive Meßverfahren f¨ur die Temperatur zu finden, da unsere Sinneserfahrung subjektiv ist (unser
Temperaturempfinden h¨angt mehr oder weniger stark von der Vorgeschichte ab).

Mit dem Begriff der Temperatur werden wir dann einige Eigenschaften von festen K¨orpern, Flüssigkeiten
und Gasen diskutieren, die wir ebenfalls aus unserer Alltagserfahrung gut kennen, wie z.B. die Vo-
lumenänderung bei Temperatur¨anderung oder die Einstellung eines W¨armegleichgewichts, wenn man
zwei Festk¨orper, Flüssigkeiten oder Gase mit unterschiedlicher Temperatur in Kontakt bringt.

+++++++++++++++++++++
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5.1 Temperatur und Gasgesetze

5.1.1 Temperaturmessung

Wenn wir von Temperatur sprechen, unterscheiden wir entsprechend unserer Temperaturempfindung
rein qualitativ zwischen warm und kalt. Zur quantitativen Bestimmung der Temperatur ben¨otigen wir
allerdings eine Meßvorschrift (Realdefinition einer physikalischen Gr¨oße), mit der eine objektive Be-
stimmung der Temperatur erm¨oglicht wird. Dazu nutzen wir aus, daß Festk¨orper, Flüssigkeiten und
Gase ihrer Eigenschaften in gesetzm¨aßiger Weise mit der Temperatur ¨andern.

T
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R

Abbildung 5.1: Temperaturabh¨angigkeit des elektrischen Widerstands als Eichkurve f¨ur die Temperatur-
messung.

Durch die genaue Messung einer bestimmten K¨orpereigenschaft als Funktion der Temperatur ist eine
Temperaturmessung m¨oglich. In Abb. 5.1 ist als Beispiel der elektrische Widerstand eines Metalls als
Funktion der Temperatur gezeigt. Diese Abh¨angigkeit kann zur Temperaturmessung benutzt werden, so-
bald eine Eichung der Kurve vorgenommen wurde. Dazu legt man ¨ublicherweise leicht reproduzierbare
FixpunkteT1, T2, : : : fest, um eine reproduzierbare Temperaturmessung zu erm¨oglichen.

Für die quantitative Temperaturmessung haben sich in der Vergangenheit mehrere Temperaturskalen
durchgesetzt, die sich durch eine unterschiedliche Wahl der gew¨ahltenFixpunkte. So dienten f¨ur die
Celsiusskala1 und dieRèaumurskala2 die Temperaturen des schmelzenden Eises (0oC, 0oR) und des bei
Normaldruck siedenden Wassers (100oC, 80oR) als Fixpunkte (siehe hierzu das in Abb. 5.2 gezeigte
(p� T )-Phasendiagramm von Wasser). F¨ur die haupts¨achlich in den USA verwendeteFahrenheitskala3

diente die tiefste Temperatur, die er mit einer Eis-Wasser-Salmiak-Mischung erreichen konnte (0oF) und
die Temperatur des menschlichen Blutes (100oF) als Fixpunkte. Nach diesen Festlegungen unterteilt
man unterteilt man die Differenzen zwischen unteren und oberen Fixpunkten in ¨aquidistante Teile und
setzt diese Einteilungen ¨uber die Fixpunkte hinaus fort.

Zwischen den verschiedenen Temperaturskalen bestehen folgende Umrechnungen:

1A. Celsius: 1701 - 1744.
2R.-A. Rèaumur: 1683 - 1757.
3G. D. Fahrenheit: 1686 - 1736.
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Abbildung 5.2: Zustandsdiagramm (Phasendiagramm) des Wassers. Der Schmelzpunkt des Wassers bei
Normaldruck (760 Torr) liegt beiT = 273:15K auf Linie 3 oberhalb des Tripelpunktes (p = 4:6Torr,
T = 273:16K).
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T [K] = (T � 273:15) [oC] : (5.1.1)

Mit dieser Umrechnungsvorschrift erh¨alt man folgende Werte f¨ur den Schmelz- und Siedepunkt von
Wasser bei Normaldruck (p = 1:013 � 105 Pa):

Skala Kelvin Celsius Fahrenheit R`eaumur

Schmelzpunkt 273.15 K 0oC 32oF 0oR
Siedepunkt 373.15 K 100oC 212oF 80oR

In die Umrechnungstabelle wurde auch die so genanntethermodynamische Temperaturskalaaufgenom-
men. Diese beginnt bei der tiefsten Temperatur, die theoretische erreichbar ist (0 K).4 Das Kelvin wird
auch zur Angabe von Temperaturintervallen benutzt, wobei der Temperaturunterschied von 1 K demje-
nigen von1oC entspricht. Die Kelvin-Skala beruht auf der thermodynamischen Temperaturskala, die in
Abschnitt 5.1.3 eingehend behandelt wird.

4Name und Symbol dieser SI-Basiseinkeit wurde von Grad Kelvin (oK) in Kelvin (K) geändert.
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Die Genauigkeit der Temperaturmessung ist in unterschiedlichen Temperaturbereichen keineswegs
gleich. Der Schmelzpunkt des Eises hat eine Unsicherheit von etwa 0.002 K. Wesentlich genauer (bis
0.00005 K) läßt sich der Tripelpunkt des Wassers bestimmen, der um 0.0098 K ¨uber dem Eispunkt liegt
(siehe Abb. 5.2). Der Tripelpunkt des Wassers zeichnet sich dadurch aus, daß bei einer bestimmten
Temperatur und einem bestimmten Druck alle drei Aggregatszust¨ande nebeneinander existieren k¨onnen.
Der Siedepunkt des Wassers l¨aßt sich mit einer Genauigkeit bis zu 0.001 K reproduzieren.5 Folgende
weiteren Fixpunkte sind f¨ur die Eichung der Temperaturskala wichtig:

Fixpunkt beip = 1:013 � 105Pa Temperatur [ K ]

Siedepunkt von He 4.215
Tripelpunkt von H2 13.81
Siedepunkt H2 20.28
Siedepunkt von Ne 27.10
Siedepunkt von O2 90.19
Siedepunkt von H2O 373.15
Schmelzpunkt von H2O 273.15
Schmelzpunkt von Zn 692.73
Schmelzpunkt von Ag 1235.08
Schmelzpunkt von Au 1337.58

Thermometer

Zur Realisierung eines Thermometers k¨onnen verschiedene physikalische Gr¨oßenG herangezogen wer-
den, die eine wohldefinierte Temperaturabh¨angigkeit besitzen. Um eine große Empfindlichkeit zu errei-
chen, sollte dabei diëAnderung der Gr¨oße mit der Temperatur,dG=dT , groß sein. Folgende physikali-
schen Effekte werden am h¨aufigsten zur Realisierung von Thermometern verwendet:

1. Thermische Ausdehnung von Festk̈orpern, Flüssigkeiten und Gasen:

Das Volumen von Fl¨ussigkeiten und Gasen wird bei Erh¨ohung der Temperatur gr¨oßer. Füllt man
z.B. drei Kolben mit oben angesetztem Rohr gleich hoch mit Petroleum, Wasser und Quecksilber
und taucht sie in ein Bad mit warmem Wasser ein, so sieht man am Steigen der Fl¨ussigkeiten
in den Röhrchen, daß sich Petroleum am st¨arksten, Quecksilber am wenigsten ausdehnt (siehe
Abb. 5.3). Zur Füllung von Thermometern die auf der thermischen Ausdehnung von Fl¨ussigkeiten
verwendet, nimmt man meistens Quecksilber, Alkohol oder Toluol. Bei diesen Fl¨ussigkeiten ist
die Volumenänderung weitgehend proportional zur Temperatur¨anderung. Quecksilberthermome-
ter können vom Gefrierpunkt von Hg bei -38.86oC und etwa 150oC eingesetzt werden,6 wo eine
merkliche Verdampfung von Hg einsetzt. Alkoholthermometer werden von etwa -70oC bis 0oC
eingesetzt.

5Wegen der großen Genauigkeit der Messung des Tripelpunktes von Wasser wurde auf der 10. Generalkonferenz f¨ur Maß
und Gewicht (1954) beschlossen, die Temperatureinheit durch einen Fixpunkt, und zwar den Tripelpunkt des Wassers, festzu-
legen. Dieser Punkt hat durch den Beschluß die Temperatur 273.16 K erhalten. Die Gradeinteilung nach oben und unten erh¨alt
man durch Gasthermometer (eine Beschreibung der Gasthermometer erfolgt in Abschnitt 5.1.3).

6Durch die Verwendung von sehr engen Kapillaren und hinreichend großer Quecksilbergef¨aße erreicht man bei
Flüssigkeitsthermometern Ablesegenauigkeiten von 0.01 Grad. Derartig empfindliche Thermometer werden aber nur f¨ur einen
engen Temperaturbereich hergestellt, da sonst ihre L¨ange zu groß w¨urde.
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Abbildung 5.3: Zur Ausnutzung der thermischen Ausdehnung von Fl¨ussigkeiten in Thermometern.

In Bimetallstreifen wird die unterschiedliche thermische Ausdehnung von zwei verschiedenen
Metallen ausgenutzt. Bei Temperatur¨anderung verbiegt sich der Bimetallstreifen, was zum Bei-
spiel zum Schalten von Kontakten verwendet werden kann (Schutzschaltung in Kaffeemaschine,
Bügeleisen, etc.).

Gasthermometer beruhen auf derÄnderung des Gasvolumens mit der Temperatur. Allerdings
hängt das Volumen bei Gasen auch noch stark vom Druck ab. Dieser Zusammenhang wird sp¨ater
im Zusammenhang mit der thermischen Ausdehnung von Gasen (siehe Abschnitt 5.1.3) diskutiert,
weshalb Gasthermometer erst weiter unten ausf¨uhrlich beschrieben werden.

2. Widerstandsthermometer:

Eine weitverbreitete Methode der Temperaturmessung basiert auf derÄnderung des elektrischen
Widerstands mit der Temperatur. Solche Widerstandsthermometer bestehen h¨aufig aus d¨unnen,
ausgegl¨uhten Platindr¨ahten. Ihre Genauigkeit ist hoch und oft besser als 0.001oC im Bereich
zwischen 0 und 400oC.7

Bei sehr tiefen Temperaturen (. 100K) können Pt-Thermometer nicht mehr verwendet werden,
da sich ihr Widerstand nur noch wenig mit der Temperatur ¨andert. In diesem Bereich werden
häufig Widerstandsthermometer aus halbleitenden (Ge, C) Materialien verwendet, da diese einen
sehr steilen Anstieg des Widerstands mit sinkender Temperatur zeigen (siehe Abb. 5.4).

3. Thermoelemente:

Thermoelemente bestehen aus einem Paar verschiedener MetalleA und B, das eine von der
Temperatur abh¨angige KontaktspannungUAB liefert. Diese Kontaktspannung beruht auf der un-
terschiedlichen Austrittsarbeit f¨ur Elektronen aus den beiden Metallen. Verbindet man, wie in
Abb. 5.5 gezeigt, zwei verschiedene Metalle an zwei L¨otstellen, so kann man eine Thermospan-
nungUth = UAB(T1) � UAB(T2) messen. Man findetUth = S�T , wobeiS die Thermokraft
ist, die selbst wiederum temperaturabh¨angig ist und typischerweise im Bereich von1�V/K liegt.
Der Vorteil von Thermoelemente ist, daß sie in sehr kleiner Bauform hergestellt werden k¨onnen
und von tiefen Temperaturen (einige K) bis zu sehr hohen Temperaturen (etwa 3000 K f¨ur W/Mo-
Thermoelemente) eingesetzt werden k¨onnen.

4. Dampfdruckthermometer:

7Zu Pt-Thermometern existiert sogar eine DIN-Vorschrift f¨ur die Toleranzen und dieR(T )-Abhängigkeit von Widerst¨anden
mit einem Wert von 100
 (Pt-100) und 1000
 (Pt-1000) bei 0oC.
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Abbildung 5.4: Typische Temperaturabh¨angigkeit des elektrischen Widerstands von Metallen und Halb-
leitern.
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Abbildung 5.5: Thermoelement bestehend aus zwei Kontaktstellen verschiedener Metalle. Eine Kon-
taktstelle wird auf eine Referenztemperatur gebracht (z.B. Eiswasser: 0oC).

Dampfdruckthermometer beruhen auf derÄnderung des Dampfdrucks von Fl¨ussigkeiten mit der
Temperatur. Zum Beispiel kann bei sehr tiefen Temperaturen die Temperatur von fl¨ussigem He-
lium durch Messung des Dampfdrucks ¨uber der Heliumfl¨ussigkeit genau bestimmt werden. Da-
durch ist eine Temperaturmessung im Bereich von etwa 1 bis 5 K m¨oglich. Eine genaue Diskussion
des Zusammenhangs zwischen dem Dampfdruck ¨uber einer Fl¨ussigkeit und der Temperatur einer
Flüssigkeit erfolgt sp¨ater.

5. Strahlungspyrometer:

Oberhalb von 1000 K wird h¨aufig die ausgesandte Lichtstrahlung zur Temperaturbestimmung be-
nutzt. Die Lichtausstrahlung ¨andert sich von dunkelrot ¨uber rot, gelblich und weiß bis hin zu
bläulich, wenn man die Temperatur erh¨oht. Die spektrale Zusammensetzung des ausgestrahlten
Lichts läßt eine genaue Temperaturbestimmung.

In Strahlungspyrometern macht man eine vergleichende Helligkeitsmessung zwischen einem
Körper mit unbekannter Temperatur und einem Gl¨uhfaden, dessen Temperatur man mit Hilfe ei-
nes elektrischen Stromes ¨uber den Faden ¨andern kann. Man ¨andert die Stromst¨arke so lange,
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bis die Helligkeit des Fadens mit der des K¨orpersübereinstimmt. Man liest dann die elektrische
Stromstärke ab und aus einer Eichtabelle die zugeh¨orige Temperatur.

5.1.2 Thermische Ausdehnung fester und fl¨ussiger Körper

Die thermische Ausdehnung fester und fl¨ussiger Körper wurde oben bei der Diskussion von Thermome-
tern bereits erw¨ahnt. Sie soll in diesem Abschnitt genauer diskutiert werden.

Thermische Ausdehnung fester K̈orper

Zunächst soll die Ausdehnung fester K¨orper und zwar die Ausdehnung in nur einer Dimension behandelt
werden (siehe Abb. 5.6). Man spricht hier von L¨angenausdehnung, die mit Hilfe von Rohren oder St¨aben
leicht gemessen werden kann. Erh¨oht man die Temperatur eines Stabes vonT0 um�T auf T , so zeigt
sich, daß bei nicht allzu großen�T in erster Näherung eine Proportionalit¨at zwischen Ausdehnung
�l = l(T1) � l(T0) und Temperatur¨anderung�T = T � T0 besteht. Außerdem ist die gemessene
Längenänderung�l proportional zur Längel0 des Stabes bei der TemperaturT0. Man kann also die
Längenänderung�l wie folgt ausdr¨ucken:

�l = � l0 �T : (5.1.2)

T0 T=T0+∆T

�
� �

�
��∆�

Abbildung 5.6: Zur linearen thermischen Ausdehnung eines festen K¨orpers.

Die Proportionalitätskonstante� nennt man denlinearen Ausdehnungskoeffizienten. Die Dimension von
� ist

[�] =
1

K
: (5.1.3)

Addiert man auf beiden Seiten von Gl.(5.1.2) die L¨angel0, so erhält man die Länge bei der Temperatur
T zu

l0 +�l = l(T ) = l0 (1 + � �T ) : (5.1.4)

Typische Längenausdehnungskoeffizienten einiger Materialien sind:
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Material linearer Ausdehnungskoeffizient� [ 1/K ]
(bei Raumtemperatur)

Quarzglas 0:5 � 10�6

Jenaer Glas 9:0 � 10�6

Kupfer 16:7� 10�6

Aluminium 23:8� 10�6

Eisen 12:3� 10�6

Invarstahl 2:0 � 10�6

Nickel 13� 10�6

Es soll hier darauf hingewiesen werden, daß� selbst von der Temperatur abh¨angt. Für genaue Messungen
kann man f¨ur die Bescbreibung der temperaturabh¨angigen Länge häufig Ausdrücke der Art

l(T ) = l0 (1 + � �T + �0(�T )2 + : : :) : (5.1.5)

Natürlich dehnt sich ein Stab bei einer Temperatur¨anderung nicht nur in seiner L¨angs-, sondern auch
in seiner Querrichtung aus, d.h. der Stab ¨andert sein Volumen. Man nennt entsprechend zum linearen
Ausdehnungskoeffizienten den Ausdruck[V (T ) � V (T0)]=[V (T0)�T ] denRaum-oder Volumenaus-
dehnungskoeffizienten�. Für die Volumenänderung eines Quader mit Seitenl¨angea0, b0 undc0 bei der
TemperaturT0, der aus einem Material mit linearem Ausdehnungskoeffizienten� besteht, erh¨alt man

V (T0) = a0 b0 c0

V (T ) = a0(1 + ��T ) � b0(1 + ��T ) � c0(1 + ��T )

und damit V (T ) = V (T0) (1 + 3��T ) = V (T0) (1 + ��T ) : (5.1.6)

Da � sehr klein ist, k¨onnen Terme in�2 und�3 gegen¨uber dem linearen Glied vernachl¨assigt werden.
Man erhält also den Raumausdehnungskoeffizienten

� = 3� ; (5.1.7)

d.h. der Raumausdehnungskoeffizient betr¨agt das Dreifache des linearen Ausdehnungskeffizienten.

Bimetallstreifen:

In Bimetallstreifen (z.B. Zink/Eisen oder Nickel/Eisen) nutzt man den unterschiedlichen li-
nearen Ausdehnungskoeffizienten von verschiedenen Metallen aus (siehe Abb. 5.7). Wenn
man zwei gleich lange und breite Metallstreifen bei der Temperatur T0 aufeinanderwalzt oder
lötet, so muß sich der dadurch erhaltene Bimetallstreifen bei einer Temperaturänderung bie-
gen und zwar bei einer Temperaturerniedrigung und -erhöhung in unterschiedliche Richtung.
Man benutzt solche Bimetallstreifen häufig dazu, bei einer bestimmten Temperatur einen
elektrischen Kontakt bei einer bestimmten Temperatur zu schließen oder zu öffnen. Da-
mit lassen sich Temperaturregelungen konstruieren oder Schutzschalter gegen Überhitzung
gewinnen (z.B. Bügeleisen, Kaffeemaschine, Heißwasserspeicher, etc.).
Biegt man einen Bimetallstreifen zu einer Spirale, befestigt diese mit ihrem äußeren Ende
an einem festen Zapfen und versieht ihr inneres Ende mit einer Achse, an der ein Zeiger
befestigt ist, so wird die Achse und damit der Zeiger bei einer Temperaturänderung gedreht.
Auf diesem Prinzip beruhen verschiedene Metallthermometer.
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Abbildung 5.7: Anwendung des Bimetallstreifens beim Metallthermometer.

Thermische Ausdehnung von Fl¨ussigkeiten

Bei der Ausdehnung von Fl¨ussigkeiten interessiert nur der Volumenausdehnungskoeffizient.
Flüssigkeiten dehnen sich im allgemeinen mit zunehmender Temperatur st¨arker aus als Festk¨orper, au-
ßerdem h¨angen die Ausdehnungskoeffizienten st¨arker von der Temperatur ab. Bei der Messung des
Volumenausdehnungskoeffizienten von Fl¨ussigkeiten tritt das Problem aus, daß man Fl¨ussigkeiten in
ein Gefäß füllen muß. Erwärmt man die Fl¨ussigkeit, so erw¨armt man auch das Gef¨aß, wodurch sich
dieses ebenfalls ausdehnt. Man beobachtet dann nur die Differenz der Ausdehnungskoeffizienten von
Flüssigkeit und Beh¨alter. Kennt man allerdings die Ausdehnung einer einzigen Fl¨ussigkeit absolut, so
kann man mit deren Hilfe die Ausdehnung des Beh¨alters bestimmen und damit dann die Ausdehnung
beliebiger Flüssigkeiten.

Zur absoluten Bestimmung der Ausdehnung von Fl¨ussigkeiten benutzt man nach der Methode vonDu-
long undPetit ein kommunizierendes Rohr, dessen einer Schenkel durch den Kontakt mit schmelzendem
Eis auf0oC gehalten wird, w¨ahrend der andere Schenkel vom Dampf siedenden Wassers umstr¨omt wird
und dadurch auf einer Temperatur von100oC gehalten wird. Die Dichte� einer Flüssigkeitändert sich
umgekehrt wie das Volumen, da das Produkt�V = m konstant sein muß. Es gilt also f¨ur die zwei
Temperaturen die Gleichung

�(T0) V (T0) = �(T ) V (T ) (5.1.8)

und damit, wenn wir den Volumenausdehnungskoeffizienten von Fl¨ussigkeiten mit
 bezeichnen, auch

�(T0) V (T0) = �(T ) V (T0) (1 + 
�T ) : (5.1.9)

Das heißt, es gilt

�(T ) =
�(T0)

1 + 
�T
: (5.1.10)
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Aufgrund der h¨oheren Dichte bei0oC muß die Fl¨ussigkeit im erhitzten Schenkel des kommunizierenden
Rohres h¨oher stehen als im kalten. Nach dem Gesetz der kommunizierenden R¨ohren verhalten sich die
Höhen umgekehrt wie die Dichten selbst (�1=�2 = h2=h1, vergleiche Gl.(3.3.13)). Das heißt, man kann
aus der Messung der H¨ohen das Verh¨altnis�(T0)=�(T ) = 1 + 
�T bestimmen. Man bekommt daraus
den Absolutwert des Volumenausdehnungskoeffizienten f¨ur eine Flüssigkeit.

Typische Volumenausdehnungskoeffizienten einiger Fl¨ussigkeiten sind:

Flüssigkeit Volumenausdehnungskoeffizient� [ 1/K ]
(bei 18oC)

Wasser 0:18 � 10�3

Quecksilber 0:18 � 10�3

Benzol 1:06 � 10�3

Äthylalkohol 1:1� 10�3

Glyzerin 0:49 � 10�3

Man erkennt, daß die Ausdehnungskoeffizienten f¨ur Flüssigkeiten etwa 100-mal so groß sind wie dieje-
nigen von Festk¨orpern.
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Abbildung 5.8: Volumen¨anderung von Wasser bei Erw¨armung.

Eine für die Natur sehr wichtige Anomalie zeigt das Wasser. Es hat seine gr¨oßte Dichte bei4oC (siehe
Abb. 5.8). Oberhalb und unterhalb dieser Temperatur nimmt aufgrund der Volumenausdehnung die
Dichte ab. Deshalb frieren stehende Gew¨asser bei Unterschreitung des Gefrierpunktes an der Oberfl¨ache
zu, während sie am Grund noch eine Temperatur von4oC besitzen. Aufgrund der geringeren Dichte
schwimmt die an der Oberfl¨achen von Wasser gebildete Eisschicht auf dem Wasser.

Allgemeinere Formulierung der thermischen Ausdehnung

Der Volumenausdehnungskoeffizient kann nach Gl.(5.1.6) wie folgt ausgedr¨uckt werden:
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� =
V (T )� V (T0)

V (T0)

1

�T
=

�V

�T

1

V (T0)
: (5.1.11)

Man kann für infinitesimale Temperatur¨anderungen den Volumenausdehnungskoeffizienten dann durch

� =
1

V

�
@V

@T

�
p

(5.1.12)

ausdrücken. Hierbei bedeutet der Indexp, daß die partielle Differentiation bei konstantem Druck erfolgen
soll, d.h. die Temperatur¨anderung soll bei konstantem Druck erfolgen. Im allgemeinen ¨andert sich
das Volumen nicht nur bei einer Temperatur¨anderung, sondern auch f¨ur konstante Temperatur bei einer
Druckänderung. Deshalb kann man allgemein formulieren:

dV =

�
@V

@T

�
p

dT �

�
@V

@p

�
T

dp

oder
dV

V
=

1

V

�
@V

@T

�
p

dT �
1

V

�
@V

@p

�
T

dp : (5.1.13)

Hierbei ist

� =
1

V

�
@V

@p

�
T

(5.1.14)

die isotherme Kompressibilität. Damit erhält man die allgemeine Zustandsgleichung f¨ur Festkörper zu

dV

V
= � dT � � dp : (5.1.15)

Verbiegen von Eisenbahnschienen:

Es sollen kurz die bei der thermischen Ausdehnung auftretenden Kräfte diskutiert wer-
den. Wir nehmen an, daß ein Eisenstab eine Temperaturänderung von 500oC erfährt. Mit
� = 12� 10�6 1/K ergibt sich eine relative Längenänderung von �l=l = 6� 10�3. Dadurch
entsteht eine Druckspannung � = E(�l=l) im Stab. Mit dem Elasizitätsmodul von Eisen,
EFe = 2 � 107N/cm2, erhält man eine Zugspannung von � = 1:2 � 105N/cm2. Diese Zug-
spannung entspricht einem Gewicht von mehr als 10 Tonnen auf eine Fläche von 1 cm2.
Solche Kräfte können zum Verbiegen sehr stabiler Metallkonstruktionen führen (wie z.B.
Eisenbahnschiene). Deshalb ist bei solchen Konstruktionen auf Dehnungsfugen zu achten.

5.1.3 Thermische Ausdehnung von Gasen

Wir betrachten im folgenden eine ideales Gas, bei dem die Wechselwirkung der Atome oder Molek¨ule
völlig vernachlässigbar ist. Diese Annahme gilt immer gut, wenn die Temperatur des Gases weit ober-
halb der Siedetemperatur liegt. Eine genaue Definition des idealen Gases wird erst am Ende diesen
Abschnittes gegeben.
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Gesetz von Gay-Lussac

Bei der Ausdehnung von Gasen durch Erw¨armung muß man ber¨ucksichtigen, daß ihr Volumen auch sehr
stark vom Druck abh¨angt. Hält man den Druck konstant (isobare Zustandsänderung), so erhält man
beim Erwärmen eines Gases folgenden Zusammenhang:

V (T ) = V (T0) (1 + 
�T ) (p = const:) : (5.1.16)

Diesen Zusammenhang nennt man dasGay-Lussacsche Gesetz.8 Für die experimentelle Pr¨ufung diesen
Zusammenhangs eignet sich die in Abb. 5.9 gezeigte Anordnung, bei der ein mit einem Stempel auf
ein Gas ein konstanter Druck ausge¨ubt wird und für verschiedene Temperaturen das Volumen bestimmt
wird.

p,V,T

V

T
0°C

V0

-273.15°C

(a) (b)

Abbildung 5.9: (a) Zylinder mit verschiebbarem Stempel. (b)V (T )-Abhängigkeit eines idealen Gases.

Der Volumenausdehnungskoeffizient von Gasen ist wesentlich gr¨oßer als derjenige von Festk¨orpern oder
Flüssigkeiten. Außerdem haben alle Gase die Eigenschaft, nahezu den gleichen Volumenausdehnungs-
koeffizienten zu besitzen. Als Mittelwert kann man mit guter N¨aherung


 =
1

273:15
K�1 (5.1.17)

angeben. Nat¨urlich gilt Gl.(5.1.16) für reale Gase nur n¨aherungsweise, was man schon daraus ersieht,
daß beiT = �273:15oC das Gas das Volumen 0 annehmen m¨ußte. Außerdem gehen alle Gase in den
flüssigen Zustand ¨uber, wenn man sie nur gen¨ugend weit abk¨uhlt. Gl.(5.1.16) gilt also nur so lange, wie
die Druck und Temperaturverh¨altnisse so sind, daß das Gas nicht zu nahe an seinem Verfl¨ussigungspunkt
herankommt (man hat dann ein ideales Gas vorliegen).

Gesetz von Boyle-Mariotte

Bekanntlich hängt das Volumen von Gasen bei konstanter Temperatur stark vom Druck ab. Wir diskutie-
ren jetzt dieÄnderung des Gasvolumens beiÄnderung des Druckes f¨ur konstante Temperatur (isotherme

8Dieser Zusammenhang wird nach Gay-Lussac (1778 - 1850, das Gesetz stammt aus dem Jahr 1802) benannt, obwohl er
von Amontons bereits 1703 aufgestellt wurde.
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Zustands̈anderung). Da sich die Menge des Gases bei Verringerung des Volumens mit steigendem Druck
nicht ändert, muß die Dichte des Gases ansteigen. Der Druck ist also der Dichte� eines Gases propor-
tional:

p = const: � = const:
m

V
: (5.1.18)

Wenn man die konstante Masse mit in die Konstante einbezieht, erh¨alt man

p V = const: = p1V1 = p2V2 = : : : (T = const:) : (5.1.19)

Gleichung (5.1.18) ist das schon in Kapitel 3 behandelteBoyle-Mariottesche Gesetz.9 Es ist in einem
weiten Temperaturbereich g¨ultig, sofern die Temperatur des Gases weit oberhalb der Kondensationstem-
peratur liegt (das Gas verh¨alt sich dann wie ein ideales Gas). In der N¨ahe der Kondensationstemperatur
spielen die Wechselwirkungskr¨afte zwischen den Gasmolek¨ulen und ihr Eigenvolumen eine nicht zu ver-
nachlässigende Rolle (reales Gas). Man spricht von einem idealen Gas, wenn dies gerade nicht der Fall
ist. Das Gesetz vonBoyle-Mariotte prüft man mit der in Abb. 5.9a gezeigten Vorrichtung, indem man
mit verschiedenen Gewichten verschiedene Drucke auf das Gas aus¨ubt und das zugeh¨orige Volumen
mißt.

Gesetz von Charles

Wir diskutieren jetzt noch dieisochore Zustandsänderung, d.h. wir interessieren uns f¨ur den Druck
in Abhängigkeit der Temperatur bei konstantem Volumen. Hierzu zerlegt man die isochore Zu-
stands¨anderung in zwei aufeinanderfolgende Teilschritte. Im ersten Schritt wird das Gas bei konstan-
tem Druckp(T0) von T0 auf T erwärmt. Dabeiändert sich das Volumen aufV (T ) = V (T0)(1 + 
T ).
Im zweiten Schritt wird bei konstanter TemperaturT das Volumen auf den Ausgangswert komprimiert.
Dabei gilt nach demBoyle-Mariotteschen GesetzV (T )p(T0) = V (T0)p(T ). Setzt man den Ausdruck
für V (T ) ein, so erh¨alt man das Gesetz vonCharles, das oft auch als zweites Gesetz vonGay-Lussac
bezeichnet wird:

p(T ) = p(T0) (1 + 
T ) (V = const:) : (5.1.20)

Es beschreibt das Verhalten eines idealen Gases bei konstantem Volumen. Der Volumen- und
Druckänderungskoeffizient sind gleich.

Thermodynamische Temperaturskala

Obwohl die Extrapolation von Gl.(5.1.16) zu sehr tiefen Temperaturen unzul¨assig ist, hat man dennoch
aus dem formelm¨aßigen Verschwinden des Volumens beiT = �273:15oC geschlossen, daß es keine
tieferen Temperaturen als�273:15oC geben k¨onne. Obwohl der Schluß in dieser Form unzul¨assig ist,
stimmt die Folgerung doch mit den Tatsachen ¨uberein, wie sp¨ater noch er¨ortert wird. Man hat deshalb
den Nullpunkt der Temperaturskala vom Eispunkt des Wasser nach�273:15oC verlegt und bezeichnet
die von diesem Punkt an gemessene Temperatur als dieabsolute TemperaturT . Diese Temperaturskala

9Boyle: 1627 - 1691;Mariotte : 1620 - 1684.
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ist für wissenschaftliche Zwecke am besten geeignet wid alsthermodynamische Temperaturskalabe-
zeichnet. Sie wurde vom englischen PhysikerLord Kelvin vorgeschlagen wurde. Man z¨ahlt daher die
absoluten Temperaturen in Einheiten von “K” (Kelvin). Die TemperaturT = 0K bezeichnet denabso-
luten Nullpunkt. Für den Zusammenhang der TemperaturT0 auf der Celsius-Skala und der Temperatur
T auf der Kelvin-Skala giltT = T 0 + 273:15. Temperaturdifferenzen sind auf beiden Skalen gleich,
weshalb die obigen Gesetze unabh¨angig von der verwendeten Temperaturskala gelten.

Verwendet man statt Temperaturdifferenzen absolute Temperaturen, so muß man die Gesetze vonGay-
Lussacund Charles umschreiben. Wir wollen dies f¨ur die thermodynamischen Temperaturskala tun.
Nimmt man für T 00 = 0oC an, so ergibt sich

Celsius-Skala V (T 0) = V (0oC)

�
1 +

1

273:15oC
T 0
�

= V (0oC)

�
273:15oC+ T 0

273:15oC

�
; (5.1.21)

Mit T = T 0 + 273:15 erhält man dann

Kelvin-Skala V (T ) = V0
T

T0
; (5.1.22)

wobeiV0 = V (T0) undT0 = 273:15K ist. Ebenso erh¨alt man

p(T ) = p0
T

T0
; (5.1.23)

wobeip0 = p(T0).

Gasthermometer

V

∆h

A
Hg

Gas

Abbildung 5.10: Schematische Darstellung eines Gasthermometers.
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Da der Wärmeausdehnungskoeffizient f¨ur alle idealen Gase gleich und unabh¨anig von der Temperatur ist,
bieten sie sich als F¨ullsubstanzen f¨ur Thermometer an. Man nennt diese ThermometerGasthermometer.
Ein Gasthermometer besteht aus einem GasvolumenV , das durch ein mit Quecksilber abgeschlosse-
nenU -Rohr abgeschlossen ist (siehe Abb. 5.10). Da das Quecksilbervorratsgef¨aß über einen flexiblen
Schlauch mit demU -Rohr verbunden ist, kann man durchÄnderung der H¨ohe des Vorratsgef¨aßes die
Quecksilbers¨aule so einstellen, daß das Gas immer das gleiche Volumen einnimmt (bis zur MarkeA).
Die Höhendifferenz�h ist ein Maß für den Druckunterschied bei den verschiedenen Temperaturen:
�p = p(T )� p(T0) = �Hgg�h. Mit (5.1.22) und (5.1.23) erh¨alt man die Temperatur

T =
p(T ) T0
p0

= T0
�p+ p0

p0
= T0

�
�p

p0
+ 1

�
= T0

�
�Hg g �h

p0
+ 1

�
: (5.1.24)

Mit �Hg = 13:56 g/cm3, und den bekannten Werten f¨ur p0, T0 und der Erdbeschleunigungg kann man
durch Messung von�h die TemperaturT bestimmen.

5.1.4 Stoffmenge – Avogadro-Gesetz

Aufgrund zahlreicher Untersuchungen formulierte im Jahre 1799 der franz¨osische ChemikerJoseph
Louis Proust (1745 - 1826) dasGesetz der konstanten Proportionen:

Das Gewichtverhältnis zweier sich zu einer chemischen
Verbindung vereinigender Elemente ist konstant.

Manche Elemente sind jedoch in der Lage, mehrere Verbindungen unterschiedlicher Zusammensetzung
einzugehen. Deshalb erweiterte im Jahre 1803 der englische NaturforscherJohn Dalton (1766 - 1844)
dieses Gesetz zumGesetz der multiplen Proportionen:

Die Gewichtverhältnisse zweier sich zu verschiedenen che-
mischen Verbindung vereinigender Elemente stehen im
Verhältnis einfacher ganzer Zahlen zueinander.

Ein Gesetz, das ¨uber die beiden vorhergehenden hinausgeht und diese einschließt, wurde prinzipiell
schon 1791 von dem deutschen ChemikerJeremias Benjamin Richter(1762 - 1807) als dasGesetz der
äquivalenten Proportionenerkannt:

Elemente vereinigen sich stets im Verhältnis bestimm-
ter Verbindungsgewichte, sogenannter Äquivalentgewichte
oder ganzzahliger Vielfacher dieser Gewichte zu chemi-
schen Bindungen.

Eine einleuchtende Deutung finden diese empirisch gefundenen st¨ochiometrischen Gesetze durch die
Atomhypothesevon Dalton (1808):
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Alle Stoffe sind nicht unendlich teilbar, sondern aus klein-
sten, chemisch nicht weiter zerlegbaren Teilchen (Atomen)
aufgebaut.

Die Aussage der obengenannten st¨ochiometrischen Gesetze l¨aßt sich in der heutigen Sprache so for-
mulieren: Da bei chemischen Reaktionen die kleinsten Teilchen miteinander in Wechselwirkung treten,
setzen sich die Atome im Verh¨altnis ganzer Zahlen zu Molek¨ulen zusammen.

Die in den Gesetzen genannten Gewichtsverh¨altnisse (besser Massenverh¨altnisse) geben dann die
Verhältnisse der Massen der miteinander reagierenden Atome an. Weil es bei den st¨ochiometrischen
Rechnungen aber nur auf Massenverh¨altnisse ankommt, kann man den Atomen bzw. Molek¨ulen eine
relative Atommassebzw. Molek̈ulmassezuordnen.

Da Wasserstoff das leichteste Element ist, wurde ihm zun¨achst willkürlich die relative Massemr = 1
zugeordnet. Sp¨ater wurde dann1=16 der Atommasse des Sauerstoffs und heute1=12 der Masse des
Kohlenstoffisotops126 C (Kernladungszahl 6, Massenzahl 12) als relative Atommasseneinheit bezeichnet.
Für den Wasserstoff ergab sich dadurch nur eine Ver¨anderung in der dritten Dezimale. Mit Hilfe der
relativen Atommasseneinheit k¨onnen jedem Atom bzw. Molek¨ul durch Vergleich relative Atommassen
bzw. Molekülmassen zugeordnet werden:

relative AtommasseA
 =
mAtom

1
12m(126 C)

(5.1.25)

relative MolekülmasseM
 =
mMolek�ul

1
12
m(126 C)

: (5.1.26)

Nun kann die Menge eines beliebigen Stoffes entweder durch die Angabe der Stoffmasse oder durch die
Anzahl der darin enthaltenen Molek¨ule, die TeilchenzahlN , charakterisiert werden.10 Benutzt man die
Teilchenzahl, so kann man folgende Aussage ¨uber zwei Stoffmengen machen:Zwei Stoffmengen sind
gleich, wenn sie die gleiche Anzahl von Molekülen enthalten. Die Einheit der Stoffmenge ist 1 mol. Sie
ist wie folgt definiert:

1 mol ist diejenige Stoffmenge, die die gleiche Teilchenzahl
NA enthält, wie in 12.000 g des Kohlenstoffisotops 12

6 C ent-
halten sind. Die Teilchenzahl NA heißt Avogadrokonstantea

oder Loschmidtsche Zahl.b

aAmedeo Avogadro: 1776 - 1856.
bJ. Loschmidt: 1821 - 1895.

Aus dem Vorangegangenen folgt, daß zwei Stoffmengen gleich sind, wenn ihre Massen im Verh¨altnis
der relativen Atommassen stehen.11 Es folgt demnach also, daß ein Stoff die Stoffmenge 1 mol besitzt,
dessen Masse gleich seiner in Gramm gemessenen relativen Molek¨ulemasse ist.

Darüberhinaus fandGay-Lusac im Jahre 1808 bei chemischen Reaktionen von idealen Gasen dasVolu-
mengesetz:

10Im folgenden soll der Begriff Molek¨ul auch für die einatomigen Molek¨ule verwendet werden.
11Hierbei wird allerdings die Massen¨anderung aufgrund molekularer Bindungsenergien vernachl¨assigt.
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Das Volumenverhältnis gasförmiger Stoffe, die bei chemi-
schen Reaktionen vollständig miteinander reagieren, läßt
sich bei gegebener Temperatur und gegebenem Druck
durch einfache ganze Zahlen wiedergeben.

Damit geben die Volumenverh¨altnisse auch die Verh¨altnisse der Teilchenzahlen an. Hieraus folgt ein
wichtiger Sachverhalt, den als erster der italienische PhysikerAmedeo Avogadroim Jahre 1811 formu-
lierte:

Gleiche Volumina idealer Gase enthalten bei gleichem
Druck und gleicher Temperatur die gleiche Anzahl von Mo-
lekülen.

Diese Aussage wird alsMolekularhypotheseoder alsAvogadro-Gesetzbezeichnet. Jedes ideale Gas
der Stoffmenge 1 mol erf¨ullt demnach unter Normalbedingungen das gleiche Volumen, das so genannte
MolvolumenV0 .

Zusammenfassend lassen sich alle Aussagen folgendermaßen zusammenfassen: Gleiche Stoffmengen
enthalten die gleiche Anzahl von Teilchen, ihre Massen verhalten sich wie die relativen Molek¨ulmassen
und sie nehmen – als ideales Gas – bei gleichem Druck und gleicher Temperatur das gleiche Volumen
ein. Für die Stofmengeneinheit betr¨agt die TeilchenzahlNA und das MolvolumenV0 .

Experimentell ergeben sich f¨urNA undV0 folgende Werte:

AvogadrokonstanteNA = 6:002 � 1023 1=mol (5.1.27)

MolvolumenV0 = 22:4 Liter=mol : (5.1.28)

Hierbei wurden f¨ur das Molvolumen Normalbedingungen (p = 1:013 � 105Pa,T = 273K) vorausge-
setzt.

Beispiele:

1. Die Stoffmenge 1 mol Wasser besitzt die Masse 18 g und besteht aus6:022�1023 H2O-Molekülen.

2. Aus der Dichte von Gasen l¨aßt sich das Molvolumen durch Umsetzung auf die Stoffmenge von
1 mol leicht ausrechnen. Mit der Dichte von Wasserstoff�H2 = 0:0899g/l und der Molmasse
M H2 = 2:016 g erhält man

V0;H2 =
M H2

�H2

=
2:016 g=mol

0:0899 g=mol
= 22:4 l=mol : (5.1.29)

3. Mit Hilfe der Avogadrokonstanten lassen sich die tats¨achlichen Atom- bzw. Molek¨ulmassen be-
rechnen. F¨ur die Masse des Wasserstoffmolek¨uls erhält man

mH2 =
M H2

NA
= 3:34� 10�24g : (5.1.30)

Da ein Wasserstoffmolek¨ul aus zwei Wasserstoffatomen besteht, betr¨agt die Masse des Wasser-
stoffatomsmH = 1:67 � 10�24g.
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5.1.5 Allgemeine Zustandsgleichung von Gasen

Ein Mol eines idealen Gases sei in das VolumenV0 beim Druckp0 und der TemperaturT0 eingeschlos-
sen. Wir betrachten nun eine Zustands¨anderungp0;V0 ; T0 ) p;V; T und zerlegen diesëAnderung in
zwei Schritte (siehe Abb. 5.11):

� Im ersten Schritt erfolgt eine Erw¨armung vonT0 auf T , wobei der Druckp0 konstant gehalten
wird. NachGay-Lussacgilt

VT = V0
T

T0
: (5.1.31)

� Im zweiten Schritt wird bei konstanter TemperaturT von p0 auf p komprimiert. NachBoyle-
Mariotte gilt

p0 VT = p V : (5.1.32)

p0,V0,T0

p0,V0,T0

p0,VT,T

p, V, T

p0,VT,T

p, V, T

Schritt 1:

Schritt 2:

Abbildung 5.11: Schematische Darstellung der Schritte zur Erzeugung einer Zustands¨anderung
p0;V0 ; T0 ) p;V; T .

Einsetzen von (5.1.32) in (5.1.31) ergibt

p V

T
=

p0 V0
T0

: (5.1.33)

Die Kombination der drei Zustandsgr¨oßenp, V undT liefert also eine Konstante. Ihr Zahlenwert lautet

R :=
p0 V0
T0

= 8:3143
J

mol K
: (5.1.34)

Sie wird alsallgemeine Gaskonstantebezeichnet. Damit erh¨alt man

p V := RT : (5.1.35)
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Für eine beliebige Stoffmenge mit der Molzahl

� =
Masse desGases

Molmasse
=
m

M
=

N

NA
; (5.1.36)

wobeiN die Gesamtzahl der Molek¨ule ist, führt dies mit

V

V
=

M

m
(5.1.37)

auf dieallgemeine Gasgleichung

p V = � R T : (5.1.38)

Eine graphische Darstellung der allgemeinen Gasgleichung ist in Abb. 5.12 gegeben.
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Abbildung 5.12: Graphische Darstellung der allgemeinen Gasgleichung. Die durchgezogenen Kurven
zeigen diep(V )-Kurven für konstante Temperaturen (Isothermen), die gestrichelten Linien stellen Iso-
baren (Linien konstanten Druckes) dar.

Durch Messung von Druck und Temperatur l¨aßt sich mit dieser Gleichung bei bekannter Dichte� des
Gases dessen molare MasseM bestimmen:

M =
m

V

R T

p
= �

R T

p
: (5.1.39)

Benutzt man� = N=NA so kann man die allgemeine Gasgleichung in folgende Form bringen

p V = � R T = N
R

NA
T = N kB T : (5.1.40)
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Hierbei istkB = R=NA = 1:38 � 10�23 J/K die Boltzmannkonstante. In dieser Form stellt die allge-
meine Gasgleichung eine Beziehung zwischen makroskopischen (p, V , T ) und mikroskopischen Gr¨oßen
(N ) dar. Eine n¨ahere Diskussion dieses Zusammenhangs folgt bei der Behandlung der kinetischen Gas-
theorie.

Beispiel: Druck in Gasflasche

Es sollen 64 kg Sauerstoff bei 300 K in einer Druckflasche mit V = 300 l komprimiert sein.
Wie groß ist der Druck in der Gasflasche ? Aus der allgemeinen Gasgleichung folgt p =

�RT=V . Zur Berechnung von p muß noch � bestimmt werden. Es ist � = m=M und M =

32g/l, d.h. � = 64=32 � 10�3 = 2000. Damit ergibt sich der Druck in der Gasflasche zu
p = 2000 � 8:3143 � 300=0:3 = 1:66� 107Pa = 166bar.

Reale Gase

Die Gleichungp V = � R T kann nicht streng g¨ultig sein. Bei festgehaltenem Druck w¨urde sie zu der
Folgerung führen, daßV beim absoluten Nullpunkt verschwinden w¨urde. Diese Folgerung ist sicherlich
nicht richtig. Um ihr zu entgehen, hatvan der Waals12 das Eigenvolumen der Molek¨ule berücksichtigt
und schrieb zun¨achst

p(b� V ) = �RT ; (5.1.41)

wobei b eine von der Natur des Gases abh¨angige Konstante ist. Dadurch reduziert sich das Volumen
bei T = 0K auf den Wertb. Es ist aber weiter zu beachten, daß die Molek¨ule eines realen Gases sich
gegenseitig anziehen. Dieser gegenseitigen Anziehung tr¨agtvan der Waalsdadurch Rechnung, indem er
zum Druckp ein Glieda=V 2 addiert, dessen spezielle Form durch theoretische Betrachtungen gewonnen
werden kann. Damit ergibt sich dievan der Waalssche Zustandsgleichung realer Gase zu

�
p +

a

V 2

�
(V � b) = � R T : (5.1.42)

Man erkennt, daß sich f¨ur große Werte vonT und nicht allzu hohe Druckep die van der Waalssche
Zustandsgleichung realer Gase auf die oben abgeleitete Zustandsgleichung idealer Gase reduziert. In
Abb. 5.13 ist dievan der Waalssche Zustandsgleichung (Isothermenschar) f¨ur Kohlendioxid graphisch
dargestellt.

Die beiden Konstantea undb lassen sich interpretieren, wenn man den molekularen Aufbau der Materie
berücksichtigt. Zwischen den Molek¨ulen eines Gases wirken zwischenmolekulare Kr¨afte, sogenannte
Van-der-Waals-Kräfte. Da diese Kr¨afte kurzreichweitig sind, machen sie sich erst bei großen Gasdich-
ten bemerkbar. Auf ein Molek¨ul im Innenbereich des Gasvolumens wirken diese Kr¨afte im zeitlichen
Mittel nach allen Seiten gleichm¨aßig. In der Nähe der Wand erfahren die Molek¨ule eine resultieren-
de Kraft nach innen. Die auf ein einzelnes Molek¨ul wirkende Kraftf ist proportional zur Anzahl der
Moleküle in einem Raumelement, dessen Gr¨oße durch die Reichweite der Van-der-Waals-Kraft gegeben
ist, d.h.f /Dichte. Andererseits ist der Druck auf die Wand ebenso proportional zur Teilchenzahl und
damit der sogenannte Binnendruckpi proportional zur�2:

12in seiner Doktorarbeit aus dem Jahre 1869.
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Abbildung 5.13: Isothermen von Kohlendioxid.

pi =
a

V
/= �2 : (5.1.43)

Die Konstanteb wird durch das endliche Volumen der Gasmolek¨ule bestimmt, das dann nicht mehr f¨ur
die freie Bewegung der Gasmolek¨ule zur Verfügung steht. Es betr¨agt etwa das Vierfache des Eigenvolu-
mens der Gasmolek¨ule beträgt:

b ' 4 VMolek�ul : (5.1.44)

Die Konstantena und b hängen von der Stoffmenge ab. Um die Werte verschiedener Gase vergleichen
zu können, formt man Gl.(5.1.42) so um, daß die Gr¨oßena, b undV auf die Stoffmenge bezogen sind.
Es ergibt sich

�
p +

a=�2

V2

�
(V � b=�) = � R T : (5.1.45)

Die folgende Tabelle gibt die Werte f¨ur a=�2 undb=� für einige Gase an.

Gas a=�2 [atm cm6 / mol2 ] b=� [ cm3 / mol ]

Wasserstoff 0:19 � 106 23:0
Stickstoff 1:31 � 106 27:3
Sauerstoff 1:36 � 106 31:6
Kohlendioxid 3:61 � 106 42:8
Wasserdampf 5:87 � 106 33:2
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Da dievan der Waalssche Zustandsgleichung die realen Gase dadurch charakterisiert, daß das Eigen-
volumen der Molek¨ule und die gegenseitige anziehende Wechselwirkung endlich ist, kann man folgende
Definition für ein ideales Gas geben:Ein ideales Gas ist dadurch ausgezeichnet, daß seine Moleküle
verschwindend klein Volumen besitzen und verschwindend kleine Kräfte aufeinander ausüben.

Eine ausf¨uhrliche Diskussion der Eigenschaften von realen Gasen erfolgt sp¨ater.

Anmerkung zur Definition der absoluten Temperatur

Auf den ersten Blick ist es unzweifelhaft auffallend, daß es eine tiefste Temperatur geben soll, w¨ahrend
einer Temperatursteigerung keine Grenzen gesetzt sind. Diese scheinbare Besonderheit h¨angt mit der
gewählten Temperaturdefinition zusammen. Man h¨atte ebenso gut etwalnT als Temperatur� bezeich-
nen können.Über die spezielle Wahl entscheidet nur die Zweckm¨aßigkeit oder die historische Entwick-
lung. Würden wir die Temperaturskala� benutzen, so h¨atten wir stattV = (V0=T0)T die Gleichung
V = (V0=T0) exp(�) und es w¨urde dann der absoluten TemperaturT = 0K die Temperatur� = �1
entsprechen. Das scheinbar kleine Temperaturinterval von 0 bis 1 K ist dann auf der� -Skala unendlich
ausgedehnt. Tats¨achlich läßt sich die TemperaturT = 0K nur asymptotisch erreichen.
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5.2 Die Haupts̈atze der Wärmelehre

5.2.1 Wärmemenge und Ẅarmekapazität

Bei den bisherigen Ausf¨uhrungen wurden die Auswirkungen einer Temperatur¨anderung auf Druck und
Volumen eines K¨orpers betrachtet, ohne der Frage nachzugehen, wie eine Temperaturerh¨ohung zustan-
dekommt. Erfahrungsgem¨aß gibt es daf¨ur zwei Möglichkeiten:

� Die Temperatur eines K¨orpers läßt sich dadurch erh¨ohen, daß man ihm eine W¨armemengeQ
zuführt. Dies geschieht durch den W¨armeaustausch in einem W¨armebad (z.B. in einem Kalorime-
termeßger¨at oder in den heißen Gasen eines Bunsenbrenners).

� Temperaturerh¨ohungen eines K¨orpers lassen sich dadurch erreichen, daß man ihm von außen me-
chanische Arbeit zuf¨uhrt (z.B. in Form von Reibungsarbeit oder bei der Kompression von Gasen
in Form von Volumenarbeit).13

Früher nahm man an, daß die W¨arme ein “materieller” Stoff ist, der vom w¨armeren zum k¨alteren
Körper fließt (niemals umgekehrt). Die Tatsache, daß man die Temperatur eines K¨orpers durch mecha-
nische Arbeit erh¨ohen kann, legt aber die Vermutung nahe, daß die beim W¨armeaustausch umgesetzte
Wärmemenge eine besondere Form der Energie ist (siehe unten und Abschnitt 1.9.2). Dennoch benutzte
man bis vor kurzem f¨ur die WärmemengeQ die Einheit

[Q] = 1Kalorie= 1 cal : (5.2.1)

1 cal ist die Wärmemenge, die notwendig ist, um 1 g Wasser von 14.5 auf 15.5oC zu erwärmen. Im
Internationalen Einheitensystem (SI) wurde aber diese Einheit aufgegeben. W¨armemengen werden heute
in Einheiten der ArbeitW angegeben,14 d.h.

[Q] = 1 Joule= 1 J : (5.2.2)

Will man also die Temperatur eines K¨orpers um�T erhöhen, muß man ihm die W¨armemenge�Q
zuführen. Man stellt im Experiment fest, daß die f¨ur eine bestimmte Temperaturerh¨ohung�T notwen-
dige Wärmemenge�Q proportional zur Masse des K¨orpers ist. Hierbei ist die notwendige W¨armemenge
für verschiedene Materialien unterschiedlich. Man stellt außerdem fest, daß die erzielte Tempera-
turänderung�T proportional zur zugef¨uhrten Wärmemenge�Q ist. Das Verhältnis

�Q

�T
= C (5.2.3)

bezeichnet man alsWärmekapaziẗat eines Körpers. In dieser Definition ist die W¨armekapazit¨at von
der Masse oder Stoffmenge des K¨orpers abh¨angig. Bezieht man die W¨armekapazit¨at auf ein Mol eines
Stoffes, so erh¨alt man dieMolwärme

13Hierbei müssen nichtkonservative Kr¨afte wirken, siehe Abschnitt 1.9.2.
14Der genaue Zusammenhang zwischen W¨arme und anderen Energieformen wie z.B. mechanischer Energie, wird weiter

unten hergestellt.
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Cmol =
�Q

�T

M

m
(5.2.4)

mit der Einheit[Cmol] = 1 J/K mol. Ebenso kann man die W¨armekapazit¨at auf ein Gramm eines Stoffes
beziehen und erh¨alt damit diespezifische Ẅarmekapaziẗat

c =
�Q

m�T
: (5.2.5)

ZwischenCmol undc besteht der Zusammenhang

Cmol = M c ; (5.2.6)

wobeiM die molare Masse ist. Typische Werte f¨ur die spezifische W¨arme einiger Stoffe bei 298 K sind:

Stoff Ag Au Fe Al Cu H2O NaCl

spez. Wärme bei 298 K 0.236 0.129 0.447 0.879 0.377 4.184 0.879
(J/g K)
molare Wärme bei 298 K 25.5 25.4 25.1 24.3 24.5 75.2 51.5
(J/mol K)

Bei der Diskussion der spezifischen W¨armekapazit¨at muß man unterscheiden, ob die Tempera-
turänderung bei konstantem Volumen oder bei konstantem Druck erfolgt. Man beobachtet, daß bei kon-
stantem Druck die spezifische W¨armekapazit¨at cp immer größer als die entsprechende W¨armekapazit¨at
cV ist, die unter Konstanthaltung des Volumens gemessen wird:

cp > cV : (5.2.7)

Man nennt den Quotienten der beiden spezifischen W¨armekapazit¨aten

� =
cp
cV

: (5.2.8)

� ist hierbei eine dimensionslose Zahl.15 Für Festkörper und Fl¨ussigkeiten istcp ' cV , da Festk¨orper
und Flüssigkeiten nur eine kleine thermische Ausdehnung zeigen. F¨ur Gase ist allerdingscp 6= cV .

15Der Wert voncp ist größer, da man bei Konstanthaltung des Druckes eine Volumen¨anderung bekommt, f¨ur die ein Teil
der zugef¨uhrten Wärmemenge aufgewendet werden muß. F¨ur die Volumenänderung muß Arbeit, also mechanische Energie,
aufgewendet werden, die dann zur Temperaturerh¨ohung fehlt. Man bekommt somit ein kleineres�T und damit einen gr¨oßeren
Wert für die spezifische W¨armekapazit¨at. Eine genauere Diskussion erfolgt in Abschnitt 5.2.3.
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Vergleicht man die spezifischen W¨armekapazit¨aten von verschiedenen Metallen, so erkennt man, daßc
umso kleiner ist, je gr¨oßer die relative AtommasseA
 ist. Das Produkt aus der spezifischen W¨arme und
der MolmasseM , d.h. die Molwärme oder molare W¨armekapazit¨at, ist dagegen nahezu konstant und hat
einen Wert von etwa 6 cal/mol K bzw. 25 J/mol K (siehe obige Tabelle). Diese Regel wurde vonDulong
und Petit aufgestellt. Dadurch, daß man die W¨armekapazit¨at nicht auf die gleiche Masse, sondern auf
die gleiche Anzahl von Atomen bezieht, erh¨alt man für fast alle Stoffe denselben Wert. Bei chemischen
Verbindungen muß man durch die Zahl der Atome dividieren, um auf denDulong-Petitschen Wert
zu kommen (Neumann-Koppsche Regel). Zum Beispiel hat NaCl eine molare W¨armekapazit¨at von
51.5 J/mol K, also etwa den zweifachen Wert desDulong-Petitschen Werts (2 Atome).

Temperatur (K)
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 / 
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Abbildung 5.14: Temperaturabh¨angigkeit der molaren spezifischen W¨armekapazit¨at Cmol;V für Blei,
Kupfer, Aluminium und Kohlenstoff.

Für einige Stoffe (z.B. C, Si) besteht bei 298 K eine große Abweichung zwischen dem gemessenen
Wert der molaren W¨armekapazit¨at und demDulong-Petitschen Wert (siehe Abb. 5.14). Die mola-
re Wärmekapazit¨at dieser Stoffe n¨ahert sich demDulon-Petitschen Wert erst bei wesentlich h¨oheren
Temperaturen an. Eine genaue Betrachtung im Rahmen der Festk¨orperphysik zeigt, daß derDulong-
Petitsche Wert nur ein Grenzwert f¨ur genügend hohe Temperaturen ist. Bei tiefen Temperaturen f¨uhren
Quanteneffekte zu einer starken Abnahme der molaren W¨armekapazit¨at. Bei sehr tiefen Temperaturen
kann die Wärmekapazit¨at gut mit einerT3-Abhängigkeit beschrieben werden (Debye-Gestz).

Messung der spezifischen Ẅarmekapazität mit Hilfe eines Kalorimeters

Will man die spezifische W¨armekapazit¨at eines K¨orpers der Massem1 und TemperaturT1 bestimmen,
so bringt man ihn in einem Kalorimeter (siehe Abb. 5.15) in Kontakt mit einer Eichsubstanz der Mas-
sem2 und TemperaturT2, deren Wärmekapazit¨at c2 gut bekannt ist. Als Eichsubstanz nimmt man
häufig Wasser (dies ist historisch bedingt, da die W¨armemenge 1 cal anhand von Wasser festgelegt wur-
de). Zwischen den beiden K¨orpern wird solange W¨arme ausgetauscht, bis sie die gleiche Tempera-
tur, die MischungstemperaturTM , besitzen. Bei einer genauen Betrachtung muß ferner die spezifische
Wärmekapazit¨at cg des Gefäßes mit der Massemg berücksichtigt werden. Die W¨armemenge, die vom
Testkörper aufgenommen bzw. abgegeben wird, muß von der Eichsubstanz und von Gef¨aß abgegeben
bzw. aufgenommen werden. Das heißt, es muß gelten
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c1m1(T1 � TM ) = (cgmg + c2m2) (TM � T1) : (5.2.9)

Auflösen nachc1 ergibt

c1 =
cgmg + c2m2

m1

TM � T1
T1 � TM

: (5.2.10)

Die Wärmekapazit¨at cgmg des Kalorimeters wird dabei auch als “Wasserwert” des Kalorimeters bezeich-
net, da die W¨armekapazit¨at ursprünglich relativ zu der des Wassers (d.h. in cal/K) angegeben wurde.

T1, m1, c1

T2, m2, c2

Tg=T2, mg, cg

TM

Abbildung 5.15: Bestimmung der spezifischen W¨armekapazit¨at mit Hilfe eines Kalorimeters.

Äquivalenz von Wärme und Energie

Wir haben oben bereits diskutiert, daß es sich bei der W¨arme, da sie sich durch Arbeit erzeugen l¨aßt,
um eine Form der Energie handelt. Wenn dies der Fall ist, muß eine bestimmte Arbeit, wenn sie in
Wärme umgewandelt wird, immer dieselbe W¨armemenge ergeben und zwar unabh¨angig davon, wie die
Umwandlung vor sich geht. Das bedeutet, zwischen der in Kalorien gemessenen W¨arme und der zu ihrer
Erzeugung aufgewendeten Arbeit muß ein festes Zahlenverh¨altnis existieren.

Die Temperaturerh¨ohung eines K¨orpers aufgrund der Zuf¨uhrung von mechanischer Arbeit wurde erst-
mals im Jahre 1842 durch den englischen PhysikerJames Prescott Joule16 gemessen. Er baute eine
Maschine, bei der ein in Wasser der Massem eingetauchtes Schaufelrad durch ein langsam herunter-
sinkendes (Ekin ' 0) Massenst¨uck der MasseM in Bewegung gesetzt wurde (siehe Abb. 5.16). Beim
Rühren wird dabei Arbeit gegen die Reibungskr¨afte geleistet, was zu einer Temperaturerh¨ohung�T
führt, die sich mit einem Thermometer bestimmen l¨aßt. Man erh¨alt also das gleiche Ergebnis, wie wenn
man eine W¨armemenge�Q zugeführt hätte. Damit gilt

Epot =M g h = c m �T = �Q : (5.2.11)

Durch dieses Experiment war es somit m¨oglich, den Zusammenhang zwischen mechanischer Arbeit und
Wärmemenge, das mechanische W¨armeäquivalent, zu bestimmen. Das Experiment ergab

16James Prescott Joule: 1818 - 1899.
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Abbildung 5.16: Anordnung vonJoule zur Messung des mechanischen W¨armeäquivalents.

1 Joule = 0:2388 cal

oder 1 cal = 4:1868 Joule : (5.2.12)

Die Wärmeenergie und die mechanische Energie sind also gleichwertig (¨aquivalent). W¨arme ist eine
Energieform. Dasmechanische Ẅarmëaquivalentdrückt diese Gleichwertigkeit aus. Da nicht nur me-
chanische Energie sondern auch elektrische Energie in W¨arme umgewandelt werden kann, muß es auch
ein elektrisches W¨armeäquivalent geben. Da 1 Joule = 1 Wattsekunde ist, ist der Zahlenwert f¨ur diese
beiden Einheiten gleich.

Ebenfalls im Jahre 1842 leiteteRobert Mayer17 das mechanische W¨armeäquivalent aus der Differenz
des spezifischen W¨armen der Gase ab (siehe hierzu Abschnitt 5.2.3).

Mit der Wärmeenergie oder thermische Energie l¨aßt sich der in Kapitel 1 aufgestellte Energiesatz erwei-
tern:

Die Summe aus mechanischer, elektrischer und thermi-
scher Energie ist in einem abgeschlossenen System kon-
stant.

5.2.2 Der 1. Hauptsatz der Ẅarmelehre

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, daß die TemperaturT eines Körpers entweder durch Zufuhr einer
Wärmemenge�Q oder durch Zufuhr mechanischer Arbeit�W erhöht werden kann. Unter Zugrun-
delegung dieses Sachverhaltes formulierteHermann von Helmholtz18 im Jahre 1847 in Erweiterung
des Energiesatzes der Mechanik den1. Hauptsatz der Ẅarmelehre, der eine Erhaltung der Energie auch
bei Einbeziehung kalorimetrischer Prozesse postuliert und dessen G¨ultigkeit nur anhand der Erfahrung
überprüft werden kann:

17Robert Mayer: 1814 - 1878.
18Hermann von Helmhotz: 1821 - 1894.
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Bei einem Körper bewirkt die Zufuhr einer Wärmemenge
�Q oder einer mechanischen Arbeit �W eine Erhöhung
seiner inneren Energie �U .

�Q+�W = �U : (5.2.13)

Da die Zufuhr einer W¨armemenge oder einer mechanischen Arbeit die Temperatur des K¨orpers erh¨oht,
muß seine innere Energie ein Maß f¨ur seine Temperatur sein. In der Tat wird weiter unten gezeigt, daß
im Rahmen der kinetischen Gastheorie bei einem idealen Gas – aufgefaßt als ein System von starren
Kugeln – die Temperatur mit der Translationsenergie der Molek¨ule verknüpft ist. Die innere Energie ist
also eine weitere Zustandsgr¨oße eines K¨orpers.

5.2.3 Zustands̈anderungen idealer Gase

In einem Zylinder befindet sich 1 Mol eines idealen Gases (siehe Abb. 5.17). Soll das VolumenV mit
Hilfe eines Stempel umdV verkleinert werden, muß von außen die ArbeitdW aufgebracht werden:

dW = f ds = p A ds = �p dV : (5.2.14)

Die Zuführungäußerer Arbeit f¨uhrt zu einer Volumenabnahme (negatives Vorzeichen in (5.2.14)), d.h.
am Gas wird Volumenarbeit verrichtet. IstdW > 0, so wird von außen Arbeit zugef¨uhrt, istdW < 0, so
gibt das System dagegen nach außen Arbeit ab. DieÄnderung der inneren Energie ist gegeben durch19

dU = dQ+ dW = dQ� pdV : (5.2.15)

Wir betrachten im folgendenisochore Zustandsänderungen(V = const:), isobare Zustandsänderungen
(p = const:), isotherme Zustandsänderungen(T = const:) und adiabatische Zustandsänderungen
(dQ = 0).

Isochore Zustands̈anderung

NachGay-Lussacgilt

p(T ) = p0
T

T0
: (5.2.16)

Der Druck steigt also linear mit der Temperatur an. Der 1. Hauptsatz lautet in diesem Fall

dU = dQ ; (5.2.17)
19Im folgenden sollen immer infinitesimalëAnderungen betrachtet werden, so daß die Differenzen�U ,�Q und�W durch

differentielle GrößendU , dQ unddW ersetzt werden k¨onnen.
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ds

F

p,V,
T

Abbildung 5.17:Änderung eines Gasvolumens ¨uber einen Stempel, auf den die KraftF wirkt.

dadV = 0 ist. Für die Molwärme bei konstantem VolumenCmol;V ergibt sich

Cmol;V =
dQ

dT
jV =

dU

dT
jV : (5.2.18)

Damit ergibt sich f¨ur dieÄnderung der inneren Energie

dU = Cmol;V dT = cV M dT : (5.2.19)

Bei einem isochoren Prozeß f¨uhrt also die gesamte zugef¨uhrte Wärmemenge zu einer Erh¨ohung der
inneren Energie. Es resultiert sowohl eine Druck- als auch eine Temperaturerh¨ohung.

Isobare Zustands̈anderung

Hier gilt nachGay-Lussac

V (T ) = V0
T

T0
: (5.2.20)

Das Volumen steigt also linear mit der Temperatur an. Da bei einer isobaren Zustands¨anderung die
Gasmenge unter konstantem Druck steht, dehnt sie sich aus, indem sie etwa den Kolben des Zylinders
vor sich herschiebt. Die zur Temperaturerh¨ohung notwendige W¨armemengedQp = Cmol;p dT ist größer
als die entsprechende W¨armemengedQV = Cmol;V dT bei isochorer Zustands¨anderung.

Nach dem 1. Hauptsatz gilt:
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dQ = dU + pdV ; (5.2.21)

das heißt, die zugef¨uhrte Wärmemenge f¨uhrt jetzt sowohl zu einer Temperaturerh¨ohung und damit einer
Erhöhung der inneren Energie, als auch durch die Expansion des Gases zur Abgabe von Volumenarbeit
pdV . Ist die zugef¨uhrte Wärmemenge gerade so groß, daß sich die Temperatur umdT ändert, so l¨aßt
sich diese zus¨atzliche VolumenarbeitpdV aus der idealen Gasgleichung zu20

p(V + dV ) = R(T + dT ) (5.2.22)

berechnen. Da ebensopV = RT gilt ergibt sich für die Differenz

p dV = R dT : (5.2.23)

Nimmt man nun an, daß die gesamte bei konstantem Druck zus¨atzlich zugef¨uhrte WärmemengedQ0 =
dQp � dQV = (Cmol;p � Cmol;V)dT in diese Volumenarbeit umgesetzt wird, so ergibt sich

(Cmol;p � Cmol;V) dT = R dT (5.2.24)

oder

Cmol;p � Cmol;V = R : (5.2.25)

Aus dieser Beziehung leiteteRobert Mayer das mechanische W¨armeäquivalent ab, indem er experimen-
tell die Differenz(Cmol;p � Cmol;V) in cal/mol�K bestimmte und mit dem Zahlenwert f¨urR in J/mol�K
verglich.

Gay-LussacscherÜberströmversuch

Die soeben gemachte Annahme, daß die bei einer isobaren gegen¨uber einer isochoren Zustands¨anderung
mehr zugef¨uhrte WärmemengedQ0 ganz in VolumenarbeitpdV umgesetzt wird, ist gleichbedeutend
mit der Aussage, daß die Zunahme der inneren Energie in beiden F¨allen die gleiche ist. Das heißt,
die Änderung der inneren EnergiedU ist unabhängig davon, ob eine Temperatur¨anderungdT mit einer
VolumenänderungdV verbunden ist oder nicht.

Diese Aussage l¨aßt sich mit demGay-LussacschenÜberströmversuch nachpr¨ufen (siehe Abb. 5.18).
Dabei befindet sich in der einen H¨alfte eines abgeteilten Gef¨aßes ein ideales Gas unter einem bestimmten
Druck. Die andere H¨alfte des Gef¨aßes soll zun¨achst völlig leer sein.̈Offnet man nun das Ventil zwischen
den zwei Hälften, so verteilt sich das Gas gleichm¨aßig auf das gesamte Volumen des Gef¨aßes. Es nimmt
zwar jetzt ein gr¨oßeres Volumen ein, hat aber beimÜberströmen keine mechanische Arbeit verrichtet:
dW = 0. Da auch von außen keine W¨armemenge ¨ubertragen wurde (dQ = 0), ist damitdU = 0. Das
heißt, die innere Energie hat sich beimÜberströmen nicht ge¨andert. Als Erbenis dieses Versuches findet
man, daß auch die Temperatur des Gases gleich bleibt. Daraus kann man folgende Schluß ziehen:Bei
idealen Gasen ist die innere Energie unabhängig vom Volumen, sie hängt nur von der Temperatur ab21

U = U(T ) = cv M T + const: 1 Mol ideales Gas : (5.2.26)

20da wir eine Stoffmenge der Gr¨oße 1 Mol betrachten, ist� = 1.
21Bei realen Gasen muß bei Volumen¨anderungen aufgrund der zwischen den Molek¨ulen wirkenden Wechselwirkungskr¨afte

Arbeit geleistet werden, so daß dieser einfache Zusammenhang nicht mehr gilt.
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Abbildung 5.18:Gay-LussacscherÜberströmversuch.

Isotherme Zustands̈anderung

Aufgrund der ZustandsgleichungpV = RT = const: ergeben sich impV -Diagramm bei kon-
stanter Temperatur f¨ur die p(V )-Kurven Hyperbeln (siehe z.B. Abb. 5.12). Um eine isotherme Zu-
stands¨anderung durchzuf¨uhren, bringt man die Gasmenge – eingeschlossen in einen Zylinder mit ver-
schiebarem Kolben – in Kontakt mit einem W¨armebeh¨alter konstanter Temperatur. Dann lautet der
1. Hauptsatz

dU = dQ+ dW = 0 ) dQ = �dW = p dV : (5.2.27)

Während eine Expansion (dV > 0) durch Zuführung von Wärme bewirkt wird (dQ > 0), wird eine
Kompression (dV < 0) mit einer Wärmeabgabe (dQ < o) verbunden. Die von außen zugef¨uhrte Wärme
dQ wird also in VolumenarbeitpdV umgewandelt und umgekehrt.

Adiabatische Zustands̈anderung

Bei adiabatischen Zustands¨anderungen findet kein W¨armeaustausch mit der Umgebung statt (dQ = 0).
Dies kann entweder durch vollkommene Isolierung oder durch einen schnellen Ablauf der Prozesse, so
daß kein Temperaturausgleich mit der Umgebung einsetzen kann, erreicht werden. Der erste Hauptsatz
lautet in diesem Fall

dU = dW = �p dV : (5.2.28)

Bei Expansion erfolgt (dV > 0) erfolgt eine Abkühlung (dU < 0), während bei einer Kompression
(dV < 0) eine Erwärmung (dU > 0) erfolgt. Es wird innere Energie in mechanische Arbeit um-
gewandelt und umgekehrt. Wegen der mit adiabatischen Zustands¨anderungen verbundenen Tempera-
turänderungen verlaufenAdiabatenim pV -Diagramm steiler alsIsothermen(siehe hierzu Abb. 5.19).

Um die Zustandsgleichung f¨ur adiabatische Zustands¨anderungen abzuleiten, betrachten wir wieder 1 Mol
eines idealen Gases, das sich in einem durch einen Stempel variierbaren VolumenV unter dem Druckp
befindet. Der 1. Hauptsatz lautet mitdU = Cmol;VdT
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Abbildung 5.19: Adiabaten (durchgezogene Linien) und Isothermen (gepunktete Linien) eines idealen
Gases.

dU + p dV = Cmol;V dT + p dV = 0 : (5.2.29)

Mit Hilfe der ZustandsgleichungpV = RT läßt sichp eliminieren und man erh¨alt

Cmol;V dT +
r T

V
dV = 0 : (5.2.30)

Trennung der Variablen und Integration liefert

Z T

T0

dT

T
= �

R

Cmol;V

Z V

V0

dV

V
(5.2.31)

und damit

ln
T

T0
= �

R

Cmol;V
ln

V

V0
= ln

�
V0
V

�R=Cmol;V

: (5.2.32)

Also ist

T

T0
=

�
V0
V

�R=Cmol;V

: (5.2.33)
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Ersetzt man fernerR durchCmol;p � Cmol;V und benutzt� = Cmol;p(Cmol;V, so erhält man

T

T0
=

�
V0
V

���1
(5.2.34)

und damit die diePoisson- oderAdiabatengleichung

T V ��1 = T0 V
��1
0 = const = K1 : (5.2.35)

Um den Zusammenhang zwischenp undV zu bekommen, ersetzt manT durchpV=R und erhält

p V � = const = R K1 = K2 : (5.2.36)

Die KurvenpV � = const werden alsAdiabatenbezeichnet.

In Kapitel 4, Abschnitt 4.2.3, wurde bereits darauf hingewiesen, daß es sich bei Schallschwingungen um
adiabatische Prozesse handelt. Das Auftreten der Gr¨oße� im Ausdruck für die Schallgeschwindigkeit
(v =

p
�p=�) wird mit den jetzigen Betrachtungen verst¨andlich.

.

Bestimmung von� mit der Methode nach Ruechard:

Wir betrachten die in Abb. 5.20a gezeigte Apparatur, bei der ein Schwingkolben in einem auf
einen Gasbehälter mit Volumen V0 aufgebrachtes Glasrohr hin- und herschwingen kann. Die
Gleichgewichtslage des Schwingkolbens erhält man beim Druck p = p0 + mg=�r2 in dem
Behälter, wobei p0 der äußere Luftdruck, m die Masse und r der Radius des Schwingkolbens
ist. Bei einer Auslenkung x aus der Gleichgewichtslage ändert sich p um dp und man erhält
die Bewegungsgleichung md2x=dt2 = �r2dp. Da sich p schnell, d.h. adiabatisch, ändert, gilt
pV � = const und damit d(pV �)=dV = 0, das heißt dp = �p�dV=V . Hierbei ist V = V0 + V1
das Gesamtvolumen, das aus dem Volumen V0 des Gasbehälter und dem Volumen V1 des
Glasrohrs bis zur Öffnung gebildet wird. Mit dV = �r2x erhält man die Differentialgleichung

d2x

dt2
+ �

�2r4p

mV
x = 0 (5.2.37)

eines harmonischen Oszillators mit der bekannten Schwingungsdauer � =
p
4mV=r4p�.

Durch Messung von � kann mit den bekannten Größen V , m und r der Wert von � bestimmt
werden. Für den Druck p kann hierbei p0 verwendet werden (mittlerer Druck bei schwingen-
dem Kolben).
Da die Schwingung gedämpft ist, muß man für einen äußeren periodischen Antrieb sorgen.
Dies erreicht man dadurch, daß man Gas am unteren Ende des Gefäßes ständig einströmen
läßt, das dann je nach Kolbenlage durch die Öffnung am Steigrohr wieder ausströmen kann.

.

Bestimmung von� mit der Methode nach Clement-Desormes:

Beim Experiment von Clement und Desormeswird ein Gefäß mit einer Gasmenge gefüllt,
so daß der Druck knapp oberhalb des Umgebungsdrucks liegt. Der Druck kann mit einem
Manometer gemessen werden. Man öffnet dann einen Hahn und läßt das Gas schnell aus-
strömen, bis sich der Druck demjenigen des Außenraums angleicht. Nachdem der Hahn
wieder geschlossen ist, beobachtet man ein Ansteigen des Drucks im Gefäß. Der Grund
dafür liegt in der Abkühlung des Gases während der schnellen Ausdehnung. Nach Schlie-
ßen des Gefäßes erwärmt sich das Gas allmählich und der Druck steigt dadurch an. Durch
Messung des Drucks p1 vor dem Öffnen des Gefäßes und des Drucks p2 nach Schlie-
ßen des Gefäßes und Erwärmung des Gases kann � bestimmt werden. Sind h1 und h2
die entsprechenden, an einem Quecksilbermanometer abgelesenen Höhen, so ergibt sich
� = h1=(h1 � h2).



388 R. GROSS UNDA. M ARX Kapitel 5: Wärmelehre
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Abbildung 5.20: (a) Versuch von Ruechard zur Bestimmung von�. (b) Pneumatisches Feuerzeug.

.

Das pneumatische Feuerzeug:

Das pneumatische Feuerzeug besteht aus einer einseitig geschlossenen dickwandigen
Röhre (meist Glas), in der sich ein luftdicht schließender Kolben verschieben läßt (siehe
Abb. 5.20b). Der Kolben trägt in einer Vertiefung ein leicht entzündliches Material. Wird der
Kolben ruckartig in den Zylinder hineingetrieben, so tritt aufgrund der starken Kompression
eine große Temperaturerhöhung ein, durch die das brennbare Material entzündet wird. Die
erreichbare maximale Temperatur ist durch

T1V
��1
1 = T2V

��1
2

und damit T2 = T1

�
V1
V2

���1

(5.2.38)

gegeben. Bei einer Verdichtung von 1 : 15 und T1 = 293K erhält man T2 = 150:4�293 = 865K.
Weitere aus der Alltagserfahrung bekannte adiabatische Zustandsänderungen: (i)
Erwärmen einer Fahradpumpe durch fortgesetzte adiabatische Kompression. (ii) Nebel-
bildung aufgrund starker Abkühlung durch adiabatische Expansion z.B. beim Öffnen einer
Mineralwasserflasche.

Der Joule-Thomson Prozeß – isenthalpischer Vorgang

Wir betrachten den in Abb. 5.21 gezeigten Versuchsaufbau. In einem Rohr mit geringer
Wärmeleitfähigkeit sitzt in der Mitte ein Wattepfropf, durch den mittels eines StempelsS1 ein Gas unter
konstantem Druckp1 hindurchgepreßt wird. In dem Wattepfropf tritt aufgrund von Reibungseffekten
ein Druckverlust auf, so daß der Druckp2 auf StempelS2 erniedrigt und das VolumenV2 erhöht ist.
Mit Hilfe von Thermometern kann die TemperaturT1 undT2 links und rechts des Wattepfropfes genau
gemessen werden. Wir starten den Versuch mitV2 = 0 und beeindigen ihn beiV1 = 0. Bei dem durch-
geführten Prozeß wird keine W¨arme zugef¨uhrt, aber Arbeit geleistet, die den Wertp1V1�p2V2 hat (p1V1
wird auf der einen Seite hineingesteckt und�p2V2 wird auf der anderen wiedergewonnen).
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Abbildung 5.21: Der Joule-Thomson-Prozeß.

Der erste Hauptsatz liefert

U2 � U1 = p1V1 � p2V2 ; (5.2.39)

woraus sich

U1 + p1V1 = U2 + p2V2 (5.2.40)

ergibt. Das heißt, bei dem durchgef¨uhrten Prozeß bleibt die Gr¨oßeU + pV konstant, die man als weitere
Zustandsgr¨oße, dieEnthalpieH, definiert:

H = U + pV : (5.2.41)

DerJoule-ThomsonVersuch ist dadurch ausgezeichnet, daß die EnthalpieH konstant bleibt, d.h.H1 =
H2 oderdH = 0. Man einen solchen Prozeßisenthalpisch.

In der Praxis läßt man den oben beschriebenen Prozeß kontinuierlich ablaufen, indem man auf der einen
Seite eine Druckpumpe verwendet, ump1 zu etablieren, und auf der anderen eine Saugpumpe, ump2
aufrechtzuerhalten. Man kann dann Gas kontinuierlich durch den Wattepfropf str¨omen lassen. In den
Experimenten wurde gefunden, daß die bei einer Vergr¨oßerung des Volumens vonV1 aufV2 gefundene
Temperatur¨anderung umso kleiner war, je n¨aher das verwendete Gas einem idealen Gas kam. Man schloß
daraus, daß sich f¨ur ein ideales Gas die Temperatur¨anderung Null ergeben w¨urde. Da sich in diesem Fall
aufgrund desBoyle-Mariotteschen Gesetzes (p1V1 = p2V2 = const) auchdW = 0 ergeben w¨urde, d.h.
es wird keine Arbeit zugef¨uhrt, folgt aus Gl.(5.2.40)U1 = U2. Dies ist aber das gleiche Ergebnis, das
wir bereits aus demGay-LussacschenÜberströmversuch erhalten haben.22

5.2.4 Reversible und irreversible Prozesse

Wir haben bei der Diskussion der Eigenschaften eines idealen Gases gelernt, daß der Zustand eines
idealen Gases durch zwei der drei Zustandsvariablenp,V undT vollständig charakterisiert ist. Dies folgt

22Bei realen Gasen ergibt sich allerdings eine Temperatur¨anderung bei Volumen¨anderung, da Arbeit gegen die intermoleku-
laren Kräfte verrichtet werden muß. Es kann sowohl zu einer Temperaturerh¨ohung als auch -erniedrigung kommen, je nachdem,
welchen Wert das Verh¨altnis der Arbeit des ¨außeren Druckes zur Arbeit gegen die Molekularkr¨afte einnimmt. Aufgrund des
Temperaturerniedrigungseffektes entwickeltenLinde undHampsonMaschinen zur Verfl¨ussigung von Gasen.
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sofort aus der allgemeinen GasgleichungpV = �RT . Bei der bis jetzt gef¨uhrten Diskussion haben wir
allerdings immer stillschweigend vorausgesetzt, daß der Zustand eines Gases bei Zustands¨anderungen
zu jeder Zeit durch einen einheitlichen Druck und eine einheitliche Temperatur im ganzen Volumen
gekennzeichnet ist. Dies ist im Prinzip nur dann erf¨ullt, wenn man Zustands¨anderungen immer sehr
langsam (quasistatisch) durchf¨uhrt,23 so daß das betrachtete System bei der Zustands¨anderung immer
einen Gleichgewichtszustand einnimmt. Nur in diesem Fall kann die Zustands¨anderung durch Kurven
im den oben diskutiertenp; T -, V; T - oderp; V -Diagrammen beschrieben werden, da jeder Punkt auf
diesen Kurven ja einen Gleichgewichtszustand beschreibt.

In diesem Zusammenhang ist wichtig, daß eine Abfolge von Gleichgewichtszust¨anden, d.h. eine Kur-
ve im Zustandsdiagramm, in unterschiedlichen Richtungen durchlaufen werden kann. Das heißt, eine
solche Zustands¨anderung ist umkehrbar oderreversibel. Von einem reversiblen Prozeß spricht man im
allgemeinen dann,wenn eine Veränderung eines physikalischen Systems auf irgendeine Weise rückg̈angig
gemacht werden kann, so daß keinerlei Veränderung im Vergleich zum Ausgangszustand bleibt. Reversi-
bel sind vor allem

� Vorgänge der reinen Mechanik.

Jeder rein mechanische Vorgang (z.B. Pendelschwingung) ist reversibel, da man nur die Geschwin-
digkeit umzukehren braucht, damit der Prozeß r¨uckwärts bis zum Ausgangszustand durchlaufen
wird. Dabei ist nicht notwendig, daß der Hin- und R¨uckweg gleich sind. Wie in Kapitel 1 diskutiert
wurde, ist dies nur dann erf¨ullt, wenn von Reibungseffekten abgesehen wird (reine Mechanik).

� Vorgänge der reinen Elektrodynamik und Optik.

Auch hier wird von Energieverlusten, die als W¨arme auftreten, abgesehen.

� quasistatische Zustands¨anderungen.24

Für die praktische Realisierung von reversibel gef¨uhrten Prozessen m¨ussen folgende Voraussetzungen
erfüllt sein:

� Die Zustands¨anderung muß so langsam erfolgen, daß das betrachtete System gen¨ugend Zeit hat
immer einen Gleichgewichtszustand einzunehmen.

� Beim Austausch von mechanischer Arbeit in Form von Volumenarbeit d¨urfen keine Beschleuni-
gungen auftreten.

� der Austausch von W¨armenergie darf nur zwischen K¨orpern mit verschwindend kleiner Tempera-
turdifferenz stattfinden.

Unter einemirreversiblenProzeß versteht man dagegen einen Vorgang, der auf keinerlei Weise, egal wel-
che Methoden und Apparate dabei auch angewendet werden, so r¨uckgängig gemacht werden kann, daß
keine Veränderung bez¨uglich des urspr¨unglichen Zustandes zur¨uckbleibt. Zu den irreversiblen Prozes-
sen geh¨ort vor allem die Erzeugung von W¨arme durch Reibung. Sinkt z.B. ein K¨orper in einer viskosen
Flüssigkeit aufgrund seiner Schwerkraft nach unten, so entsteht aufgrund der Reibung W¨arme. Wollte
man diesen Vorgang r¨uckgängig machen, so br¨auchte man eine Maschinerie, die eine Abk¨uhlung der

23In diesem Fall ist innerer und ¨außerer Druck quasi identisch und die Temperatur des W¨armereservoirs unterscheidet sich
kaum von derjenigen des aufnehmenden oder abgebenden K¨orpers.

24Es ist zu beachten, daß ein quasistatischer Prozeß zwar immer ein reversibler Vorgang ist, ein reversibler Prozeß aber nicht
unbedingt quasistatisch zu verlaufen hat.
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Flüssigkeit und eine entsprechende Hebung des herabgesunkenen K¨orpers bewirkt. Eine solche Ma-
schinerie wäre die Realisierung eines so genannten Perpetuum Mobile II. Art und existiert nicht. Ein
irreversibler Prozeß ist auch der oben diskutierteGay-LussacscheÜberströmversuch (adiabatische Aus-
dehnung eines Gases ins Vakuum).

Es ist wichtig darauf hinzuweisen, daß bei den in unserer Natur ablaufenden Prozessen Reibung mei-
stens nicht ausgeschlossen werden kann. Deshalb sind die in unserer Natur vorkommenden, von selbst
ablaufenden Prozesse tats¨achlich alle irreversibel. Reversibilit¨at ist nur ein idealer Grenzfall, der nie
auftritt. Trotzdem werden wir uns im n¨achsten Abschnitt mit einem idealen reversiblen Prozeß, dem
Carnotschen Kreisprozeß25 beschäftigen, da er eine Idealisierung der Vorg¨ange in thermodynamischen
Maschinen (Dampfmaschine, Verbrennungsmotoren, etc.) darstellt.

5.2.5 Carnotscher Kreisprozeß

Der Carnotsche Keisprozeß wurde vonSadi Carnot im Jahre 1842 erdacht, um die Arbeitsbedingun-
gen von thermodynamischen Maschinen zu verstehen, insbesondere um festzustellen, wie ihre Leistung
von der verwendeten Arbeitssubstanz (z.B. Gas, Wasserdampf, etc.) abh¨angt. Wir diskutieren denCar-
notschen Kreisprozeß f¨ur ein ideales Gas, f¨ur das wir bereits alle notwendigen Daten aus Abschnitt 5.2.3
kennen. Wir haben dort gelernt, daß ein ideales Gas bei einer isothermen Expansion die W¨armemenge
�Q aufnimmt und mechanische Arbeit in Form von Volumenarbeit abgibt, w¨ahrend die Arbeitsabgabe
bei einer adiabatischen Expansion mit einer Verringerung der inneren Energie verbunden ist. Es stellt
sich dann die wichtige Frage, ob sich eine Maschine konstruieren l¨aßt, die nicht nur bei einer einmali-
gen Zustands¨anderung, sondern ¨uber beliebig lange Zeit hinweg W¨armeenergie in mechanische Energie
überführt.

Eine solche Maschine l¨aßt sich nur dann konstruieren, wenn das Arbeitsmedium (ideale Gas) eine Folge
von Zustands¨anderungen durchl¨auft, so daß es wieder zum Ausgangspunkt zur¨uckkehrt. Dann kann
der ganze Zyklus periodisch durchlaufen werden. Das heißt, eine W¨armekraftmaschine kann nur so
konstruiert werden, daß es sich um eine periodisch arbeitende Maschine handelt, bei der einKreisprozeß
zyklisch durchlaufen. Bei jeder Periode wird dem Arbeitsmedium die W¨armemenge�Q zugeführt, die
dann mindestens teilweise wieder in Form von mechanischer Arbeit��W abgegeben wird. Die innere
Energie des Mediums muß ¨uber eine Periode gemittelt konstant sein, da das Arbeitsmedium sich nach
einem kompletten Zyklus wieder in seinem Ausgangszustand befindet.

Man kann nun den Wirkungsgrad einer W¨armekraftmaschine wie folgt definieren:

� =
abgegebene Arbeit

zugef�uhrte W�arme
=
��W

�Q
: (5.2.42)

Wegen der G¨ultigkeit des 1. Hauptsatzes der W¨armelehre muß

� � 1 (5.2.43)

gelten.

Man erhält eine idealisierte W¨armekraftmaschine, wenn man als Arbeitsmedium ein ideales verwendet,
das eine Folge von vier reversiblen Zustands¨anderungen durchl¨auft. Hierbei soll die umgesetzte mecha-
nische Arbeit�W entweder nur mit der̈Anderung der W¨armemenge�Q (isotherme Zustands¨anderung)

25Sadi Carnot: 1796 - 1832. Der nach ihm benannte Kreisprozeß wurde von Carnot bereits im Alter von 28 Jahren in Jahre
1824 diskutiert.
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oder mit derÄnderung der inneren Energie�U (adiabatische Zustand¨anderung) verkn¨upft sein. Auf eine
isotherme und eine adiabatische Expansion folgt eine isotherme und adiabatische Kompression (Carnot-
scher Kreisprozeß).

Die einzelnen Teilschritte desCarnotschen Kreisprozesses sollen anhand des in Abb. 5.22 gezeigten
pV -Diagrammes n¨aher erläutert werden.

Wir starten an Punkt 1, an dem das ideale Gas die TemperaturT1, den Druckp1 und das VolumenV1
besitzen soll. Wir f¨uhren dann eineisotherme Expansiondurch, d.h. der Druck des Gases wird erniedrigt,
wobei die Temperatur des Gases durch Ankoppeln an ein W¨armereservoir konstant gehalten wird. Im
Zustandsdiagramm gelangen wir dabei von Punkt 1 nach Punkt 2. Das Gas weist hier also dieselbe
Temperatur (T1 = T2) auf, aber einen kleineren Druck (p2 < p1) und ein größeres Volumen (V2 > V1).
Um die Temperatur bei dem durchgef¨uhrten Prozeß konstant halten zu k¨onnen, mußte die W¨armemenge
�Q > 0 zugeführt werden.26 Das Gas verrichtete gleichzeitig die Volumenarbeit�W < 0, während
die nur von der Temperatur abh¨angige innere Energie konstant bleibt. Damit lautet der 1. Hauptsatz

�Q1 = ��W1 =

Z 2

1

p dV = � R T1

Z 2

1

dV

V
= � R T1 ln

V2
V1

: (5.2.44)

Wir betrachten jetzt den Prozeß, der von Punkt 2 zu Punkt 3 f¨uhrt. Hierbei handelt es sich um eine
adiabatische Expansion, d.h. das Gas wird unter v¨olliger Abkopplung vom W¨armereservoir expandiert.
Dabei kühlt sich das Gas vonT1 aufT2 ab. Da bei dem adiabatischen Prozeß kein W¨armeaustausch mit
der Umgebung stattfindet (�Q = 0), geht die vom Gas verrichtete Volumenarbeit�Wa < 0 voll zu
Lasten der inneren Energie�Ua < 0. Auf der Adiabate ist�Q = 0 und der 1. Hauptsatz f¨uhrt zu

dUa = �CV dT = �p dV = dWa : (5.2.45)

Durch Integration erh¨alt man dann f¨ur die nach außen abgegebene Arbeit

�Wa = � CV

Z T2

T1

dT = � CV (T2 � T1) : (5.2.46)

DaT1 > T2 ist �Wa < 0 (Arbeit wird vom Arbeitsmedium abgegeben).

Von Punkt 3 nach Punkt 4 erfolgt eineisotherme Kompression. Das Gas wird also unter Ankopplung an
ein Wärmereservoir der TemperaturT2 vom Druckp3 auf den Druckp4 komprimiert, wodurch sich das
Volumen vonV3 auf V4 verringert. Aufgrund der zugef¨uhrten Arbeit�W2 > 0 wird die Wärmemenge
�Q2 < 0 frei. Auf der zweiten Isotherme ist wieder�U = 0 und es gilt wie oben

�Q2 = ��W2 =

Z 4

3

p dV = � R T2

Z 4

3

dV

V
= � R T2 ln

V4
V3

: (5.2.47)

Wir betrachten schließlich das letzte Wegst¨uck von Punkt 4 nach Punkt 1, auf dem eine adiabatische
Kompression des Gases durchgef¨uhrt wird. Das Gas wird vom Druckp4 auf p1 komprimiert, das Vo-
lumen verringert sich dabei vonV4 auf V1. Die von außen zugef¨uhrte Arbeit�Wb > 0 geht dabei

26Zugeführte Wärmemengen werden in Abb. 5.22 als Pfeile in die get¨onte Fläche hinein, abgegebene als Pfeile aus dieser
Fläche heraus gekennzeichnet. Ebenso wird die vom Gas verrichtete Volumenarbeit als Pfeil nach außen und die vom Gas
aufgenommene Arbeit als Pfeil nach innen gekennzeichnet.
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T1=const

T2=const

1(p1,V1)
2(p2,V2)

4(p4,V4) 3(p3,V3)

∆Q1

∆Q2

∆W1

∆W2

∆Wa

∆Wb

P

V

Abbildung 5.22: DerCarnot-Prozeß impV -Diagramm.

ausschließlich in die innere Energie�Ub > 0 und bringt diese insgesamt wieder auf ihren Ausgangs-
wert. Analog zu oben erh¨alt man

�Wb = � CV

Z T1

T2

dT = � CV (T1 � T2) : (5.2.48)

Im Gegensatz zur adiabatischen Expansion ist hier�Wb > 0 (Arbeit wird vom Arbeitsmedium aufge-
nommen).

DaU = U(T ) muß die Abnahme der inneren Energie bei der adiabatischen Expansion bei der adiaba-
tischen Kompression wieder vollkommen wettgemacht werden. Aufgrund von Gl.(5.2.45), (5.2.46) und
(5.2.48) muß deshalb�Wa = ��Wb gelten. Die insgesamt bei dem gesamten Kreisprozeß abgegebene
Arbeit ist damit

�W = �W1 +�Wa +�W2 +�Wb = �W1 +�W2 : (5.2.49)

Mit Gl.(5.2.44) und (5.2.47) folgt dann weiter27

�W = �W1 +�W2 = �(�Q1 +�Q2) : (5.2.50)

Mit den bisherigen Betrachtungen ergibt sich der Wirkungsgrad der idealisierten W¨armekraftmaschine
zu

27Die Integrale
R j

i
pdV stellen geometrisch die Fl¨achen unter der jeweiligen Kurve impV -Diagramm dar. Deshalb ist

die gesamte abgegebene Arbeit�W = �

H
pdV die Summe aller vier Teilarbeiten beim Durchlaufen eines Kreisprozesses.

Unter Berücksichtigung des Vorzeichens der verschiedenen Teilbeitr¨age ergibt sich, daß
H
pdV gerade durch die Fl¨ache der

geschlossenen Kurve impV -Diagramm gegeben ist (get¨onte Fläche in Abb. 5.22).
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�rev =
��W

�Q1
=

�Q1 +�Q2

�Q1
: (5.2.51)

Hierbei muß ber¨ucksichtigt werden, daß�Q2 < 0 ist. Unter Benutzung der obigen Beziehungen folgt
daraus

�rev =
T1 ln(V2=V1)� T2 ln(V3=V4)

T1 ln(V2=V1)
: (5.2.52)

Die in diesem Ausdruck enthaltenen Volumenverh¨altnisse lassen sich noch mit Hilfe derPoissonschen
GleichungTV ��1 = const eliminieren. Auf der ersten Adiabaten von 2 nach 3 giltT1V

��1
2 = T2V

��1
3 ,

auf der zweiten Adiabate von 4 nach 1 gilt entsprechendT1V
��1
1 = T2V

��1
4 . Durch Division dieser

beiden Ausdr¨ucke ergibt sich

V2
V1

=
V3
V4

bzw. ln
V2
V1

= ln
V3
V4

: (5.2.53)

Damit erhält man für den Wirkungsgrad

�rev =
T1 � T2
T1

= 1�
T1
T2

� 1 : (5.2.54)

Das Gleichheitszeichen gilt dabei nur f¨ur eine reversible F¨uhrung desCarnot-Prozesses, weshalb der
Index “rev” verwendet wurde.

Der Wirkungsgrad einer W¨armekraftmaschine ist umso gr¨oßer, je gr¨oßer die Temperaturdifferenz zwi-
schen den beiden W¨armereservoiren ist, an die bei den isothermen Prozessen angekoppelt wird. Das
Maximum des Wirkungsgrades�rev ! 1 erhält man für T2 ! 0. Eine graphische Darstellung des
Wirkungsgrades ist in Abb. 5.23 gegeben.

Es ist wichtig darauf hinzuweisen, daß der reversibleCarnotsche Kreisprozeß ein Idealprozeß ist,
der, selbst wenn man in realisieren k¨onnte, in der Praxis unbrauchbar w¨are. Zu eine reversiblen
Führung des Kreisprozesses braucht man unendlich lange Zeit. Eine irreversible F¨uhrung desCarnot-
Prozesses liegt dann vor, wenn man eine endliche Temperaturdifferent zwischen dem Arbeitsgas und den
Wärmereservoiren und eine endliche Druckdifferenz zwischen dem Gasdruck und dem ¨außeren Druck
vorliegt. Gerade solche Bedingungen sind f¨ur praktische Maschinen essentiell, um mit endlicher Ge-
schwindigkeit arbeiten zu k¨onnen. In der Praxis wird also der ideale Wirkungsgrad nie erreicht. F¨ur eine
irreversible F¨uhrung des Prozesses gilt immer� < �rev. Daraus kann man folgern, daß es mit einer pe-
riodisch arbeitenden W¨armekraftmaschine nicht m¨oglich ist, eine Wärmemenge�Q vollständig in eine
mechanische Arbeit�W umzuwandeln.28

.

Eichung der thermodynamischen Temperaturskala durch Messung des Wirkungsgrades�rev:

Nach Gl.(5.2.54) gilt �rev = �T=T1. Hierbei ist die Temperaturdifferenz �T unabhängig vom
absoluten Nullpunkt der Temperaturskala. Durch Messung von �rev kann man deshalb die
absolute, thermodynamische Temperaturskala eichen.

28Eine Niederdruckdampfmaschine (T1 = 400K, T2 = 300K) hat einen maximalen Wirkungsgrad�rev = 0:25. In
Wirklichkeit wird � ' 0:15 erreicht. Eine Hochdruckdampfmaschine (pDampf ' 75 bar) hat beiT1 = 500K undT2 = 300K
hat einen maximalen Wirkungsgrad�rev = 0:4. In Wirklichkeit wird nur� ' 0:35 erreicht.
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Abbildung 5.23: Der Wirkungsgrad des reversibel gef¨uhrten Carnotprozesses als Funktion vonT1 � T2
für verschiedeneT2.

Umkehrung des Carnotschen Kreisprozesses

Da der idealeCarnotsche Kreisprozeß reversibel gef¨uhrt wird, kann man ihn auch in umgekehrter
Richtung, wie wir dies oben diskutiert haben, laufen lassen. Man spricht dann voninversen Carnot-
schen Kreisprozeß(die Pfeile in Abb. 5.22 m¨ussen dann alle umgedreht werden). Dabei wird eine
Wärmemenge�Q2 vom “unteren” Reservoir der TemperaturT2 aufgenommen und eine gr¨oßere�Q1 an
das “obere” Reservoir mit der TemperaturT1 abgegeben. Gleichzeitig wird von außen eine der Differenz
der Wärmemengen ¨aquivalente Arbeit�W = �Q1 � �Q2 zugeführt. Eine entsprechende Maschine
bezeichnet man alsWärmepumpebzw. alsKältemaschine.

Entsprechend dem Wirkungsgrad einer W¨armekraftmaschine (vergleiche (5.2.42)) f¨uhrt man den
Pumpfaktorh einer Wärmepumpe ein:

h =
abgegebene W�arme beiT = T1

zugef�uhrte Arbeit
=
��Q1

�W
: (5.2.55)

Für eine Wärmepumpe, die einen reversiblenCarnot-Prozeß durchl¨auft, ergibt sich

hrev =
1

�rev
=

T1
T1 � T2

� 1 : (5.2.56)

Man erkennt, daß der Pumpfaktor umso gr¨oßer ist, je kleiner die TemperaturdifferenzT1 � T2 ist. Eine
graphische Darstellung ist in Abb. 5.24a gegeben. Die Tatsache, daß Pumpfaktoren gr¨oßer als eins erzielt
werden, ist nat¨urlich kein Verstoß gegen den 1. Hauptsatz, denn wie bei der W¨armekraftmaschine ist auch
hier die Summe aller W¨armeenergien gleich der mechanischen Arbeit.29

29Will man z.B. einem See mit einer WassertemperaturT2 = 300K Wärme entziehen und diese bei einer Temperatur von
T1 = 340K (z.B. Warmwasserversorgung eines Hauses) wieder abgeben, so erreicht man bei diesem Prozeß den Wirkungsgrad
hrev = 8:5. Dieser hohe Wirkungsgrad zeigt, daß man mit W¨armepumpen sehr effektiv (d.h. mit geringem Einsatz von
mechanischer Arbeit) W¨arme einem W¨armereservoir entziehen kann, um diese z.B. im Haushalt zu verwenden.
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Abbildung 5.24: Pumpfaktor und K¨uhlfaktor einer Wärmepumpe bzw. K¨altemaschine als Funktion von
T2=T1.

Der Kühlfaktor krev einer Kältemaschine ist analog definiert als das Verh¨altnis der dem k¨alteren Reser-
voir entzogenen W¨arme (entspricht dem Arbeitsgas zugef¨uhrten Wärme) zur aufgewandten Arbeit:

k =
zugef�uhrte W�arme beiT = T2

zugef�uhrte Arbeit
=

�Q2

�W
: (5.2.57)

Bei reversibler Prozeßf¨uhrung ergibt sich damit

krev = hrev � 1 =
T2

T1 � T2
� 0 : (5.2.58)

Auch der Kühlfaktor ist umso gr¨oßer, je kleiner die TemperaturdifferenzT1 � T2 ist (siehe Abb. 5.24b).

5.2.6 Der 2. Hauptsatz der Ẅarmelehre

Für den Wirkungsgrad eines reversiblenCarnot-Prozesses mit einem idealen Gas als Arbeitssubstanz
gilt nach Gl.(5.2.51) und (5.2.54)

�rev =
�Q1 +�Q2

�Q1
= 1 +

�Q2

�Q1
= 1�

T2
T1

oder
�Q2

�Q1
+
T2
T1

= 0 =
�Q1

T1
+

�Q2

T2
: (5.2.59)

Die Größe�Q=T , die in Gl.(5.2.59) auftritt, nennt man diereduzierte Ẅarmemenge.
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Man nutzt nun aus, daß sich ein beliebiger Kreisprozeß in eine Vielzahl von kleinenCarnot-Prozessen
zerlegen läßt, deren Isothermen und Adiabaten beliebig geringe Abst¨ande aufweisen (siehe hierzu
Abb. 5.25). Im Innern des beliebigen Kreisprozesses heben sich dabei die Zustands¨anderungen der
kleinen Carnot-Prozesse gegenseitig auf, da jede Teilkurve paarweise in entgegengesetzter Richtung
durchlaufen wird. Es bleibt dann lediglich die Randkurve des beliebigen Kreisprozesses ¨ubrig.

Ti=const

p

V

Abbildung 5.25: Zur¨uckführen eines beliebigen Kreisprozesses auf mehrere Carnot-Prozesse.

Damit gilt allgemein für einen beliebigen reversiblen Kreisprozeß mit einer beliebigen Arbeitssubstanz
und beliebig vielen W¨armereservoiren

X
i

�
�Qi

Ti

�
= 0 : (5.2.60)

Werden die W¨armemengen infinitesimal klein, so kann man zu einer Integration ¨ubergehen und erh¨alt

I
rev

�
dQ

T

�
= 0 ; (5.2.61)

wobei der Kreis beim Integral andeuten soll, daß sich die Integration ¨uber den ganzen Kreisprozeß er-
strecken muß. F¨ur einen beliebigen Kreisprozeß, der auch irreversible Prozesse enthalten kann, gilt

I �
dQ

T

�
� 0 ; (5.2.62)

wobei das Gleichheitszeichen nur bei vollkommen reversibler Prozeßf¨uhrung gilt. Mit den Aussagen von
Gl.(5.2.61) und (5.2.61a) k¨onnte jetzt der 2. Hauptsatz der W¨armelehre formuliert werden. Wir werden
dies an dieser Stelle jedoch nocht nicht tun und erst den Begriff der Entropie einf¨uhren.
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Entropie

Wir diskutieren jetzt f¨ur einen beliebigen reversiblen Kreisprozeß mit einem idealen Gas den Teilprozeß
von einem PunktA zu einem PunktB (siehe Abb. 5.26), um zu zeigen, daß bei einem zwischen diesen
Punkten reversibel gef¨uhrten Prozeß die reduzierte W¨armemenge unabh¨angig vom gew¨ahlten Weg im
Zustandsdiagramm ist.

p

V

I

II
III

Abbildung 5.26:Änderung des Zustandes eines idealen Gases von Zustand A nach Zustand B entlang
verschiedener Wege.

Aufgrund von Gl.(5.2.60) gilt f¨ur die reduzierten W¨armemengen beim̈Ubergang vonA nachB

X
i

�
�Qi

Ti

�
I

�
X
i

�
�Qi

Ti

�
II

� = 0 (5.2.63)

oder

X
i

�
�Qi

Ti

�
I

=
X
i

�
�Qi

Ti

�
II

: (5.2.64)

Dasselbe l¨aßt sich für beliebige weitere Wege zeigen. Daraus kann gefolgert werden, daß bei einem zwi-
schen zwei Punkten reversibel gef¨uhrten Prozeß die reduzierte W¨armemenge in der Tat unabh¨angig vom
gewählten Weg ist. Man kann damit jedem PunktZ im pV -Phasendiagramm eine Gr¨oßeSZ zuordnen,
so daß sich beim̈Ubergang vomZ = A nachZ = B die reduzierte W¨armemenge als Differenz vonSa
undSB darstellen läßt:30

X
i

�
�Qi

Ti

�
A!B

= SB � SA = �SA!B : (5.2.65)

Die GrößeS heißt Entropie des Zustandes. Sie ist eine f¨ur das System charakteristische Zustands-
größe genauso wie die innere EnergieU . Mit dieser neuen Gr¨oße läßt sich die Aussage, daß bei einem
reversibel gef¨uhrten Kreisprozeß mit einem idealen Gas die Summe der reduzierten W¨armemengen ver-
schwindet, wie folgt formulieren:

30Dies ist völlig analog zur Definition der Arbeit in einem konservativen Kraftfeld als Differenz zweier potentieller Energien.



5.2 Die Haupts¨atze der W¨armelehre PHYSIK I 399

�Srev;� =

I
dS =

I
dQrev

T
= 0

oder S = const : (5.2.66)

Das heißt, bei einem reversiblen Kreisprozeß mit einem idealen Gas als Arbeitsmedium bleibt die Entro-
pie des Arbeitsgases konstant.

Wir betrachten jetzt nur einen Teilprozeß desCarnotschen Kreisprozesses und zwar die isotherme Ex-
pansion. Die dem Gas dabei vom ¨außeren W¨armebad zugef¨uhrte Wärmemenge�Q geht in Volumenar-
beit über, d.h.�Q = p�V = ��W . Bei diesem Teilprozeß ist die Entropie¨anderung ungleich Null, da
das Gas W¨arme aufnimmt. Es gilt

�Srev(Gas) =
�Q

T
> 0 : (5.2.67)

Die Wärmemenge�Q wird aber gleichzeitig dem W¨armebad entzogen, so daß f¨ur dieses gilt

�Srev(Bad) = �
�Q

T
< 0 : (5.2.68)

Es gilt somit insgesamt

�Srev = �Srev(Gas) + �Srev(Bad) = 0 : (5.2.69)

Man erhält somit das wichtige Ergebnis, daßfür ein abgeschlossenes System bei einer reversiblen Zu-
stands̈anderung mit einem idealen Gas als Arbeitsmedium die Entropie konstant ist.

Wir betrachten jetzt eine isotherme Expansion, die irreversibel ablaufen soll. Dazu soll einfach eine Zwi-
schenwand aus einem Gasgef¨aß entfernt werden und damit das Gasvolumen vonVA auf VB vergrößert
werden. Das Gas, das im ZustandA nur das VolumenVA einnimmt, wird nach kurzer Zeit in Zustand
B das gesamte verf¨ugbare Volumen einnehmen (vergleicheGay-LussacscherÜberströmversuch, Ab-
schnitt 5.2.3). Dieser Prozeß l¨auft von selbst nur in Richtung von ZustandA nach ZustandB ab, wobei
die Zwischenzust¨ande keine Gleichgewichtszust¨ande sind. Die Zustands¨anderung ist also nicht rever-
sibel. Da der EndzustandB des Arbeitsgases ununterscheidbar ist vom EndzustandB einer reversibel
geführten Expansion, gilt auch hier

�S(Gas) > 0 : (5.2.70)

Dem Außenraum wird beim̈Uberströmen aber keine W¨armemenge entzogen, da dasÜberströmen des
Gases bei v¨olliger Wärmeisolierung nach außen erfolgt. Es gilt also�S(Bad) = 0. Die gesamte
Entropieänderung des irreversiblen Prozesses ist dann

�Sirrev = �S(Gas) + �S(Bad) > 0 : (5.2.71)

In einem abgeschlossenen System kann also die Entropie bei einer irreversiblen Zustands¨anderung stets
nur zunehmen:Prinzip der Vermehrung der Entropie.
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2. Hauptsatz

Alle bisherigen Betrachtungen wurden f¨ur ein ideales Gas als Arbeitsmedium gemacht. Die Erweiterung
der gewonnenen Aussagen auf beliebige Arbeitsmedien beinhaltet der2. Hauptsatz der Ẅarmelehre:

Bei einem reversiblen Kreisprozeß bleibt für jedes Arbeits-
medium die Entropie konstant. Die Entropie eines abge-
schlossenen Systems kann niemals abnehmen. Sie nimmt
bei allen natürlichen, mit endlicher Geschwindigkeit ablau-
fenden Prozessen zu. Nur im Grenzfall unendlich langsam
verlaufender reversibler Prozesse bleibt sie konstant.

Der 2. Hauptsatz ist ebenso wie der erste Hauptsatz der W¨armelehre ein Erfahrungssatz. Das Prinzip der
Vermehrung der Entropie schaltet von dem nach dem Energiesatz erlaubten Prozessen alle diejenigen
aus, die mit einer Abnahme der Entropie verbunden sind. Das Entropieprinzip bestimmt die Richtung
der Vorgänge.

.

Beispiele zum 2. Hauptsatz:

1. Bringt man zwei Körper mit Temperatur T1 und T2 in thermischen Kontakt, so gleichen
sie ihre Temperatur stets an. Nach dem Energiesatz wäre auch erlaubt, daß sich
ein Körper abkühlt und der andere erwärmt. Dies würde aber zu einer Erhöhung der
Entropie führen und ist somit nach dem 2. Hauptsatz der Wärmelehre verboten.

2. Zwei verschiedene, in getrennten Behältern befindliche Gase durchmischen sich nach
Wegnahme der Trennwand vollständig aufgrund der Diffusion. Eine selbständige Ent-
mischung, obwohl nach dem Energiesatz nicht verboten, wird nie beobachtet. Eine
solche Entmischung würde zu einer Erhöhung der Entropie (siehe nächster Abschnitt)
führen und damit dem 2. Hauptsatz widersprechen.

Entropie und Wahrscheinlichkeit

Die in einem Gas ablaufenden mikroskopischen Prozesse unterliegen alle derNewtonschen Mechanik,
d.h. die in einem Gas ablaufenden rein mechanischen Elementarprozesse sind ihrer Natur nach alle
reversibel. Es stellt sich somit die Frage, wie man irreversible Vorg¨ange eines Ensembles von Teilchen
mit den reversiblen Prozesse der einzelnen Teilchen in Einklang bringen kann. Die Beantwortung dieser
Frage hängt mit der Tatsache zusammen, daß zur theoretischen Beschreibung von Gasen neben den
Gesetzen der Mechanik noch Wahrscheinlichkeitsaussagen ¨uber das Verhalten einer sehr großen Zahl
von Teilchen ben¨otigt werden, da man ¨uber die Bewegung eines einzelnen Teilchens keine Angaben
machen kann. Deshalb sind die Aussagen der entsprechenden kinetischen Theorien nicht Behauptungen
über zwangsl¨aufig eintretende Ereignisse, sondern nur ¨uber wahrscheinlich vor sich gehende. Ist diese
Anschauung richtig, so d¨urfen die Aussagen des 2. Hauptsatzes nur als Wahrscheinlichkeitsaussagen
gewertet werden (eine genaue Diskussion erfolgt in den Vorlesungen zur Statistischen Mechanik).

Um den Begriff Entropie mit Wahrscheinlichkeitsaussagen in Zusammenhang zu bringen, machen wir
folgendes Gedankenexperiment: Wir betrachten einen Gasbeh¨alter mit VolumenV1, das wir uns inx
gleiche Teile mit VolumenV2 aufgeteilt denken. Es gilt alsoV1 = xV2. In dem Behälter befinde sich
zunächst nur ein Gasmolek¨ul. Dann ist die Wahrscheinlihkeit, das Gasmolek¨ul in einem bestimmten
TeilvolumenV2 zu finden, genau1=x. Befinden sich zwei Gasmolek¨ule im Gesamtvolumen, so ist
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die Wahrscheinlichkeit, beide gleichzeitig in einem Teilvolumen anzutreffen, genau(1=x)2. Nun soll
der Gasbeh¨alter � Mole eines Gases, also�NA Gasmolek¨ule enthalten. Die Wahrscheinlichkeit, alle
Gasmolek¨ule in einem Teilvolumen gleichzeitig anzutreffen, ist dann

w =

�
1

x

��NA

: (5.2.72)

Der Kehrwert dieses Ausdrucks

W =
1

w
= x�NA (5.2.73)

wird alsthermodynamische Wahrscheinlichkeitbezeichnet.W kann alle Wert oberhalb von 1 annehmen,
währendw nur Werte zwischen 0 und 1 annehmen kann. Da ferner die mathematische Wahrscheinlich-
keit dafür, daß sich alle Molek¨ule im GesamtvolumenV1 befinden gleich 1 ist, stelltW das Verhältnis
zweier Wahrscheinlichkeiten dar.W gibt an, um wieviel wahrscheinlicher alle Molek¨ule gleichzeitig im
GesamtvolumenV1 statt im TeilvolumenV2 anzutreffen sind. Bildet man jetzt noch den Logarithmus
vonW , so erhält man mitx = V1=V2 undNA = R=kB

kB lnW = � R ln

�
V1
V2

�
; (5.2.74)

wobeikB die bereits oben eingef¨uhrteBoltzmann-Konstante ist. Wie im folgenden kurz gezeigt werden
soll, steht aber auf der rechten Seite dieser Gleichung nichts anderes als die Entropiedifferenz�S, die
auftritt, wenn sich ein ideales Gas vom VolumenV2 auf das VolumenV1 ausdehnt (wie es z.B. beiGay-
LussacschenÜberströmversuch der Fall war). Dabei bleibt bekanntlich die TemperaturT der gesamten
Anordnung konstant (vergleiche Abschnitt 5.2.3). F¨ur infinitesimalëAnderungen der Entropie kann man
schreiben

dS =
dQrev

T
=

dU + pdV

T
; (5.2.75)

Für ein ideales Gas gilt fernerp = �RT=V unddU = Cmol;VdT , so daß man den Ausdruck

dS =
Cmol;V dT + � R T

V dV

T
= � Cmol;V

dT

T
+ � R

dV

V
(5.2.76)

erhält. Durch Integration erh¨alt man dann

�S = S1 � S2 = �Cmol;V

Z T1

T2

dT

T
+ �R

Z V1

V2

dV

V
= �Cmol;V ln

T1
T2

+ �R ln
V1
V2

:(5.2.77)

Da die Temperatur konstant bleibt, ergibt sich
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�S = �R ln
V1
V2

(5.2.78)

und damit durch Vergleich mit Gl.(5.2.75)

�S = kB lnW : (5.2.79)

Diese fundamentale Beziehung, die hier nur mit Hilfe eines speziellen Beispieles abgeleitet wurde, gilt
allgemein und wurde vonBoltzmann gefunden. Die Entropie eines Zustandes ist demnach propor-
tional dem Logarithmus seiner thermodynamischen Wahrscheinlichkeit. Der Satz vom Wachstum der
Entropie ist danach identisch mit dem Satz, daß ein System bei allen von selbst eintretenden Prozessen
sich soändert, daß es von einem unwahrscheinlicheren zu einem wahrscheinlicheren Zustand ¨ubergeht.
Der wahrscheinlichere Zustand ist dabei immer derjenige geringerer Ordnung. Der 2. Hauptsatz der
Wärmelehre ist demnach ein Wahrscheinlichkeitssatz im Gegensatz zum 1. Hauptsatz, dem Energieprin-
zip. Während der Begriff Energie selbst f¨ur ein einzelnes Teilchen einen wohldefinierten Sinn macht,
kann von der Entropie nur dann gesprochen werden, wenn eine Gesamtheit von Teilchen statistisch be-
trachtet wird.

Eine Erhöhung der Entropie und damit der Unordnung eines Systems ist nur durch eine W¨armezufuhr
möglich. Dies kommt in der Proportionalit¨at dS / dQ zum Ausdruck. Bei bei tiefen Temperaturen
genügt ein kleinesdQ um einen bestimmten Grad der Unordnung herbeizuf¨uhren. Bei hohen Tempera-
turen ist ein großesdQ notwendig. Dies kommt in der Proportionalit¨at dS / 1=T zum Ausdruck.
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5.3 Phasenumwandlungen und L̈osungen

Unter einer Phase versteht man einen Teil eines Systems, der bis in den molekularen Bereich physikalisch
homogen aufgebaut ist. Auch homogene Mischungen verschiedener chemischer Stoffe bilden deshalb
eine einzige Phase, eine sogenannte Mischphase, obwohl die chemische Zusammensetzung nicht ein-
heitlich ist (z.B. Kochsalzl¨osung). Phasen sind also keine inhomogen aufgebauten Mehrstoffgemische.
Allerdings treten in einer Phase eines homogenen Stoffes immer Verunreinigungen auf, da sich Stoffe
nicht in beliebiger Reinheit herstellen lassen.

In jedem System kann es nur eine einzige gasf¨ormige Phase geben, da Gase bis in den molekularen
Bereich vollkommen mischbar und daher homogen sind. Unter den Fl¨ussigkeiten gibt es mischbare
und nicht mischbare Kombinationen. Unmischbare Fl¨ussigkeiten bilden zwei getrennte Phasen. Bei
Festkörpern ist die Kristallstruktur das Kriterium, ob diese aus einer oder mehreren Phasen bestehen.

5.3.1 Änderung des Aggregatzustandes

Allgemeinesüber die Änderung des Aggregatzustandes

Jede Substanz kann in verschiedenen Aggregatzust¨anden (fest, fl¨ussig, gasf¨ormig) vorliegen. Wie in
Abb. 5.27 gezeigt ist, erh¨alt man bei bestimmten Temperaturen Phasen¨ubergänge zwischen den einzel-
nen Aggregatzust¨anden. In Abb. 5.27 ist ein System fest-fl¨ussig-gasf¨ormig gezeigt. Es gibt aber auch
Systeme, f¨ur die zwei unterschiedliche feste Phasen (z.B. mit unterschiedlicher Kristallstruktur vorlie-
gen), zwischen denen bei einer bestimmten Temperatur ein Phasen¨ubergang stattfindet.

fest

flüssig gasförmig

schmelzen
gefrieren

sublimieren
verfestigen

verdampfen
kondensieren

TS Tsubl

TV

TS:    Schmelz-, 
         Gefriertemperatur
TV:    Verdampfungs-, 
         Kondensationstemperatur
Tsubl: Sublimations-, 
         Verfestigungstemperatur

Abbildung 5.27: Phasen¨ubergänge in einem System fest-fl¨ussig-gasf¨ormig.

Führt man z.B. einem chemisch einheitlichen, festen K¨orper Wärme zu, so erh¨oht sich seine Temperatur.
Das kann man aus dem 1. HauptsatzdQ = dU + pdV ersehen. Da die Volumen¨anderung fester K¨orper
bei Temperatur¨anderung sehr klein ist, kann man meistens die AusdehnungsarbeitpdV vernachlässigen.
Für dieÄnderung der inneren Energie kann man danndU = �Cmol;pdT schreiben und erh¨alt

dQ = � Cmol;p dT : (5.3.1)

Man sieht, daß der K¨orper sich durch Zuf¨uhren der W¨armemengedQ um dT erwärmt. Die Temperatur
eines festen K¨orpers läßt sich aber nicht beliebig erh¨ohen. Je nach Stoff ¨andert sich bei einer bestimmten
Temperatur der Aggregatzustand des K¨orpers: er wird fl¨ussig oder geht in den gasf¨ormigen Zustand ¨uber.

In Abb. 5.28 ist der Verlauf der Temperatur bei Erw¨armung von 1 g Eis gegen die zugef¨uhrte
Wärmemenge im Bereich zwischen -30oC und 120oC für Normaldruck gezeigt. Beginnend beiT0 =
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�30oC verläuft dieT (�Q)-Kurve zunächst linear. Dies ist anschaulich klar, da die Integration von
Gl.(5.3.1)

�Q = m cp;Eis (T � T0) = m cp;Eis�T (5.3.2)

liefert. Dasselbe gilt f¨ur die anderen Kurvenst¨ucke mit Ausnahme der Horizontalen, f¨ur die man schrei-
ben kann

�Q = m cp;Fl: (T � TSchmelz) = m cp;Fl:�T

und �Q = m cp;Gas (T � TSiede) = m cp;Gas�T : (5.3.3)

Die unterschiedliche Steigung der drei Geraden wird durch die unterschiedliche W¨armekapazit¨at der
festen, flüssigen und gasf¨ormigen Substanz verursacht. In Abb. 5.28 ist die Steigung derT (�Q=m)-
Kurven durch1=cp gegeben.
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Abbildung 5.28: Verlauf der Temperatur bei Erw¨armung von 1 g Wasser.

Überraschend sind die beiden parallel zur�Q-Achse verlaufenden Kurvenst¨ucke. Hierändert sich die
Temperatur nicht, obwohl st¨andig Wärme zugef¨uhrt wird. Die Kurvenst¨ucke treten genau bei den Tem-
peraturen auf, bei denen die Substanz vom festen in den fl¨ussigen und vom fl¨ussigen in den gasf¨ormigen
Zustandübergeht. Man kann daraus schließen, daß die auf den horizontalen Kurvenst¨ucken zugef¨uhrte
Wärmemenge f¨ur diese Umwandlung ben¨otigt wird. Diese Vermutung wird dadurch best¨atigt, daß bei
langsamem Abk¨uhlen dieselbeT (�Q)-Kurve durchlaufen wird. Außerdem sind die in den horizontalen
Bereichen zugef¨uhrten Wärmemengen proportional zur Stoffmenge. Man nennt diese W¨armemengen
deshalbUmwandlungsẅarmenund je nach Art der speziellen Umwandlung auchSchmelzẅarmeQS ,
VerdampfungsẅarmeQV , KristallisationsẅarmeQK , usw. Häufig werden die Umwandlungsw¨armen
auf die Masse normiert, man spricht dann von spezifischen Umwandlungsw¨armen� = Q=m.31 Für Was-
ser mißt man die spezifische Schmelzw¨arme�S = 334:9 J/g und die spezifische Verdampfungsw¨arme
�V = 2260 J/g.

31Ebenso kann man auf die Molmasse normieren und erh¨alt die molaren Umwandlungsw¨armen� = Q=M .
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Die Umwandlungstemperaturen h¨angen vom Druck ab. W¨urde man das Experiment mit Wasser statt
bei Normaldruck bei einem Druck von 10 bar durchf¨uhren, so w¨urde man f¨ur die Schmelztemperatur
eine niedrigere und die Siedetemperatur eine wesentlich h¨ohere Temperatur messen. Das Absinken der
Schmelztemperatur mit steigendem Druck ist allerdings eine Besonderheit des Wasser. Im allgemeinen
nehmen sowohl die Schmelz- als auch die Siedetemperatur mit steigendem Druck zu. Die genauen
Zusammenh¨ange werden unten diskutiert.

Umwandlung flüssig – gasf̈ormig

Wir diskutieren zun¨achst den̈Ubergang von der fl¨ussigen in die gasf¨ormige Phase. Viele der erhaltenen
Ergebnisse k¨onnen dann direkt auf die Umwandlung fest-fl¨ussig oder fest-gasf¨ormig übertragen werden.

Will man den eigentlichen Prozeß des Verdampfens einer Fl¨ussigkeit studieren, so ist es am einfach-
sten, wenn man die Fl¨ussigkeit ins Vakuum verdampfen l¨aßt, da dann keine anderen Stoffe st¨oren. Man
kann hierzu folgendes Experiment machen. Man benutzt ein Quecksilberbarometer, dessen Rohr oben
durch einen Hahn abgeschlossen ist, dessen K¨uken nur halb durchbohrt ist (siehe Abb. 5.29). In dem
Raum zwischen Quecksilbermeniskus und Hahn befindet sich dann ein Vakuum. Es handelt sich hier
um das sogenannteTorricelli -Vakuum, bei dem sich Quecksilberfl¨ussigkeit und -dampf im Gleichge-
wicht befinden (1:8 � 10�3 Torr bei 20oC). In das Rohr oberhalb des Hahns wird nun Wasser gef¨ullt
und durch mehrmaliges Drehen des K¨ukens in das Vakuum portionsweise ¨uberführt. Man beobach-
tet, daß sich das Wasser auf der Oberfl¨ache des Quecksilbers ansammelt und gleichzeitig die H¨ohe der
Quecksilbers¨aule stark abnimmt. Der Raum ¨uber dem Meniskus ist jetzt mit Wasserdampf gef¨ullt, des-
sen Druck aus der Differenz der H¨ohe vor und nach dem Einf¨ullen bestimmt werden kann. Aus der
Tatsache, daß keineswegs die gesamte eingef¨ullte Wassermenge verdampft und sich unabh¨angig von der
eingefüllten Menge immer der gleiche Druck einstellt, kann man folgern, daß sich die Fl¨ussigkeit mit
dem dar¨uber befindlichen Gas im Gleichgewicht befindet. Bei einem bestimmten Druck, dem sogenann-
ten S̈attigungsdampfdruckpS , verdampfen offenbar genausoviele Fl¨ussigkeitsmolek¨ule wie gleichzeitig
wieder kondensieren.

p1
p2

p3

Hg

(a) (b)

Abbildung 5.29: (a) Hahnk¨uken mit Anbohrung f¨ur die portionsweisëUberführung von Fl¨ussigkeiten.
(b) Zum Nachweis des verschiedenen Dampfdruckes von Fl¨ussigkeiten im Vakuum; Wasser:p1 =
23:3mbar, Alkohol:p1 = 58:6mbar,Äther: p1 = 589Torr (bei 20oC).

Der SättigungsdampfdruckpS ist unabhängig vom Volumen. Eine Ver¨anderung des abgeschlossenen
Volumens bewirkt nur, daß beip = pS und T = const mehr Dampf kondensiert (Verkleinerung von
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V ) bzw. mehr Flüssigkeit verdampft (Vergr¨oßerung vonV ). Demnach kann eine Fl¨ussigkeit nicht f¨ur
sich alleine in einem sonst leeren Raum bestehen. Neben der fl¨ussigen existiert, wie in Abb. 5.30 gezeigt
ist, immer eine Dampf- oder Gasphase. In einem bestimmten Koexistenzbereich, der unten noch n¨aher
erläutert wird, befinden sich beide Phasen im Gleichgewicht. Es gehen hier gleichviele Molek¨ule pro
Zeiteinheit von der fl¨ussigen in die gasf¨ormige Phase ¨uber und umgekehrt. Dieser Austausch an der
Oberfläche der Fl¨ussigkeit ist zwar temperaturabh¨angig, d.h.pS = pS(T ), aber unabh¨angig vom zur
Verfügung stehenden Volumen, solange noch Fl¨ussigkeit vorhanden ist.

gasförmig

flüssigflüssig

gasförmig

flüssigflüssig

V1

pS(T)

V2

pS(T)

Abbildung 5.30: Zur Koexistenz von fl¨ussiger und gasf¨ormiger Phase beim S¨attigungsdampfdruck. Der
Sättigungsdampfdruck h¨angt nicht vom Volumnen ab.

Die Temperaturabh¨angigkeit des S¨attigungsdampfdrucks des Wassers kann aus Tabelle 5.1 entnommen
werden. Man erkennt, daß der S¨attigungsdampfdruck des Wassers mit zunehmender Temperatur stark
ansteigt.

T (oC) 0 4 20 60 100 120 200 300

pS (bar) 6:12 � 10�3 8:11 � 10�3 23:2 � 10�3 0.2 1 2 15 85

Tabelle 5.1: Temperaturabh¨angigkeit des S¨attigungsdampfdrucks von Wassers.

Das Gleichgewicht zwischen Verdampfen und Kondensieren kann sich nur in einem geschlossenen Gef¨aß
einstellen, da der sich bildende Dampf nicht entweichen kann. Bei einem offenen Gef¨aß verdampft jede
Flüssigkeit vollständig bei jeder Temperatur. Die Verdampfung wird allerdings dadurch verlangsamt, daß
die Moleküle durch die Luft von der Fl¨ussigkeitsoberfl¨ache weg diffundieren m¨ussen. Diese langsame
Verdampfung aus einem offenen Gef¨aß nennt manVerdunstung(siehe unten).

Trägt man den S¨attigungsdampfdruckpS gegen die Temperatur auf, so erh¨alt man dieDampfdruckkurve
pS(T ). Bei p � T -Werten, die auf dieser Kurve liegen, existieren die gasf¨ormige und flüssige Phase
nebeneinander im Gleichgewicht. Die Dampfdruckkurve stellt also die Grenzkurve zwischen beiden
Phasen in dem Bereich dar, in dem der Phasenwechsel mit unstetigenÄnderungen der physikalischen
Eigenschaften verbunden ist. Deshalb endet die Dampfdruckkurve beiTkrit am kritischen Punkt (siehe
Abb. 5.2). Es ist wichtig, darauf hinzuweisen, daß diepS(T )-Kurve nicht mit denp(T )-Kurven eines
Gases (Gay-Lussacsches Gesetz) zu tun hat, da diepS(T )-Kurve an die Koexistenz von Fl¨ussigkeit und
Dampf gebunden ist und das System Fl¨ussigkeit-Dampf v¨ollig andere Eigenschaften besitzt. W¨urde man
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den Dampf isoliert betrachten, so h¨atte dieser die gleichen Eigenschaften wie ein Gas. Das gleiche gilt
für dieV (p)-Abhängigkeit. Die für das System Fl¨ussigkeit-Dampf gefundene Abh¨angigkeit entspricht
keinesfalls dem f¨ur Gase gefundenen Boyle-Mariotteschen Gesetz.

Kritische Temperatur

Es soll nun diskutiert werden, auf welche Weise Gas verfl¨ussigt werden k¨onnen. Prinzipiell ist dies
einfach, man muß das zu verfl¨ussigende Gas auf seinen S¨attigungsdampfdruck bringen. Dann muß eine
Volumenverkleinerung – ohne das eine weitere Drucksteigerung notwendig ist – gen¨ugen, um das Gas zu
verflüssigen. Der S¨attigungsdampfdruck kann aber, da er temperaturabh¨angig ist, auf verschiedene Weise
erreicht werden. Man kann erstens bei konstantem Druck die Temperatur soweit erniedrigen, bis der zu
dem Druck geh¨orende S¨attigungsdampfdruck erreicht wird. Auf diese Weise kann man ein Gas immer in
den flüssigen oder festen Zustand ¨uberführen. Man kann zweitens bei konstanter Temperatur den Druck
soweit erh¨ohen, daß man den zu dieser Temperatur geh¨origen Sättigungsdampfdruck erreicht. Obwohl
dieses Verfahren oft zum Ziel f¨uhrt, gelingt es nicht immer. So gelingt es z.B. nicht, Kohlendioxid bei
einer Temperatur oberhalb von 31.0oC in den flüssigen oder festen Zustand ¨uberzuführen. Das deutet
darauf hin, daß die obigen̈Uberlegungen noch nicht vollst¨andig waren.

0 100 200 300 400

30

40

50

60

70

80

90

100

T = 0 - 50°C
5°-Schritte

50°C

0°C

Kohlendioxid

Volumen  (cm
3
/mol)

D
ru

ck
  (

ba
r)

AB
A'B'

C

SättigungsgebietSättigungsgebiet
0°CGrenz-

kurve

Abbildung 5.31: Druck-Volumen-Diagramm des Kohlendioxids. Der schraffierte Bereich markiert das
Sättigungsgebiet.

Offenbar verhalten sich reale Gase in bestimmten Bereichen von Temperatur und Druck nicht so, wie
man es nach demBoyle-Mariotteschen undGay-Lussacschen Gesetz erwartet. Dies soll anhand des
CO2 diskutiert werden. Dazu betrachten wir das in Abb. 5.31 gezeigte experimentell bestimmtepV -
Diagramm, in das die gemessenen Isothermen eingezeichnet sind. Betrachtet man die f¨ur T = 10oC
gemessene Isotherme, so stellt man fest, daß f¨ur großeV und kleinep mit einer Verkleinerung des
Volumens der Druck zun¨achst ansteigt, wie man es nach demBoyle-Mariotteschen Gesetz erwartet.
Am PunktA erreicht man dann aber den S¨attigungsdampfdruck des CO2 für T = 10oC. Das CO2 liegt
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jetzt als ges¨attigter Dampf vor und verh¨alt sich dementsprechend. Da der Dampfdruck unabh¨angig vom
Volumen ist, nimmt bei weiterer Volumenverkleinerung der Druck nicht mehr ab, sondern es tritt eine
partielle Verflüssigung ein. Man erh¨alt eine horizontale Linie impV -Diagramm. Man erreicht schließlich
PunktB, an dem nur noch Fl¨ussigkeit vorliegt. Eine weitere Volumenverkleinerung f¨uhrt dann aufgrund
der geringen Kompressibilit¨at der Flüssigkeit zu einem sehr steilen Anstieg des Druckes. Die Diskussion
der Isotherme f¨ur T = 10oC ergibt also das bereits oben diskutierte Verhalten, daß man bei konstanter
Temperatur ein Gas durch bloße Druckerh¨ohung den S¨attigungsdampfdruck erreichen kann und durch
weitere Volumenverkleinerung dann verfl¨ussigen kann.

Für die Isothermen vonT = 15oC undT = 20oC gilt entsprechendes. Allerdings ist das Volumen des
Gases entsprechend dem h¨oheren S¨attigungsdampfdruck kleiner und das Volumen der Fl¨ussigkeit infol-
ge der thermischen Ausdehnung gr¨oßer geworden. Die PunkteA0 undB0 rücken somit n¨aher zusammen.
Betrachtet man schließlich die Isotherme f¨ur T = 31oC, so erkennt man, daß die beiden Volumina im
PunktC sogar zusammenfallen. Die fl¨ussige und die gasf¨ormige Phase haben in diesem Fall die gleiche
Dichte. Bei noch h¨oheren Temperaturen tritt ¨uberhaupt keine Umwandlung in eine Fl¨ussigkeit mehr ein.
Die Isothermen nehmen in etwa wieder die Form von Hyperbeln an, die demBoyle-Mariotteschen Ge-
setz entsprechen w¨urden. Man erkennt also, daß man CO2 nur unterhalb der Temperatur vonT = 31oC
durch Druckerh¨ohung verflüssigen kann, oberhalb ist dies selbst bei Anwendung noch so hoher Drucke
nicht möglich. Man nennt die Temperatur, oberhalb der keine Verfl¨ussigung m¨oglich ist, diekritische
TemperaturTk, das gemeinsame Volumen in PunktC daskritische VolumenVk und den zugeh¨origen
Druck in diesem Punkt denkritischen Druckpk. Die zum kritischen Volumen geh¨orende Dichte nennt
man diekritische Dichte�k. Die Werte für Tk, pk und�k sind für einige Stoffe in Tabelle 5.2 zusam-
mengefaßt.

Stoff Tk in K pk in bar �k in g/cm3

Kohlendioxid 304.15 73.86 0.468
Wasserdampf 647.3 228.5 0.328
Argon 150.85 50.55 0.536
Stickstoff 126.25 35.05 0.311
Sauerstoff 154.77 52.5 0.430
Wasserstoff 33.25 13.40 0.0310
Helium 5.20 2.37 0.0693

Tabelle 5.2: Kritische TemperaturTk, kritischer Druckpk und kritische Dichte�k einiger Gase.

Verbindet man in Abb. 5.31 die PunkteA, A0, A00, : : :, C sowie die PunkteB, B0, B00, : : :, C, so
umschließt die resultierende Kurve das sogenannteS̈attigungsgebietin derpV -Ebene.

Die für CO2 abgeleiteten Aussagen gelten allgemein f¨ur alle Gase:Es existiert f̈ur jedes Gas eine kri-
tische Temperatur, oberhalb der auch durch noch so hohen Druck keine Verflüssigung bewirkt werden
kann.

Für die Verflüssigung von Gasen muß man also erst unter die kritische Temperatur abk¨uhlen und
dann bis zur S¨attigung komprimieren. Je tiefer die kritische Temperatur ist, desto kleiner wird der
Sättigungsdruck, bei dem Verfl¨ussigung eintritt. F¨ur Helium liegt die S¨attigungstemperatur bei nur etwa
5 K. Helium wurde deshalb erst im Jahr 1908 vonKamerlingh Onnes in Leiden verflüssigt.
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.

Gasverflüssigung durch Entspannung (Joule-Thomson-Prozeß):

Man muß Gase, um sie durch Druckerhöhung zu verflüssigen, erst unter die kritische Tem-
peratur abkühlen. Für reale Gase kann man das über den Joule-Thomson-Effekt (siehe
Abb.5.21) erreichen. Bei der Expansion eines idealen Gases ins Vakuum bleibt die Tempera-
tur konstant, da keine Volumenarbeit geleistet wird (die innere Energie ist hier nur eine Funk-
tion von T unabhängig von p und V ). Dies ist bei realen Gasen allerdings anders. Hier lie-
gen intermolekulare Wechselwirkungskräfte vor, die bei der Expansion überwunden werden
müssen. Das heißt, bei der Expansion eines realen Gases ins Vakuum muß Volumenarbeit
geleistet werden, wodurch sich das Gas bei adiabatischer Prozeßführung abkühlt. Die Tem-
peraturänderung kann man aus der Van der WaalsGleichung zu dT=dP = (1=Cmol;p)(

2a
RT

�b)
ableiten.
Man kann dies sehr einfach zeigen, indem man Preßluft durch eine Spirale ausströmen
läßt, die so angeordnet ist, daß die beim Auströmen durch Expansion abgekühlte Luft an
der Preßluftleitung wieder zurückstreicht und diese dadurch vorkühlt (Gegenstromprinzip).
Nach einigen Minuten erhält man am Ausgang der Düse flüssige Luft, die man in einem
Dewargefäß auffangen kann.

Van der Waalssche Zustandsgleichung

Die Van der Waalssche Zustadsgleichung f¨ur reale Gase (Gl.(5.1.42) oder (5.1.45)) gilt prinzipiell so-
wohl für den gasf¨ormigen als auch den fl¨ussigen Zustand eines Gases. W¨are dies in der Tat der Fall, so
müßten die von derVan der Waals Gleichung beschriebenen Isothermen (siehe Abb. 5.13) den experi-
mentell gewonnenen (siehe Abb. 5.31) entsprechen. Dies ist aber nicht der Fall.

Multipliziert man dieVan der Waals Gleichung aus, so erh¨alt man

V 3 � V 2 p b+ � RT

p
+ V

a

p
�
a b

p
= 0 : (5.3.4)

Dies ist bei festemp und T eine Gleichung dritten Grades f¨ur V . Eine Parallele zurV -Achse (festes
p) würde die Isotherme (festesT ) deshalb in maximal 3 Punkten schneiden. Dies ist in Abb. 5.32 ge-
zeigt. Die Isotherme f¨ur T = 15oC wird in drei PunktenA, B und C geschnitten. Das heißt, es
solltem jedem Druck drei verschiedene WerteV1, V2 undV3 des Volumens entsprechen. Das zeigen aber
die experimentell gemessenen Isothermen nicht. Ein weiterer Unterschied zwischen Theorie und Ex-
periment besteht darin, daß die experimentellen Kurven beimÜbergang in das S¨attigungsgebiet Knicke
aufweisen, w¨ahrend die theoretischen Kurven dies nicht tun. Diese zeigen dagegen im S¨attigungsbereich
einenS-förmigen Verlauf. Das gr¨oßte VolumenV1 entspricht dem Gaszustand, das kleinsteV2 dem
flüssigen Zustand. Das mittlere VolumenV3 hat keine physikalische Bedeutung. Abgesehen vomS-
förmigen Verlauf entspricht also die aus derVan der Waals Gleichung erhaltene Isotherme dem expe-
rimentellen Verlauf. Es wurde vonMaxwell gezeigt, daß der horizontale Verlauf der Isotherme, die den
Sättigungsbereich darstellt, so gelegt werden muß, daß die oberhalb der horizontalen Geraden liegende
Fläche gleich der der unterhalb liegenden ist (Maxwell-Konstruktion). Den Beweis daf¨ur lieferteMax-
well durch die Betrachtung eines Kreisprozesses. Aus energetischen Gr¨unden muß es egal sein, ob man
den PunktC in Abb. 5.32 direkt entlang der Geraden oder ¨uber dieS-förmigeVan der Waals Isotherme
erreicht. Mit Hilfe dieser Regel l¨aßt sich aus den theoretisch berechnetenVan der Waals Isothermen der
Sättigungsdampfdruck bestimmen. Ein ausf¨uhrliche Diskussion des Zusammenhangs zwischen Dampf-
druck und Temperatur erfolgt weiter unten bei der Ableitung derClausius-ClapeyronGleichung.

Geht man zu h¨oheren Temperaturen, so n¨ahern sich die drei Volumina immer mehr an und nehmen
schließlich bei der kritischen Temperatur denselben Wert an. Die kritische Isotherme hat nur noch einen
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Abbildung 5.32: Zum Zusammenhang derVan der Waals Isothermen mit den Isothermen eines realen
Gases. Die horizontale Gerade im S¨attigungsbereich (schraffiert) muß so gelegt werden, daß die Fl¨achen
oberhalb und unterhalb der Gerade gleich sind (Maxwell-Konstruktion).

Schnittpunkt mit einer Horizontalen bestimmten Druckes. F¨ur die kritische Temperatur fallen beim
kritischen Druck die drei reelen Wurzeln derVan der Waalsschen Gleichung zusammen. Oberhalb gibt
es nur noch ein reelles Volumen.

Verdunsten und Sieden

Wir werden in diesem Unterabschnitt diskutieren, welche Unterschiede auftreten, wenn die Verdampfung
einer Flüssigkeit nicht mehr in einem geschlossenen Gef¨aß abläuft, sondern in einem offenen Gef¨aß vor
sich geht, so daß auf der freien Oberfl¨ache ein unver¨anderlicher Druck, z.B. Atmosph¨arendruck, lastet.

Die Anwesenheit eines Fremdgases, z.B. Luft, st¨ort die Verdampfung nicht. Aus der Fl¨ussigkeit treten
nach wie vor die energiereichsten Molek¨ule entgegen der Wirkung der Oberfl¨achenspannung aus. Die-
se entfernen sich dann durch Diffusion von der Oberfl¨ache. Der in Abb. 5.33 gezeigte Versuch zeigt
die Verdampfung einer Fl¨ussigkeit in Gegenwart von Luft. In dem Gef¨aß soll sich zun¨achst Luft bei
Atmosphärendruck befinden. Man l¨aßt dann ¨uber einen Hahn, wie er in Abb. 5.29a gezeigt ist, eine
Flüssigkeit, z.B.Äther, in die Flasche eintreten. DerÄther verdampft dann in dem Beh¨alter und das
Manometer zeigt nach einiger Zeit den Druck desÄtherdampfes in dem mit Luft gef¨ullten Raum an. Bei
der Temperatur von 20oC erhält man für Äther denselben Druck von 589 mbar wie bei einer Verdamp-
fung in den luftleeren Raum.Der Partialdruck des Dampfes der Flüssigkeit ist also nach Eintritt des
Gleichgewichtszustandes unabhängig vom Vorhandensein anderer Gase oder Dämpfe.

Das Gleichgewicht kann erst eintreten, wenn genausoviele Molek¨ule aus der Fl¨ussigkeit austreten wie aus
der Gasphase in die Fl¨ussigkeit wieder eintreten. Bei einem offenen Gef¨aß kann dieses Gleichgewicht nie
erreicht werden, da das f¨ur das Gas zur Verf¨ugung stehende Volumen unendlich groß ist. Die Folge davon
ist, daß eine offen stehende Fl¨ussigkeit vollständig verdampft, und zwar bei allen Temperaturen und
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Abbildung 5.33: Zur Verdampfung im gaserf¨ullten Raum.

Drucken. Diese langsame Verdampfung durch eine freie Oberfl¨ache nennt manVerdunstung. Auch hier
muß zur Aufrechterhaltung der Temperatur der Fl¨ussigkeit die Verdampfungsw¨arme von außen zugef¨uhrt
werden. Falls dies nicht schnell genug geschieht, k¨uhlt sich die Flüssigkeit ab. Die Verdampfungsw¨arme
tritt jetzt als Verdunstungsk̈alte auf, die der Fl¨ussigkeit entzogen wird. Die Abk¨uhlung erfolgt umso
schneller, je gr¨oßer der Dampfdruck der Fl¨ussigkeit ist (bei 20oC: Wasser:p = 23:3mbar; Alkohol:
p = 58:6mbar;Äther: p = 589 Torr).32

.

Erzeugung von Verdunstungsk̈alte auf der Haut:

Zur örtlichen Betäubung der Haut benutzt man die starke Verdunstung von Äthylchlorid
(C2H5Cl), dessen Siedepunkt bei 13.1oC liegt. Man sprüht dazu Äthylchlorid auf die zu
betäubende Hautstelle. Es vedampft dort sofort und entzieht der Haut die zu seiner Ver-
dampfung notwendige Wärme, so daß lokal Temperaturen von weniger als 0oC entstehen.

.

Kühlen von Wein durch Verdunstung:

Füllt man Wein in einen unglasierten Tonkrug, so sorgt die starke Verdunstung durch die
Oberfläche dafür, daß der Wein kühl bleibt.

.

Kryophor:

Zwei Glasgefäße A und B sind dicht mit einem U -Stück verbunden. In den Gefäßen soll
sich nur Wasser und Wasserdampf befinden. Bringt man alles Wasser in Gefäß A und
taucht Gefäß B in ein Kältebad, so kondensiert dort der Wasserdampf an der Gefäßwand
von Gefäß B. Um den Wasserdampf wieder zu sättigen, verdunstet das Wasser im Gefäß
A so schnell, daß es infolge der dabei auftretenden Abkühlung gefriert.

Bei starker Wärmezufuhr tritt der Fall ein, daß die Verdampfung durch die Oberfl¨ache nicht mehr aus-
reicht, um einen station¨aren Zustand zu erzielen. Die Temperatur der Fl¨ussigkeit steigt dann immer

32Führt man die verdampfenden Molek¨ule durch einen Konvektionsstrom schnell von der Oberfl¨ache weg, so treten aus der
Oberfläche in der gleichen Zeit mehr Molek¨ule aus. Es wird in der gleichen Zeit dann mehr Verdampfungsw¨arme gebraucht
bzw. Verdunstungsk¨alte der Flüssigkeit zugef¨uhrt. Diese Erscheinung ist jedem bekannt, der sich zur Abk¨uhlung schon einmal
Luft zugefächert hat. Die verdampfende Fl¨ussigkeit ist in diesem Fall der aus dem K¨orper ausgetretene Schweiß.
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mehr an, bis sich schließlich im Innern der Fl¨ussigkeit Blasen bilden. Die Blasen f¨uhren zu einer Ver-
größerung der Oberfl¨ache. Die Gasblasen steigen in der Fl¨ussigkeit auf und f¨uhren so zu einer vielfach
höheren Wärmeabfuhr, so daß die Temperatur nicht weiter ansteigt. Eine Erh¨ohung der W¨armezufuhr
führt in diesem Zustand nicht mehr zu einer Temperaturerh¨ohung, sondern zu einer Erh¨ohung der Dichte
der Gasblasen. Der Zustand konstanter Temperatur wird dann erreicht, wenn der in den Dampfblasen
vorhandene S¨attigungsdruck gleich dem gesamten auf der Fl¨ussigkeit lastenden Druck ist. Die aus dem
Innern heraus erfolgende Verdampfung wird alsSiedenbezeichnet. Wegen des Zusammenhangs zwi-
schen S¨attigungsdruck und Temperatur, ist dieSiedetemperaturdruckabhängig. Die Siedetemperaturen
für einen Druck vonp = 1bar sind für einige Gase in Tabelle 5.3 zusammengestellt.

Stoff Verdampfungsw¨arme Verdampfungsw¨arme Siedetemperatur Siedetemperatur
spezifische,�V (kJ/g) molare,�V (kJ/mol) TS (K) TS (oC)

H2O 2.2446 40.642 373.15 100
Sauerstoff 0.2131 6.816 90.18 -182.97
Stickstoff 0.1971 5.55 77.35 -195.80
Wasserstoff 0.4518 0.915 20.38 - 252.77
Helium 4.2 -268.95
Kohlendioxid 0.1362 6.021 194.70 - 78.45
Quecksilber 0.2837 57.168 629.73 356.58

Tabelle 5.3: Siedetemperaturen und Verdampfungsw¨armen einiger Stoffe bei einem Druck von 760 Torr
oder 1.013 bar.

.

Druckabhängigkeit der Siedetemperatur:

Das der Luftdruck mit steigender Höhe abnimmt, siedet das Wasser in den Bergen bereits
bei einer niedrigeren Temperatur als auf Meereshöhe. In einer Höhe von 4 800 m (Mont-
blanc) kocht das Wasser bei einem durchschnittlichen Barometerstand von 556 mbar bereits
bei 84oC. Einer Abnahme der Siedetemperatur um 1oC entspricht eine Druckabnahme von
36 mbar an der Erdoberfläche oder eine vertikale Erhebung von 297 m.
In “Schnellkochtöpfen” wird der Druck künstlich erhöht um eine Erhöhung der Siedetempe-
ratur des Wasser und damit eine Verkürzung der Garzeiten zu erreichen.

.

Geysire:

Geysire schleudern in regelmäßigen Abständen Wasser unter gleichzeitiger Dampfentwick-
lung aus. Dies kann durch eine Siedepunktserhöhung des Wassers in großer Tiefe auf-
grund der Druckerhöhung durch die darüberliegende Wassersäule erklärt werden. Fängt
das Wasser in der Tiefe zu sieden an, so steigen Dampfblasen auf, die zu einer plötzlichen
Druckverminderung in der Tiefe und damit zu einem explosionsartigen Sieden führen. Da-
bei wird die Wassersäule unter heftiger Dampfentwicklung ausgeworfen. Das Wasser fließt
dann wieder in die Öffnung zurück und erhöht dabei wieder den Druck. Dadurch wird die
Siedetemperatur wieder angehoben und das Sieden hört auf. Es vergeht dann eine gewisse
Zeit, bis sich der beschriebene Vorgang wiederholt.

Eine Flüssigkeit, die zu sieden beginnt, zeigt die Blasenbildung nicht gleichm¨aßig im gesamten
Flüssigkeitsvolumen. Wenn ein Gef¨aß von unten geheizt wird, so bilden sich die Blasen zuerst am
Boden des Gef¨aßes, da die W¨armeleitfähigkeit der Fl¨ussigkeit im Normalfall zu gering ist, um die Tem-
peraturunterschiede schnell auszugleichen.



5.3 Phasenumwandlungen und L¨osungen PHYSIK I 413

Abgesehen von der ungleichm¨aßigen Beheizung ist die Blasenbildung vom Vorhandensein von soge-
nannten “Keimen” abh¨angig. Als Keime dienen Fremdk¨orper, gelöste Gase oder Gef¨aßrauigkeiten.
Durch die Oberfl¨achenspannung� der Gasblasen herrscht in der Gasblase einÜberdruck von2�=r,
wobei r der Radius der Gasblase ist (vergleiche Abschnitt 3.4). Die Oberfl¨achenspannung wird aber
durch Verunreinigungen, Fremdstoffe, Spitzen etc. stark herabgesetzt, weshalb sich Gasblasen bevor-
zugt an solchen Stellen bilden. In Wasser dienen gel¨oste Luftbläschen als Kondensationskeime. Befreit
man Wasser von diesen Bl¨aschen (z.B. durch langes Kochen) und bringt es in ein sehr sauberes Gef¨aß,
dann stellt man eine Erh¨ohung des Siedepunktes (bis zu140oC) fest. DieserSiedeverzugkann gefährlich
sein, da bei der erh¨ohten Temperatur die Blasenbildung oft explosionsartig einsetzt.

Druck des ges̈attigten Dampfes – Clausius-Clapeyron-Gleichung

Es soll jetzt eine Beziehung f¨ur die Temperaturabh¨angigkeit des Dampfdruckes abgeleitet werden, die
oben nur qualitativ diskutiert wurde. Es wird sich zeigen, daß hierf¨ur die Verdampfungsw¨arme ei-
nes Stoffes bekannt sein muß. Die spezifische Verdampfungsw¨arme�V bzw. die molare Verdamp-
fungswärme�V kann mit Hilfe der Mischungsmethode gemessen werden, die f¨ur die Bestimmung der
spezifischen W¨arme bereits diskutiert wurde (siehe Abschnitt 5.2.1). Die f¨ur einige Stoffe gemessenen
gemessenen Werte sind in Tabelle 5.3 aufgelistet.

Sind die spezifischen Verdampfungsw¨armen bekannt, so kann der Dampfdruck als Funktion der Tempe-
ratur abgeleitet werden, wie die erstmals vonClausiusundClapeyron gemacht wurde. Sie betrachteten
hierzu einen reversiblen Kreisprozeß, wie er in Abb. 5.34 gezeigt ist. Unter Verwendung der Ergebnisse
zum Wirkungsgrad reversibler Kreisprozesse kann eine Beziehung abgeleitet werden, die es erlaubt, den
Dampfdruck einer Fl¨ussigkeit in einem abgeschlossenen Volumen zu berechnen. Dabei wird zwischen
zwei benachbarten Isothermen eines realen Gases einCarnotscher Kreisprozeß durchgef¨uhrt.
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Abbildung 5.34: Kreisprozeß zur Ableitung derClausius-Clapeyron Gleichung anhand despV -
Diagramms von Kohlendioxid (gezeigt sind die Isothermen f¨ur 15 und 17oC).

Bei PunktA liegt zunächst eine rein fl¨ussige Phase vor. Dann wird unter Zufuhr der Verdampfungsw¨arme
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QV = m�V = ��V unendlich langsam vollst¨andig verdampft. Nach außen wird dabei die Volu-
menarbeitWA = (p + dp) � (VD � VFl) abgegeben, wobeiVD und VFl die Volumina des Dampfes
und der Flüssigkeit sind. Von PunktB nachC erfolgt eine Expansion unter Abk¨uhlung auf die Tem-
peraturT . Je kleiner der TemperatuunterschieddT ist, umso geringer ist der Unterschied zwischen
VD(C) undVD(B), sowie zwischenVFl(D) undVFl(A). In guter Näherung kann der Beitrag dieser Zu-
stands¨anderung in der Arbeitsbilanz vernachl¨assigt werden. VonC nachD wird isotherm komprimiert
bis zur vollständigen Kondensation. Die VolumenarbeitWC = p(VD � VFl) muß dabei aufgewendet
werden und die Kondensationsw¨armeQ0 wird abgegeben. Auf dem Weg vonD nachA erfolgt wieder
eine Erwärmung aufT +dT , deren Betrag wiederum vernachl¨assigt werden kann. Die vom Kreisprozeß
ingesamt abgegebene Arbeit ist demnach

W = WA �WC = dp � (VD � VFl) : (5.3.5)

Man erhält damit den Wirkungsgrad des reversiblen Kreisprozesses zu

�rev =
W

Q
=

dp � (VD � VFl)

��V

2: Hauptsatz

=

(T + dT )� T

T + dT
'

dT

T
: (5.3.6)

Daraus folgt dieClausius-Clapeyronsche Differentialgleichung

dp

dT
=

��V
T � (VD � VFl)

oder �V = T
dp

dT

�
VD
�
�
VFl
�

�
(5.3.7)

für die molare Verdampfungsw¨arme �V . Diese hängt von der VerdampfungstemperaturT , dem
Temperaturgradientendp=dT des Dampfdruckes und der Differenz der Molvolumina von Dampf und
Flüssigkeit ab. Aus derClausius-ClapeyronGleichung folgt sofort, daß am kritischen Punkt die Ver-
dampfungsw¨arme Null wird, da hier die MolvoluminaVD=� undVFl=� gleich sind. Man kann Gl.(5.3.7)
auch in der FormdT=dp = T�

�V
(VD � VFl) '

T�
�V

VD, daVD � VFl ist, schreiben. Man erh¨alt also eine
starke Zunahme der Siedetemperatur mit zunehmendem Druck, da die Volumen¨anderung beim Verdamp-
fen sehr groß ist.

Um die Dampfdruckkurvep(T ) zu erhalten, muß man diese Differentialgleichung integrieren. Dies ist
bei Annahme einiger N¨aherungen einfach m¨oglich. WegenVFl � VD kann man erstens das Volumen der
Flüssigkeit vernachl¨assigen. Zweitens kann man mit Hilfe der allgemeinen GasgleichungVD = �RT=p
setzen, wenn man den Dampf eines idealen Gases betrachtet. Damit erh¨alt man

dp

dT
=

�V p

R T 2
: (5.3.8)

Nach Trennung der Variablen und anschließender Integration erh¨alt man

ln
p

p0
=

�V
R

Z T

T0

dT

T 2
= �

�V
R

�
1

T
�

1

T0

�
: (5.3.9)

Hierbei wurde bei der Integration vorausgesetzt, daß die molare Verdampfungsw¨arme nicht von der
Temperatur abh¨angt, also konstant ist. Diese Voraussetzung ist allerdings nur innerhalb eines engen
Temperaturbereiches g¨ultig. Mit dieser Näherung erh¨alt man also
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Abbildung 5.35: Dampfdruckkurve von Wasser. Das Inset zeigt den Dampfdruck f¨ur kleinere Tempera-
turen auf einer feineren Skala.

p = const: � exp

�
�
�V
R T

�
: (5.3.10)

Die nach dieser Gleichung berechnete Dampfdruckkurve von Wasser ist in Abb. 5.35 gezeigt. Tr¨agt man
alsoln p gegen1=T auf, so erh¨alt man eine Gerade mit der negativen Steigung�V =R.

Schmelzen und Sublimieren

Wir diskutieren jetzt die Phasenumwandlung fest-fl¨ussig und fest-gasf¨ormig. Wie bereits oben erw¨ahnt
wurde, ist auch die Schmelztemperatur vom Druck abh¨angig. Diese Druckabh¨angigkeit wird durch die
Clausius-Clapeyronsche Gleichung gegeben, die auch f¨ur denÜbergang fest-fl¨ussig gilt.33

Mit

�S = T
dp

dT

�
VFl
�
�
VFest
�

�
; (5.3.11)

wobei�S die molare Schmelzw¨arme ist, ergibt sich f¨ur die Druckabh¨angigkeit der Schmelztemperatur

dT

dp
=

T

�S

�
VFl
�
�
VFest
�

�
: (5.3.12)

33Der Beweis kann auf die gleiche Weise wie f¨ur denÜbergang fl¨ussig-gasf¨ormig geführt werden.
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Daraus ergibt sich sofort, daß die Schmelztemperatur nur wenig vom Druck abh¨angen kann, da die
Volumenänderung beim Schmelzen klein ist – im Gegensatz zur Verdampfung.

Da im allgemeinenVFl > VFest ist, erhält man für das Schmelzen einer Fl¨ussigkeitdT=dp = T�
�S

(VFl �
VFest) > 0. Das heißt, die Schmelztemperatur nimmt mit steigendem Druck zu. Eine Ausnahme bildet
hierbei Wasser. Da f¨ur WasserVFl < VFest ist, sinkt die Schmelztemperatur mit steigendem Druck. Mit
der Schmelzw¨arme von Wasser und den Dichten von Eis und Wasser bei0oC kann man berechnen, daß
der Schmelzpunkt des Eises bei einer Druckzunahme um 1 bar um 0.0075oC sinkt. Da Wasser beim
Druck von 1 bar bei0oC schmilzt, müßte es in Vakuum dann erst bei 0.0075oC schmelzen. Dies kann
experimentell beobachtet werden.

Eis

Gewicht

Draht

Abbildung 5.36: Zum Schmelzen des des Eises unter Druck – Regelation des Eises.

Ein Demonstrationsexperiment zum Schmelzen des Eises unter hohem Druck ist in Abb. 5.36 gezeigt.
Um einen Eisblock wird eine Drahtschlinge gezogen und an dieser ein Gewicht befestigt. Da nur der
dünne Draht auf dem Eis aufliegt, entsteht lokal ein sehr hoher Druck. Daher schmiltz das Eis unter der
Schlinge und diese sinkt in das Eis ein. Da ¨uber ihr kein Druck mehr vorhanden ist, friert das Wasser dort
wieder. Das Gewicht zieht die Schlinge auf diese Weise langsam durch den Eisblock hindurch, wobei
der Eisblock am Ende nicht durchtrennt ist. Diese Erscheinung wird alsRegelationdes Eises bezeichnet
und bildet die Erklärung für die langsame Talwanderung von Gletschern. Durch das große Gewicht der
Eismassen werden die Gletscher auf der Unterseite fl¨ussig, wodurch die Reibungskr¨afte kleiner werden
und ein Fließen des Gletschers erlauben. Auf der Regelation beruht auch zum Teil die Beweglichlkeit
eines Schlittschuhl¨aufers. Durch den Druck und die Reibung verfl¨ussigt sich das Eis unter den Kufen.
Nach Entfernen des Schlittschuhs bildet sich das Eis sofort wieder.

Unter bestimmten Umst¨anden geht eine feste Substanz direkt in den gasf¨ormigen Zustand ¨uber und um-
gekehrt. Dieses Verhalten ist nicht auf bestimmte Stoffe beschr¨ankt, sondern ist eine allgemeine Erschei-
nung. Man nennt diesen VorgangSublimationbzw. Verfestigung. Ob im gegeben Fall Schmelzen oder
Sublimieren eintritt, h¨angt von den Druck- und Temperaturbedingungen ab. EineÜbersicht dar¨uber, bei
welchen Bedingungen eine Substanz schmilzt, verdampft oder sublimiert gibt das Phasendiagramm, das
im nächsten Unterabschnitt n¨aher diskutiert wird. Am klarsten sind die Verh¨altnisse bei der Sublimation
ins Vakuum. Es stellt sich hier bei konstanter Temperatur ein bestimmter S¨attigungsdruck, derSublima-
tionsdruck, ein. Solange dieser nicht erreicht ist, sublimiert die feste Substanz. Der Sublimationsdruck
ist wiederum unabh¨angig vom Volumen. Versucht man durch Volumenverkleinerung den Sublimations-
druck zu erniedrigen, so gelingt dies nicht. Es schl¨agt sich solange Dampf auf der Oberfl¨ache der festen
Substanz nieder, bis der der Temperatur entsprechende Sublimationsdruck erreicht ist.

Selbstverst¨andlich geh¨ort zum Sublimieren einer festen Substanz eine bestimmte latenteSublimati-
onsẅarme�sub bzw. �sub je nachdem, ob man sie auf ein Mol oder ein Gramm bezieht. Sie gehorcht
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derClausius-Clapeyronschen Gleichung. F¨ur den Tripelpunkt braucht sie ¨ubrigens nicht gemessen zu
werden, da sie sich hier aus der Summe aus Schmelz- und Verdampfungsw¨arme ergibt. Nach dem 1.
Hauptsatz ist es n¨amlich egal, ob man eine Substanz erst schmilzt und dann verdampft oder direkt vom
festen in den gasf¨ormigen Zustand ¨uberführt.

Zustandsdiagramme

In den vorangegangenen Abschnitten wurde dieÄnderung des Aggregatzustandes einer Substanz disku-
tiert. Es hat sich gezeigt, daß die Koexistenz von zwei Aggregatzust¨anden nur f¨ur bestimmte Werte von
Druck und Temperatur m¨oglich ist. Bei Wärmezufuhr wird dann bei konstant gehaltenem Druck nicht
die Temperatur erh¨oht, sondern es wird ein Teil der Substanz vom einen in den anderen Aggregatzustand
übergeführt. Wichtigstes Ergebnis der obigen Analyse war dieClausius-Clapeyronsche Gleichung, die
in gleicher Wiese f¨ur die verschiedenen̈Anderungen des Aggregatzustandes gilt:

dT

dp
=

T

� �
�V : (5.3.13)

Hierbei ist� die molare Phasenumwandlungsw¨arme und�V die Differenz der VoluminaV1 der Sub-
stanz im Aggregatzustand 1 undV2 im Aggregatzustand 2. DieClausius-Clapeyronsche Gleichung
beschreibt die Steigung der Gleichgewichtskurven im Druck-Temperatur-Diagramm. Wie oben bereits
diskutiert, ist die Steigung abh¨angig von der Umwandlungsw¨arme und der Differenz der Volumina. Bei
Übergang fest-fl¨ussig ist die Volumendifferenz klein und damit die SteigungdT=dp viel kleiner als beim
Übergang von der fl¨ussigen oder festen in die gasf¨ormige Phase.

Da die Umwandlungsw¨armen und Dichten temperaturabh¨angig sind, ist eine Integration von Gl.(5.3.13)
nicht einfach m¨oglich. In gewissen Bereichen k¨onnen mit Hilfe von Näherungen aber einfache L¨osungen
erhalten werden (vergleiche z.B. Gl.(5.3.10)).

p p

T T273.16K 216.6K

6.13 mbar 5.17 bar

TP TP

Pkrit
Pkrit

flüssigflüssig
flüssigflüssig

festfest

gasförmiggasförmig gasförmiggasförmig

festfest

A

B

C
D

E
Sublimieren

Verdampfen

Schmelzen

(a)(a) (b)

1

2

3

1

2

3

Abbildung 5.37: Zustandsdiagramme von Wasser (a) und Kohlendioxid (b).

In Abb. 5.37 sind die Gleichgewichtskurven der verschiedenen Zustands¨anderungen von Wasser und
Kohlendioxid gemeinsam in ein Druck-Temperatur-Phasendiagramm eingezeichnet. Die Kurven teilen
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die Fläche des gesamten Druck-Temperatur-Diagramms in 3 Teile. Entlang von Kurve 1 sind die feste
und die gasf¨ormige im Gleichgewicht. Entlang von Kurve 2, der Dampfdruckkurve, die am kritischen
PunktPkrit endet, sind Fl¨ussigkeit und Dampf im Gleichgewicht. Schließlich sind entlang von Kurve
3, der Schmelzdruckkurve Fl¨ussigkeit und feste Substanz im Gleichgewicht. Weil die in Abb. 5.37
gezeigten Diagramme alle Informationen ¨uber den Aggregatzustand einer Substanz enthalten, werden
sie alsZustandsdiagrammebezeichnet.

Anhand des Zustandsdiagramms kann dieÄnderung des Zustandes von Wasser verfolgt werden. Geht
man vom PunktA aus, bei dem Wasser fl¨ussig ist, und erniedrigt den Druck, so erreicht man Punkt
B. Um die Temperatur an diesem Punkt konstant zu halten, wird aus der Umgebung die Verdamp-
fungswärme zugef¨uhrt, wobei das Wasser verdampft. Bei weiterer Drucksenkung gelangt man zu Punkt
C. Beginnt man jetzt bei konstantem Druck die Temperatur zu erniedrigen, so gelangt man zu Punkt
D. Am PunktD geht der Dampf bei konstanter Temperatur unter Abgabe der Sublimationsw¨arme in
den festen Zustand ¨uber. Nach weitere Abk¨uhlung gelangt man zu PunktE, wo dann bei konstanter
Temperatur der Druck erh¨oht wird. Bei Wasser ist interessant, daß man bei Druckerh¨ohung irgend-
wann wieder in den fl¨ussigen Zustand gelangt. Wie oben bereits diskutiert wurde, liegt dies daran, daß
�V = VFl � VFest < 0 ist. Kohlendioxid bleibt dagegen auch bei noch so hohen Drucken fest.

Es muß nun noch kurz diskutiert werden, in welchem Zustand die Substanz am PunktTP vorliegt.
Im Schnittpunkt der Kurven 2 und 3 m¨ussen alle drei Aggregatzust¨ande nebeneinander im Gleichge-
wicht sein, da entlang von 1 fester und gasf¨ormiger und entlang von 2 fl¨ussiger und gasf¨ormiger Zu-
stand im Gleichgewicht sind. Da entlang von 3 fl¨ussiger und fester Zustand im Gleichgewicht sind,
muß die Kurve 3 auch durch den Schnittpunkt der Kurven 1 und 2 verlaufen. Weil an dem Punkt
TP alle Aggregatzust¨ande koexistieren, nennt manTP den Tripelpunkt. Er liegt bei Wasser34 bei
p = 6:13mbar undT = 273:16K, bei Kohlendioxid beip = 5:17 bar undT = 216:6K. Man sieht
unmittelbar aus Abb. 5.37, daß f¨ur einen Druck unterhalb demjenigen des Tripelpunktes, die Substan-
zen nicht im flüssigen Zustand existieren k¨onnen. Festes Kohlendioxid (Trockeneis) geht deshalb f¨ur
Atmosphärendruck bei Erw¨armung direkt vom festen in den gasf¨ormigen Zustand ¨uber.

.

Adiabatische Expansion von Kohlendioxid:

In einer Gasflasche befindet sich Kohlendiodid bei Raumtemperatur und hohem Druck. Koh-
lendioxid liegt dann in flüssiger Form vor. Öffnet man die Gasflasche und läßt das Kohlen-
dioxid schnell auströmen, so findet eine adiabatische Expansion statt. Bei der Entspannung
geht das Kohlendioxid vom Flüssigen in den gasförmigen Zustand über. Dabei muß aller-
dings die Verdampfungswärme aufgebracht werden. Da der Prozeß adiabatisch abläuft,
wird die Verdampfungswärme dem Gas entzogen, wodurch sich dieses stark abkühlt und
schließlich verfestigt. Man erhält durch die adiabatische Expansion festes Kohlendioxid,
daß bei p = 1bar eine Temperatur von T = �79oC besitzt.

Abschließend sei bemerkt, daß das Zustandsdiagramm von Stoffen mit nur 3 Aggregatzust¨anden den
einfachsten Fall darstellt. Ein große Zahl von Stoffen existiert jedoch in zwei oder mehr festen Ag-
gregatzust¨anden mit unterschiedlicher Kristallstruktur. Die Zustandsdiagramme werden dann erheblich
komplizierter. Dasselbe gilt f¨ur Systeme, die aus mehrerenKomponentenbestehen (z.B. L¨osung von
Kochsalz in Wasser: Komponente 1 = Kochsalz; Komponente 2 = Wasser). In solchen Systemen k¨onnen
mehrerePhasenexistieren, bei denen es sich um r¨aumlich getrennte Gebiete handelt, von denen jedes in
bezug auf seine physikalischen Eigenschaften r¨aumlich homogen ist (z.B. Phase 1: Einkristall; Phase 2:
Salzlösung).

34Der Tripelpunkt von Wasser wird, wie in Abschnitt 5.1.1 beschrieben wurde, als Fixpunkt f¨ur die Kelvin-Skala verwendet
und aufT = 273:16 K festgelegt.
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5.3.2 Lösungen

Verschiedene Arten von L̈osungen

1. Gase in Gasen:

Cavendish(1781) undDalton ( 1802) besch¨aftigten sich mit dem Druck von Gasgemischen. Sie
erkannten rein empirisch, daß der Gesamtdruck einer Gasmischung gleich groß ist, wie die Summe
aller Partialdr¨ucke der Gaskomponenten:

pges = p1 + p2 + : : :+ pn =

nX
i=1

pi : (5.3.14)

Dies ist dasDaltonschePartialdruckgesetz. Unter dem Partialdruck einer Komponente versteht
man dabei den Druck, den diese aus¨uben würde, wenn sie alleine in dem Beh¨alter wäre. Da
die Gesetze vonBoyle-Mariotte und Gay-Lussacunabhängig von der speziellen Gassorte sind,
gelten diese Gesetze auch f¨ur Mischungen.

.

Definition der relativen Luftfeuchtigkeit:

Ist pH2O der gemessene Wasserpartialdruck und pS(T ) der Sättigungsdampfdruck von Was-
ser bei der Temperatur T , so definiert man die relative Luftfeuchtigkeit als

frel = 100%
pH2O

pS(T )
: (5.3.15)

Die relative Luftfeuchtigkeit gibt also das Verhältnis des Wasserpartialdrucks zum
Sättigungsdampfdruck in Abhängigkeit von der Temperatur an.

2. Gase in Flüssigkeiten:

Die in einer Flüssigkeit gel¨oste Gasmenge ist bei gegebener Temperatur proportional zum Parti-
aldruck dieses Gases ¨uber der Lösung (Henry-Daltonsches Gesetz). Mit steigender Temperatur
nimmt die Löslichkeit ab. So l¨aßt sich z.B. Wasser durch Abkochen luftfrei machen.

3. Gase in Festk̈orpern:

Bei der Diskussion von Oberfl¨achenph¨anomenen in Kapitel 3 wurde gezeigt, daß
Flüssigkeitsmolek¨ule an den Gef¨aßwänden haften bleiben (Adh¨asion). Im Gegensatz dazu
versteht man unterOkklusiondie Absorption eines Gases, das dabei in tiefere Schichten des
Festkörpers eindringt. Fast alle Metalle k¨onnen Gase okkludieren und geben diese im Vakuum
erst wieder bei hohen Temperaturen ab. Platin und Paladium k¨onnen z.B. betr¨achtliche Mengen
an Wasserstoff aufnehmen.

4. Feste Stoffe in Flüssigkeiten:

Bei Lösen von Festk¨orpern in Flüssigkeiten ist zur̈Uberwindung der intermolekularen Kr¨afte Ener-
gie notwendig. Da elektrische Prozesse bei L¨osungsvorg¨angen eine wichtige Rolle spielen, sind
Wasser und Ammoniak ausgesprochen gute L¨osungsmittel f¨ur ionogene und polare Verbindun-
gen. Sie besitzen elektrische Dipolmomente und k¨onnen sich deshalb an die gel¨osten Molek¨ule
oder Ionen anlagern. Man spricht vonSolvation, speziell beim Wasser vonHydration.

Je nachdem, ob die Anlagerungsenergie gr¨oßer oder kleiner als die Bindungsenergie ist,
verläuft dieser Vorgang exotherm, also unter W¨armeabgabe, oder endotherm, also unter
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Wärmeaufnahme.35

Osmose

Eine Lösung (z.B. Zucker in Wasser) befindet sich in einem Beh¨alter, der durch eine semipermeable
Membran in zwei Teile unterteilt ist. Im TeilvolumenA befindet sich die L¨osung, während sich im
TeilvolumenB nur das Lösungsmittel (Wasser) befinden soll (siehe Abb. 5.38). Die semipermeable
Trennwand hat die Eigenschaft, Wassermolek¨ule durchzulassen, nicht aber die gr¨oßeren Zuckermo-
leküle. Nach einiger Zeit stellt sich in TeilvolumenA einÜberdruck, der sogenannteosmotische Druck
ein. Ist die semipermeable Membran elastisch, so w¨olbt sie sich in das TeilvolumenB hinein.

Lösung Lösungs-
mittel

A B

Abbildung 5.38: Zum osmotischen Druck. Die semipermeable Membran ist nur f¨ur die Moleküle des
Lösungsmittels, nicht aber f¨ur die des gel¨osten Stoffes durchl¨assig.

Der Gleichgewichtszustand ist dann erreicht, wenn der Wasserpartialdruck auf beiden Seiten der Mem-
bran gleich groß ist. Im Bild der kinetischen Gastheorie (siehe Abschnitt 5.4) bedeutet das, daß pro
Zeiteinheit gleichviele Wassermolek¨ule von links und rechts auf die Membran treffen. Unter diesen Be-
dingungen verhalten sich die Zuckermolek¨ule wie ein verd¨unntes bzw. ideale Gas. F¨ur den osmotischen
Druckpos gilt dann die allgemeine Gasgleichung und man erh¨alt

pos =
� R T

V
: (5.3.16)

Diese Beziehung nennt man dasVan’t Hoff sche Gesetz.� bezeichnet hierbei die Anzahl der gel¨osten
Mole (z.B. Zucker in Wasser).

Der osmotische Druck einer L¨osung ist also gleich demjenigen, die der gel¨oste Stoff aus¨uben würde,
wenn seine Molek¨ule als ideales Gas im gleichen Raum vorhanden w¨aren, den die L¨osung einnimmt.
In der Natur spielt der osmotische Druck eine bedeutende Rolle (z.B. beim Aufsteigen von S¨aften in
Pflanzen).

.

Messung des osmotischen Drucks mit einer Pfefferschen Zelle:

Eine zweckmäßige Anordnung zur Messung des osmotischen Druckes ist die Pfeffersche
Zelle (siehe Abb. 5.39). In einer Blase mit semipermeable Wand befindet sich dabei eine
Zuckerlösung, außerhalb davon reines Wasser. Durch den osmotischen Druck steigt die
Lösung im Steigrohr um die Höhe h über den äußeren Wasserspiegel an. Daraus läßt sich
der osmotische Druck nach der Formel für den hydrostatischen Druck (vergleiche Gl.(3.3.12)
zu

pos = �L�osung g h : (5.3.17)

berechnen.
35Löst manÄthanol in Wasser, so beobachtet man eine Temperaturerh¨ohung durch die bei der Anlagerung der H2O-Moleküle
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h

Lösungs-
mittel

Lösung

Abbildung 5.39: Messung des osmotischen Drucks mit einer Pfefferschen Zelle.

Dampfdruck und Siedepunkt von Lösungen

Die Untersuchung des Dampfdruckes von L¨osungen ist besonders interessant, da man daraus die Bin-
dungskräfte zwischen den L¨osungsmittelmolek¨ulen und den Molek¨ulen des gel¨osten Stoffes untersuchen
kann. Man erwartet, daß der Dampfdruck einer L¨osung kleiner wird, wenn die Kr¨afte zwischen seinen
Molekülen und denen des gel¨osten Stoffes groß sind, da dann weniger Molek¨ule aus der L¨osung austre-
ten.

Wir betrachten zun¨achst die Mischung zweier StoffeA undB, die bei einer bestimmten Temperatur die
DampfdruckepA0 undpB0 haben sollen. Sind die intermolekularen Kr¨afte zwischenA undB genauso
groß, wie zwischen den Molek¨ulen vonA undB selbst, so ist es f¨ur ein verdampfendes Molek¨ul egal, ob
in seiner UmgebungA- oderB-Moleküle sind. Der Partialdruck vonA nimmt, wie in Abb. 5.40a gezeigt,
linear mit dem Anteil vonA an der Mischung ab. Entsprechendes gilt f¨ur B. Der Dampfdruck verl¨auft
in diesem Fall linear zwischenpA0 und pB0. Man nennt eine solche Mischung eineideale Mischung.
Falls die Kräfte zwischenA undB stärker sind, als zwischen gleichartigen Molek¨ulen vonA oderB,
dann werden durch Zugabe vonB zuA die MoleküleA am Verdampfen gehindert und der Partialdruck
pA wird reduziert. Entsprechendes gilt umgekehrt f¨ur die Zugabe vonB zuA (siehe gestrichelte Kurven
in Abb. 5.40a).36

Wir wollen im folgenden nur Mischungen von StoffenA undB betrachten, von denen der eine (B) bei
der betreffenden Temperatur einen sehr kleinen Dampfdruck hat. Der gesamte Dampfdruckp ist dann
praktisch gleich dem Partialdruck des StoffesA (siehe Abb. 5.40b). Diese Dampfdruckerniedrigung
hat zur Folge, daß der Siedepunkt einer solchen L¨osung h¨oher liegt als der des reinen L¨osungsmittels
A. Als relative Dampfdruckerniedrigung wird der Ausdruck(p � pA)=pA bezeichnet, worinpA der
Dampfdrucküber dem reinen L¨osungsmittel (StoffA) und p den Drucküber der Lösung bezeichnet.
Sind die Lösungen stark verd¨unnt, so befindet man sich in Abb. 5.40b ganz in der N¨ahe vonpA0. In
diesem Gebiet gilt f¨ur die Steigung derp(XB)-Kurve��p=XB ' pA0=1 oder�p=pA0 = �XB, wobei

an die Alkoholmolek¨ule frei werdende Energie. Bei der L¨osung von CaCl2 in Wasser entstehen Ionen, die sich in L¨osungsmittel
mit einer Hydrath¨ulle umgeben. Da die Hydrationsenergie gr¨oßer ist als die zur Dissoziation aufzubringende Energie, f¨uhrt die
freiwerdende Energie zu einer Temperaturerh¨ohung.

36Walter J. Moore vergleicht dieses Verhalten mit der Auswanderungsrate von Staaten, aus der man auf die inneren
Verhältnisse eines Staates schließen k¨onne. “Wenn das Leben der Nation erfreulich ist, so ist die Tendenz zur Emigration
kelin”.
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0 1Molenbruch XB = νB/(νA+νB)
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(a) (b)

Abbildung 5.40: Dampfdruck der Mischungen zweier Stoffe mit etwa gleiche (a) und sehr unterschied-
lichen DampfdruckenpA0 undpB0.

�p = p � pA0 undXB = �B=(�A + �B) der Molenbruch ist. Ber¨ucksichtigt man ferner, daß bei sehr
verdünnten Lösungen die Molzahl�A � �B ist, so erhält man

p� pA0
pA0

=
�p

pA0
= �

�B
�A

: (5.3.18)

Man nennt dieses Gesetz dasRaoultsche Gesetz. Das Minuszeichen deutet an, daß es sich um eine
Erniedrigung des Dampfdruckes handelt. Die Dampfdruckerniedrigung ist demnach proportional zur
Menge des gel¨osten Stoffes. Dieser Effekt beruht auf der gr¨oßeren Koh¨asion in der L¨osung.

.

Messung der Dampfdruckerniedrigung:

Es wird der Dampfdruck über dem reinen Lösungsmittel (Wasser) und über der gleichen
Menge Zuckerlösung verglichen. Durch Öffnen des Hahn in der in Abb. 5.41 gezeigten An-
ordnung stellt man zunächst Druckausgleich her. Schließt man den Hahn, so stellt sich das
Manometer sofort gemäß den in den getrennten Räumen herrschenden Dampfdrücken ein.
Der Dampfdruck über der Lösung ist immer niedriger als über dem reinen Lösungsmittel.

Aus der Dampfdruckerniedrigung folgt, daß L¨osungen einen h¨oheren Siedepunkt haben als das reine
Lösungsmittel. Reines Wasser hat beispielsweise bei 373 K einen Dampfdruck von 1.013 bar. Ei-
ne Lösung hat einen etwas geringeren Dampfdruck. Der Dampfdruck von 1.013 bar ist allerdings zur
Überwindung des Luftdruckes ¨uber der Fl¨ussigkeit notwendig. Demnach wird die Siedetemperatur bei
einer etwas h¨oheren Temperatur liegen. Man erh¨alt eineSiedepunktserhöhungum �TS (siehe hierzu
Abb. 5.42). Die Siedepunktserh¨ohung von Lösungen ist als eine direkte Folge der Dampfdruckerniedri-
gung.

Aus Abb. 5.42 folgt sofort die Beziehung37

p0 � p

T � T0
'

dp

dT
: (5.3.19)

37Im folgenden wirdp0 für den Sättigungsdampfdruck des reinen L¨osungsmittels verwendet.
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reines Lösungsmittel Lösung

∆p

pA0 p

∆p=p-pA0

Abbildung 5.41: Zur Messung der Dampfdruckerniedrigung von L¨osungen.

T0 T
T

p
p0(T)

p(T)

a

c

b
p

p0

Abbildung 5.42: Zur Siedepunktserh¨ohung von Lösungen.

In dieser Gleichung kann man, da es sich um kleine Druck- und Temperaturdifferenzen handelt, den
Differenzenquotienten in guter N¨aherung durch den Differentialquotienten ersetzen. F¨ur diesen gilt aber
auch dieClausius-Clapeyronsche Gleichung, wodurch man

p0 � p

T � T0
=

dp

dT
=

�0V �0
T0(VD � VFl)

: (5.3.20)

Hierbei ist�0V die molare Verdampfungsw¨arme des reinen L¨osungsmittels. DaVD � VFl, kannVFl
vernachlässigt werden. Benutzt man ferner f¨ur VD die allgemeine GasgleichungVD = �0RT0=p0, so
erhält man

p0 � p

T � T0
=

�0V p0
RT 2

0

: (5.3.21)

Daraus folgt für die Siedepunkterh¨ohung
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T � T0 =
p0 � p

p0

RT 2
0

�V 0
: (5.3.22)

Verwendet man f¨ur die Dampfdruck¨anderung Gl.(5.3.18), so erh¨alt man dasRaoultsche Gesetz f¨ur die
Siedepunkterh¨ohung zu

T � T0 =
RT 2

0

�V 0

�1
�0

: (5.3.23)

Hierbei ist�0 die Molzahl des L¨osungsmittels und�1 diejenige des gel¨osten Stoffes.

Aus der Dampfdruckerniedrigung folgt auch, daß der Gefrierpunkt einer L¨osung tiefer liegt als der des
Lösungsmittels. Man erh¨alt eineGefrierpunktserniedrigungum�TG.

.

Kältemischung:

Ein Gemisch aus Eis und Wasser hat eine Temperatur von 0oC. Wird jedoch Kochsalz dazu-
gegeben, so sinkt die Temperatur ab, ohne daß die Lösung erstarrt. Der Grund dafür ist, daß
sich Kochsalz in Eis und im Wasser löst. Die dazu nötige Lösungswärme wird dem System
entzogen. Auf diese Weise kann man bei günstigem Mischungsverhältnis Temperaturen bis
herunter zu �22oC erreichen.
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5.4 Kinetische Gastheorie

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir gesehen, daß W¨arme eine Energieform ist. Es wurde
allerdings nichts dar¨uber gesagt, welche Energieform der W¨arme zuzuschreiben ist. Dar¨uber sagt der
1. Hauptsatz nichts aus. Jede weitergehende Aussage ¨uber die spezielle Natur der W¨armeenergie stellt
deshalb eine Hypothese dar, die ¨uber die unmittelbare Erfahrung hinausgeht. Es liegt aber nahe die
Wärmeenergie mit der atomistischen Struktur der Materie zu verkn¨upfen. Die kleinsten Teile der Ma-
terie sind im allgemeinen nicht in Ruhe und besitzen deshalb eine kinetische Energie. Man kann diese
Bewegung zwar nicht direkt sehen, aber doch wenigstens indirekt sichtbar machen (Brownsche Mole-
kularbewegung). Man hat deshalb die Hypothese aufgestellt (R. Clausius und J. Cl. Maxwell), daß
die Wärmeenergie identisch mit der kinetischen Energie der Molek¨ule bzw. Atome ist. Die auf dieser
Hypothese basierende Theorie nennt man diemolekularkinetische Theorie der Wärme.

Betrachtet man zun¨achst ein ideales Gas, so besteht dieses vom molekularen Standpunkt aus betrach-
tet aus Molek¨ulen verschwindender Volumenausdehnung, die keine Kr¨afte aufeinander aus¨uben. Ein
Molekül eines idealen Gases muß sich also gleichf¨ormig geradlinig bewegen, bis es mit einem ande-
ren Molekül oder der Wandung des Gef¨aßes zusammenst¨oßt, wobei es elastisch reflektiert wird. Man
kann zu einem realen Gas weitergehen, indem man den Molek¨ulen ein endliches Volumen gibt und
endliche Wechselwirkungskr¨afte zuläßt. Basierend auf diesen einfachen Annahmen, kann man mit Hil-
fe der molekularkinetischen Theorie Aussagen ¨uber die Zustandsgleichung, die spezifischen W¨armen,
die Wärmeleitung usw. machen, die alle im Einklang mit der Erfahrung stehen. Man betrachtet heute
deshalb diese Theorie als in ihren Grundz¨ugen gesichert.

5.4.1 Gaskinetischer Druck

Es soll nun zun¨achst gezeigt werden, daß das Gesetz vonBoyle-Mariotte sich aus dem molekularen Auf-
bau eines gasf¨ormigen Stoffes verstehen l¨aßt. Dazu schreiben wir den Molek¨ulen eines Gases folgende
Eigenschaften zu:

� Die Moleküle eines Gases befinden sich in st¨andiger ungeordneter Bewegung. Zwischen zwei
Zusammenst¨oßen bewegen sie sich gleichf¨ormig geradlinig, d.h. sie ¨uben in dieser Zeit keine
Wechselwirkungskr¨afte aus.

� Bei Zusammenst¨oßen untereinander und mit der Wand des Gef¨aßes verhalten sich die Gasmolek¨ule
wie vollkommen elastische Kugeln. Damit wird die vom Gas auf die Beh¨alterwand ausge¨ubte
Kraft auf die Stöße der Molek¨ule gegen die Wand zur¨uckgeführt.

Da die Massem der Moleküle klein gegen die Masse der Wand sind, werden die Molek¨ule nach dem
Auftreffen reflektiert. Die Impuls¨anderung eines senkrecht auf die Wand auftreffenden Molek¨uls mit
dem Impulsp = mv beträgt�p = 2jpj = 2mv, da beim Stoß der Impuls umgekehrt wird (vergleiche
Abschnitt 1.10). F¨ur die pro Stoß auf die Wand ¨ubertragene Kraft ergibt sich betragsm¨aßig

F =
�p

�t
=

2mv

�t
: (5.4.1)

Dabei ist�t die unbekannte Wechselwirkungszeit zwischen Molek¨ul und Wand.38

38Dieser Zusammenhang kann mit einer Waage ¨uberprüft werden, auf deren eine Waagschale in periodischer Folge Kugeln
auftreffen. Die resultierende Kraft h¨angt von der Masse, der Geschwindigkeit und der Anzahl der Kugeln, die pro Zeiteinheit
auf die Waagschale auftreffen, ab.
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Zur Ableitung desBoyle-Mariotteschen Gesetz aus den Vorstellungen der kinetischen Gastheorie sollen
folgende vereinfachenden Annahmen gemacht werden:39

1. Das Gas soll ausN Molekülen bestehen, die in einen W¨urfel mit VolumenV eingeschlossen sind.

2. Die Gasmolek¨ule haben alle den gleichen Geschwindigkeitsbetrag.

3. Jeweils1=6 der Gasmolek¨ule bewege sich senkrecht auf eine der 6 W¨urfelflächen zu.

In der Zeit�t wird eine Wand von den Molek¨ulen erreicht, die maximal die Steckev�t von der Wand
entfernt sind, sich also im VolumenAv�t vor der Wand befinden. Hierbei istA die Würfelfläche. Die
Zahl der Moleküle, die pro Zeit�t auf die Wand treffen, ist dann

Z =
1

6
N
�V

V
=

1

6
N
Av�t

V
: (5.4.2)

Durch dieZ Moleküle wird aufgrund der Impuls¨anderung die Kraft

F = Z
2mv

�t
=

1

3
N m v2

A

V
(5.4.3)

auf die Wand ausge¨ubt. Mit der Teilchendichten = N=V undp = F=A ergibt sich damit der Druck

p =
1

3
n m v2 : (5.4.4)

Dies ist dieGrundgleichung der kinetischen Gastheorie. Der Druck eines Gases auf die Wand des ein-
schließenden Gef¨aßes ist damit gleich der auf die Fl¨acheneinheit der Wand ¨ubertragene Impuls¨anderung
der Moleküle. DasBoyle-Mariottesche Gesetz ergibt sich mit diesem Ausdruck sofort zu

p V =
1

3
N m v2 = const : (5.4.5)

Die Konstante

1

3
N m v2 =

2

3
N

�
1

2
m v2

�
(5.4.6)

enthält offensichtlich die kinetische Energie der einzelnen Molek¨ule. Andererseits h¨angt sie ¨uber die
allgemeine GasgleichungpV = �RT mit der absoluten Temperatur zusammen. Man erh¨alt daraus

p V =
2

3
N

1

2
m v2 = � R T (5.4.7)

39Diese vereinfachenden Annahmen werden in den folgenden Abschnitten bei einer genaueren Betrachtung dann teilweise
wieder zurückgenommen.
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Beträgt die Stoffmenge genau ein Mol, d.h.� = 1 undN = NA, so ergibt sich

R T =
2

3
NA

1

2
m v2 (5.4.8)

und damit

Ekin =
1

2
m v2 =

3

2

R

NA
T =

3

2
kB T : (5.4.9)

Hierbei istkB = R=NA die bereits oben eingef¨uhrteBoltzmann-Konstante. Sie hat den Zahlenwert

kB =
R

NA
=

8:315J mol�1K�1

6:02 � 1023mol�1
= 1:3807 � 10�23J=K : (5.4.10)

Damit ist gezeigt, daß das ProduktkBT ein Maß für die Energie des einzelnen Molek¨uls ist und zwar
für die kinetische Energie seiner Translationsbewegung. Man bezeichnet die Summe der Energien aller
Moleküle eines Stoffes als die innere Energie des Stoffes. Die abgeleiteten Ausdr¨ucke zeigen dann, daß
die Temperatur eines Stoffes ein Maß f¨ur seine innere Energie ist.

Die bisherigeÜberlegung enth¨alt die vereinfachenden Annahmen, daß alle Molek¨ule die gleiche Ge-
schwindigkeitv haben und senkrecht auf die Wand auftreffen. Wir werden nun im folgenden unter
Berücksichtigung einer Geschwindigkeitsverteilung entsprechende Beziehungen ableiten. Es wird sich
zeigen, daß sich dann die hier gemachten Aussagen nur f¨ur die Mittelwerte der entsprechenden Gr¨oßen
halten lassen.

5.4.2 Boltzmannsche Energieverteilung

Die Antwort auf die Frage, mit welchen Geschwindigkeiten man f¨ur die Moleküle in einem idealen Gas
bei der TemperaturT zu rechnen hat, geben derBoltzmannsche Energieverteilungssatz und dasMax-
wellsche Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung. Es soll nun zuerst anhand zweier einfacher Beispiele
der Begriff einer Verteilungsfunktion plausibel gemacht werden.

x

y

z

r

dV V

Abbildung 5.43: VolumenV mit N Teilchen.
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Wir betrachten dazu ein VolumenV , in dem sichN Teilchen befinden sollen (siehe Abb. 5.43). Die
Schwerkraft soll zun¨achst vernachl¨assigt werden und das Gas sei homogen verteilt. Dann ist die Teil-
chendichten = N=V im ganzen Raum konstant. Unter diesen Bedingungen ist die Zahl der Teilchen
dN , die sich im VolumenelementdV = dx dy dz am Ort r befinden, proportional zur Gr¨oße des
Volumenelements, d.h.dN / dV und man kann schreiben

dN = f(r) dV : (5.4.11)

Hierbei nennt manf(r) die räumliche Verteilungsfunktion. Sie hat die Bedeutung einer Teilchendichte
am Ortr. In diesem einfachen Beispiel l¨aßt sichf(r) sofort angeben:

f(r) =
dN

dV
=

N

V
= n = const : (5.4.12)

Das heißt,f(r) ist also unabh¨angig vom Ort. Wegen
R
V dN = N einerseits und

R
V dN =

R
V f(r)dV

andererseits gilt

Z
V
f(r) dV = N

oder
1

N

Z
V
f(r) dV = 1 : (5.4.13)

Die Verteilungsfunktionf(r) ist auf die TeilchenzahlN normiert.

Nun soll in z-Richtung die Schwerkraft eingeschaltet werden, die bisher vernachl¨assigt wurde. Fer-
ner soll das den Teilchen zur Verf¨ugung stehende Volumen inz-Richtung unbegrenzt sein. Aus der
Aerostatik ist bereits bekannt, daß der Druck eines idealen Gases bei konstanter Temperatur nach der
barometrischen Ḧohenformelals Funktion der H¨ohez abnimmt (vergleiche Abschnitt 3.3.4, Gl.(3.3.29))

p = p0 exp

�
�
�0
p0

g z

�
: (5.4.14)

Dabei bedeuten�0 und p0 die Dichte und den Druck des Gases bei der H¨ohez = 0. Bei einem idea-
len Gas ist bei konstanter Temperatur die Teilchendichte proportional zum jeweils herrschenden Druck
(Boyle-Mariottesches Gesetz). Das heißt, es gilt

n(z) / p(z)

und damit n(z) = n0 exp

�
�
�0
p0

g z

�
: (5.4.15)

Bezieht man nun die Dichte�0 auf ein Mol eines Gases, das nur aus Molek¨ulen der Massem beste-
hen soll, kann man mittels der allgemeinen Zustandsgleichung f¨ur ideale Gase den Exponenten durch
molekulare Gr¨oßen ausdr¨ucken. Es gilt

�0gz

p0
=

M 0 g z

V0 p0
=
NA m g z

V0 p0
=
NAm g z

R T
=

m g z

(R=NA)T
=
m g z

kB T
: (5.4.16)

Hierbei istM 0 die Molmasse,V0 das Molvolumen undNA die Avogadro-Konstante. Man erh¨alt somit
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n(z) = n0 exp

�
�
mgz

kBT

�
= n0 exp

�
�
Epot

kBT

�
: (5.4.17)

Diese Dichteverteilung gilt f¨ur die atmosph¨arische Luft nat¨urlich nicht streng, da die Voraussetzungen
T = const und gleiche Masse aller Gasmolek¨ule nicht erfüllt sind und Turbulenzen zus¨atzlich die Ver-
teilung stören. Eine durch Gl.(5.4.17) gegebene Verteilung muß sich aber z.B. auch f¨ur aufgeschwemmte
Teilchen der Dichte� in einer Flüssigkeit der Dichte�0 einstellen. Unter Ber¨ucksichtigung des Auftriebes
erhält man

n(z) = n0 exp

�
�
(�� �0)VT gz

kBT

�
: (5.4.18)

Hierbei istVT das Teilchenvolumen. Mit Hilfe dieses Ausdruckes bestimmtePerrin40 aus dem Sedi-
mentationsgewicht aufgeschwemmter Teilchen dieBoltzmann-Konstante und aus dieser mit Hilfe von
kB = R=NA die Avogadro-Konstante.

Da die Verteilungsfunktionf(r) die Teilchendichte am Ortr angibt, darf man auch schreiben

f(r) = f(z) = f0 exp

�
�
mgz

kBT

�
= f0 exp

�
�
Epot(z)

kBT

�
: (5.4.19)

Hierbei entsprichtf0 der Teilchendichten0. Die Verteilungsfunktionf(r) (siehe Abb. 5.44) gibt die
Dichte der Teilchen eines Gases der TemperaturT am Ortr, an dem ein Teilchen die potentielle Energie
Epot(z) = mgz besitzt, an. Der Ausdruck

f(r)dV = f0 exp

�
�
Epot(z)

kBT

�
dx dy dz (5.4.20)

gibt die Anzahl der Teilchen an, die sich in einem Volumenelement der Gr¨oßedV am Ortr mit der
potentiellen EnergieEpot(z) aufhalten, wenn das Gas die TemperaturT besitzt.

Die Verallgemeinerung dieser Erkenntnis ist derBoltzmannsche Energieverteilungssatz:

f(r;v) = f0 exp

�
�

E

kBT

�
= f0 exp

�
�
Epot(r) +Ekin(v)

kBT

�
: (5.4.21)

An der Stelle der potentiellen Energie steht jetzt die GesamtenergieE, d. h. die Summe aus poten-
tieller und kinetischer Energie. DerBoltzmannsche Energieverteilungssatzermöglicht, die Verteilung
der Teilchen eines Systems bei der TemperaturT nicht nur auf die verschiedenen Zust¨ande der poten-
tiellen, sondern auch auf diejenigen der kinetischen Energie auszurechnen. Die Verteilungsfunktion ist
jetzt sowohl eine Funktion des Ortes und der Geschwindigkeit. In Gl.(5.4.21) wurde vereinfachend an-
genommen, daß die potentielle Energie nur von der Ortkoordinate und die kinetische Energie nur von
der Geschwindigkeitskoordinate abh¨angt.

WegenE = Epot(r) +Ekin(v) kann man die Verteilungsfunktion faktorisieren und erh¨alt
40Perrin : 1870 - 1942.
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Abbildung 5.44: Dichte der Teilchen eines Gases der TemperaturT am Ortr, an dem ein Teilchen die
Energiepot(z) = mgz besitzt.

f(r;v) = f1(r) + f2(v) ; (5.4.22)

wobei f1(r) die geschwindigkeitsunabh¨angige Verteilung im Ortsraum angibt. Sie ist gleich der Teil-
chendichte am Ortr. Man erhält sie durch Integration der Funktionf(r;v) üver alle Geschwindigkeiten

f1(r) =

Z Z
1

1

Z
f(r;v) dvxdvydvz = n(r) : (5.4.23)

Damit gilt für die Verteilung der Geschwindigkeiten an einem festen Ortr

f2(v) = �(v) =
f(r;v)

n(r)
: (5.4.24)

Die Geschwindigkeitsverteilung ist auf eins normiert:

Z Z
1

1

Z
�(v) dvxdvydvz =

Z Z
1

1

Z
f(r;v)

n(r)
dvxdvydvz =

n(r)

n(r)
= 1 : (5.4.25)

Die Funktion�(v) gibt also die Wahrscheinlichkeit daf¨ur an, ein Teilchen mit einer Geschwindigkeit
zwischenvx und vx + dvx, vy und vy + dvy und vz und vz + dvz zu finden, d.h. ein Teilchen im
Volumenelementdvxdvydvz des Geschwindigkeitsraumes zu finden.
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Interessiert man sich nur f¨ur die Geschwindigkeitsverteilung bei fester potentieller Energie, so erh¨alt
man

�(v) = �0 exp

�
�
mv2

2kBT

�
mit

Z Z
1

1

Z
�(v) dvxdvydvz = 1 : (5.4.26)

Aus der Normierung ergibt sich der Wert f¨ur �0 zu ( m
2�kBT

)3=2 und damit

�(v) =

�
m

2�kBT

�3=2

exp

�
�
mv2

2kBT

�
: (5.4.27)

Wegenv = vxx̂+ vyŷ + vz ẑ undv2 = v2x + v2y + v2z folgt mit

�(v) =

�
m

2�kBT

�3=2

exp

 
�
mv2x
2kBT

�
mv2y
2kBT

�
mv2z
2kBT

!
(5.4.28)

die Boltzmannsche Geschwindigkeitsverteilung

�(vx) =

�
m

2�kBT

�1=2

exp

�
�
mv2x
2kBT

�
(5.4.29)

Der Ausdruck gibt die Verteilung derx-Komponente der Geschwindigkeiten an. F¨ur die y- und z-
Komponenten ergeben sich v¨ollig analoge Ausdr¨ucke. Die Größe�(vx)dvx gibt die Wahrscheinlichkeit
an, ein Teilchen im Geschwindigkeitsintervall zwischenvx undvx + dvx anzutreffen.

Multipliziert man�(vx) mit der räumlichen Teilchendichten sowie mitdvx, erhält man

�(vx) ndvx = n(vx) dvx = n

�
m

2�kBT

�1=2

exp

�
�
mv2x
2kBT

�
dvx : (5.4.30)

Dabei istn(vx)dvx die Zahl der Teilchen pro Volumeneinheit, die eine Geschwindigkeitskomponente im
Geschwindigkeitsintervall zwischenvx undvx + dvx besitzen.

Wird, wie in Abb. 5.45 gezeigt, die Gr¨oßen(vx) in Abhängigkeit vonvx unter Berücksichtigung des
Vorzeichens aufgetragen, ergibt sich eineGaußfunktion, deren wahrscheinlichster Wert beivx = 0 liegt.
Größere Geschwindigkeitskomponenten sind weniger wahrscheinlich. Die Fl¨ache zwischen der Kurve
n(vx) und dervx-Achse entspricht der r¨aumlichen Teilchendichte

n =

Z
1

1

n(vx) dvx =
N

V
: (5.4.31)

Bei einer Temperaturerh¨ohung bleibt die Fl¨ache unter der Kurve konstant, Die Kurve selbst wird jedoch
mit zunehmender Temperatur flacher, d.h. es treten mehr Teilchen mit h¨oheren Geschwindigkeiten auf,
während die Zahl der Teilchen mitvx = 0 abnimmt.
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Abbildung 5.45: Zahl der Teilchen pro Volumeneinheit, die eine Geschwindigkeitskomponentevx im
Geschwindigkeitsintervall zwischenvx undvx + dvx besitzen f¨ur verschiedene Temperaturen.


