Kapitel 12

M ateriewellen

Wir haben in den vorangegangenen Kapiteln gelernt, dass elektromagnetische Strahlung neben Wellen-
eigenschaften auch Teilcheneigenschaften besitzt. In vielen Experimenteit e&sh elektromagneti-

sche Strahlung so, als ob sie aus Lichtquanten besteht. Diese Lichtquanteenldls Korpuskeln der
EnergieE = hw und des Impulsep = hw/c = h/A aufgefasst werden. Die beiden sich nach klassischer
Vorstellung ausschlielenden Eigenschaften sind Ga#lazfier das Licht vollstiidig beschreibenden
Quantenelektrodynamik. Diese Teilcheneigenschaften einer nach klassischer Auffassung typischen Wel-
lenstrahlung legten schon sehulffrdie Frage nahe, ob nicht auch umgekehrt die nach klassischer Auffas-
sung typischen Teilchen (z.B. Protonen, Neutronen, Elektronen, ....) neben ihren Teilcheneigenschaften
auch Welleneigenschaften besitzen. Experimentell gab es im 19. Jahrhundert keine direkten Hinweise auf
ein dem Licht analoges wellenartiges Verhalten mikroskopischer Materieteilchen. Das Hauptproblem,
das es zu Anfang des 20. Jahrhundertsoseh’'gab, betraf die Stabditder Atome, deren Existenz ins-
besondere auf Grund der Versuche Wwutherford (1910) nicht mehr zu bezweifeln war. Dass dieses
Problem allerdings eng mit dem Wellencharakter der den Kern umgebenden Elektronen verbunden sein
konnte, war zur damaligen Zeit nicht absehbar.

Im Jahr 1924 vermuteteouis de Broglie, motiviert durch den Wunsch nach Symmetrie in der Natur,
dass auch Teilchen mit einer so genanntéateriewelle verknipft seien, deren Welleatige sich aus
einer Umkehrung der entsprechenden Beziehumglés Licht ergeben sollte. Er postulierte also eine
Materiewellentinge (vergleiche (9.1.11))Danach ist jedem Teilchen mit Impups= mv (hierbei ist

m die Masse des Teilchens undseine Geschwindigkeit) ein Wellenvekt&r= p/# und damit eine
Wellenlkinge

sowie eine Frequenz

zugeordnet. Das Vedtthis von kinetischer Energie zur Wellenije ergibt sich dann & = p?/2m=
h?k?/2m = h?/2mA?, was auf die die Dispersionsrelation

1de Broglie hat diese Thesen in seiner Doktorarbeit aufgestellt. Sie waren so re\aniutiass der Rfiingsausschussilig
im Dunkeln dauber tappte, was davon zu halten sei. Deubette franpsische Physiker Paul Langevin sandte ein Exemplar
der Arbeit an Einstein mit der Bitte um Kritik. Auf Grund Einsteins positivergprache wurde die Arbeit akzeptiert.
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fuhrt. Die Beziehung zwischen Frequenz und Betrag des Wellenvektors ist also nicht wie im Falle von
Licht linear sondern quadratisch.

Ist de Broglie’s Annahme begndet, so msste man bei Experimenten mit Teilchen Interferenzerschei-
nungen beobachtemhihen. Warum werden diese, im Gegensatz zum Licht, in unserem Alltag aber nicht
beobachtet? Dazu ist eatalich die Wellendinge eines makroskopischen Objekts, wie z.B. einer Gewehr-
kugel, zu berechnen. Mh = 6.626 x 1073 Js ergibt sichdi ein Teilchen, das eine Masse von einem
Gramm aufweist und sich mit 2000 m/s = 3600 km/h bewegt (d.h. einen Impulp voh kg m/s hat)

eine Wellenéinge vomt = 6.626x 10-3* m. Diese Wellerdnge ist um ein vielfaches kleiner als die typi-
schen Gole der Atome. Das heil3t, die Materiewelle trifft immer auf Objekte, die uafd@ndrdnungen

groRer sind als ihre Wellealige. Dies ist beim Licht nicht der Fall. Dort kommt eargtig vor, dass

die Photonen auf beugende Objekte treffen, deren Ausdehnung im Bereich der avigjeeliégen. Beu-
gungseffekte treten aber, wie wir in Kapitel 5 gelernt haben, genau dann auf, wenn die Ausdehnung der
beugenden Objekte in den Bereich der Wekbeglé kommt. Deshalb ist es nicht verwunderlich, dass man

bei Experimenten mit makroskopischen Teilchen, wie z.B. einer Gewehrkugel, keine Interferenzeffekte
beobachtet. Wir werden sehen, dass dies bei mikroskopischen Teilchen, die aufgrund ihrer wesentlich
kleineren Masse wesentlichajtére de Broglie Wellealigen haben, nicht der Fall ist.

Wir wollen in diesem Kapitel die Welleneigenschaften von Materie und die sich daraus ergebenden
Konsequenzen diskutieren. Inactisten Abschnitt werden wir dazu aahst kurz auf die elementaren
Teilchen eingehen, aus denen unsere Materie aufgebaut ist, und ihre grundlegenden Eigenschaften vor-
stellen.

© Walther-Meil3ner-Institut



Abschnitt 12.1 Rysik Il 451

12.1 Elementarteilchen

Nach unserem heutigen Wissensstand gibt es genau drei Generationen von Bausteinen in der uns bekann-
ten Welt. Die elementaren Teilchen sind @earksund dieLeptonen Die experimentelle Information

Uber die Zahl der Generationen isB83+ 0.025. Sie stammt aus Messungen der Zerfallswahrschien-
lichkeit des so genanntefy-Teilchens, die am CERN in Genf durchgaft wurdert.

Eine Zusammenstellung der Quarks und Leptonen ist in Tabelle 12.1 gegeben. Zu jeder Generation
geloren zwei Quarks und zwei Leptonen und die jedem Teilchen zugeordneten Antiteilchen. Quarks
haben aulRer ihrer elektrischen Ladung noch &adladung Jedes Quark tritt in drei verschiedenen
Farben auf. Das Elektroe() und das Positrore{) sind zusammen mit dem Elektron-Neutring)(und

dem Elektron-Antineutrinoyig) Leptonen der ersten Generation. Sie sind stabile Teilchen.dBietdéi

aus Energieerhaltungsgrden nur in leichtere Teilchen zerfallen, z.B. in Photonen und Neutrinos. Dies
ist aber nie beobachtet worden.

\ | 1] 2 | 3 |Ladung[e]]

Ve | V Vi 0
L nen H
eptone S —
ul c |t +2
uarks 3
Q d| s —3

Tabelle 12.1Elementare Bausteine der Materie. Die Quarks heilRen up, down, charm, strange, bottom
und top.

In der anschlieRenden Diskussion der Welleneigenschaften von mikroskopischen Teilchen werden wir
uns hauptachlich mit den Welleneigenschaften von Elektronen befassen. Die dabei diskutierten allge-
meinen Eigenschafterokinen auf andere Teilcheértragen werden. Da wir uns im Folgenden intensiv

mit Elektronen (und ihren Anti-Teilchen, den Positronen) baftaEn werden, wollen wir nun zachst

die fundamentalen Eigenschaften von Elektronen und deren experimentellen Nachweis vorstellen.

12.1.1 Elektronen und Positronen

Fundamentale Eigenschaften des Elektrons sind stiemassejbzw. seineRuheenergie

m, 9.109 381 8872) x 10 31 kg (12.1.1
m,¢® = 510 998902(21) eV (12.1.2

sowie seine Ladung, die Elementarladupglie auch mie~ oder nur mite bezeichnet wird:

e = 1.60217646263) x 10 1°As (12.1.3

Wir wollen nun kurz beschreiben, wie diesedBen experimentell ermittelt werdenrkien.

2Review of Particle Properties, Phys. RBV50, 1417 (1994).
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Anmerkung zur Quantisierung der elektrischen Ladung

Bis heute hat man in Experimenten nur ganzzahlige Vielfache der Elementarladung naasem ie
negative Ladung des Elektrons und die positive Ladung des Protons sind dabei im Rahmen der sehr
hohen Messgenauigkeit identisch. Daraus folgt, dass alle in der Natur vorkommenden Atome elektrisch
neutral sind, da die positive Ladung des Atomkerns von der negativen Ladung der Elektl@nerakt
kompensiert wird.

Obwohl die Quarks, die nach unserer jetzigen Vorstellung fundamentale Bausteine unserer Welt sind, die
Ladungen—%e und +§etragen, konnten trotz gfiter experimenteller Anstrengungen freie Quarks mit
diesen Ladungen nicht nachgewiesen werden. Es ist vielmehr so, dass Quarks immer in Gruppe von zwei
oder drei Quarks auftreten und zwar immer in solchen Kombinationen, dass die Ladung der gesamten
Gruppe entweder Null oder ein ganzzahliges Vielfaches der Elementarladung ist.

Erzeugung freier Elektronen

Freie Elektronen werden vielseitig eingesetzt (z.B. bei der Elektronenmikroskopie, in Bildschirmen oder
in diversen Elektronewtiren). In den meistenafién werden dabei freie Elektronen durch Erhitzen ei-
nes Metalldrahtes oder einer Metallspitze erzeugt. Wir haben bereits in Abschnitt 10.1 diskutiert haben
(siehe hierzu Abb. 10.4) muss bei dem Aagsth eines Elektrons aus einem Metall die Austrittsaiyeit
Uberwunden werden. Bei Raumtemperatur ist die zurdgeniig stehende mittlere thermische Energie der
Elektronen kgT ~ 25 meV) wesentlich kleiner als die Austrittsarbeit, die im eV-Bereich liegt. Deshalb

ist die Wahrscheinlichkeitt{ exp(—W, /kgT)) fur ein thermisch aktiviertes Aus$én eines Elektrons bei
Raumtemperatur sehr klein. Man muss deshalb die Temperatur des Metalls stdrknerso daskT

in die gleiche GolRenordnung wig, kommt.

Quantitativ wird das thermische Awslén von Elektronen aus Metallen durch Riehardson-Gleichung

W,
_ 2 _
J = CT exp( kBT> (12.1.4)

gegeben. Hierbei sind undW, Materialkonstanten und die ausgedste Stromdichte.

Aus unserer Diskussion des Photoeffekts in Abschnitt 10.1 ist evident, dass auch die Bestrahlung eines
Metalls mit Photonen gerjend hoher Energie zu einer Aasling von Elektronen benutzt werden kann.
Weitere Techniken sind die Feldemission oderfieiZerfall radioaktiver Atomkerne, die hier aber nicht
diskutiert werden sollen.

Bestimmung der Elektronenladung

Wir wollen hier drei Verfahren skizzieren, mit denen die Elementarladung bestimmt werden kann:

1. Die Faraday-Zahl der Elektrolyse:

Wir betrachten ein Mol einer einwertigen Substanz (z.B. Natrium). Ein Mol dieser Substaait enth”
N, = 6.02 x 107® Atome, N, wird Loschmidt'sche Zahyenannt. Scheiden wir ein Mol dieser
Substanz elektrolytisch ab und bestimmen die dazotigte Ladung, so erhalten wir diaraday-

Zahl

© Walther-Meil3ner-Institut
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Abbildung 12.1:Schematische Darstellung des Vesruchsaufbaus zum Oltrépfchenversuch von Millikan
zur Bestimmung der Elementarladung.

F = 96485As (12.1.5)

und daraus die Elementarladung

e = — . (12.1.6)

Diese Analyse ergibt allerdings keinen direkten Hinweis auf die Quantisierung der elektrischen
Ladung, da man immer argumentieren kann, dass nur im Mittel die Lagltragsportiert wird.

2. DasMillikan-Experiment (1911):

Die Elementarladung wurde das erste Mal voNlillikan im Jahre 1911 bestimmt. Auch heute
noch liefert das von Millikan durchgefirte Experiment sehr arise Werte di e. Dabei werden
durch einen Zerstiber sehr fein®ltropfchen erzeugt und in das elektrische Feld eines Kon-
densators fallen gelassen (siehe Abb. 12.1). Mit Hilfe vamtgénlicht lassen sich einige dieser
Tropfchen ionisieren. Diese ionisiertenopfchen driften im homogenen elektrischen Feld des
Kondensators. Die Driftgeschwindigkeit ergibt sich aus der Balance der elektrostatischfes Kr”
der Auftriebskraft in Luft, der Reibungskraft und der Schwerkiafticherweise stellt man die
elektrostatische Kraft so ein, dass die Driftgeschwindigkeit null wird, da man dann die Reibungs-
kraft (O v) vernachéissigen kann. Ermittelt man die Masse einaxpichien aus dem mikroskopisch
ermittelten Radius, so kann man aus deraftagleichgewicht die Ladung desoffchens bestim-
men. Millikan fand, dass die Ladung nur in Vielfachen w# 1.6 x 10°1° Coulomb vorliegt.

3. DieFeinstruktur-Konstante:

Die Sommerfeld’'sche Feinstrukturkonstartte= e2/4n€0hc ~ 1/137 ist als Kopplungskonstan-

te der Quantenelektrodynamik eine fundamentale Naturkonstante. Sie bestimmarélie &ter
elektromagnetischen Wechselwirkungsprozesse und ist aus diesem Grund sehr genau zu messen
(z.B. aus Atomspektroskopie oder dem Quanten-Hall-Effekt: Nobelpuei&lfus von Klitzing

im Jahr 1985). Da man die Gi8éhc getrennt ermitteln kannakst sich damit ein Weruf die
Elementarladung ermitteln.
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Der Radius eines Elektrons

Man kann den so genannten klassischen Elektronenradius bestimmen, indem man die Ruheenergie des
Elektrons gleich der Coulombenergie einer homogen geladenen Kugel mit Rgsktet. Man erhlt

o = ¢ —282x10%m . (12.1.7)

ATTE, M, C?

Man muss sich aber dalbér im Klaren sein, dass die so definierteo& eine reine Recheruf3é ist.

Wir nehmen nach unserem heutigen Kenntnisstand an, dass die Leptonen, zu denen das Elektron und das
Positron gebien, punkibimige Teilchen sind mit einem Durchmesser10®m. Diese Information

erhélt man aus Experimenten, bei denen in einem Stol3 eines Elektron mit einem Positron ein Myonen-
paar entstehte( +e~ — u™ + pu~). Derartige Experimente wurden an Speicherringen (z.B. DESY oder
CERN) durchgaihrt. Die Experimente zeigten, dass auch bei derhiten Kollisionsenergien von mehr

als 20 GeV Elektronen und Postitronen als puoktfig angenommen werdemkiien. Dadurch wurde
deutlich, dass die oben verwendete klassische Beschreibung eines Elektron als eine homogen geladene
Kugel nicht mehr haltbar ist: Die Coulombenergie divergienntich, wenn der Radius gegen Null geht.

Die spezifische Ladung eines Elektrons

Die fundamentale Gf3e, welche ein makroskopisches Teilchen charakterisiert ist seine Ruhempasse
Dies wird schon daran deutlich, dass sie der einzige Parameter ist, der in die Newton-Gleichungen bzw.
deren relativistische Verallgemeinerungen eingeht. Dasalgnis “von Ladung zu Masse, dpezifi-

sche Ladunglasst sichuber die Ablenkung eines Elektrons in elektrischen und magnetischen Feldern
bestimmen. Es gilt die Bewegungsgleichung

F = mo%:e[waB]. (12.1.8)

Wir wollen hier eine aufClassen (1911) zutickgehende Methode betrachten (siehe Abb. 12.2). Dabei
werden Elektronen in einem homogenen elektrischen Edldschleunigt und dann mit einer definierten
Geschwindigkeit, d.h. kinetischer Energie, in ein homogenes Magnetfeld gebracht, das senkrecht zu ihrer
Geschwindigkeit steht. Somit werden sie auf eine Kreisbhahn mit Raatsgelenkt. Durch Messung

des Radius dieser Kreisbahn, der Geschwindigkeit des Elektron und des angelegten Magnetfelds kann
dass Verhltnise/m, von Ladung und Ruhemasse des Elektrons bestimmt werden.

Die Apparatur zur Messung dieserdRe ist in Abb. 12.2 skizziert. Sie besteht aus einer Vakotney,”

in der mittels thermischer Emission freie Elektronen erzeugt werden. Diese werden mit einer Spannung
Ug auf eine definierte Geschwindigkeitv?/2 = eU; beschleunigt. AuRerhalb der Vakuushre befin-

det sich ein Spulenpaar, das ein Magnetfeld senkrecht zur Flugrichtung der Elektronen erzeugt. Dieses
Magnetfeld resultiert in der Lorentz-Kralt = evB Setzt man diese Kraft der Zentrifugalkraffv?/p

gleich, so erhlt man

p = myv=epB. (12.1.9)

Mit E,,, = p?/2m, = eU; folgt dann

© Walther-Meil3ner-Institut
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Abbildung 12.2:Versuchsanordnung zur Bestimmung der spezifischen Ladung des Elektrons nach
Classen. Die ganze Anordnung befindet sich in einer Vakuumrdhre. Das homogene Magnetfeld steht
senkrecht auf der Papierebene.

2
& _ s 58800 17471) x 10" As/kg . (12.1.10

Das Experiment zeigte, dass der nach (12.1.U0gfin, abgeleitete Wert nicht konstant ist. Man stellt
vielmehr fest, dass der Wert von der Geschwindigkeit der ElektroneangibiDies liegt daran, dass man
in (12.1.10) eigentlich die relativistische Masse@insetzen muss. Becksichtigt man die relativistische
Korrektur gensilRm= m,//1— (v2/c?), so erfailt man in der Tat einen konstanten Wart &/m,. Hi-
storisch ist interessant, dass die Geschwindigkeitsadplgkeit vone/m bereits im Jahr 1901 festgestellt
wurde, also 4 Jahre vor der Entwicklung der speziellen Relatsttieorie durch Einstein.

Hat man die spezifische Ladung des Elektrons ermittelt, so kann man mit Hilfe des aus anderen Experi-
menten abgeleiteten Wertsrfdie Elementarladung die Masse des Elektrons ableiten.

Der Spin des Elektrons

Mehrere experimentelle Befuntieeigen, dass Elektronen auRRer ihrer Ladengd Ruhemasse, noch

eine weitere Eigenschaft besitzemussén, die wiElektronenspirs nennen und die mit einem magneti-

schen Momeny verkniipft ist. Bereits 1925 stellteBamuel A. Goudsmit und George E. Uhlenbeck

die Hypothese auf, dass Elektronen einen Eigendrehimpuls besitzen, den sie Spin nannten. Wenn der
Spin denublichen Regelndi Drehimpulse folgt,so kinnen wir folgendes festhalten:

e Der Betrag des Drehimpulsvektassbzw. das Quadrat dieses Betrages ist

& = h?s(s+1) :i—ihz . (12.1.11)

3Zum Beispiel die Feinstruktur in den Spektren von Atomen oder der anomale Zeeman-Effekt, dielaminsiti Physik IV
behandelt werden, oder das Ergebnis des Stern-Gerlach-Experiments.
4Eine austihrliche Diskussion des Drehimpulses in der Quantenmechanik folgt in Physik IV.
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e Die Projektions, des Drehimpulsvektors auf diez-Richtung ist, wie das weiter unten beschrie-
bene Stern-Gerlach-Experiment zeigt,

s, = i%h. (12.1.12)

Das heif3t, der Spin und seir&omponente sind quantisiert.

e Wir konnen also Elektronen die so genannte Spinquanteszahl

s = = (12.1.13)

zuordnen.
Der Eigendrehimpuls (Spir§des Elektrons ist mit einem magnetischen Moment (Eigenmoment, Spin-

moment)u verkniipft, wobei

H = VysS (12.1.14)
und U = VS . (12.1.15)

gilt. Die Proportionaliéitskonstante zwischen magnetischem Moment und Spinmoment nenglyroan
magnetisches Vedltnis, sie muss experimentell bestimmt werden. Misst man das magnetische Moment
in Einheiten deBohrschen Magnetons

Uy = O 92740x 10°249/T , (12.1.16)
B 2rno

so erhalten wir

S S
uﬁB — g oder  u = —GiHgy (12.1.17)
u s s 1
und Ll_:; = G oder He = —GsHg> = F7 OsHg - (12.1.18)

Dabei istgs ~ 2 der Sping-Faktor des Elektrons, der das Valtmis des magnetischen Moments in Ein-
heiten vorug zum Drehimpuls in Einheiten valangibt. Aufgrund der Quantisierung deKomponente
des Spins ist die-Komponente des magnetischen Moments ebenfalls quantisiert und gigich

Es waren 3 Experimente notwendig, die obigen Tatsachen experimentell belegt haben und zur Bestim-
mung der relevanten @Ben herangezogen werden konnten:

© Walther-Meil3ner-Institut
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Abbildung 12.3:Zur Spinquantisierung eines Spin-1/2-Teilchens im Magnetfeld. Der Spin kann alle
Richtungen auf einem Kegelmantel einnehmen, so dass der Wert in z-Richtung quantisiert ist.

e DasStern-Gerlach-Experimentias die Quantisierung defKomponente des magnetischen Mo-
mentsy; = £ g demonstriert hat.

e DasExperiment von Einstein und de Haaks Informatioruber das gyromagnetische Vaitmis
und damit den Betrag/u? des magnetischen Moments aus der Messung des magnetischen Mo-
ments makroskopischer Proben liefert.

e Die Messung einer /T-Abhéngigkeit der Suszeptibilit™ paramagnetischer Proben. Diese
Abhéangigkeit nennt man dasurie’'sche Gesetz

Um diese Experimenteaméer zu edutern, betrachten wir zachst die potentielle Energie des magneti-
schen Moments in einem angelegten Magnetfeld. Siegetr”

Epot = —H-B. (12.1.19)

Der energetisch niedrigste Zustand ist daher dann realisiert, wenn das magnetische Moment parallel
zum angelegten Feld stehEin klassisches magnetisches Moment kanuntiati beliebige Winkel zum
Magnetfeld und daher beliebige Werte der potentiellen Energie annehmen.

Wenn wir die oben angegebenen Quantisierungsvorschrifteachghakzeptieren, dann kann das quan-
tenmechanische Moment, das mit dem Spin des Elektrons weftkist, nur zwei Einstellraglichkeiten
annehmen. Diese sind in Abb. 12.3 dargestellt. Diesesm&®inén bezeichnet man auch als Richtungs-
quantisierung. Der Energieunterschied zwischen den beidmglichén Einstellungen des Elektronen-
spins betagt

DE,; = OsHglBl - (12.1.20)

5Der Spins steht dann wegen|| — s antiparallel zum angelegten Feld.
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Da das magnetische Momentparallel zum Drehimpulsvekas und damit nicht parallel z8 = B ist
(siehe Abb. 12.3), edfirt der Vektor des magnetischen Moments ein Drehmommestu x B. Dieses
steht also senkreckt ayf und B und verursacht einPrazessionsbewegungn die z-Achse, die man
Larmor-Prazessiomennt (siehe hierzu auch Abb. 12.11). Die Larmaaessionsfrequenzfist

eB

G (12.1.21)

Q{:

Falls gs exakt gleich zwei ist, stimmt die Larmor-#&zéssionsfrequenz exakt mit der Zyklotronfrequenz
w. = €|B|/m, uberein’

Wir wollen nun die drei enahnten Experimente kurz vorstellen:

e Das Stern-Gerlach-Experiment (1924):8

Im Stern-Gerlach-Experiment nutzt man die Kraft auf ein magnetisches Moment in einem inho-
mogenen Magnetfeld m@B/dz+# 0 aus:

dB

dz
Fallss, = +h quantisiert ist, gibt es nur zwei im Vorzeichen entgegengesetzte Kraftkomponenten.
Fallss, beliebig ware, waren auch die Kraftkomponenten beliebig.

F = (12.1.22)

d S
g H'B) = —Gskg W

Die Versuchsanordnung zum Stern-Gerlach-Experiment ist in Abb. 12.4 skizziert. Eine Atom-
strahlquelle erzeugt einen Strom neutraler Silberatome. Silber hat ein einzelnes, ungepaartes
Elektron in seiner Atomtile, das alss ,,-Niveau betrachtet werden kann. Der Strahl duaaft”

ein inhomogenes Magnetfeld und wird dabei in zwei Komponenten aufgespalten, die den zwei
maoglichen Einstellungen des Elektronenspinsuggizh der durch dasiRere Feld festgelegten
Quantisierungsachseentspricht.

Die Tatsache, dass man nur zwei Komponenten beobachtet belegt klar, dass eine Richtungsquan-
tisierung vorliegt und dass die Spinquantenzahl des Elekend /2 ist. Aus der quantitativen
Auswertung der Ablenkung des Strahls, kann dief@&&des magnetischen Moments des Elektrons,

d.h. letztendlich der Spig-Faktor des Elektrons zmy ~ 2 bestimmt werden.

e DasEinstein-de Haas-Experiment (1915):

Das Verfaltnis von magnetischem Moment des Elektrons zum Elektronenapgt $ich experi-
mentell durch ein urspiriglich vonAlbert Einstein vorgeschlagenes Experiment bestimmen und
erstmals vonWander Johannes de Haas im Jahr 1915 durchgefirt wurde. Beim Einstein-de
Haas-Experiment wird ein zylindenfiiger Eisenstab mit Radilgund Massen, der durch eine
zylinderfdrmige Spule erregt werden kann, an einem Torsionsfaden arigefsiehe Abb. 12.5).

Man kann somit Drehschwingungen des Eisenstdies €in Spiegelsystem beobachten. Beim Um-
polen des Spulenstroms werden die magnetischen Momente der Elektronen jeweils in entgegenge-
setzte Richtungen ausgerichtet. Ist das Magnetfeld stark genug, so werden alle Momente vollkom-
men ausgerichtet und es ergibt sialr Beide Stromrichtungen ein Magnetisierungsunterschied

SEine explizite Ableitung dieses Ausdrucks folgasgrin Abschnitt 12.2.

"Bringt man ein Elektron mit Impulg in ein homogenes MagnetfeBl L p, so bwegt es sich auf einer Kreisbahn. Die
Zyklotronfrequenz gibt die Kreisfrequenz dieser Bewegung an.

8W. Gerlach, O. Stern, Annalen der Phy3k 45 (1924).

© Walther-Meil3ner-Institut
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Abbildung 12.4:Schematische Darstellung des experimentellen Aufbaus von Stern und Gerlach zur

Messung der Spinquantisierung. Das inhomogene Magnetfeld wird durch ein asymmetrisches Eisenjoch
erzeugt.

AM = 2M = 2N - 1, wobeiN die Anzahl der Elektronen in der Probe ist. Da bei der Ummagne-
tisierung alle Elektronenspins umklappen, attiian einédnderung des mechanischen Drehim-
pulses vonAs = 2Ns = Nk = —l w, wobeil = %m# das Tagheitsmoment des Eisenstabs ist.
Setzt man die damit verbundene Rotationsendfgje= %I w? der potentiellen Energigy,, = D¢

des verdrillten Fadens mit dem Torsionsmon@mleich, so eralt manAs = (dgmR)Y/2. Durch
Messung der Magnetisierurld und des Winkelgp lassen sich damiM und As bestimmen und
daraus das gyromagnetische \athis

AM
As

ableiten.

e DasCurie€'sche Gesetz:

Misst man die Suszeptibiit'y einer paramagnetischen Probe als Funktion der Temperatur, so
stellt man eine IT-Abhangigkeit fest. Diese Aldrigigkeit bezeichnet man aurie-Gesetaind

kann am einfachsten dadurch exkliverden, dass es sich bei der paramagnetischen Probe um ein
Spin-1/2-System handelt. Der Energieunterschied zwischen den beiden Eimgtlitinkéiten des
Spins betagt AE,; = gstig|B| =~ 21p[B| (siehe Abb. 12.6). Im thermischen Gleichgewicht kann
man nun annehmen, dass die beiden Einstajlinfikeiten geral? der Boltzmann-Statistik besetzt
werden. Das hei3tuf die Besetzungszahlen undn, des unteren und oberen Niveaus gilt

)
oo eXp(E?E)+exp(—“—'.Er’) (12.1.23)
)
r12 - exp($)+exp(—“—$) ' (12.1.24)
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Abbildung 12.5:Experimentelle Anordnung beim Einstein-de Haas-Experiment.
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Abbildung 12.6:(a) Aufspaltung der Energieniveaus eines Elektrons in einem Magnetfeld parallel zur
z-Achse. (b) Relative Besetzungszahlen eines Zwei-Niveau-Systems im thermischen Gleichgewicht bei

einer Temperatur T und einem Magnetfeld B. Das magnetische Moment ist proportional zur Differenz
der beiden Kurven.

Hierbei istn = n, +n, die Gesamtzahl der Atome. Die relativen Besetzungszahlen sind in
Abb. 12.6 gezeigt.

Unter Benutzung vom = i, undn = n; +n, ergibt sich die Magnetisierung der Probe zu

uB _uB

eksT —e kT

M=n(u)+ny(—l) = NU g5

ek +e kT
— tanh<k’“§) . (12.1.25)
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Da im Experiment (aul3er bei sehr tiefen Temperaturen und sehr hohen Magnetfelder) meist
uB/ksT < 1 gilt, kann man die Mherung tank ~ x verwenden und man ealt”

_ HB
M= T
MM poptn 1
oder X = B = T DT. (12.1.26)

Dies ist das Curie’'sche Gesetr fjaramagnetische Materialien.

Wir haben in diesem Unterabschnitt Experimente beschrieben, die gezeigt haben, dass der Spin und
die zzKomponente des magnetischen Moments des Elektrons nur diskrete Werte annelimen. k”
Aus den Experimenten entnimmt man, dass der §giaktor des Elektrong, ~ 2 ist, d.h. dass die-
Komponente des magnetischen Moments des Elektt@psst. Wir méchten an dieser Stelle darauf hin-
weisen, dass die nicht-relativistische Quantenmechanik (im Sinne einexdBuei-Quantenmechanik,
siehe Abschnitt 12) dieses &momen nicht erldien kann. Es ist vielmehr so, dass der Spin und das
magnetische Moment des Elektrons in der @imEnden Vorlesung zur Quantenmechanik empirisch
(aufgrund der experimentellen Tatsachen) eingafwerden. Die relativistisch korrekte Quantenelek-
trodynamik (QED) erlaubt es dagegen, den SpiRaktor des Elektrons und des Positrons genau zu
berechnen. Dabei werden kleine Abweichungen vom \Wett 2 gefunden, die als Potenzreihen der
Feinstrukturkonstanter ~ 1/137 darstellbar sind. Wenn man algoaus anderen Experimenten genau
kennt, kann man damg; genau ableiten. Andererseits kann man durch sehr genaue Messunggn von
die Feinstrukturkonstante bestimmen.

Die QED sagt ferner voraus, dass der SgiRaktor des Elektrons exakt dem des Positrons entspricht.
Dies hat raffinierte Experimente motiviert, bei denen giBaktoren von Elektron und Positron sehr
genau bestimmt und miteinander verglichen wurden. Das Ergebnis dieser Experimente war, dass die
gs-Werte tir Elektronen und Positronen sehr gendoereinstimmen. Man erhielt

= 1+4(05+21)x10%? . (12.1.27)

Die Ubereinstimmung zwischen dem theoretisch vorhergesagten und experimentell gemessenen Wert
den Sping-Faktor des Elektrons ist von der @&nordnung 18°.
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12.2 Welleneigenschaften von Elektronen

Fur Photonen haben wir den Teilchen-Welle-Dualismus wuith diskutiert. Wir haben gesehen, dass

sich die Ausbreitung elektromagnetischer Strahlung, insbesondere Beugungs- und Interferenzeffekte gut
mit Hilfe des Wellenbilds beschreiben lassen. Wechselwirkungsprozesse von Photonen mit Materie, ins-

besondere der Photoeffekt und der Compton-Effekt lassen sich dagegen nur im Rahmen des Teilchenbil-
des richtig interpretieren.

In diesem Abschnitt wollen wir den Welle-Teilchen-Dualismus aughTeilchen mit endlicher Ruhe-
masse am Beispiel von Elektronen diskutieren. Im Rahmen der klassischen Mechanik wurde das Teil-
chenbild verwendet, um die Bewegung von Teilchen und elastisdfieStvischen Teilchen zu beschrei-

ben. Andererseits kann man mit mikroskopischen Teilchen (Elektronen, Neutronen, Protonen, etc.) auch
Streuexperimente duraltfifen, bei denen Beugungs- und Interferenzeffekte auftreten. Diese lassen sich
nur im Rahmen eines Wellenbildes richtig interpretieren.

12.2.1 Elektronenwellen
Die de Broglie Wellenlange

Wir haben bereits am Anfang dieses Kapitel darauf hingewiesen Ldass de Broglie bereits im Jahr

1924, motiviert durch den Wunsch nach Symmetrie in der Natur, postulierte, dass auch Teilchen mit einer
endlichen Ruhemasse mit einer so genanMeier iewelle verkniipft sind, deren Welleakige sich aus

einer Umkehrung der entsprechendandas Licht bekannten Beziehungen ergeben sollte. Er postulierte

Diese von de Broglie postulierten Beziehungen wurden mittlerweile durch zahlreiche Experimente
besttigt.

Um die GolBenordnung der de Broglie Wellanije von Materie zu illustrieren, betrachten wir Elektro-
nen und Neutronen mit unterschiedlichen Energien.

e Elektronen:

Elektronen lohnen durch eine elektrische Spannluggauf die kinetische Energig,;, = eUs =
Ip|?/2m beschleunigt werden.uf genigend langsame, nicht-relativistische Elektronen=m)
gilt damit |p| = /2myE, = /2myeUz und man erhlt die de Broglie Wellerdinge zu

A = h 1226 4 (12.2.1)

2meely  /Ug[Volt]

Wir sehen, dass Elektronenwellear fElektronen mit einer kinetischen Energie von 100 eV eine
Wellenkinge im Bereich vonA besitzen.

e Neutronen:

Fir Neutronen gilt ebenfallip| = |/2myE,;, und man erhlt mit der Ruhemassey, = 1.6749x
10-?"kg des Neutrons
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h 0.286 -

= = A .
V2B, VEn[eV]

(12.2.2)

So genanntéhermische Neutronepesitzen eine kinetische Enerdig, ~ ksT ~ 25 meV beil =
300 K. Sie haben nach (12.2.2) eine Welmmdé imAngstrom-Bereich, d.h. im Bereich atomarer
Langenskalen.

Anmerkungen zum Bohr’schen Atommodell

Im Bohr'schen Modell des Wasserstoffatomauft” das Elektron auf einer geschlossenen, z.B.
kreisformigen Bahn um den positiven Atomkern. Im Wellenbild entspricht dem eine Amplitudenver-
teilung der Materiewellediigs der klassischen Bahn (siehe hierzu Abb. 12.7y.dé/der Kreisumfang

der Bahn nicht einem Vielfachen der Wellanje entsprechen, savdé sich die Welle durch Interferenz
ausbschen. Man erkennt, dass ein stagicer Fall nur noglich ist, wenn der Bahnumfangi einem
ganzzahligen Vielfachen der Materiewellenie entspricht:

2, = nA n=123,... . (12.2.3)

Abbildung 12.7:Elektronenwelle auf einer Kreisbahn um den Atomkern.

Aus der de Broglie Beziehung folgt damit sofort die Bohr’'sche Quantisierungsbedingudgrf'Bahn-
drehimpulsL

L=pr = %—:n—:nh. (12.2.4)

Die zurdchst unverstridliche Quantisierungsbedingung kann also mit der Materiewellenvorstellung auf
ein Stationar#étsproblem eines schwingenden Systems mit Randbedingungeskgatihrt werden. Die
Randbedingung lautet dabei, dass die Welle in sichdlaufen muss. Denkt man sich die in Abb. 12.7
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gezeigten Kreisbahnen an einem Knotenpunkt aufgeschnitten und zu einer linearen Saite gestreckt, so
erkennt man die Analogie zu dem Problem einer schwingenden Saite. Die Weiterentwicklung dieser
Uberlegung fihrte zu deiSchidinger'schen Wellenmechanik

Mit der Wellenvorstellungdsst sich noch eine weitere Schwierigkeit des Bohr'schen Atommodells be-
seitigen, @mlich die postulierte Strahlungslosigkeit der stagim Bohr'schen Bahnen. Das System des

um den positiven Kern kreisenden Elektrons stellt ja einen elektrischen Dipol dar, der nach der klassi-
schen Elektrodynamik elektromagnetischen Wellen abstrahlen und dadurch kontinuierlich seine Energie
verlieren sollte. Einediigs der klassischen Elektronenbahn schwingende Materiewelle bedeutet aber,
dass das Elektron gewissermalidrer den gesamten Bahnumfang verschmiert ist. In diesem Bild stellt
das System Atomkern-Elektron keinen schwingenden Dipol mehr dar und die Strahlungsnotwendigkeit
entfallt.

12.2.2 Vertiefungsthema:
Beugung und Interferenz mit Elektronenwellen

In diesem Abschnitt beschreiben wir einige Experimente, aus denen der Wellencharakter von Elektronen
(bzw. im Allgemeinen von Teilchen mit endlicher Ruhemasse) hervorgeht. Es liegt nahe, die Wellenei-
genschaften von Elektronen dadurch nachzuweisen, indem wir Experimente zur Beugung und Interfe-
renz durchdéihren, wie wir sie @it Licht austihrlich in Kapitel 5 diskutiert haben. Da wir ferner gesehen
haben, dass die typische Wellanfje von Elektronen mit Energien im Bereich von 100 eV atomaren
GrofRenordnungen entspricht, ist klar, dass wirdie Untersuchung von Beugungseffekten Beugungsgit-

ter mit atomaren Gitterakemtden beatigen. Das Kristallgitter eines Festipers stellt gerade ein solches
Beugungsgitter dar.

Elektronenbeugung an Kristallen

Zur Pnifung der Wellenhypothese von de Broglie schitvg Elsasser im Jahr 1925 Experimente zur
Beugung von Elektronen am Kristallgitter vor. Bereits im Jahr 1927 gela@iieton Joseph Davisson

und Lester Halbert Germer solche Beugungseffekte bei der Streuung von Elektronen an einem Kiri-
stall zu finder?. Sie erzeugten freie Elektronen durctuBé&mission und beschleunigten diese durch eine
Beschleunigungsspannuklg im Bereich bis etwa 100 V. Den durch eine klefb#nung in der Anode
austretenden Stahl richteten sie auf einen Nickeleinkristall. Die an der &tiexftiestreuten Elektronen
wurden mit Hilfe eines Faraday-Bechers aufgefangen und mit einem daran angeschlosseneratiMessger”
als elektrischer Strom nachgewiesen. Durch Schwenken des Bechers konnten sie die die Strauintensit”
als Funktion des Streuwinkels messen. Dabei ergaben sich keine glatten Kurven, sondern es wurden aus-
gepigte Maxima bei ganz bestimmten Streuwinkeln beobachtet, deren Lage von der kinetischen Energie
der Elektronen, also von ihrer Wellemge, abhing. Durch Drehen des Kiristalls in unterschiedliche Rich-
tungen beobachteten sie Streuinteatsitiaxima @i bestimmte Raumrichtungen in Analogie zu dem mit
Rontgenbeugung erhaltenen Laue-Diagramm eines Einkristalls. Dies deutete stark darauf hin, dass es
sich bei dem beobachteten &tomen tachlich um eine Beugungserscheinung von Elektronenwellen
handelte.

Diese Interpretation wurde dadurch ertet, dass die zu den beobachteten Maxima der Streuinten-
sitat gelorenden Winkel fast genau mit denjenigebefeinstimmen, die man exth,"wenn man in die

9De Broglie erhielt daraufhin 1929 den Nobelpreis, Davisson und Thomson mussten bis 1937 warten. G.P. Thomson war
der Sohn von J.J. Thomson, der 1897 das &kniis von elektrischer Elementarladuagur Elektronenmasse bestimmte,
und datir ebenfalls den Nobel-Preis erhieltaifénd also der Vater das "Teilchen” fand, entdeckte der Sohn die “Welle”.
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Bragg'sche Gleichur§ (vergleiche (5.6.13) und Abb. 5.34 in Abschnitt 5.6.8) flas Aufreten von
Rontgenreflexen

2d sind = nA n=123,... . (12.2.5)

die WellenBingeA aus der Beziehunguf'die de Broglie Wellerdinge einsetzt. Damit war die Existenz
der Materiewellen und gleichzeitig die Richtigkeit der de Broglie Beziehung nachgewiesen.

Die Beugung von Elektronen mit relativ niedriger Energie (10 bis 100 eV) wird heute sefiglzur
Analyse der Kristallstruktur an Festijeroberfichen eingesetzt, da die niederenergetischen Elektronen
eine geringe Eindringtiefe besitzen. Dieses Verfahren ist heute unter darzAlmgL EED (low energy
electron diffraction) bekannt.

Ebenfalls im Jahr 1927 berichte@ P. Thomson iber Beugungsexperimente mit Elektroneshérer
Energie (10 bis 100 keV). Da das Durchdringungswvaegen solcher Elektronerohér ist, konnte Thom-

son dinne Metallschichten durchstrahlen und Beugungseffekte in Transmission beobachten. Elektronen-
beugung in Transmission ist heute ein Standardverfahren in der Transmissionselektronenmikroskopie.

Elektronenbeugung an der Kante

Elektronenquelle

Kante
geometr
Schatten
Beobachtungs-
ebene
I A :

U

— Y

Abbildung 12.8:Fresnel'sche Beugung von Elektronenwellen an einer makroskopischen Kante.

Die bisher diskutierten Beugungsexperimente stellen alle Fraunhofer'sche Beugung an Mikrostrukturen
(Atomgitter als beugendes Objekt) dar. Im Jahr 1940 gelang es lidaBoersch erstmals, die Fres-
nel'sche Beugung von Elektronen an einer makroskopischen Kante ej@gsBhkristalls nachzuwei-

sen (siehe Abb. 12.8). Die Bedeutung der Fresnel'schen Beugungserscheinung besteht darin, dass der

1%Die Bragg Gleichung ist nach Sir William Henry Bragg (1862-1945) und seinem Sohn William Lawrence Bragg (1890-
1971) benannt. Beide erhielten gemeinsam 1915 den Nobel Bréisé Methode, die Welleratige von Ritgenstrahlung zu
bestimmen, bzw. bei deren Kenntnis Kristallstrukturen noihigénbeugung aufzuién. Sie sind bisher das einzige Vater-Sohn
Team, das den Nobel-Preis erhalten hat.
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Abstand der Interferenzmaxima nicht von den geometrischen Dimensionen desofiesskabhigt
(wie z.B. den Atomabstiiden im Streugitter). Infolgedessen wird die Bestimmung der Walieiel der
Elektronen unmittelbar auf Messung der Adosié der Elektronenquelle vom Objekt und der Interfe-
renzmaxima untereinander maKgefihrt. Die Experimente von Boersch lieferten damit den eutagen
Beweis fir den Wellencharakter von Elektronen.

Elektroneninterferometrie

Beobachtungs-
ebene

Abbildung 12.9:nterferometeranordnung zur Erzeugung von Elektroneninterferenzen nach Mollenstedt
und Duker. L stellt eine elektronenoptisch verkleinerte Elektronenquelle dar, L} und L, sind die ent-
sprechenden virtuellen Elektronenquellen. Am unteren Bildrand ist eine Aufnahme von Elektroneninter-
ferenzen in der Beobachtungsebene gezeigt (G. Mollenstedt, H. Diker, Zeitschrift fir Physik 145, 377
(1956)).

Eine weitere Mglichkeit zum Nachweis der Wellennatur von Elektronen istiierlagerung von zwei
koharenten Elektronenimdeln ahnlich zum Fresnel’schen Biprisma (siehe Abb. 5.37 in Abschnitt 5.7).
Ein solches Biprisma (siehe Abb. 12.9) wurde v@nMollenstedt und H. Diker im Jahr 1956 reali-
siert}! Es besteht aus einem gegéei der Umgebung positiv geladenen Draht von wenjgerDurch-
messer auf den ein Elektronenstrahl gerichtet wird. Die Teitlel zu beiden Seiten des Drahts werden
aufgrund dessen positiver Ladung umgelenkt ubdrlagern sich unterhalb des Fadens unter einem sehr
kleinen Winkel. Auf einem Leuchtschirm werden dann Interferenzstreifen beobachtet.

Da die Streifen sehr dicht liegen, kit man, um diese aufsen zu bhnen, eine sehr feine Elektronen-
quelle. Man realisiert diese durch Verkleinerung einelichen Elektronenquelle. Aus dem Abstand der
Interferenzstreifen kann man iroNiger Analogie zum Experiment mit Licht (Fresnel) die Well@ndje
der Elektronen bestimmen. Das Resultat &gt erneut die @ltigkeit der de Broglie Beziehung.

Die Bedeutung der Biprisma-Interferometeranordnung bestand darin, dass man damit auch die phasen-
schiebende Wirkung kleiner magnetischeugdé messen konnte, die dieaéthé zwischen den beiden
Teilstrahlen durchsetzt. Insbesondere konnte damit auch die Flussquantisierung in kleinen supraleiten-
den Hohlzylindern nachgewiesen werdén.

11G. Méllenstedt, H. Diker, Zeitschrift fir Physik145, 377 (1956).
12H. Boersch, B. Lischke, Zeitschrifuf Physik237, 449 (1970). Die Flussquantisierung in Supraleitern wurde mit einer
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Beugung und I nterferometrie mit Heliumatomen und Neutronen

Experimente zur Beugung und Interferenz von Materiewellen wurdahmticher Weise wie mit Elek-
tronen mittlerweile auch mit Heliumatomen und Neutronen duraligefAls Erste wieseBtern, Frisch
undEster mann bereits 1929 die Beugung von Heliumatomstrahlen an einer LiF-Kristallalobdlihach.
Wegen der viel gnBeren Masse dieser Teilchen wurden kleine Geschwindigkeiten (so genannte thermi-
sche Geschwindigkeiten) benutzt. Als Atomstrahlquelle diente ein He-Gas mit einer Temperatur von
400 K, was einer de Broglie Wellearige vom = h/,/3m, k;T von etwa 0.06 nm entspricht.

Seitdem es Kernreaktoren gibt, stehen Neutronenquellen mit hohen Flussdichten mguigrfivo-

durch heute auch die Neutronenbeugung eine wichtige Rolle zur Untersuchung voorpastispielt.

In jungerer Vergangenheit wurden mit Neutronen auch wichtige Experimente zum Test der Quantenme-
chanik durchgeffirt, auf die aber hier nicht eingegangen werdent¥oll.

12.2.3 Elektronen als Wellenpakete

Wir haben bereits gesehen, dass die @infing der Materiewellen aul3erordentlich erfolgreich bei der
Deutung der Quanteneigenschaften des Atoms und der Interpretation von Beugungs- und Interferenzef-
fekten ist. Es tritt allerdings jetzt ein neues Problem aamhch das der Lokalisierbarkeit von Teilchen,

wenn man die Wellenvorstellung auf ein sich frei bewegendes Teilobertdgt. Ordnet man einem

freien Teilchen eine monochromatische Welle zu, so ist diese unendlich ausgedehnt, womit ein klarer
Widerspruch zu der Eigenschaft eines Teilcheaamlich lokalisiert zu sein, auftritt.

Es liegt daher nahe, einem Teilchemhnlich wie dem Photon — nicht eine streng monochromatischen
Welle zuzuordnen, sondern vielmehr &lellenpaketdas man sich durch digherlagerung von vielen
harmonischen Wellen mit etwas unterschiedlicher Wedleg€' bzw Wellenvektor entstanden denken
kann:

ko+AK
Wixt) — /Lpo exp{ik(x—%t)} dk . (12.2.6)
ko— 0k

Man sieht (siehe hierzu Abb. 12.10), dass das Wellenpaket saiffigeghimplitude in einematimlich be-
grenzten Bereich hat, was unserer Vorstellung eiaasitich lokalisierten Teilchens schoahler kommt.
Dennoch ist auch dieses Wellenpakatmilich ausgedehnt. Man edhéine Ortsunsdrfe Ax und eine
Frequenz- bzw. Wellealhigenunsdufe Aw bzw. AA, die, wie wir s@ater noch zeigen werden, wieder zur
Heisenberg’'schen Unsatférelation €ihrt.

Uber die Natur dieser Materiewellen, z.B. welcheo@e durch die WellenfunktioW beschrieben wird,

haben wir noch keine Aussage gemacht. Auch die genauere theoretische Beschreibung, die Wellenme-
chanik, macht dartser keine Aussage. Es ist lediglich klar, dass das Absolutqupfails MaR fir die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens gedeutet wird, wesHadlich als “Wahrscheinlichkeit-
samplitude” bezeichnet wird.

Bevor wir unsere Diskussion fortsetzen, wollen wir einige wichtige Eigenschaften von Wellen rekapi-
tulieren (vergleiche hierzu Kapitel 2). Wir definieren die Gruppengeschwindigkeit und die Phasenge-
schwindigkeit als

anderen Messmethode erstmals von Doll uradbdlier im im Jahr 1961 nachgewiesen.
13H. Rauch, Physikalische Biter50, 439 (1994).
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Abbildung 12.10Wellenpaket als Uberlagerung von ebenen Wellen mit unterschiedlicher Frequenz.

(Phasengeschwindigkeit) (12.2.7)

dy, A? dw
= Vpn A O o di (Gruppengeschwindigkeit) (12.2.8)

2(g =i

Vgr —

WennvIDh nicht von der Wellerdihge abhigt (dispersionsloser Fall), bleibt die Form eines Wellenpakets

bei Ausbreitungsprozess erhalten, da alle Fourierkomponenten des Wellenpakets gleich schnell laufen.
Fur diesen Fall sind Gruppen- und Phasengeschwindigkeit identisch. Wenn sich jedoch die Phasenge-
schwindigkeit mit der Wellemliigeandert, erleidet das Wellenpaket eine Deformation @lispersion

wenn es sich ausbreitet. In diesem Fall sind Gruppen- und Phasengeschwindigkeit nicht mehr identisch.

Betrachten wir nun wieder unsere Materiewelle, sarkén wir in Analogie zu Lichtwellenpaketen (Pho-
tpnen) die Energie der sich bewegenden Teilchen mit einer Frequegagkniipfen. Legen wir ferner das
Aquivalenzprinzip von Masse und Energie zugrunde, so erhalten wir aus

E = hw=mc (12.2.9)

fur die Frequenz einer Materiewelle

w = — . (12.2.10)

Hierbei handelt es sich geafd“'unserer Diskussion zu Wellenpakten um eine mittlere Frequenz. Mit die-
sem Ausdruck erhalten wiuf'die Phasengeschwindigkeit der Materiewelle unteuBlesichtigung der
de Broglie Beziehung
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[+,

A A 2
vy = 222 _ 5 M _°Z (12.2.11)
k 21 o my Vg

N

Daraus folgt, da die Teilchengeschwindigkeitdie Lichtgeschwindigkeit nichttibersteigen kann, dass
die Phasengeschwindigkeit einer Materiewelle immeRgr als die Lichtgeschwindigkeit 16t.

Nach (12.2.11) ist die Phasengeschwindigkeit umgekehrt proportional zur Teilchengeschwindigkeit
und damit von der WelleafigeA = h/my ablengig. Es liegt also Dispersion vor.

Fir die Gruppengeschwindigke#;, also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des dem Teilchen zugeord-
neten Wellenpakets, erhalten wir

_ do  d(hw) dE
Yo = G = ok~ dp (12.2.12)

Fir ein nichtrelativistisches Teilchew (< ¢) gilt p=myv; undE = p2/2m0 = mov%/Z und wir erhalten

dE V.
Vg = _ P My

dp my m

147ur Herleitung der Beziehung zwischen Phasen- und Teilchengeschwindigkeit gilt:

= v . (12.2.13)

(a) nicht-relativistische Teilchen:
Es gilt

wk EK E(p) 2k

Vo, = _ =P _ -

ph Kk fik p rk —2m’
Fur die Teilchen (bzw. Gruppengeschwindigkeit) gilt

_OE(p) _10E(k) _p _ hk

V= op “h ook m T m - 2%n

(b) relativistische Teilchen:
Es muss die volle Dispersionsrelation aus der Dirac-Gleichung benutzt werden. Es gilt

E(p) = gt + 22 = e+ By 2y 1 I LT e

mit B2 = 1— . Fiir die Phasengeschwindigkeit afhinan damit

? .

E(p) m& ¢
Vph = 1 = = .
P omy vy

Andererseitsdsst sich zeigen, dass
JE p
Vgr = 6_p = El =Vr.
Das heif3t, es gilt wiederum
2
VphVgr = €
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Das heif3tdie Teilchengeschwindigkeit ist gleich der Gruppengeschwindigkeit des dem Teilchen zuge-
ordneten Wellenpaket

Aus den Ausducken fir die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit folgt damit ganz allgemein die Be-
Ziehung

2
VorVon = Vp \% — (12.2.14)

Nur fur masselose Teilchen, wie z.B. Photonenyjst v, = . Firr Materiewellen sind dagegen Phasen-

und Gruppengeschwindigkeit unterschiedlich.

Zum Vergleich sind in Tabelle 12.2 die Teilchen- und Welleneigenschaften von Teilchen mit endlicher
Ruhemassey, und von Photonen zusammengestellt.

\ | Eigenschaft \ Teilchen:m, # 0 \ Photon |
Ruhemasse m, 0
Geschwindigkeit Vy C
Teilchen- Masse m m=E/¢
Eigenschaft Impuls p=my p=E/c
Energie E=mc = /p?cZ + (m,c?)2 E=mc
Drehimpuls L=rxp S==+h
Frequenz w=E/h=m&/h w=E/h
Wellen- Wellenkinge A=h/p A =hc/E=c/v
Eigenschafter] Phasengeschwindigkeit Vo = c2/vT Vph=C
Gruppengeschwindigkeit Vgr =V Vgr =C
Energie E=/lw E=hw

Tabelle 12.2Vergleich der Teilchen- und Welleneigenschaften von Teilchen mit endlicher Ruhemasse
und von Photonen.

12.2.4 Wahrscheinlichkeitsinter pretation der Wellenfunktion

Wir wollen in diesem Abschnitt kurz diskutieren, wie die Wellen- und Teilcheneigenschafte@l-

jekte mit endlicher Ruhemasse miteinander vereinbart werdandd. Dabei wollen wir die orts- und
zeitablaingigen Eigenschaften von Teilchen mittels einer Wellenfunk$itn,t) beschreiben, die die
Form eines Wellenpakets hat. Wir wollen jetzt vor allem die physikalische Interpretation dieser Wellen-
funktion diskutieren.

Der Welle-Teilchen-Dualismus ist uns schon bei der Diskussion der Eigenschaften von Photonen be-
gegnet. Wir wiederholen hier kurz diarfPhotonen gewonnene Interpretation wirtragen diese auf
Materiewellen.

1. Photonen:

Fur Photonen im Vakuum gibt der Poyntingvek®e= socE2 die Energiestromdichte im Wellen-
bild an. Im Teilchenbild giltS= (N)%w. Dabei ist(N) die Zahl der Photonen pro &then- und
Zeiteinheit (Photonen-Stromdichte) uhd die Energie der Photonen.
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Die WahrscheinlichkeitN Photonen pro Ec¢hen- und Zeiteinheit nachzuweisen, ist deshalb pro-
portional zum Quadrat der elektrischen Fedalk€. Beim Doppelspaltexperiment entsteht die auf
dem Schirm beobachtete Interferenzstruktur ausltlerlagerung der elektrischen FelkEnE,
undE, der von beiden Spalten auslaufenden Wellen. Die Wahrscheinlidhkeih Photon an der
Stelley auf dem Schirm hinter den Spalten zu finden, ist somit

P O |E,+E,7. (12.2.15)

Wir haben gesehen, dass einzelne Photonen ausreichen, um die Interferenz zu erzeugen.

2. Materiewellen:

Wir konnen die fif Photonen benutzte Interpretation auf Materiewellibertragen. Dabei wird
das elektrische Fell(r,t) durch die im Allgemeinen komplexe Wellenfunktid¥(r,t) ersetzt.
Fir ein Teilchen mit endlicher Ruhemasse |{(r,t)[?d® die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen
zur Zeitt im Volumenelement®r = dxdydzan der Stelle zu finden. Aus dieser Bedingung folgt
natirlich eine Normierungsbedingungrfdie Wellenfunktion:

/N’(r,t)\zd3r = 1. (12.2.16)

Wie im Fall der Photonen ist diese Interpretation allerdings nur dann sinnvoll, wenn wir viele Teil-
chen experimentell untersuchen. In diesem Fatinén wir den gemessenen Ensemble-Mittelwert
mit der so definierten Wahrscheinlichkeit, dem Quadrat der Wellenfunktion, identifizieren.

12.25 DieUnscharferelation bei M ateriewellen

Wir haben in den vorangegangenen Kapitel gezeigt, dass sowohl die elektromagnetische Strahlung als
auch die Materie Eigenschaften zeigen, die teils im klassischen Wellenbild, teils im klassischen Teilchen-
bild gedeutet werdendgdnen. Das heil3t, sowohl der Wellenbegriff als auch der Teilchenbegriffidei

nicht eindeutig der Strahlung oder der Materie zugeordnet werden. Je nach Situation muss der eine oder
der andere Begriff herangezogen werden. Dies wirft die Frage auf, wo denn die Grenzen der Anwendbar-
keit der klassischen Begriffe Welle und Teilchen liegen. Eine Teilantwort darauf giblaiéenberg’sche
Unsclarferelation die wir bereits in Kapitel 9 eingafirt haben und in Abschnitt 10.4.3 im Zusammen-

hang mit elektromagnetischer Strahlung diskutiert haben. Wir wollen jetzt hier die ahfsaiation

auch im Zusammenhang mit Materiewellen diskutieren.

Unschéarfe von Ort und Impuls

Wir haben zur Beschreibung voauthlich lokalisierten Teilchen Wellenpakete verwendet, die aus einer
Uberlagerung von ebenen Wellen mit einer kontinuierlichen Verteilung von WaiigetiA = 2r1/k mit
einer Unschrfe AA = 2r1/Ak um den Mittelwert gebildet werden (vergleiche (12.2.6)):

ko-+k
Wixt) — /wo exp{ik(x—%t)} dk . (12.2.17)
KBk
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Mit
k = k+(k—ky = k+Ak
und W = W+ do (k—kg)+-.. (12.2.18)
dk Kk,
folgt
sin[(w't — x)AK]

Wix,t) = W, explikyx—iwyt) 2 (12.2.19)

wt—Xx

Dabei wurdew’ = dw/dk undAk = k— k; verwendet. B feste Zeiten (z.B. = 0) ist dies eine Funktion
vom Typ

Wx) ~ S'n(;‘Ak) (12.2.20)
Der Nullstellenabstand dieser Funktion ist durch die Beziehung

MOk = 2m (12.2.21)
gegeben. MitAp = AAK ergibt sich fir die Orts- und Impulsunselnfe

ApcAx = h. (12.2.22)

Diese Beziehung bedeutet, dass wir den Ort und den Impuls eines Teilchens nicht gleichzeitig mit einer
beliebigen Genauigkeit messearkien.

Wir wollen dazu ein Gedankenexperiment machen, bei dem wir versuchen, den Ort eines ruhenden Elek-
trons (p = 0) maglichst genau zu messen. Damit wir einegtichst hohe AufhsungAx = A /sina er-

halten, verwenden wir sehr kurzwelliges Licht$trahlung) mit einer Welleakige vergleichbar dem
Durchmesser eines Elektronaul#én wir eine solche Messung durch, so muss, damit wir das Elektron
abbilden lohnen, mindestens ein Photon an ihm gestreut werden und dadurch ins Beobachtungsobjektiv
gelangen, mit dem es nachgewiesen wird. Bei diesem Streupnazedsidt das Photon allerdings einen
endlichen Impuls auf das Elektron. Auch wenn wir den genauen Impeaits‘ag nicht wissen, sakien

wir doch die gleiche Argumentation wie bei der Diskussion zum Heisenberg’'schen Gammastrahlenmi-
kroskop (siehe Abschnitt 7.4 und Abb. 7.10) anwenden und argumentieren, dass die Impalfansch”
des Photons, das vom Objektiv mit d@iffnungswinkela aufgefangen wirdAp, ~ psina = ' sina

betdgt. Daraus ergibt sich die dann die BeziehuxygAx = h. Man kann hier also sagen, dass der
Messvorgang die zu messendeoGe derart sit, dass man keine Messung von Ort und Impuls mit
beliebiger Genauigkeit durchififen kann.
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Unscharfe von Energie und Zeit

In der Wellenfunktion @f ebene Wellenl{ expi(kx— wt)]), aus denen wir unser Wellenpaket aufgebaut
haben, treten der Ort und die Zeitt symmetrisch auf. Wir &inen also Wellenpakete aufbauen, die
eine maximale Amplitude zu einer Z¢imit einer Unschrfe At aufweisen. An die Stelle der Beziehung
AxAk = 2 tritt dann die Relatiod\tAw = 2 oder mitE = hw

AEAt = h. (12.2.23)

Dies bedeutet, dass man die Energie eines Wellenpakets nur mit einerdfagdhérmitteln kann und
daflir mindestens die Zeiit aufwenden muss.

Ein typisches Beispieluf’ die Energie-Zeit Unschrfe ist die Zerfallsbreite der Strahlung, die beim
Ubergang eines Atoms vom angeregten in den Grundzustand emittiert wird. Die angeregten Niveaus
eines Atoms gehen spontan nach einer mittleren Z@tden Grundzustandber. Daher ist die Emis-
sionszeit der Photonen im Ensemblemittel nur mit der Unsicherheiessbar. Damit ist dann eine
Energieunscéirfe I bzw. Frequenzunselnfe Aw der emittierten Strahlung mit

rc = h oder Aw = (12.2.24)

~l

verbunden. Die Tatsache, dass in der Uasfdrélation jetzth anstelle vonh auftaucht, liegt an der
speziellen Definition der mittleren Zerfallszeit

Ein weiteres Beispiel betrifft die Wechselwirkungszeiten von Neutronen mit Magnetfeldern. Die Wech-
selwirkungsenergie des magnetischen Momenésnes Neutrons mit einem homogenen Magnetfeld ist
E = —u-B. Wenn wir diese Energie messen wollen, so gelingt uns dies nur mit einer endlicheraltdasch”
AE, die umgekehrt proportional zur Messzaitist. Um also die Wechselwirkungsenergiegtichst ge-

nau zu messen, mssen sich die Neutronenaglichst lange im Magnetfeld aufhalten. Dies realisiert man
mit sehr langsamen, so genanntetiakalten Neutronerfv 0 1//T).

Vertiefungsthema:
Die L armor-Préazession eines magnetischen Dipols

Als weiteres Beispieldi' die Bedeutung der Unsalféerelation wollen wir hier kurz zeigen, dass man in
einem mikroskopischen System immer nur den Betrag des Drehimpulsvektors und eine seiner Kompo-
nenten in einem Experiment gleichzeitig messen kann.

Aus unserer Diskussion zum Stern-Gerlach-Experiment in Abschnitt 12.1.1 wissen wir, dass das Elektron
einen Eigendrehimpuls = 1/2 besitzt mit zwei mglichen Einstellungers = i%h beaiglich eines
aulReren Magnetfeldds Mit dem Eigendrehimpuls ist das magnetische Moment

S
H = —Glsy Pz = +Ostg/2 ~ £/ (12.2.25)
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verknipft. Ein inz-Richtung angelegtes Magnetfdd= (0,0, B,) verursacht ein Drehmonent

ds

= B:—
mo= HXE=

(12.2.26)

auf den Spin des Elektrons. Dieses Drehmonent resultiert in eireession des Drehimpulsvektors
um diez-Achse (siehe hierzu Abb. 12.11). Die Energie des magnetischen Momeatd3enen Feld ist
E,ot = —H - B und der Energieunterschied zwischen den beiden Einsigliohkeiten begt A, =
OsHgBz-

Abbildung 12.11Zur Definition der GroRen bei der Larmor-Prazession.

Mit den in Abb. 12.11 gegebenen Bezeichnungenrién wir (12.2.26) wie folgt ausdcken:

El , ds
OsUg - |B|sing at (12.2.27)
Mit r/|s| = sing und der Larmor-Razessionsfrequeng = da /dt = |ds/dt|/r erhglt man
_ &l g (12.2.28)
o = ’S|Sin¢ - gS“Bh re
und damit ergibt sichufi’die Larmor-Frequenz
W = GskgB/h = AEy/h (12.2.29)

Um experimentell festzustellen, ob der Elektronenspin parallel oder antiparallelRightung ausge-
richtet ist, missen wir eine Energiemessung mit einer GenauigkeitAMgg, durchithren. Nach der
Unsctrferelation beatigen wir dazu mindestens die Zét = h/AE,,;. Mit (12.2.29) folgt dann
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. (12.2.30)
AEpot hay VL

Wir sehen also, dass die minimale Messzeit genau einer Umlaufzeit des Drehimpulsvektorszim die

Achse, also einer Larmor-Periode, entspricht. Wenn wir also den Werg \mastimmen wollen, geht
uns dabei jegliche Informatiombéers, unds, verloren.

Es sei hier noch darauf hingewiesen, dass nuamfakroskopische Systeme nicht mit der Genauigkeit

h messen muss. Deshalb kann mandiese Systeme immer alle Drehimpulskomponenten gleichzeitig
und genigend genau messen.
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12.3 Die Schrodinger-Gleichung

In Kapitel 2 haben wir aus den Maxwell-Gleichungen eine Wellengleichungléktromagnetische Wel-
len abgeleitet. Diese Wellengleichung stellt eine Bewegungsgleichurndpg’ elektrische und magneti-
sche Feld dar. In diesem Abschnitt wollen wir nun eine Bewegungsgleichurngdteriewellen disku-
tieren, die es uns erlauben wird, mikroskopische Systeme in einer nicht-relativistisetiemuNg zu
beschreiben. Diese Bewegungsgleichung wurde zuerdEmmimn Schrodinger im Jahr 1926 aufgestellt
und wird deshallschbdinger-Gleichunggenannt. Obwohl die von Sabdtinger gefundene Wellenglei-
chung fir Materie genauso wie didewton’schen Bewegungsgleichungeoht wirklich ableitbar ist,
wollen wir im Folgenden doch versuchen, sie mit Hilfe von experimentellen Tatsachen zu motivieren.

Mit Hilfe der Schiodinger-Gleichung &rinen wir die Materiewellenfunktiok(r ,t) fur einige einfache
Situationen berechnen. Das Absolutquadrat dieser Wellenfunktion wird uns dann die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit fir ein Teilchen angeben. Die Beschreibung von klassischen Teilchen durch Materiewellen
fuhrt dazu, dass wir die klassische, deterministische Beschreibung der zeitlichen Entwicklung von Ort
und Impuls eines Teilchens ersetzenssén durch eine statistische Behandlung, bei der wir lediglich
Wahrscheinlichkeitenuif” die Ergebnisse einer Messung dieseof@nri angebendkinen. Es tritt dabei

eine prinzipielle Unscarfe auf, die eine gleichzeitige scharfe Messung von Ort und Impuls verhindert.
An die Stelle einer wohldefinierten Bahnkurwé), die wir aus der klassischen Mechanik kennen, tritt
nun eine WahrscheinlichkeR(r ,t)dV = |W(r,t)dV, ein Teilchen zur Zeit in einem Volumenelement

dV an der Stelle zu finden.

12.3.1 Formulierung der Schrodinger-Gleichung

Fur Teilchen mit wohldefiniertem Impuls kann es sich bei der entsprechenden Wellenfunktion nur um
eine ebene Welle der Form

Wr,t) = Wyexpik-r—iwt) (12.3.1)
handeln. Wir haben ferner gesehen, dass wir Wellenpaketeauimlich lokalisierte Teilchen beschrei-

ben, aus einer linearen Superposition von ebenen Wellen erhalterei.

Die Teilchen besitzen ferner die Enerdiedie mit dem Impulsp Uber

2
E - 2 (12.3.2)

verbunden ist. MiE = /i undp = ik ergibt dies die Dispersionsrelatién

21,2
hw = % (12.3.3)

Wir suchen eine Bewegungsgleichung flie Wellenfunktion®(r,t) mit den folgenden Eigenschaften:

151m allgemeinen Fall, dass zaiglich eine potentielle Energié(r) auftritt, ist die Dispersionsrelation auf der rechten Seite
durchV(r) zu ergnzen.
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e Sie muss eine Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit sein, ddmit) durch die An-
fangsverteilung¥(r,0) bestimmt ist.

e Sie muss linear it(r,t) sein, um die Superposition von mehreressuigen zu erpglichen.

e Sie muss homogen sein, damit die resultierenden Wellenfunktiomeall€" Zeiten normierbar
sind.

e Harmonische Wellen der Fors¥(r,t) = Aexpli(k - r — wt)] sollten Losungen sein, damit man
durch die Superposition dieseo&lingen Wellenpakete konstruieren kann.

e Die Dispersionsrelation sollte eift sein.

Wir betrachten zuachst ein freies Teilchen uF das freie Teilchenddinen wir

pwW(r,t) = RkW(r,t) = —ird¥Y (r,t) (12.3.4)

schreiben. Es liegt daher nahe, den Impguiait dem Operator-iAll zu identifizieren:

p — —ikd. (12.3.5)

Im quantenmechanischen Bildkrien wir jeder klassischen Messf€ einen Operator zuordnen, wobei

sich die physikalischen Messwerte als Erwartungswert dieses Operators ergeben (eine genaue Diskussion
dieses Zusammenhang wird im Rahmen der theoretischen Quantenmechanik gegelok).Ifpuls-

operator in der Ortsdarstellungussen die ebenen Wellen die Eigenfunktionen darstellen. Genau dies
kommt in (12.3.5) zum Ausdruck:

pwW(r,t) = pWoexp(ik-r —iwt) = —ih@ jexp(ik-r —iwt)
= hkWyexpik-r —iwt) = hkW(r,t). (12.3.6)

Wir kbnnen nun diese Beziehung in die Impuls-Energie-Beziehung (12.3.2) eines freien Teilchens ein-
setzen und erhalten dadurch

EW(r.t) = 2p—mLIJ(r,t) = AWy = % W(r,t) . (12.3.7)

Wir missen jetzt noch eine Annahmeber die Zeitabangigkeit der Wellenfunktion machen. Wir sind
dabei dem de Broglie’'s Symmetriegedanken und haben die gleiche Zaigigkeit

W(r,t) O exp—iot) (12.3.8)
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gewahlt wie flir Photonen. Hierbei ist die Frequenz durch

E
= — 12.3.

w - (12.3.9)

gegeben, wodurch wir
0

EW(r,t) = hwW¥(rt) = Ihd_t W(r,t) (12.3.10)
erhalten. Aus (12.3.10) und (12.3.7) erhalten wir dann

ih2 Yr,t) = —h—ZA W(r,t) (12.3.11)

ot o 2m o e

Falls wir es nicht mit einem freien Teilchen zu tun haben, sondern sich dieses in einem Paténzjal
befindet, so ist seine Energie durch die potentielle Energie auneegy. Scludinger postulierte nun, dass
der Zusammenhang (12.3.11) auch bei zeiagfiger potentieller Energie gelten soll:

.0 h?
2w = <—%A+V(r,t)> W) - (12.3.12

Diese Gleichung wurde erstmals 1926 \BrSchrodinger angegeben und wird nach iteeitablngige
Schidinger-Gleichunggenannt. Sie ist eine Differentialgleichung tiie Wellenfunktion oder Zustands-
funktion W(r,t) und spiegelt die Eigenschaften des betrachteten Teilchens oder Systems wider, wobei das
Potenzial Randbedingungen erzwingt, denen disungsfunktion gehorchen muss. Dieltgjkeit dieser
Gleichung wurde mittlerweile durch zahlreiche Experimentediiggt”

Ist das Potenzia¥/ (r) nicht explizit von der Zeit abdrigig, so faktorisiert die @Sungsfunktion in einen
orts- und zeitabéiigigen Anteil, d.h. sieast als Produkt

Wrt) = Wr)-ot) . (12.3.13)

schreiben. Um dies explizit zu zeigen, setzen Wir) - ¢(t) in die Schodinger-Gleichung ein. Wir
erhalten dann

w(r)~<ih% (p(t)> = cp(t)-[(—g—;AJFV(r)) LIJ(r)} . (12.3.14)
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Erwin Schrodinger (1887 -1961) — Nobelpreis fur Physik 1933

Erwin Schodinger wurde am 12. August 1887 in Wien geboren. Nach der
Schulausbildung am k. u. k. Akademischen Gymnasium in Wien studig
Schidinger Mathematik und Physik in Wien. 1910 wurde er mit einer A
beit “Uber die Leitung der Elektrizt auf der Oberéiche von Isolatoren an
feuchter Luft” promoviert und begann als Assistent am 2. Physikalische
stitut der Universit Wien. Hier habilitierte er sich im Jahre 1914. Anschlig
Bend nahm er als Offizier der Festungsartillerie am ersten Weltkrieg
Nach mehreren Aufenthalten an verschiedenen deutschsprachigen U
sitaten (Wien und Jena, Dozent; Stuttgart, Extraordinarius; Breslau, Ord
rius) ging er 1921 an die UniverattZiirich undubernahm nach Albert Ein-
stein und Max von Laue den LehrstubtfPhysik. Am 1. Oktober 1927 folg-
te er einem Ruf auf den LehrstuhirfTheoretische Physik der Univeusit”
Berlin und wurde somit Nachfolger von Max Planck. Die Machtergreifu
Hitlers im Jahre 1933 wauf Deutschland nicht nur in politischer, sonder
auch in wissenschaftlicher Hinsicht ein Wendepunkt. In den ersten Wod
des Naziregimes wurden tausende Gelehrte infolge politscher und rassij
Verfolgung aus ihremtern entlassen. Die Zerschlagung Berlins als phy~
sikalische Hochburg einerseits, eine zutiefstdeilich-humanistische und
antifaschistische Grundhaltung Setlirigers andererseits, veranlassten ihn im Oktober zur Emigration nagh Ox-
ford. Kurz darauf erhielt er die Nachricht, dass ihm zusammen mit demaBdet 'Paul Dirac der Nobelpreis

fur Physik des Jahres 1933 (in Anerkennung der Entdeckung und Anwendung neuer fruchtbarer Formulierungen
der Atomtheorie) zugesprochen worden war. Nach drei Jahren des Exils zog es ihn 1936 an die atrGrait”
Nach Anschlus©sterreichs an Hitlerdeutschland im Jahre 1938 wurded8iamgér aber frist- und pensionslos

aus dem Grazer Ordinariat entlassen, wonach er fluchtartig das Land verlie3. Nach Aufenthalten in Oxford und
Belgien ging er im Oktober 1939 an das Institute for Advanced Studies in Dublin, wo er bisdt8hé/ar. Im
April 1956 kehrte er nach Wien zuek, trat wenige Tage nach seiner Ankunft ein “ad personam Ordinariat f*
Theoretische Physik” an. 1957 erfolgte Smilirigers Emeritierung. Er schied aber erst nach einem so genannten
Ehrenjahr 1958 aus dem Dienst aus. Seine letzten Lebensjahre verlebte er relafigenogen im Alpendorf
Alpbach, in Tirol.

Erwin Schodinger verstarb am 04. Januar 1961 in Wien.

Die Ausduicke in den Klammerndrigen jeweils nur vom Ort bzw. der Zeit ab. WiaréEn deshalb
schreiben

ih% ot) = h(r) () (12.3.15)
hZ
und (—%A+V(r)> Wr) = ogt)¥(r), (12.3.16)

wobei die Funktionemgy(t) undh(r) noch zu bestimmen sind. Einsetzen dieser Beziehungen in (12.3.14)
ergibt

Wrh(ret) = et)gt)W(r) , (12.3.17)

h(r) = dgt) (12.3.18)
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fur alle (r,t) fuhrt. Es kann sich also bei den gesuchten Funktionen nur um eine Konstante handeln, die
wir mit E bezeichnen wollen, da sie die Dimension einer Energie hat. Damitédi wir (12.3.15) und
(12.3.16) schreiben als:

ih% ot) = E o) (12.3.19)
und (—5—;&+V(r)> W) = EW(r), (12.3.20)

Gleichung (12.3.19) hat die einfacheduing

pt) = (poexp(—i %t) , (12.3.21)

d.h. wir erhalten eine harmonische Zeitabljigkeit. Damit ergibt sichuf’die Wellenfunktion im stati-
ondren Fall eines nur vom Ort alhgdigen Potenzials

Wr,t) = W(r) exp(—i%t) . (12.3.22)

Der Vergleich mit einer ebenen Welle zeigt, dass die Konstgrtientisch mit der Gesamtenergie des
untersuchten Systems ist. Der Ausdruck

hZ
H = o BV (12.3.23)

ist das quantenmechanische Analogon zur klassischen Hamiltonfunktion

p— iz
H = J_+V(r). (12.3.24)

Wir bezeichnen diesen Ausdruck daherldEmilton Operator.Z. Gleichung (12.3.20) besagt, dass es
sich bei der Funktiod!(r) um eine Eigenfunktion vor#” mit dem EigenwerE handelt:

hZ
HY(r) = <—%A+V(r)> Wr) = EW(r) . (12.3.25
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Diese Gleichung bezeichnet man akitunabfngige Schidinger-GleichungSie stellt ein Eigenwert-
problem dar. Die Ga3eE nimmt ein Spektrum von WerteR, an, die die Eigenwerte zum Operator
¢ fur die Eigenfunktionen¥, sind. Die Eigenwert&, sind die noglichen Energieeigenwerte des Sy-
stems und sind nach Voraussetzung zeitlich konstant. Die Zahlenwertg, waiissen aus derdsung
der zeitunabarigigen Eigenwertgleichung (12.3.25) ermittelt werden.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte

W (r,t)W(r,t) = exp(i%t) LIJ*(r)-exp(—i%t> W(r) = W (rW(r) (12.3.26)

ist unablaihgig von der Zeit. Aus diesem Grund nennen wir die Zng€, die durch die Eigenwerig

und die Eigenfunktionen¥, beschrieben werdestatiorire Zusindedes Systems. Das Konzept der
statioraren Zustihde basiert auf der Annahme, dass der Hamilton-Operator nicht explizit von der Zeit
abhangt.

Wir mochten hier noch einmal daran erinnern, dass die Energie eines Systems aus Symuneéaiegr”
eine Erhaltungs@fie darstellen muss, falls das System homogen in der Zeit ist, d.h. seine mathematische
Beschreibung nicht explizit von der Zeit abofgt. Dies ist @it ein nur vom Ort abérigiges Potential

V(r) der Fall. Im allgemeinen Fall wird sich das System allerdings zeitlich entwickeln, d.h. es wird
sich nicht in einem Eigenzustand des Hamilton-Operators befinden. Die Efeigiedannuber den
Erwartungswert des Hamilton-Operatdrg”) zu ermitteln.

Bevor wir Losungen der Schdinger-Gleichung di’ die verschiedenen physikalischen Situationen su-
chen, wollen wir noch einige zusammenfassende Bemerkungen zu dedBgar-Gleichung selbst
machen.

1. Die Schodinger-Gleichung ist eine Differenzialgleichung erster Ordnung in der Zeit und zwei-
ter Ordnung im Ort. Ort und Zeit werden deshalb nicht gleichwertig behandelt. Sie kann daher
nicht relativistisch invariant sein. Dies verwundert uns nicht, basierte doch unsere Motivation der
Schidinger-Gleichung auf der nicht-relativistischen Energie-Impuls BezieEirgs/2m. Re-
lativistische Verallgemeinerungen der Satliriger-Gleichung wurden relativin’vorgeschlagen.
Dabei boten sich zwei Wege an. Es galt entweder eine Gleichung zu finden, die nur zweite Ab-
leitungen enthlt (Klein-Gordon-Gleichung), oder aber eine Gleichung die sich auch beim Ort
mit den ersten Abbleitungen beggt (Dirac-Gleichung). Beide Wege haben physikalisch ihre Be-
rechtigung und dhren auf Wellengleichungemrf'Bosonen und Fermionen. Diese Gleichungen,
die librigens automatisch die Antiteilchen sowie den Spin implizieren, sollen hier nicht diskutiert
werden.

2. Die Tatsache, dass die Sotlitiger-Gleichung erster Ordnung in der Zeit ist, hat den Vorteil, dass
als Anfangsbedingung die Kenntnis vB#{r,t = 1)) ausreicht® Die Newton’schen Gleichungen
sind ja bekanntlich zweiter Ordnung in der Zeit und deshallobegeri sie zu derendsung nicht
nur die Orte sondern auch die Anfangsgeschwindigkefienliches gilt tir die elektromagneti-
schen Wellen. Auch dort ist die Wellengleichung zweiter Ordnung in der Zeit. Als Anfangsbedin-
gungen beatigen wir sowohlA als auchA, d.h. das magnetische und das elektrische Feld zum
Anfangszeitpunkt. Dies ist nicht verwunderlich, basiert doch die Wellengleichung auf den funda-
mentaleren Maxwell-Gleichungen, die erster Ordnung in der Zeit sind, aber zwei EeloeB
enthalten.

16Bjtte beachten sie, dass dies im Unterschied zur klassischen Mechanik immer noch die Kebetatshlbar vieler
Funktionswerted(r,t =t,) impliziert.
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3. Die Wechselwirkung mit anderen Teilchen ist in der 8dmger-Gleichung, wie sie hier darge-
stellt wurde, nicht enthalten, es sei denn, dass diese €in Feld beschrieben werden kann. Dies
ist natirlich nicht immer der Fall, weshalb wir eine erweiterte Theoriedbgen, sobald wir es
mit komplizierteren Wechselwirkungsprozessen zu tun haben.

4. Die Schodinger-Gleichung endit'die Masse als Parameter. Sie bezieht sich daher auf ein System,
in dem die Teilchenzahl erhalten ist.

5. Die Schodinger-Gleichung endit explizit die GoRe . Dies ist bei der Wellengleichung des
elektromagnetischen Feldes nicht der Fall.

6. Die Schodinger-Gleichung ist komplex und damit auch der@surigen. Zwar hat auch die Wel-
lengleichung des elektromagnetischen Feldes kompleseigen, wir kitnnen aber immer reelle
physikalische Wellenfelder durch Linearkombinationen erhalten. Im Photonenbild impliziert dies
die Kombination von Quanten mit entgegengesetzten Impulsen.

12.3.2 Vertiefungsthema:
Anmerkung zu quantenmechanischen Operatoren

Operatoren spielen in der Quantenmechanik eine zentrale Rolle:

1. Man geht davon aus, dass jeder physikalischen ObservBl@anOperator?” entspricht.

2. Die einzigen mglichen Werte, die bei einer Messung der physikalischesf3&@duftreten érinen,
sind die Eigenwerte der Gleichung

PY = PY . (12.3.27)

Die Schodinger-Gleichung in der Form (12.3.25) ist ein spezieller Fall dieser Beziehung.

3. Bei wiederholter Messung der @3€P ist der Erwartungswert, das ist das arithmetische Mittel
aller moglichen Messungen, gegeben durch

P) = /W*@Wdr. (12.3.28)

Nicht alle Arten von Operatoren sindaglich, physikalische Bedeutung haben nur so genametenite-
sche Operatorgmdie durch die Bedingung

/ W PWdr = / W 2 Wrdr (12.3.29)

definiert sind. Man kann zeigen, dass alle hermiteschen Operatoren reelle Eigenwerte haben.

SchlieRlich sei noch darauf hingewiesen, dass die Reihenfolge der Anwendung von Operatoren nicht
beliebig ist, sie sind nicht immer vertauschbar. Das gilt zuB @it und Impuls. Mit (12.3.5) folgt
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(P9] = P2-2P =ik . (12.3.30)

Hieraus kann man mit etwas mathematischem Aufwand die Heisenberg’'scheadfaselation ableiten.
Das heil3t, die zu nichtvertauschbaren Operatorerorgdri Observablen sind nicht gleichzeitig mit
beliebiger Schife messbar.

12.3.3 Vertiefungsthema:
Wahr scheinlichkeitsstrom

Wir wollen nun betrachten, wie sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit auf Grund depd@nbei-
Gleichung zeitlich entwickelt. Wir erinnern uns in diesem Zusammenhang an die Ableitung der Ener-
giedichte fir das elektromagnetische Wellenfeld. Die Energiedichte ist proportional zum Quadrat des
elektrischen Feldes und kann damit, wie in Abschnitt 12.2.4 diskutiert wurde, mit einer Aufenthalts-
wahrscheinlichkeitsfunktioW/(r,t) der Photonen identifiziert werdenuRVateriewellen gilt die gleiche
Uberlegung, nur muss hier das elektrische Feldt) durch die Wellenfunktiod¥(r,t) ersetzt werden.

Wir wollen nun einen Ausdruckuf’den Wahrscheinlichkeitsstrom ableiten. Dazu gehen wir wie folgt
vor:

e Wir multiplizieren die Schodinger-Gleichung von links mi(r,t).
e Wir multiplizieren die konjugiert komplexe Gleichung von links rfr t).

e Wir subtrahieren die beiden so erhaltenen Gleichungen.

Auf diese Weise erhalten wir

%(LIJ*LIJ)JF%(LIJ*AHJ—LIJAW*) = 0. (12.3.31)

Diesen Ausdruck &finen wir zu

%(w*w)m %(w@ —Yw )| = 0 (12.3.32)

umformulieren. Diese Gleichung hat die Form einer Kontiaisigleichung

‘;_ft’JrD.J _ 0. (12.3.33)

Die Grolie
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p = |Wr =W )W (1) (12.3.34)

ist somit wie die Energie oder die Massendichte in der klassischen Kontinuumsmechanik eine Erhal-
tungsgoRe. Diese Aussage ist konform mit unserer Interpretatior|¥on t)f als Wahrscheinlichkeits-
dichtel’ Fiir ein endliches Volumen gibt

h
= (W' —y ~* 12.3.
J 5 I( EIJ W) (12.3.35)

die Verinderung vonW(r,t)? an, das heiRt den Wahrscheinlichkeitsstrom durch die das Volumen ein-
schlieBende Obedthe.

17Es soll hier nicht verschwiegen werden, dass alternative Interpretationen dediBger:Gleichung existieren. Die hier
vorgestellte Interpretation geht in erster Linie auf Bohruolrund wird als Kopenhagener Deutung der Quantenmechanik
bezeichnet. Sie hat sich historisch als die am besten akzeptierte Interpretation durchgesetzt. Insbesondere de Broglie arbeitete
lange Zeit an einer alternativen Interpretation. Diese wurde von Bohm aufgegriffen und von Bell verteidighdDiggki
der Schodinger-Gleichung sind aber definitiv keine klassischen Massedichtewellen. D.aresnit'den Experimenten nicht
vereinbar, sich Teilchenwellen als klassisches Massefluidum vorzustellen.
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12.4 Anwendungen der Schrodinger-Gleichung

Wir werden in diesem Abschnitt diedsungen der Schdinger-Gleichung di' einige einfache Poten-
zialformen untersuchen. Dabei sollen die wesentlichen Eigenschaften quantenmechanisarateZust”
deutlich gemacht und gegen diejenigen klassischer Systeme abgegrenzt werden. Diesegd rguaz-
tenmechanischer Zuwstde sind dif die Diskussion der Kern-, Atom-, Molek“und Festkfperphysik

von zentraler Bedeutung.

Im Grunde unterscheidet sich die Aufgabe, die 8dimger-Gleichung unter bestimmten Randbedin-
gungen zudsen, in nichts von dem analogen Problemen, die wir im Rahmen der Optik bereits kennen-
gelernt haben. Viele der in der Licht-Optik entwickelten Konzepte finden sich deshalb in der “Materie-
Optik” wieder. Dies reicht von den ebenen Wellen zur Beschreibung wn@siTeilchenausbreitung

Uber Reflexions- und Transmissionserscheinungen, bis hin zur Interferenz und Beugung von Materie-
wellen. Wir wollen in diesem Abschnitt nur einige wenige Beispiele diskutieren. Eineilalisfiere
Diskussionen wird in Rahmen der theoretischen Quantenmechanik gegeben.

12.4.1 Der kraftefreie Massenpunkt

Ist das Potenzial (r,t) =0, so istE = p?/2m=h?/2mA? = i?k? /2m. Setzt man dies in die Sabdlinger-
Gleichung ein, so edit man

KAV, EAV R 2NV

2
a2t o taa Y = 0. (12.4.1)

Zur Trennung der Variablen setzt méhals Produkt von drei Funktionen an

W= W 00W,) (2 (1242)

Setzt man dies in (12.4.1) ein, so altrhan

1 02w, 1 2y 1 02y
i k2 - 2 k2 - 3 k2
W, ox2 * 1+W2 e 2+W3 972 e

-0 (12.4.3)

mit

K2+ks+ks = k2. (12.4.4)

Damit ist das Problem auf diedsung der eindimensionalen Gleichung
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9%V, (x)
ax2

+KEW, (x) = 0 (12.4.5)

zurtickgefihrt. Die Losung dieser Gleichung sind ebene Wellen der Form

W (X)) = Ay exp(ikx) . (12.4.6)

Wichtig ist, dass all&-Werte und damit alle Energien im ganzen Rauogiith sind, da es keine Randbe-
dingungen durch ein Potenzial gibt. Diestingen nennt man deshalb ak@ntinuumglsungenDieses
Ergebnis besagt, dass die statioeri Losungen der Gleichung diejenigen sind, bei denen das Teilchen
mit gleicher Wahrscheinlichkeit an allen Orten aufgefunden werden kann. Dies machtuande@der
Symmetrie Sinn und erinnert an die ebenen Wellen der &tik.

Die Normierungsbedingung

/p dr — /w;wkdr — NAV = 1. (12.4.7)
\Y

kann in diesem Fall allerdings nicht angewendet werden, da das Integral im Intervalbo bis x =
nicht konvergiert. Um den Wertif ‘die Wahrscheinlichkeitsdichie = |Af abzuleiten, benutzen wir den
Wabhrscheinlichkeitsstroth

h * * _ B _
J = |gmW W )| = Dhk = pv. (12.4.8)

Wir sehen, dass der Wahrscheinlichkeitsstrom durctpdielso die Wahrscheinlichkeitsdichte mal die
Geschwindigkeit gegeben ist. Wir erhalten sorit flie Normierungsbedingung = Jv= Jm/hk. Rir

den Experimentator bedeutet dieses Ergebnis, dass die ebene Materiewelle mit einem kontinuierlichen
Teilchenstrom zu identifizieren ist.

Die ebenen Wellen, die wir alsdsungen dif das freie Teilchen erhalten haben, sind keine Eigenfunk-
tionen des Orts. Der Ort ist daher unbestimmt, was in der Tatsache zum Ausdruck kommt, dass der
Impulsoperator p nicht mit dem Ortsoperator r vertauscht. Es gilt

18Wie bei den ebenen Wellen in der Optik handelt es sich bei den ebenen Materiewellen um idealisiarigen; die
experimentell nicht erzeugt werdenriien.

19pen Ausdruck @i den Wahrscheinlichkeitsstronorien wir einfach ableiten, indem wiit = ik verwenden.Wir erhalten
dannJ = [%(Wikw— w(—ik)w*)] S 2ikp = MKp.

= 2mi
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(px-x)W(r,t) = —ih;—x(xw(r,t))
= —ihw(r,t)+x(—ih%W(r,t))
= (—ih+Xx-p)¥P(r,t) . (12.4.9)

Analoge Gleichungen erhalten winrfdie anderen Komponenten, was wir in

[fa,Pgr] = (Ta Pgr) = (Pgr - Ta) = 178y 4 (12.4.10)

zusammenfasserokien.

Wir wollen dieses Nichtvertauschen der Operatoren noch einmal aus der Sicht des Experimentators be-
trachten. Messen wir den Impuls des Systems, so zwingen wir das System in einen Eigenzustand von
p. Eine nachfolgende Ortsmessung wird mit gleicher Wahrscheinlichkeit einen beliebigeru\éhf”

Ort liefern. Vertauschen wir die Reihenfolge der Messungen, so befindet sich das Teilchen nach der
Ortsmessung in einem Eigenzustand des Ortsoperator$y @.hentspricht einer Delta-Funktion

W(r) = o(r—ry), (12.4.11)

wobeir, dem Messwert entspricht. Die Delta-Funktion in ebenen Wellen ausgdrd.h. nach Ei-
genfunktionen des Impulsoperators zerlegt, altthlle Impulse mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Es gilt
(vergleiche Anhang B.3)

5(r—ry) = %T/exp[ik(r—ro)dg’k. (12.4.12)

Der Impuls ist daher nach der Ortsmessungig unbestimmt. Analogdsst sich zeigen, dass sich die
Messungen von @if3en, deren Operatoren vertauschen, nicht beeinflussen. So kann im Falle des freien
Teilchens sowohl der Impuls als auch die Energie exakt angegeben werdghnaiap vertauscht. Das
gleiche ist fir die Energie und den Ort nichtaglich.

12.4.2 Teilchen im eindimensionalen Potenzialtopf

Wir betrachten nun ein Teilchen in einem eindimensionalen Potenzialtopf der 8(siehe Abb. 12.12).
Der Einfachheit nehmen wir an, dass dieht"des Potenzialtopfes unendlich hoch sein soll, das heif3t,
es soll gelten

fur 0, x>a
V(x) = {°° ar x<4x>a (12.4.13)
0 sonst
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Das Teilchen ist zwischen den Koordinatea 0 undx = aim Gebiet Il eingesperrt. Wir ossen deshalb
aus der allgemeinendsung (12.4.6) diejenigen aussuchem, die H (x) aul3erhalb des Potenzialtopfs
(Gebiet I und 1ll) verschwindet. Aus @nden der Stetigkeit verlangen wir, dass disuiig bereits an
den Begrenzungen verschwindet. Wir machen den Ansatz

W (x) = Acexp(ikx)+A  exp(—ikx) . (12.4.14)

[/, /1Y
1] 1
V=0 0 a X

Abbildung 12.12Eindimensionaler, unendlich hoher Potenzialtopf.

Die Randbedingungen lauten somit

W (0 = A+A , =0 (12.4.15)
W.(a) = Acexpiika)+A  exp(—ika) . (12.4.16)

Aus (12.4.15) folgt wegeA, = —A_,, dass¥ nur durch Sinusfunktionen dargestellt werden K&rDie
zweite Bedingung (12.4.16) besagt, dass die Sinusfunktion aush=baverschwinden muss. Schliel3en
wir die triviale LosungA, = —A_, = 0 aus, so muss ska= 0 sein, d.h. es muss gelten

ka = nm mit n=2123,... . (12.4.17)

Damit erhalten wir die bSung

Wx) = Asin(%ﬂ X) . (12.4.18)

Damit erhalten wir die Energiewerte

20Es gilt sinx = & (€% —e ™).
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|
\ L\ =T
N/
= TN 5 u
7 ’ \/f Qo
SRR N ¥ |
= ™ TN n=1-

Qo Q2 04 06 a8 10 00 a2 04 06 08 10 Q0 02 4 06 08 10
x/a x/a x/a

Abbildung 12.13:Eigenfunktionen, Wahrscheinlichkeitsdichten und Energieniveaus eines Teilchens in
einem unendlich hohen Potenzialtopf.

21,2 2
W R, Eqn’ (12.4.19)

E = =
" 2m 2ma

mit E; = %. Es sind also nur ganz bestimmte Energiewerte erlaubt, die Energie des Teilchens ist

gquantisiert Die entsprechenden Zastde werden algebundene Zuistdebezeichnet, da das Teilchen
in einem vorgegebenen Bereich der Ortskoordinate fixiert ist.

Aus der Normierungsbedingung ergibt sich die Amplitule= \/2/a und somit erhalten wir die
Losungsfunktionen

W, - \/g sin(%ﬂ ) (12.4.20)

Die Eigenfunktionen, die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten und die Energieeigenwerteisiid fWerte
n=1,2 3 der Quantenzahi in Abb. 12.13 dargestellt. Die statiarén Losungen entsprechen stehenden
Wellen. Die Frequenzen der Eigenschwingungen nehmen quadratischzmitDie Analogie mit den
stehenden Wellen in einem abgeschlossenen System, z.B. einer schwingenden Saite, ist offensichtlich.

12.4.3 Tellchen im dreidimensionalen Potenzialtopf

Man kann leicht zeigen, dass maur €inen dreidimensionalen, unendlich hohen Potenzialtopf mit den
Abmessungem, ,a,, a, die Lésung

~ n, T n,T N, 7T

W(x,y,z2) = Asin (L x) sin(L y) sin (i z) (12.4.21)
& ) a3

mit
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2 g n n
2 ¥+%+% 2 (12.4.22)
und
21,2 2 2 2 2
S, S L L S (12.4.23)
2m  2m \a a aj
erhdlt.

Eine ganz wichtige Tatsache ist, dass der Grundzustand des Systems, d.h. der energetisch tiefste Zu-
stand, nicht die EnergiE = 0 besitzt, sondern den W%ﬂ; einnimmt. Der Grund daif"liegt in der
Unsclarferelation. Da der Ort des Teilchens nur innerhalb eines Intervalls der AbmeSsung fest-
gelegt ist, ist die Impulsunselfe gleichAp = h/a. Wenn wir annehmen, dass der Impplselbst min-
destens den Wefip haben muss, seltzen wir eine minimale Energig = A1 ab, die mit dem Wert

2ma?
aus (12.4.19) bis auf einen FaktouBereinstimmg!

Ein wichtiges Beispieldi einen dreidimensionalen Potenzialtopf stellen Zentralpotenziale dar. Zentral-
potenziale wurden bereits im Rahmen der klassischen Mechanik z.B. bei der Diskussion der Planetenbe-
wegung behandelt. Zentralpotenziale spielen aber auch in der Atomphysik (z.B. elektrostatisches Kern-
potenzial), der Kern- und Teilchenphysik (z.B. Beschreibung der starken Kraft) und deopesptiysik

(z.B. Quantendots) eine bedeutende Rolle. In der Mdf#kysik (z.B. Beschreibung der chemischen
Bindung) spielt ferner das harmonische Oszillatorpotenzial eine grof3e Rolle bei der Beschreibung von
Schwingungen von Atomen um ihre Gleichgewichtslage.

Da Lésungen der Schdinger-Gleichung di diese Potenziale ausfilich im Rahmen der Kern- und
Teilchenphysik, der Festkperphysik und der theoretischen Quantenmechanik behandelt werden, wollen
wir hier auf eine Diskussion verzichten.

Ein Beispiel fir eine statioaie Elektronenwelle in einem zweidimensionalen Elektronengassystem auf
der Cu(111)-Oberéiche istin Abb. 12.14 gezeigt. Das zweidimensionale Elektronengas wird durch eine
ringformige Barriere aus Atomen, die mit einem Rastertunnelmikroskop auf der &iferfpositioniert
wurden, eingeschlossen. Man erkennt deutlich dasamngjfje Interferenzmuster innerhalb der Barriere.

12.4.4 Vertiefungsthema:
Der harmonische Oszillator

Ein wichtiges Beispieldi ein Teilchen im Potenzialtopf, das in vielen Bereichen der Physik (z.B. in der
Festlorperphysik) eine wichtige Rolle spielt, ist desrmonische OszillatotUnter einem harmonischen
Oszillator versteht man ein Teilchen in einem Parabelpotenzial mit der potentiellen Energie

1
Epot= 5 Dx?

21Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, dass der genaue Zahlenwert der unteren s ®fodukixAp von der
Definition der UnschifenAx und Ap abléingt, vergleiche Abschnitt 10.4.3.
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Abbildung 12.14Tunnelmikroskopische Aufnahme einer Cu(111)-Oberflache. Auf die Oberflache wurde
eine rechteckférmige (links) und eine stadionformige Barriere aus Fe-Atomen aufgebracht. Bei dem
Wellenmuster handelt es sich um eine stehende Elektronenwelle innerhalb der Barriere. Auch au3erhalb
der Barriere kommt es durch Uberlagerung der gegen die Barriere einlaufenden und der an der Barriere
reflektierten Wellen zu stehenden Wellenmustern (Quelle: IBM Research Division, Almaden, USA).

und der ticktreibenden Kraft
F=—0OEpu=—Dx .

Klassisch wird das Teilchen wie ein Massenpumiiehandelt, der an einer Feder mit der Federkonstan-
te D und der resultierendenugKstellkraftF = —Dx hangt. Der Massenpunkt kann dann harmonische

Schwingungen um seine Ruhelage mit der Frequenz

w — /D/m (12.4.24)

ausfihren. Rir die quantenmechanische Behandlungssgh wir die eindimensionale, statwa”

Schidinger-Gleichung (12.3.250%én:

R 2w 1
—— —— +DX*Y = EVY. 12.4.25
2m g T2 ( )

Mit (12.4.24) erhalten wir

2w 1,
was wir mit der Variablentransformatioh= x,/mw/% und der AbkirzungF = 2E/hw zu
(jz_w+(p_g)2w = 0 (12.4.27)
dzz = 4.
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umformen lonnen. kit F = 1 lautet die losung dieser Differentialgleichung
Wo(§) =Ae 2,

was wir durch Einsetzen in (12.4.27) leicht verifizieraankén. Wir machen deshalb den allgemeinen
Losungsansatz

WE) = HE)e 2. (12.4.28)

Setzen wir diesen Ansatz in (12.4.27) ein, erhalten wir die folgende Differentialgleichmfty §):

d2H dH
d—£2_2 E+(|=—1)H = 0. (12.4.29)

Diese Gleichung stellt eindermitesche Differentialgleichungdar, deren bsungsfunktionen dielermi-
teschen Polynomen€ ) vom Gradn sind?? Sie werden durch die Bestimmungsgleichung

n 2 dn _ g2
Ho(8) = (—1)"éf d—€”<e z) (12.4.30)

mitn=0,1,2,3,... undF — 1= 2n definiert, wie man durch Einsetzen in (12.4.29) nachvollziehen kann.
In Tabelle 12.3 sind die Hermiteschen Polynome bis zum 3. Grad aufgelistet. Die Normierungskonstanten
C, sind dabei so zu afilen, dass

00

/|w(x)|2dx:1

—00

gilt.
Die Hermiteschen Polynome lassen sich durch eine Potenzreihe

Hn(§) = i h&' (12.4.31)

darstellen. Die Reihe muss endlich sein, da séhé&f) fur & > 1 unendlich witde und dann die allge-
meine Losungsfunktion

W(x) = H(x) exp(—?—; x2>

nicht mehr fir allex normierbar vere. Setzen wir die Potenzreihe (12.4.31) in dei Differentialgleichung
(12.4.29) ein, so erhalten wir durch einen Vergleich der Koeffizienten gleicher PotérdierRekursi-
onsformel

22Dje Hermiteschen Polynomekiien in fast allen Lehtizhernuber Differentialgleichungen gefunden werden.

© Walther-Meil3ner-Institut



Abschnitt 12.4 Rysik Il 493

e [ () G |
o lhw Coe /2 (in)l 2
1 She C,28 e /2 (ﬁ) v
2| Shw | cC,(482-2)e ¥ (ﬁ)l 2
3| Iho | Cy(883-128)e 2 ()
4 Show C, (1654 —48¢ +12) e ¢/2 (384]:\/ﬁ> N
5|  Uhw | C, (32616063 +1208) e ¢/2 (W)l 2

Tabelle 12.3Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators.

(i+2) (i+Dh,, = [2i—(F-1)h . (12.4.32)

Falls&" die hochste Potenz in (12.4.31) ist, so migss, = O sein. Das heif3t, es muss gelten:

2n—(F-1) = 0 oder n= %(F—l) . (12.4.33)

Dan eine ganze Zabhl ist, erhalten wir folglich eine Quantisierungsbedingundjd Giol3eF = 2E /hiw,

das heil3t, dif die noglichen Energiewerte. Die Zahlerbezeichnet man alSchwingungsquantenzahlen

da sie die Schwingungsenergie eindeutig festlegen. Insgesamt erhalten wir also den folgenden wichtigen
Sachverhalt:

E, = how . (12.4.35

1
En = <n+—> hw n=0123,... (12.4.34
1
2

Wir sehen, dass dieoglichen Energiewerte des harmonischen Oszillaqrsdistant liegen und den Ab-
standi.w haben. Der niedrigste Energiezustand besitzt eine Energie,afieigals Null ist. In Abb. 12.15
sind die niedrigsten vier Schwingungszarsiié sowie ihre Absolutquadrate dargestellt. Letztere geben
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des schwingenden Teilchens an.

Wir wollen nun noch die klassische Wahrscheinlichkeitdict®/(&)/dé, ein Teilchen v@hrend des
Zeitintervallsdt im Ortsintervall zwischerd und & +d¢& zu finden, mit der quantenmechanischen Wahr-
scheinlichkeitsdichtéW(&)[? vergleichen. Bei einer Schwingungsperiofle= 271/ w ist die klassische
Wahrscheinlichkeit durch

dt 2 dt 2

dw, (&) = T2~ Tde ¢ = T(f)df (12.4.36)
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) E=72hw

~ E=52hw

E=32hw

E=12hw

3 >
0 X

Abbildung 12.15:Wellenfunktionen W, (gestrichelt) und ihre Absolutquadrate |Wp|? fiir den harmoni-
schen Oszillator.

gegeben, wobealt = d¢& /v(&) dasjenige Zeitintervall ist, in dem das Teilchen die Stret&eurticklegt.
Das heif3t, mifl = 211/ w betrégt die klassische Wahrscheinlichkeitsdichte

dwy(¢) = o w1
R = ™M@ - mdEa (12.4.37)
die quantenmechanische
dv‘gng(f) _ R (12.4.38)
Die Geschwindigkeit/(¢) = d& /dt ist gegeben durch
% = wy/2n+1-82 = w\/§2—-E&2 | (12.4.39)

wobei &, die Amplitude der Schwingung mit der Enerdig= (n+ 3)hw ist?

237ur Herleitung der Geschwindigkei /dt verwenden wir den Energieerhaltungssatz

m/dx\? 1 >
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Abbildung 12.16Quantenmechanische und klassische Wahrscheinlichkeitsdichte fir den eindimensio-
nalen harmonischen Oszillator.

In Abb. 12.16 sind die quantenmechanische und die klassische Wahrscheinlichkeitsdaliaitége Ei-

Durch die Substitutiox = &/#/mcw und mitE = (n+ 1/2)hw erhalten wir

1 m/dé\?> h 1__, h
E-(“*z)h“—i(a) mo T 224 e
und unter Benutzung vom? = D/m schlieRlich

2
(2n+l)w:(%<%> + W& n=0,1,2,3,...

dt

Durch Aufiésen nachié /dt erhalten wir

dé
E:w\/m:w,/gg—sz

Hierbei isté,, die Amplitude der Schwingung mit der Enerdig = (n+ %)hw, die man leicht dadurch eaht; indem man die
Geschwindigkeitlé /dt = 0 setzt, da diese an den Umkehrpunkten der Schwingung verschwindet.
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genschwingungen des harmonischen Oszillators gezeigt. Da die klassische Geschwindigkeit des Teil-
chens an den Umkehrpunkten der Schwingung Null wird, divergiert dort die klassische Wahrschein-
lichkeitsdichte. i & > &, wird die klassische Wahrscheinlichkeitsdichte null. Die quantenmechanische
Wahrscheinlichkeitsdichte ist dagegen aueh§ > & endlich, das heil3t, das Quantenobjekt kann sich

mit einer kleinen aber endlichen Wahrscheinlichkeit auch in dem Bereich aufhalten, der klassisch verbo-
ten ist. Lassen wir zuathst den Falh = 0 aul3er Acht, so sehen wir, dass auch die quantenmechanische
Wabhrscheinlichkeitsdichte in derakié der Umkehrpunkte maximal ist. Das Maximum der Wahrschein-
lichkeitsdichte mher sich den Umkehrpunkten mitofg€r werdendem immer mehr an.

Die klassische Wahrscheinlichkeitsdichte zeigt allerdings im Gegensatz zur quantenmechanischen kei-
ne Minima und Maxima, sie gibt vielmehr den Mittelwert der quantenmechanischen Vertgi#gay

an. Im energetisch niedrigsten Schwingungszustand differieren die klassische und die quantenmechani-
sche Beschreibung aufgrund der Nullpunktsenergiégz dVy, /dé hat an den Umkehrpunkteh= &,

Maxima, dW,m/dé dagegen ein Maximum béi = 0. Das heif3t, die quantenmechanische Wahrschein-
lichkeitsdichte ist dort am @iten, wo die klassische Wahrscheinlichkeitsdichte ihr Minimum besitzt.

Auch die Tatsache der endlichen Nullpunktsenefjie- 21w wird von der quantenmechanischen Be-
schreibung richtig wiedergegeben (siehe Abb. 12.13nend klassisch j& = 0 erwartet wird. Wir
haben bereits gelernt, dass die endliche Nullpunktsenergie eine Folge deatdasalhtion ist}

12.4.5 Durchgang durch eine Potenzialschwelle — Tunnelphanomene

Als weiteres Beispiel i’ die Beschreibung eines mikroskopischen Systems mittels deo@nbei-
Gleichung betrachten wir in diesem Abschnitt Tunnelpbimene. Diese treten immer dann auf, wenn
ein Teilchen gegen eine Potenzialbarriereaaftl"die es nach den Regeln der klassischen Physik nicht
Uberwinden kann, da seine kinetische Energie kleiner als dieeHier Potenzialbarriere ist. Diese Si-
tuation ist in Abb. 12.17 gezeigt. Wir nehmen eine eindimensionale BeweguxfRichtung an. Das
Teilchen habe die Energke und bewege sich zachst im potenzialfreien Gebiet |. Bei= 0 beginnt ein
PotenziaV, > E, das sich bix = d erstreckt und dann wieder auf Null aif.

Da die Energie des Teilchens kleiner als diehd der Potenzialbarriere ist, ist nach den Regeln der
klassischen Physik eine Bewegung des Teilchens in den Bereich Il jenseits der Barriereagtibhm”

Im Falle mikroskopischer Systeme kann das Teilchen aufgrund seiner Wellennatur die Barriere mit einer
endlichen Wahrscheinlichkeit durchtunneln und das Gebiet Il erreichen. Diese®iAbi ist analog

zur Totalreflexion in der Optik, bei der die Amplitude der elektromagnetischen Welleliséngang

in das Medium mit kleinerem Brechungsindex auch nicht abrupt, sondern exponentiell gegen Null geht.
Hat das Medium mit kleinerem Brechungsindex nur eine geringe Dicke, kann es deshalb “durchtunnelt”
werden.

Wir werden nun die in Abb. 12.17 gezeigte Situation analysieren. Die Wellenzahlen in den Gebieten |
bis 1l sind

2mE . .
ki, = 57 fur Gebiet I und Ill (12.4.40)
2m(E —V,)
kK, = — 2 fur Gebiet Il (12.4.412)
24Es sei hier noch darauf hingewiesen, dass in Abb. 12.15 nur siaticfuisainde gezeigt sind. Will man die Dynamik
diskutieren, so muss man Wellenpakete bilden, die auBer dem Ortsanteil noch den Zeitfaktdewexpnthalten. Dazu muss
das betrachtete Zeitintervalit klein gegember der Schwingungsperiode sein, damit eine germjend gute Ortsawf§ung
erhalten wird.
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DaE -V, < 0, istk, rein imagirar, das heif3t, die Wellenfunktion klingt in Gebiet Il exponentiell ab.

A V
VO

Y. S
SYATRTAY

0 d

XV

Abbildung 12.17Potenzialverlauf und Wahrscheinlichkeitsamplitude beim Tunneleffekt.

Entsprechend unseren obidéberlegungen machen wir folgenden Ansatedie Wellenfunktion in den
3 Gebieten:

W, = Agexplikx) . (12.4.44)

Der Einfachheit halber setzen wir die Amplitude der einlaufenden VWele 1. Ferner enthit W, nur
einen Term, da hier kein@icklaufende Welle zu erwarten ist.

Da die Barriere nur eine endlicheoHé hat, muss die Wellenfunktion im Bereich der Barriere nicht
verschwinden, wie dies beim unendlich hohen Potenzialtopf der Fall war. Als Randbedingung ergibt sich
deshalb nicht das Verschwinden der Wellenfunktion an dend@in der Potenzialbarriere, sondern die
stetige Anpassung der Wellenfunktion zwischen den einzelnen Bereichen. Aus der Stetigkgitindn

Y = dW¥W/dx an den Grenzen zwischen den einzelnen Gebieten, d.lx.-b@& undx = d, ergeben sich
folgende Bedingungen:

1+A , = A+A, (12.4.45)

ki —KA ;= kA —KA , (12.4.46)

A explik,d) + A ,exp(—ik,d) = Agexp(ik,d) (12.4.47)
k

A explik,d) — A ,exp(—ik,d) = A3k—1exp(ikld). (12.4.48)
2

Aus diesen 4 Gleichungerokinen wir dieA ;, A, undA_, eliminieren und erhalten
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4K, ky exp(— ik, d)

= . 12.4.4
Ao = T rigrexp—ikd) — (k) Zexplikd) (12.449)
Dak, rein imagirar ist, schreiben wik, = ik mit
2m(V, — E)
K — > (12.4.50)
und erhalten damit
4ik —ik
ke exp—ik,d) (12.4.51)

Ay = (k, +iK)2exp(—kd) — (k, — iK)2exp(kd)

Mit den hyperbolischen Funktionen cosk (&4 e *)/2 und sintx= (e — e %) /2 erhalten wir schlief3-

lich

s = (k@ k2)sinh(kd) + 2i,k coshikd)

(12.4.52)

Da die ankommende Welle die Amplitude = 1 hat, gibt|A3|2 die Wahrscheinlichkeit an, das Teilchen
in Gebiet Il zu finden. Wir bhnen deshalb den Transmissionskoefizieftets

T = AA

4k2k?

(k2 — k2)2sinl?(kd) + 4k2k2 cosif (kd)

(12.4.53)

einfiihren, wobei wir sinf(kd) = sint?(—kd) verwendet haben. Mit cosk— sini?x = 1 erhalten wir

dann

4k2k?

(12.4.54

(K2 + k2)2sintf(kd) + 4k2k2
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Dieser Ausdruckdsst sichdif groRe Werte vord, das heil3t hohe und breite Potenzialbarrieren mit der
Naherung® sinf? kd ~ % exp(2xd) weiter zu

4
(ﬁ + kﬁ>Zexp(2Kd) +4

K

(12.4.55)

ENI
L

vereinfachen. D& undk; in derselben Gaf3enordnung sind, ist der Vorfaktor vor der Exponentialfunk-
tion in der GolRenordnung von eins. Ferner kann die 4 im Nenner gdgamexpg2kd) vernachéissigt
werden, so dass wir schlie3lich diehErung

T ~

exp(—2kd) = exp(—2\/2m(V0 —E)d?/R2) (12.4.56

erhalten. Wir erhalten also das wichtige Ergebnis, dass der Transmissionskoeffizient exponentiell mit der
Dicke der Barriere abnimmt. ®frend also nach klassischer Auffassung ein TeilcherEmity, an der
Potenzialbarriere vollatidig reflektiert wrde, erfalt man quantenmechanisch eine endliche Wahrschein-
lichkeit dafiir, das Teilchen auch jenseits der Barriere zu finden, wo es mit derselben Geschwindigkeit
(k, = k;) weiterfliegt. Es scheint also durch den Wall durchzugehen, man spricht vom Tunneleffekt.

Fur ein Elektron ergeben sich folgende Wente dién Transmissionskoeffizienten:

| V,—E(eV)] d=1nm | d=3nm | d=10nm |

10 meV 0.346 41x10°% | 24x10°
100 meV || 35x102 | 43x10° | 27x10°15
leV 24%x10°|15x10 1| 92x10%

Wir sehen, dass bereitarfsehr kleine Barrierendicken von wenigen nm die Transmissionswahrschein-
lichkeit fur Elektronen sehr klein wird. In elektronischen Bauelementen, die auf dem Tunneleffekt be-
ruhen, missen deshalb sehufien Tunnelbarrieren verwendet werden. Die Herstellung solcher Tun-
nelbarrieren ohne acher ist technologisch oft sehr anspruchsvoll. Die Tunnelwahrscheinlichkeit von
makroskopischen Teilchen ist aufgrund ihrer grofen Masse selbst beisgtardTunnelbarrieren meist
verschwindend gering und deshalb auch experimentell nicht zu beobachten.

Tunnelptanomene spielen allerdings in vielen Bereichen der Physik eine wichtige Rolle. Insbesondere
soll hier auf

e dena-Zerfall schwerer Atomkerne,

e die Feldemission von Elektronen aus Fesgern,

e den Josephson-Effekt in Supraleiter/Isolator/Supraleiter Strukturen und

e die Rastertunnelmikroskopie

hingewiesen werden. Als Beispiel gehen wir im Folgenden kurz autbd£erfall schwerer Atomkerne
ein.

2 -
25Es gilt sintf(x) = (ex—ze ) — @re® 2 Leyp2).
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Beispiel: a-Zerfall schwerer Atomkerne

Viele Atomkerne mit einer Ordnungszahloffér alsZ = 82 (Blei) emittieren spontan Atomkerne des
4He, des am aiifigsten in der Natur vorkommenden Helium-Isotops. Wir nennen diese Atoméerne
Teilchen. Die kinetische Energie defTeilchen hat wohldefinierte Werte, woraus man folgern kann, dass

es sich bei dem Prozess um ein Zw@iérproblem handelt. Als Beispiel betrachten wir den spontanen
a-Zerfall des Polonium-Isotops mit der MassenzAkt 210:

210pg ., 206pp g | (12.4.57)

Die kinetische Energie der-Teilchen wird im Experiment z&, = 5.30 MeV bestimmt. Der spontane
Zerfall bedeutet, dass die ZaK(t) der Poloniumkerne exponentiell mit der Zeit abnimmt:

N(t) = N,exp—At) (12.4.58)

mit der Zerfallskonstante

A = }:In_Z (12.4.59)
T Tl/2

Die HalbwertszeiterT, , variieren zwischen 1®s fiir 232Th und 1068 fur 238U, Diese groRe Variation
zwischen verschiedenen Atomen um mehr als 24 Zehnerpotenzen lie3 sich nur scharene®di-
mov war der erste, der darauf hinwies, dass es sich bei dem Prozess um ein Tanogiph“handelt.
Aufgrund der exponentiellen Alaimgigkeit der Tunnelrate von der Barrierehle 'und -breite konnte die
grof3e Variation der Zerfallszeiten eakt werden.

Abb. 12.18 zeigt schematisch den Potenzialverlauf. Aus Streuexperimenten weil3 man, dass die Atom-
kerne einen recht scharfen Rand haben und dass die Radien der Atomkerne inanearig mit der
dritten Wurzel der MassenzaAlskalieren, d.h.

re O (L4x10 Bm).Al3 . (12.4.60)

Fur den Kern?'%Po errechnet man den Radigs= 8.3 x 10-1°m. Aus der radialen Abdrigigkeit der
potenziellen Energie

V() = %. (12.4.61)
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28 MeV

Tunnelprozess

Eq= 5.3 MeV ®
0

=V

'k My

gebundene Zustande

Abbildung 12.18Tunneleffekt beim a-Zerfall.

zwischen denw-Teilchen mitZ; = 2 und dem Tochterkerff®Pb mit(Z, — 2) = 82 errechnet man, dass
die Potenzialschwelle am Rand des Kerns etwa 28 MeV hoch sein solltex-Daschen hat allerdings

nur eine Energie von 5.3 MeV. Dies entspricht dem Wert des Potenzials bei einem Radids} x
10-'m. Daraus kann man folgern, dass @aJeilchen die Barriere durchtunnelt hat. Die gemessene
Zerfallsrate Il/z = 1.2 x 10’s) stimmt gut mit der berechneten Tunnelrakerein. Die Bestimmung der
Tunnelrate ist aufgrund deaumlichen Variation des Potenzials allerdings etwas schwieriger und soll
hier nicht vorgefihrt werderf®

26Der Transmissionskoeffizient wiktblicherweise al§ = exp(—2G) geschrieben un@ wird als Gammov-Faktor bezeich-
net. Der Gammov-Faktoramgt von der KernladungszaB} — 2 des Tochterkerns, der Enerdtedes a-Teilchens und vom
Verhéltnisr, /r, ab.
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12.5 Quantisierung gebundener Zustande

Wir wollen in diesem Abschnitt das in den vorangegangenen Abschnitten eimgefinstrumentari-

um dazu benutzen, die Eigenschaften einiger einfacher Systeme zu analysieren. Dabei werden wir das
Konzept derstatioriren Zusdndebenutzen. Inshesondere wollen wir sich frei bewegende Teilchen und
gebundene Teilchen diskutieren und ihre Eigenschaften zusammenfassen.

125.1 Kontinuierlicheund diskrete Energieeigenwerte
Kontinuumszustande freier Teilchen

Die Schodinger-Gleichung, die die Bewegung eines freien Teilchens beschreibt, unterliegt einer allge-
meinen Normierungsvorschrift und eventuell weiteren Randbedingungen durch ein Potenzial. Wichtig
ist, dass @it freie Teilchen alle Werte der Gesamtenergieglith sind und damit auch alle Werte der
kinetischen Energie. Man bezeichnet diese @ndé deshalb alsontinuumszushde

Ein typisches Beispiel ist eir-Teilchen, dass mit dem abstossenden Coulomb-Potenzial eines Kerns
wechselwirkt. Solange nur die abstossende Coulombkraft wirkt, gibt es keine gebundersarZuist”
System. Diex-Teilchen lonnen deshalb je nach Wahl der kinematischen Variablen beliebige Werte der
kinetischen Energie und des Drehimpulses annehmen.

Gebundene Zustande

Im Gegensatz zu freien Teilchen sind gebundene Teilchen durch ein Pok¢azigéin bestimmtes Volu-
men eingesclarikt. Durch diese Einscankung sind nur noch Zwstde mit bestimmten, diskreten Werte
der Gesamtenergie aglich. Die Eigenwerte der Sabdinger-Gleichung bilden ein Spektrum diskreter
Werte.

Ein typisches Beispiel ist ein Teilchen in einem eindimensionalen Potenzialtopf. Aufgrund der Rand-
bedingungen durch das Potenzial kann das Teilcherstatiore Zuséndemit diskreten Werten der
Energie besetzen. Den energetisch tiefsten Zustand nennen wir Grundzustand. Wir haben bereits in Ab-
schnitt 12.2.1 im Zusammenhang mit den Anmerkungen zum Bohr'schen Atommodell darauf hinge-
wiesen, dass sich die Quantisierungsbedingung auf ein Statatspridtblem eines schwingenden Sy-
stems mit Randbedingungen makflihren HAsst. Zusihde mit anderen Energiewerteningdén sich weg-
interferieren und deshalb nicht zu einem stagi@m’ Zustandutiren. Die diskreten Energieniveaus der
statiordren Zusahde lassen sich experimentell durch Beobachtung optistteeginge zwischen den
verschiedenen Niveaus bestimmen.

Historisch interessant ist, d&tiels Bohr bereits im Jahr 1913, also vor der Entwicklung der Quanten-
mechanik zur bsung der Probleme im Zusammenhang mit der Bewegung eines Elektrons im Zentral-
potenzial eines Atomkerns die zactist nicht aher beguihdeten Bohr'schen Postulate aufgestellt hat:

e FUr Elektronen in Atomen gibt es gewisse ausgezeichnete Bahnen mit diskreten Energieeigenwer-
ten, die ohne Abstrahlung durchlaufen werdemkén (Quantelung der Energie).

e Die Bahnen werden dadurch festgelegt, dass der Betrag des Bahndrehinipgiggs nur ein
ganzzahliges Vielfaches vanbetragen kann (Quantelung des Drehimpulses).

e Beim Ubergang eines Atoms von einer Bahn mit Ene@iezu einer mit Energiég, wird Licht
mit der Energieiwy, = E; — E, emittiert.
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Eine Begtindung dieser Postulate konnte erst durch die Quantenmechanik und das Konzept der stati-
ondren Zusthde gegeben werden (siehe hierzu die Diskussion zum Bohr'schen Atommodell auf Sei-
te 463).

12.5.2 Experimentelle Untersuchung der Energiequantisierung
Optische Spektroskopie

Eine Standardmethode zur Untersuchung der diskreten Energieniveaus in Atomen undléholsk™

die optische Spektroskopie. Dabei regt manaast lwhere Energieniveaus an, indem man die Ato-
me/Moleldle in eine Gas- oder Funkenentladung bzw. ein Plasma bringt, oder sie mit Teilchen oder Licht
beschieRt. Das von den angeregten Atomen bei ikieengang in weniger angeregte Niveaus oder den
Grundzustand abgestrahlte Licht kann mit hocheaghiden optischen Spektrometern analysiert werden.

Man beobachtete bei solchen Experimenten immer eine Reihe von so genannten Spektrallinign, die f*
jedes Atom oder Moleki"charakteristisch war. Historisch war das Zustandekommen der beobachteten
diskreten Emission- (bzw. Absorptionslinien) lange Zeit unverstanden. Es gelang aber, die beobachteten
Linien in Serien zu ordnen und auf diese Weise die diskreten Energieniveaus festzulegen. Dabei benutzte
man daRitz'sche Kombinationsprinziglas anhand von Abb. 12.19 veranschaulicht ist. Man addiert die
gemessenen Energien der einzeldeerginge und sucht nach Summenlinien, die diesen Kombinationen
entsprechen. Im Beispielavé

Esp+Ey = Eg - (12.5.1)

Dabei ist natiflich noch nicht geldrt, ob die Reihenfolge der Niveaus nicht invertiert ist. Hierzu kann
man allerdings Intensitsargumente heranziehen. Diehef angeregten Niveaus sind in der Regel
schwacher besetzt als die niedrig angeregten. Deshalb ist die IrgeesiEer Spektrallinie, die einem
Ubergang aus einen hoch angeregten Zustand entsprichtasklméls diejenige, die einéibergang
aus einem weniger hoch angeregten Zustand entspricht.

|| )

Abbildung 12.19Ritz'sches Kombinationsprinzip.

2003



504

R. GRoss Kapitel 12: Materiewellen

Der Franck-Hertz-Versuch

James Franck und Gustav Hertz zeigten bereits im Jahr 1914, dass Atome durch Elektrarnéstof

nur quantisiert Energie aufnehmeariien. Beim Franck-Hertz Versuch werden Elektronen in einer Va-
kuummhre (Triode) zwischen Kathode und Gitter beschleunigt (siehe Abb. 12.20a).dbie kst al-
lerdings nicht evakuiert, sondern mit QuecksilberdamptliefUm eine gleichmaRige Verteilung des
Quecksilbers in der &ire zu gewhrleisten, wird metallisches Quecksilber in dethRe’ deponiert und
der Hg-Dampfdruclkuber die Temperatur der gesamten Einrichtung, die sich zu diesem Zwecke in einen
Ofen befindet, kontrolliert. Zwischen Gitter und Anode liegt eine Gegensparturan typischer Wei-

se 1V ar?’ Experimentell beobachtet man Folgendes:dhthan die Beschleunigungsspanugso
nimmt der zwischen Gitter und Anode gemessene Stram. Bei einer Spannungdg ~ 5V beobach-

ten wir eine ziemlich abrupte Abnahme des Anodenstromes (siehe Abb. 12.20b). Diasesneh der
plotzlichen Anodenstromabnahme tritt bei weitererdininig der Beschleunigungsspannung periodisch
alle 4.9V auf.

Die historische Erldfung dieser Beobachtungen durch Franck und Hertz ist folgendermalRen: Elektronen
tragen zum Anodenstroiyp bei, falls ihre kinetische Energie am Gitteo@er ist als die zulberwindende
Gegenspannuny,. Die Elektronen sto3en auf inrem Weg von der Kathode zum Gitter mit den Hg-
Atomen zusammeff Da die Hg-Atome etwa 366 000 mal schwerer sind als die Elektronen, sind die
Stol3e klassisch gesehen elastischer Natur, d.hargierh nur die Richtung, nicht aber die Energie der
Elektronen.

Besitzen die freien Elektronen allerdings ggeind Energie, um ein gebundenes Elektron des Hg auf ein
angeregtes Niveau zu heben, so sind auch inelastische ProzegisehnDiese setzen wegen der Quan-
tisierung der Energieniveaus des Hg-Atoms abrupt ein uhdefi zu einem bestimmten Energieverlust
der Elektronen. Die so veogérten Elektronenddnen die Gegenspannuhj nicht mehruberwinden

und der Anodenstrom bricht deswegen ein.dftrhan die Beschleunigungspannunzei' den Schwell-
wert hinaus, so wird den Elektronen nach den inelastischeeBtkinetische Restenergie verbleiben.
Ubersteigt diese den Weet),, so setzt der Anodensstrom wieder ein und zwar bis zu dem Punkt, wo
die Restenergie ausreicht, in einem zweiten Stol3 eine weitere Anregungoseszulies geschieht bei
Ug = 2-4.9eV und allen weiteren Vielfachen von 4.9 eV.

Fur die Differenz zwischen dem angeregten und dem Grundzustand ergibt sich auf Grund dieser Inter-
pretation der experimentelle Wert

AE = E,—E,=49eV. (12.5.2)

Die Hg-Elektronen in angeregten Zantien werden wieder in den Grundzustandizkféllen (nach etwa
einer ns) und dabei Licht der Enerdieo = AE aussenden. Diese Photonenenergie entspricht wegen
c/v = ch/AE einer Wellenéinge von 253.7 nm, welche im UV-Bereich liegt. Licht dieser We#lagk
wird auch tatachlich experimentell im Bereich der Kathode beobachtet, sobald del}/Ver.9V in
der Beschleunigungsspannuabefschritten wird?

2’Die Gegenspannung ist so gering zahien, dass sie bei der gegebenen Temperatur keinen Anodenstrom durch Feldemis-
sion verursacht.

28Wie haufig die Stossprozesse sindnigt von vielen Parametern wie dem Dampfdruck des Quecksilbers und der mitt-
leren Elektronengeschwindigkeit ab. Auf diese interessanten experimentellen Details wollen wir hier aber nicht eingehen.
Dies ist auch gicklicherweise nicht notwendig, da wir uns nur flie Periodizist der Strukturen in der beobachteten Strom-
Spannungskennlinie interessieren und nicintdié absolute Stromintenatt”

29Die Physik, die sich beim Frank-Hertz Versuch im Detail abspielt, ist sehr komplex und interessant. Wir haben die Dar-
stellung hier stark vereinfacht. Historisch gesehen hat diese Einfachheit denbizur raschen Akzeptanz des Franck-Hertz
Versuchs und damit der Quantisierung von Energieniveaus beigetragen. Die Details sind in G.F. Hanne, American Journal of
Physics 56, 696 (1988) nachzulesen.
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Abbildung 12.20:(a) Schematischer Aufbau des Franck-Hertz-Versuchs. (b) Anodenstrom 1, in
Abhéangigkeit von der Beschleunigungsspannung Ug: Der periodische Abstand der Minima der Kenn-
linie erlaubt die Bestimmung der lonisierungsenergie von Quecksilber.

Durchstimmbare Laser und Synchrotronstrahlung erlauben uns heute, Atome undillglekielt mit
monoenergetischen Photonen anzuregen. Durch die Nutzung von mehreren Lasern und von Vielfachan-
regungsprozessen erreicht man immehédr angeregte Niveaus und schlie3lich sogar eine lonisierung.
Mit Hilfe solcher Techniken kann man deshalb nicht nur die Anregungsenergie des ersten angeregten

Zustands (wie beim Franck-Hertz-Versuch) sondern das ganze Anregungsspektrum eines Atoms oder
Molekiils bestimmen.
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Zusammenfassung

e Freie Elektronen konnen durch Glihemission aus heiRen Metallen, durch Feldemission
im elektrischen Feld oder durch ElektronenstoRionisation freier Atome erzeugt werden.

e Die Elementarladung und das Ladungs/Masse-Verhaltnis von Elektronen betragen
e =1.602 176 46263) x 10 1 As

und
% — 1.758 820 17471) x 10 As/kg.

e Elektronen besitzen einen Eigendrehimpuls oder Spin. Der Betrag des Drehimpulsvektors

Ist
3
S| = /h2s(s+1) = \/; h.

Die Projektion s, des Drehimpulsvektors s auf die z-Richtung ist
1
=+_h.
=53
Der Spin s des Elektrons ist mit einem magnetischen Moment u verkntipft, wobei

S
H= _gsUBﬁ

und S
Hz = _gsUBg-

Hierbei ist gs ~ 2 der Spin-g-Faktor des Elektrons und pg = % = 9.2740x 10°24J/T das
Bohrsche Magneton.

e Elektronen und andere massebehaftete Teilchen besitzen Wellencharakter, der experi-
mentell durch Beugungs- und Interferenzeffekte nachgewiesen werden kann (z.B. Elek-
tronenbeugung). Uber die de Broglie Beziehungen

_h
p|

und
o E
R

kdnnen Teilchen mit Impuls p und Energie E eine Wellenlange A bzw. ein Wellenvektor k
und eine Frequenz w zugeordnet werden.

e Materiewellen zeigen Dispersion, d.h. ihre Phasengeschwindigkeit Von hangt von der Fre-

quenz ab:
v w(k) 7k
Ph™ k — 2m’
e Teilchen kdnnen als Wellenpakete beschrieben werden. Die Teilchengeschwindigkeit v
ist gleich der Gruppengeschwindigkeit vy, des Wellenpakets. Es gilt vy, - Vph = 2.

e Wabhrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion:

Das Absolutquadrat |W(r,t)|? der Materiewellenfunktion gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir
an, ein Teilchen zur Zeit t in einem Volumenelement dV um den Ort r zu finden.
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e Heisenbergsche Unscharfe-Beziehung:

Ort und Impuls eines Teilchens kdnnen nicht gleichzeitig beliebig genau gemessen wer-
den. Die Heisenbergsche Unscharfe-Beziehung

AX-Apc > h

gibt eine untere Schranke fur die Unscharfen des Orts und des Impulses bei gleichzeitiger
Messung an.

Eine Unscharfe-Beziehung besteht auch flr Energie und Zeit:
AE - At > h.

e Bohrsches Atommodell:

Die Bedingung, dass die Materiewellenlange der Elektronen gleich einem ganzzahligen
Vielfachen des Bahnumfangs der Elektronenbahnen um den Atomkern sein muss, um
stationare Losungen (stehende Wellen) zu erhalten, fihrt zu einer Quantisierung der
maoglichen Bahnradien:

2mrp=n-A n=123,...
und der mdglichen Drehimpulse

IL|=n-h n=123,....
Die Unscharferelation macht die Stabilitat des tiefsten Atomzustandes mdoglich. Sie er-
laubt die Abschatzung des kleinsten Elektronenradius (Bohrscher Radius).

e Die erlaubten Energien fiir Atome sind diskret. Beim Ubergang eines Atoms vom Zustand
E; zum Zustand E, wird Licht mit der Frequenz w, = (E; — E,)/h abgestrahlt. Die Quan-
tisierung der Eergieniveaus kann experimentell mit optischer Spektroskopie oder dem
Franck-Hertz-Versuch nachgewiesen werden.

e Die quantenmechanische Beschreibung der Bahnkurve r(t) eines Teilchens wird durch
die Wahrscheinlichkeitsverteilung |W(r,t)|? ersetzt, deren raumliche Verteilung im Laufe
der Zeit breiter wird (Auseinanderlaufen des Wellenpaketes).

e Die Funktionen W(r,t) sind Losungen der zeitabhangigen Schrodinger-Gleichung

2

ih% W(r,t) = <—§—mA +V(r,t)> W(r,1),

die das Verhalten eines Teilchens der Massen m in einem beliebigen Potenzial V(r,t)
beschreibt. Mit dem Hamilton-Operator

H= p—2 +V(r,t)
2m
kann man zeitabhangige Schrodinger-Gleichung als
ihz W(r,t) =H WY(r,t)
ot
schreiben.
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e FUr stationare Probleme kann die zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung

2
(—g—rnAJrV(r)) W) = EW(r)

verwendet werden.

e FUr zeitabhangige Probleme liefert die Schrodinger-Gleichung zeitabhangige Losungen,
deren Absolutquadrat die zeitliche Bewegung des Teilchens beschreibt.

Fur zeitunabhangige Probleme lassen sich die zeitabhangigen Wellenfunktionen in eine
zeitunabhangige, reine Ortsfunktion und einen Phasenfaktor, dessen Exponent von der
Energie abhangt, aufspalten:

W(r,t) =¥(r) exp(i%t).

e Anwendungen der Schradinger-Gleichung:

— Teilchen im eindimensionalen, unendlich hohen Potenzialtopf:
Die moglichen Energiewerte sind

2
hn2n2

= — n=1,23,....
2m a2

n
— Teilchen im Parabelpotenzial:
Im Parabelpotenzial liegen die Energieeigenwerte

1
En:(n+§)hw n=123,...

des harmonischen Oszillators aquidistant.

— quantenmechanisches Tunneln:

Ein Teilchen der Energie E kann einen Potenzialwall der HOhe V,, > E und Dicke d
durchdringen. Die Tunnelwahrscheinlichkeit T hangt von V, — E und d ab und betragt

2m(V, — E)

T O exp(—2kd) mit K= 12 .
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