
Kapitel 12

Materiewellen

Wir haben in den vorangegangenen Kapiteln gelernt, dass elektromagnetische Strahlung neben Wellen-
eigenschaften auch Teilcheneigenschaften besitzt. In vielen Experimenten verh¨alt sich elektromagneti-
sche Strahlung so, als ob sie aus Lichtquanten besteht. Diese Lichtquanten k¨onnen als Korpuskeln der
EnergieE = �ω und des Impulsesp= �ω/c = h/λ aufgefasst werden. Die beiden sich nach klassischer
Vorstellung ausschließenden Eigenschaften sind Grenzf¨alle der das Licht vollst¨andig beschreibenden
Quantenelektrodynamik. Diese Teilcheneigenschaften einer nach klassischer Auffassung typischen Wel-
lenstrahlung legten schon sehr fr¨uh die Frage nahe, ob nicht auch umgekehrt die nach klassischer Auffas-
sung typischen Teilchen (z.B. Protonen, Neutronen, Elektronen, ....) neben ihren Teilcheneigenschaften
auch Welleneigenschaften besitzen. Experimentell gab es im 19. Jahrhundert keine direkten Hinweise auf
ein dem Licht analoges wellenartiges Verhalten mikroskopischer Materieteilchen. Das Hauptproblem,
das es zu Anfang des 20. Jahrhunderts zu l¨osen gab, betraf die Stabilit¨at der Atome, deren Existenz ins-
besondere auf Grund der Versuche vonRutherford (1910) nicht mehr zu bezweifeln war. Dass dieses
Problem allerdings eng mit dem Wellencharakter der den Kern umgebenden Elektronen verbunden sein
könnte, war zur damaligen Zeit nicht absehbar.

Im Jahr 1924 vermuteteLouis de Broglie, motiviert durch den Wunsch nach Symmetrie in der Natur,
dass auch Teilchen mit einer so genanntenMateriewelle verknüpft seien, deren Wellenl¨ange sich aus
einer Umkehrung der entsprechenden Beziehung f¨ur das Licht ergeben sollte. Er postulierte also eine
Materiewellenlänge (vergleiche (9.1.11)).1 Danach ist jedem Teilchen mit Impulsp = mv (hierbei ist
m die Masse des Teilchens undv seine Geschwindigkeit) ein Wellenvektork = p/� und damit eine
Wellenlänge

λ =
h
|p| .

sowie eine Frequenz

ω =
E
�

.

zugeordnet. Das Verh¨altnis von kinetischer Energie zur Wellenl¨ange ergibt sich dann zuEkin = p2/2m=
�

2k2/2m= h2/2mλ 2, was auf die die Dispersionsrelation

1de Broglie hat diese Thesen in seiner Doktorarbeit aufgestellt. Sie waren so revolution¨ar, dass der Pr¨ufungsausschuss v¨ollig
im Dunkeln dar¨uber tappte, was davon zu halten sei. Der ber¨uhmte franz¨osische Physiker Paul Langevin sandte ein Exemplar
der Arbeit an Einstein mit der Bitte um Kritik. Auf Grund Einsteins positiver F¨ursprache wurde die Arbeit akzeptiert.
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ω =
�

2m
k2 =

hπ
2m

1
λ 2 .

führt. Die Beziehung zwischen Frequenz und Betrag des Wellenvektors ist also nicht wie im Falle von
Licht linear sondern quadratisch.

Ist de Broglie’s Annahme begr¨undet, so m¨usste man bei Experimenten mit Teilchen Interferenzerschei-
nungen beobachten k¨onnen. Warum werden diese, im Gegensatz zum Licht, in unserem Alltag aber nicht
beobachtet? Dazu ist es n¨utzlich die Wellenlänge eines makroskopischen Objekts, wie z.B. einer Gewehr-
kugel, zu berechnen. Mith = 6.626× 10−34 Js ergibt sich f¨ur ein Teilchen, das eine Masse von einem
Gramm aufweist und sich mit 1000 m/s = 3600 km/h bewegt (d.h. einen Impuls vonp = 1 kg m/s hat)
eine Wellenlänge vonλ = 6.626×10−34 m. Diese Wellenl¨ange ist um ein vielfaches kleiner als die typi-
schen Gr¨oße der Atome. Das heißt, die Materiewelle trifft immer auf Objekte, die um Gr¨oßenordnungen
größer sind als ihre Wellenl¨ange. Dies ist beim Licht nicht der Fall. Dort kommt es st¨andig vor, dass
die Photonen auf beugende Objekte treffen, deren Ausdehnung im Bereich der Wellenl¨ange liegen. Beu-
gungseffekte treten aber, wie wir in Kapitel 5 gelernt haben, genau dann auf, wenn die Ausdehnung der
beugenden Objekte in den Bereich der Wellenl¨ange kommt. Deshalb ist es nicht verwunderlich, dass man
bei Experimenten mit makroskopischen Teilchen, wie z.B. einer Gewehrkugel, keine Interferenzeffekte
beobachtet. Wir werden sehen, dass dies bei mikroskopischen Teilchen, die aufgrund ihrer wesentlich
kleineren Masse wesentlich gr¨oßere de Broglie Wellenl¨angen haben, nicht der Fall ist.

Wir wollen in diesem Kapitel die Welleneigenschaften von Materie und die sich daraus ergebenden
Konsequenzen diskutieren. Im n¨achsten Abschnitt werden wir dazu zun¨achst kurz auf die elementaren
Teilchen eingehen, aus denen unsere Materie aufgebaut ist, und ihre grundlegenden Eigenschaften vor-
stellen.

c© Walther-Meißner-Institut
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12.1 Elementarteilchen

Nach unserem heutigen Wissensstand gibt es genau drei Generationen von Bausteinen in der uns bekann-
ten Welt. Die elementaren Teilchen sind dieQuarksund dieLeptonen. Die experimentelle Information
über die Zahl der Generationen ist 2.983± 0.025. Sie stammt aus Messungen der Zerfallswahrschien-
lichkeit des so genanntenZ0-Teilchens, die am CERN in Genf durchgef¨uhrt wurden.2

Eine Zusammenstellung der Quarks und Leptonen ist in Tabelle 12.1 gegeben. Zu jeder Generation
gehören zwei Quarks und zwei Leptonen und die jedem Teilchen zugeordneten Antiteilchen. Quarks
haben außer ihrer elektrischen Ladung noch eineFarbladung. Jedes Quark tritt in drei verschiedenen
Farben auf. Das Elektron (e−) und das Positron (e+) sind zusammen mit dem Elektron-Neutrino (νe) und
dem Elektron-Antineutrino (νe) Leptonen der ersten Generation. Sie sind stabile Teilchen. Sie k¨onnten
aus Energieerhaltungsgr¨unden nur in leichtere Teilchen zerfallen, z.B. in Photonen und Neutrinos. Dies
ist aber nie beobachtet worden.

1 2 3 Ladung [ e]

Leptonen
νe νµ ντ 0
e− µ− τ− −1

Quarks
u c t +2

3
d s b −1

3

Tabelle 12.1:Elementare Bausteine der Materie. Die Quarks heißen up, down, charm, strange, bottom
und top.

In der anschließenden Diskussion der Welleneigenschaften von mikroskopischen Teilchen werden wir
uns haupts¨achlich mit den Welleneigenschaften von Elektronen befassen. Die dabei diskutierten allge-
meinen Eigenschaften k¨onnen auf andere Teilchen ¨ubertragen werden. Da wir uns im Folgenden intensiv
mit Elektronen (und ihren Anti-Teilchen, den Positronen) besch¨aftigen werden, wollen wir nun zun¨achst
die fundamentalen Eigenschaften von Elektronen und deren experimentellen Nachweis vorstellen.

12.1.1 Elektronen und Positronen

Fundamentale Eigenschaften des Elektrons sind seineRuhemasse m0 bzw. seineRuheenergie

m0 = 9.109 381 88(72)×10−31 kg (12.1.1)

m0c2 = 510 998.902(21) eV (12.1.2)

sowie seine Ladung, die Elementarladungq, die auch mite− oder nur mite bezeichnet wird:

e− = 1.602 176 462(63)×10−19 As (12.1.3)

Wir wollen nun kurz beschreiben, wie diese Gr¨oßen experimentell ermittelt werden k¨onnen.

2Review of Particle Properties, Phys. Rev.D 50, 1417 (1994).
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452 R. GROSS Kapitel 12: Materiewellen

Anmerkung zur Quantisierung der elektrischen Ladung

Bis heute hat man in Experimenten nur ganzzahlige Vielfache der Elementarladung messen k¨onnen. Die
negative Ladung des Elektrons und die positive Ladung des Protons sind dabei im Rahmen der sehr
hohen Messgenauigkeit identisch. Daraus folgt, dass alle in der Natur vorkommenden Atome elektrisch
neutral sind, da die positive Ladung des Atomkerns von der negativen Ladung der Elektronenh¨ulle exakt
kompensiert wird.

Obwohl die Quarks, die nach unserer jetzigen Vorstellung fundamentale Bausteine unserer Welt sind, die
Ladungen−1

3e und+2
3e tragen, konnten trotz gr¨oßter experimenteller Anstrengungen freie Quarks mit

diesen Ladungen nicht nachgewiesen werden. Es ist vielmehr so, dass Quarks immer in Gruppe von zwei
oder drei Quarks auftreten und zwar immer in solchen Kombinationen, dass die Ladung der gesamten
Gruppe entweder Null oder ein ganzzahliges Vielfaches der Elementarladung ist.

Erzeugung freier Elektronen

Freie Elektronen werden vielseitig eingesetzt (z.B. bei der Elektronenmikroskopie, in Bildschirmen oder
in diversen Elektronenr¨ohren). In den meisten F¨allen werden dabei freie Elektronen durch Erhitzen ei-
nes Metalldrahtes oder einer Metallspitze erzeugt. Wir haben bereits in Abschnitt 10.1 diskutiert haben
(siehe hierzu Abb. 10.4) muss bei dem Ausl¨osen eines Elektrons aus einem Metall die AustrittsarbeitWA
überwunden werden. Bei Raumtemperatur ist die zur Verf¨ugung stehende mittlere thermische Energie der
Elektronen (kBT ∼ 25 meV) wesentlich kleiner als die Austrittsarbeit, die im eV-Bereich liegt. Deshalb
ist die Wahrscheinlichkeit (∝ exp(−WA/kBT)) für ein thermisch aktiviertes Ausl¨osen eines Elektrons bei
Raumtemperatur sehr klein. Man muss deshalb die Temperatur des Metalls stark erh¨ohen, so dasskBT
in die gleiche Gr¨oßenordnung wieWA kommt.

Quantitativ wird das thermische Ausl¨osen von Elektronen aus Metallen durch dieRichardson-Gleichung

J = C T2 exp

(
− WA

kBT

)
(12.1.4)

gegeben. Hierbei sindC undWA Materialkonstanten undJ die ausgel¨oste Stromdichte.

Aus unserer Diskussion des Photoeffekts in Abschnitt 10.1 ist evident, dass auch die Bestrahlung eines
Metalls mit Photonen gen¨ugend hoher Energie zu einer Ausl¨osung von Elektronen benutzt werden kann.
Weitere Techniken sind die Feldemission oder derβ−-Zerfall radioaktiver Atomkerne, die hier aber nicht
diskutiert werden sollen.

Bestimmung der Elektronenladung

Wir wollen hier drei Verfahren skizzieren, mit denen die Elementarladung bestimmt werden kann:

1. Die Faraday-Zahl der Elektrolyse:

Wir betrachten ein Mol einer einwertigen Substanz (z.B. Natrium). Ein Mol dieser Substanz enth¨alt
NL = 6.02× 1023 Atome, NL wird Loschmidt’sche Zahlgenannt. Scheiden wir ein Mol dieser
Substanz elektrolytisch ab und bestimmen die dazu ben¨otigte Ladung, so erhalten wir dieFaraday-
Zahl

c© Walther-Meißner-Institut



Abschnitt 12.1 PHYSIK III 453

Beleuchtung

Röntgenstrahlung
zur

Ionisation

regelbare Hochspannung

Abbildung 12.1:Schematische Darstellung des Vesruchsaufbaus zum Öltröpfchenversuch von Millikan
zur Bestimmung der Elementarladung.

F = 96 485 As (12.1.5)

und daraus die Elementarladung

e =
F
NL

. (12.1.6)

Diese Analyse ergibt allerdings keinen direkten Hinweis auf die Quantisierung der elektrischen
Ladung, da man immer argumentieren kann, dass nur im Mittel die Ladunge transportiert wird.

2. Das Millikan-Experiment (1911):

Die Elementarladunge wurde das erste Mal vonMillikan im Jahre 1911 bestimmt. Auch heute
noch liefert das von Millikan durchgef¨uhrte Experiment sehr pr¨azise Werte f¨ur e. Dabei werden
durch einen Zerst¨auber sehr feinëOltröpfchen erzeugt und in das elektrische Feld eines Kon-
densators fallen gelassen (siehe Abb. 12.1). Mit Hilfe von R¨ontgenlicht lassen sich einige dieser
Tröpfchen ionisieren. Diese ionisierten Tr¨opfchen driften im homogenen elektrischen Feld des
Kondensators. Die Driftgeschwindigkeit ergibt sich aus der Balance der elektrostatischen Kr¨afte,
der Auftriebskraft in Luft, der Reibungskraft und der Schwerkraft.Üblicherweise stellt man die
elektrostatische Kraft so ein, dass die Driftgeschwindigkeit null wird, da man dann die Reibungs-
kraft (∝ v) vernachlässigen kann. Ermittelt man die Masse eines Tr¨opfchen aus dem mikroskopisch
ermittelten Radius, so kann man aus dem Kr¨aftegleichgewicht die Ladung des Tr¨opfchens bestim-
men. Millikan fand, dass die Ladung nur in Vielfachen vone= 1.6×10−19 Coulomb vorliegt.

3. Die Feinstruktur-Konstante:

Die Sommerfeld’sche Feinstrukturkonstanteα = e2/4πε0�c � 1/137 ist als Kopplungskonstan-
te der Quantenelektrodynamik eine fundamentale Naturkonstante. Sie bestimmt die St¨arke aller
elektromagnetischen Wechselwirkungsprozesse und ist aus diesem Grund sehr genau zu messen
(z.B. aus Atomspektroskopie oder dem Quanten-Hall-Effekt: Nobelpreis f¨ur Klaus von Klitzing
im Jahr 1985). Da man die Gr¨oße�c getrennt ermitteln kann, l¨asst sich damit ein Wert f¨ur die
Elementarladung ermitteln.
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454 R. GROSS Kapitel 12: Materiewellen

Der Radius eines Elektrons

Man kann den so genannten klassischen Elektronenradius bestimmen, indem man die Ruheenergie des
Elektrons gleich der Coulombenergie einer homogen geladenen Kugel mit Radiusr0 setzt. Man erh¨alt

r0 =
e2

4πε0 m0c2 = 2.82×10−15 m . (12.1.7)

Man muss sich aber dar¨uber im Klaren sein, dass die so definierte Gr¨oße eine reine Rechengr¨oße ist.
Wir nehmen nach unserem heutigen Kenntnisstand an, dass die Leptonen, zu denen das Elektron und das
Positron geh¨oren, punktförmige Teilchen sind mit einem Durchmesser� 10−18 m. Diese Information
erhält man aus Experimenten, bei denen in einem Stoß eines Elektron mit einem Positron ein Myonen-
paar entsteht (e+ +e− → µ+ + µ−). Derartige Experimente wurden an Speicherringen (z.B. DESY oder
CERN) durchgef¨uhrt. Die Experimente zeigten, dass auch bei den h¨ochsten Kollisionsenergien von mehr
als 20 GeV Elektronen und Postitronen als punktf¨ormig angenommen werden k¨onnen. Dadurch wurde
deutlich, dass die oben verwendete klassische Beschreibung eines Elektron als eine homogen geladene
Kugel nicht mehr haltbar ist: Die Coulombenergie divergiert n¨amlich, wenn der Radius gegen Null geht.

Die spezifische Ladung eines Elektrons

Die fundamentale Gr¨oße, welche ein makroskopisches Teilchen charakterisiert ist seine Ruhemassem0.
Dies wird schon daran deutlich, dass sie der einzige Parameter ist, der in die Newton-Gleichungen bzw.
deren relativistische Verallgemeinerungen eingeht. Das Verh¨altnis von Ladung zu Masse, diespezifi-
sche Ladung, lässt sich ¨uber die Ablenkung eines Elektrons in elektrischen und magnetischen Feldern
bestimmen. Es gilt die Bewegungsgleichung

F = m0
dv
dt

= e[E+ v×B] . (12.1.8)

Wir wollen hier eine aufClassen (1911) zurückgehende Methode betrachten (siehe Abb. 12.2). Dabei
werden Elektronen in einem homogenen elektrischen FeldE beschleunigt und dann mit einer definierten
Geschwindigkeit, d.h. kinetischer Energie, in ein homogenes Magnetfeld gebracht, das senkrecht zu ihrer
Geschwindigkeit steht. Somit werden sie auf eine Kreisbahn mit Radiusρ abgelenkt. Durch Messung
des Radius dieser Kreisbahn, der Geschwindigkeit des Elektron und des angelegten Magnetfelds kann
dass Verh¨altnise/m0 von Ladung und Ruhemasse des Elektrons bestimmt werden.

Die Apparatur zur Messung dieser Gr¨oße ist in Abb. 12.2 skizziert. Sie besteht aus einer Vakuumr¨ohre,
in der mittels thermischer Emission freie Elektronen erzeugt werden. Diese werden mit einer Spannung
UB auf eine definierte Geschwindigkeitm0v2/2 = eUB beschleunigt. Außerhalb der Vakuumr¨ohre befin-
det sich ein Spulenpaar, das ein Magnetfeld senkrecht zur Flugrichtung der Elektronen erzeugt. Dieses
Magnetfeld resultiert in der Lorentz-KraftFL = evB. Setzt man diese Kraft der Zentrifugalkraftm0v2/ρ
gleich, so erh¨alt man

p = m0v = eρB . (12.1.9)

Mit Ekin = p2/2m0 = eUB folgt dann

c© Walther-Meißner-Institut
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ρ

Abbildung 12.2:Versuchsanordnung zur Bestimmung der spezifischen Ladung des Elektrons nach
Classen. Die ganze Anordnung befindet sich in einer Vakuumröhre. Das homogene Magnetfeld steht
senkrecht auf der Papierebene.

e
m0

=
2UB

ρ2B2 = 1.758 820 174(71)×1011 As/kg . (12.1.10)

Das Experiment zeigte, dass der nach (12.1.10) f¨ur e/m0 abgeleitete Wert nicht konstant ist. Man stellt
vielmehr fest, dass der Wert von der Geschwindigkeit der Elektronen abh¨angt. Dies liegt daran, dass man
in (12.1.10) eigentlich die relativistische Massemeinsetzen muss. Ber¨ucksichtigt man die relativistische
Korrektur gemäßm= m0/

√
1− (v2/c2), so erhält man in der Tat einen konstanten Wert f¨ur e/m0. Hi-

storisch ist interessant, dass die Geschwindigkeitsabh¨angigkeit vone/mbereits im Jahr 1901 festgestellt
wurde, also 4 Jahre vor der Entwicklung der speziellen Relativit¨atstheorie durch Einstein.

Hat man die spezifische Ladung des Elektrons ermittelt, so kann man mit Hilfe des aus anderen Experi-
menten abgeleiteten Werts f¨ur die Elementarladung die Masse des Elektrons ableiten.

Der Spin des Elektrons

Mehrere experimentelle Befunde3 zeigen, dass Elektronen außer ihrer Ladungeund Ruhemassem0 noch
eine weitere Eigenschaft besitzen m¨ussen, die wirElektronenspins nennen und die mit einem magneti-
schen Momentµ verknüpft ist. Bereits 1925 stelltenSamuel A. Goudsmit undGeorge E. Uhlenbeck
die Hypothese auf, dass Elektronen einen Eigendrehimpuls besitzen, den sie Spin nannten. Wenn der
Spin denüblichen Regeln f¨ur Drehimpulse folgt,4 so können wir folgendes festhalten:

• Der Betrag des Drehimpulsvektorss, bzw. das Quadrat dieses Betrages ist

s2 = �
2s(s+1) =

3
4

�
2 . (12.1.11)

3Zum Beispiel die Feinstruktur in den Spektren von Atomen oder der anomale Zeeman-Effekt, die ausf¨uhrlich in Physik IV
behandelt werden, oder das Ergebnis des Stern-Gerlach-Experiments.

4Eine ausf¨uhrliche Diskussion des Drehimpulses in der Quantenmechanik folgt in Physik IV.
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• Die Projektionsz des Drehimpulsvektorss auf diez-Richtung ist, wie das weiter unten beschrie-
bene Stern-Gerlach-Experiment zeigt,

sz = ±1
2

� . (12.1.12)

Das heißt, der Spin und seinez-Komponente sind quantisiert.

• Wir können also Elektronen die so genannte Spinquantenzahls

s =
1
2

(12.1.13)

zuordnen.

Der Eigendrehimpuls (Spin)s des Elektrons ist mit einem magnetischen Moment (Eigenmoment, Spin-
moment)µ verknüpft, wobei

µ = γ s (12.1.14)

und µz = γ sz . (12.1.15)

gilt. Die Proportionalitätskonstante zwischen magnetischem Moment und Spinmoment nennt mangyro-
magnetisches Verhältnis, sie muss experimentell bestimmt werden. Misst man das magnetische Moment
in Einheiten desBohrschen Magnetons

µB =
e�

2m0
= 9.2740×10−24J/T , (12.1.16)

so erhalten wir

µ
µB

= −gs
s
�

oder µ = −gsµB
s
�

(12.1.17)

und
µz

µB
= −gs

sz

�
oder µz = −gsµB

sz

�
= ∓1

2
gsµB . (12.1.18)

Dabei istgs � 2 der Spin-g-Faktor des Elektrons, der das Verh¨altnis des magnetischen Moments in Ein-
heiten vonµB zum Drehimpuls in Einheiten von� angibt. Aufgrund der Quantisierung derz-Komponente
des Spins ist diez-Komponente des magnetischen Moments ebenfalls quantisiert und gleich±µB.

Es waren 3 Experimente notwendig, die obigen Tatsachen experimentell belegt haben und zur Bestim-
mung der relevanten Gr¨oßen herangezogen werden konnten:

c© Walther-Meißner-Institut
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Abbildung 12.3:Zur Spinquantisierung eines Spin-1/2-Teilchens im Magnetfeld. Der Spin kann alle
Richtungen auf einem Kegelmantel einnehmen, so dass der Wert in z-Richtung quantisiert ist.

• DasStern-Gerlach-Experiment, das die Quantisierung derz-Komponente des magnetischen Mo-
mentsµz = ±µB demonstriert hat.

• DasExperiment von Einstein und de Haas, das Information ¨uber das gyromagnetische Verh¨altnis
und damit den Betrag

√
µ2 des magnetischen Moments aus der Messung des magnetischen Mo-

ments makroskopischer Proben liefert.

• Die Messung einer 1/T-Abhängigkeit der Suszeptibilit¨at paramagnetischer Proben. Diese
Abhängigkeit nennt man dasCurie’sche Gesetz.

Um diese Experimente n¨aher zu erl¨autern, betrachten wir zun¨achst die potentielle Energie des magneti-
schen Moments in einem angelegten Magnetfeld. Sie betr¨agt

Epot = −µ ·B . (12.1.19)

Der energetisch niedrigste Zustand ist daher dann realisiert, wenn das magnetische Moment parallel
zum angelegten Feld steht.5 Ein klassisches magnetisches Moment kann nat¨urlich beliebige Winkel zum
Magnetfeld und daher beliebige Werte der potentiellen Energie annehmen.

Wenn wir die oben angegebenen Quantisierungsvorschriften zun¨achst akzeptieren, dann kann das quan-
tenmechanische Moment, das mit dem Spin des Elektrons verkn¨upft ist, nur zwei Einstellm¨oglichkeiten
annehmen. Diese sind in Abb. 12.3 dargestellt. Dieses Ph¨anomen bezeichnet man auch als Richtungs-
quantisierung. Der Energieunterschied zwischen den beiden m¨oglichen Einstellungen des Elektronen-
spins betr¨agt

∆Epot = gsµB|B| . (12.1.20)

5Der Spins steht dann wegenµ‖− s antiparallel zum angelegten Feld.
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Da das magnetische Momentµ parallel zum Drehimpulsvekors und damit nicht parallel zuB = Bz ist
(siehe Abb. 12.3), erf¨ahrt der Vektor des magnetischen Moments ein Drehmomentm = µ ×B. Dieses
steht also senkreckt aufµ und B und verursacht einePr̈azessionsbewegungum diez-Achse, die man
Larmor-Präzessionnennt (siehe hierzu auch Abb. 12.11). Die Larmor-Pr¨azessionsfrequenz ist6

ωL = gs
eB

2m0
. (12.1.21)

Fallsgs exakt gleich zwei ist, stimmt die Larmor-Pr¨azessionsfrequenz exakt mit der Zyklotronfrequenz
ωc = e|B|/m0 überein.7

Wir wollen nun die drei erw¨ahnten Experimente kurz vorstellen:

• Das Stern-Gerlach-Experiment (1924):8

Im Stern-Gerlach-Experiment nutzt man die Kraft auf ein magnetisches Moment in einem inho-
mogenen Magnetfeld mitdB/dz �= 0 aus:

F = − d
dz

(µ ·B) = −gsµB

∣∣∣∣(dB
dz

)∣∣∣∣ sz

�
. (12.1.22)

Fallssz = ±� quantisiert ist, gibt es nur zwei im Vorzeichen entgegengesetzte Kraftkomponenten.
Fallssz beliebig wäre, wären auch die Kraftkomponenten beliebig.

Die Versuchsanordnung zum Stern-Gerlach-Experiment ist in Abb. 12.4 skizziert. Eine Atom-
strahlquelle erzeugt einen Strom neutraler Silberatome. Silber hat ein einzelnes, ungepaartes
Elektron in seiner Atomh¨ulle, das alss1/2-Niveau betrachtet werden kann. Der Strahl durchl¨auft
ein inhomogenes Magnetfeld und wird dabei in zwei Komponenten aufgespalten, die den zwei
möglichen Einstellungen des Elektronenspins bez¨uglich der durch das ¨außere Feld festgelegten
Quantisierungsachsez entspricht.

Die Tatsache, dass man nur zwei Komponenten beobachtet belegt klar, dass eine Richtungsquan-
tisierung vorliegt und dass die Spinquantenzahl des Elektronss = 1/2 ist. Aus der quantitativen
Auswertung der Ablenkung des Strahls, kann die Gr¨oße des magnetischen Moments des Elektrons,
d.h. letztendlich der Spin-g-Faktor des Elektrons zugs � 2 bestimmt werden.

• Das Einstein-de Haas-Experiment (1915):

Das Verhältnis von magnetischem Moment des Elektrons zum Elektronenspin l¨asst sich experi-
mentell durch ein urspr¨unglich vonAlbert Einstein vorgeschlagenes Experiment bestimmen und
erstmals vonWander Johannes de Haas im Jahr 1915 durchgef¨uhrt wurde. Beim Einstein-de
Haas-Experiment wird ein zylinderf¨ormiger Eisenstab mit RadiusR und Massem, der durch eine
zylinderförmige Spule erregt werden kann, an einem Torsionsfaden aufgeh¨angt (siehe Abb. 12.5).
Man kann somit Drehschwingungen des Eisenstabs ¨uber ein Spiegelsystem beobachten. Beim Um-
polen des Spulenstroms werden die magnetischen Momente der Elektronen jeweils in entgegenge-
setzte Richtungen ausgerichtet. Ist das Magnetfeld stark genug, so werden alle Momente vollkom-
men ausgerichtet und es ergibt sich f¨ur beide Stromrichtungen ein Magnetisierungsunterschied

6Eine explizite Ableitung dieses Ausdrucks folgt sp¨ater in Abschnitt 12.2.
7Bringt man ein Elektron mit Impulsp in ein homogenes MagnetfeldB ⊥ p, so bwegt es sich auf einer Kreisbahn. Die

Zyklotronfrequenz gibt die Kreisfrequenz dieser Bewegung an.
8W. Gerlach, O. Stern, Annalen der Physik74, 45 (1924).
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Abbildung 12.4:Schematische Darstellung des experimentellen Aufbaus von Stern und Gerlach zur
Messung der Spinquantisierung. Das inhomogene Magnetfeld wird durch ein asymmetrisches Eisenjoch
erzeugt.

∆M = 2M = 2N · µz, wobeiN die Anzahl der Elektronen in der Probe ist. Da bei der Ummagne-
tisierung alle Elektronenspins umklappen, erh¨alt man einëAnderung des mechanischen Drehim-
pulses von∆s = 2Nsz = N� = −Iω, wobei I = 1

2mR2 das Trägheitsmoment des Eisenstabs ist.
Setzt man die damit verbundene RotationsenergieErot =

1
2Iω2 der potentiellen EnergieEpot = Dϕ

des verdrillten Fadens mit dem TorsionsmomentD gleich, so erh¨alt man∆s= (dϕmR2)1/2. Durch
Messung der MagnetisierungM und des Winkelsϕ lassen sich damit∆M und∆s bestimmen und
daraus das gyromagnetische Verh¨altnis

∆M
∆s

= γ

ableiten.

• Das Curie’sche Gesetz:

Misst man die Suszeptibilit¨at χ einer paramagnetischen Probe als Funktion der Temperatur, so
stellt man eine 1/T-Abhängigkeit fest. Diese Abh¨angigkeit bezeichnet man alsCurie-Gesetzund
kann am einfachsten dadurch erkl¨art werden, dass es sich bei der paramagnetischen Probe um ein
Spin-1/2-System handelt. Der Energieunterschied zwischen den beiden Einstellm¨oglichkeiten des
Spins betr¨agt ∆Epot = gsµB|B| � 2µB|B| (siehe Abb. 12.6). Im thermischen Gleichgewicht kann
man nun annehmen, dass die beiden Einstellm¨oglichkeiten gem¨aß der Boltzmann-Statistik besetzt
werden. Das heißt, f¨ur die Besetzungszahlenn1 undn2 des unteren und oberen Niveaus gilt

n1

n
=

exp
(

µ ·B
kBT

)
exp

(
µ ·B
kBT

)
+exp

(
− µ ·B

kBT

) (12.1.23)

n2

n
=

exp
(
− µ ·B

kBT

)
exp

(
µ ·B
kBT

)
+exp

(
− µ ·B

kBT

) . (12.1.24)
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Abbildung 12.5:Experimentelle Anordnung beim Einstein-de Haas-Experiment.
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Abbildung 12.6:(a) Aufspaltung der Energieniveaus eines Elektrons in einem Magnetfeld parallel zur
z-Achse. (b) Relative Besetzungszahlen eines Zwei-Niveau-Systems im thermischen Gleichgewicht bei
einer Temperatur T und einem Magnetfeld B. Das magnetische Moment ist proportional zur Differenz
der beiden Kurven.

Hierbei ist n = n1 + n2 die Gesamtzahl der Atome. Die relativen Besetzungszahlen sind in
Abb. 12.6 gezeigt.

Unter Benutzung vonµ = µz undn = n1 +n2 ergibt sich die Magnetisierung der Probe zu

M = n1(µ)+n2(−µ) = nµ
e

µB
kBT −e

− µB
kBT

e
µB

kBT +e
− µB

kBT

= nµ tanh

(
µB
kBT

)
. (12.1.25)
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Da im Experiment (außer bei sehr tiefen Temperaturen und sehr hohen Magnetfelder) meist
µB/kBT � 1 gilt, kann man die N¨aherung tanhx� x verwenden und man erh¨alt

M = nµ
µB
kBT

oder χ =
µ0M

B
=

µ0µ2n

kBT
∝

1
T

. (12.1.26)

Dies ist das Curie’sche Gesetz f¨ur paramagnetische Materialien.

Wir haben in diesem Unterabschnitt Experimente beschrieben, die gezeigt haben, dass der Spin und
die z-Komponente des magnetischen Moments des Elektrons nur diskrete Werte annehmen k¨onnen.
Aus den Experimenten entnimmt man, dass der Spin-g-Faktor des Elektronsgs � 2 ist, d.h. dass diez-
Komponente des magnetischen Moments des Elektrons±µB ist. Wir möchten an dieser Stelle darauf hin-
weisen, dass die nicht-relativistische Quantenmechanik (im Sinne einer Schr¨odinger-Quantenmechanik,
siehe Abschnitt 12) dieses Ph¨anomen nicht erkl¨aren kann. Es ist vielmehr so, dass der Spin und das
magnetische Moment des Elektrons in der einf¨uhrenden Vorlesung zur Quantenmechanik empirisch
(aufgrund der experimentellen Tatsachen) eingef¨uhrt werden. Die relativistisch korrekte Quantenelek-
trodynamik (QED) erlaubt es dagegen, den Spin-g-Faktor des Elektrons und des Positrons genau zu
berechnen. Dabei werden kleine Abweichungen vom Wertgs � 2 gefunden, die als Potenzreihen der
Feinstrukturkonstanteα � 1/137 darstellbar sind. Wenn man alsoα aus anderen Experimenten genau
kennt, kann man damitgs genau ableiten. Andererseits kann man durch sehr genaue Messungen vongs
die Feinstrukturkonstante bestimmen.

Die QED sagt ferner voraus, dass der Spin-g-Faktor des Elektrons exakt dem des Positrons entspricht.
Dies hat raffinierte Experimente motiviert, bei denen dieg-Faktoren von Elektron und Positron sehr
genau bestimmt und miteinander verglichen wurden. Das Ergebnis dieser Experimente war, dass die
gs-Werte für Elektronen und Positronen sehr genau ¨ubereinstimmen. Man erhielt

gs(e−)
gs(e+)

= 1+(0.5±2.1)×10−12 . (12.1.27)

Die Übereinstimmung zwischen dem theoretisch vorhergesagten und experimentell gemessenen Wert f¨ur
den Spin-g-Faktor des Elektrons ist von der Gr¨oßenordnung 10−10.
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12.2 Welleneigenschaften von Elektronen

Für Photonen haben wir den Teilchen-Welle-Dualismus ausf¨uhrlich diskutiert. Wir haben gesehen, dass
sich die Ausbreitung elektromagnetischer Strahlung, insbesondere Beugungs- und Interferenzeffekte gut
mit Hilfe des Wellenbilds beschreiben lassen. Wechselwirkungsprozesse von Photonen mit Materie, ins-
besondere der Photoeffekt und der Compton-Effekt lassen sich dagegen nur im Rahmen des Teilchenbil-
des richtig interpretieren.

In diesem Abschnitt wollen wir den Welle-Teilchen-Dualismus auch f¨ur Teilchen mit endlicher Ruhe-
masse am Beispiel von Elektronen diskutieren. Im Rahmen der klassischen Mechanik wurde das Teil-
chenbild verwendet, um die Bewegung von Teilchen und elastische St¨oße zwischen Teilchen zu beschrei-
ben. Andererseits kann man mit mikroskopischen Teilchen (Elektronen, Neutronen, Protonen, etc.) auch
Streuexperimente durchf¨uhren, bei denen Beugungs- und Interferenzeffekte auftreten. Diese lassen sich
nur im Rahmen eines Wellenbildes richtig interpretieren.

12.2.1 Elektronenwellen

Die de Broglie Wellenlänge

Wir haben bereits am Anfang dieses Kapitel darauf hingewiesen, dassLouis de Broglie bereits im Jahr
1924, motiviert durch den Wunsch nach Symmetrie in der Natur, postulierte, dass auch Teilchen mit einer
endlichen Ruhemasse mit einer so genanntenMateriewelle verknüpft sind, deren Wellenl¨ange sich aus
einer Umkehrung der entsprechenden f¨ur das Licht bekannten Beziehungen ergeben sollte. Er postulierte

E = �ω p = �k λ =
h
|p| .

Diese von de Broglie postulierten Beziehungen wurden mittlerweile durch zahlreiche Experimente
bestätigt.

Um die Größenordnung der de Broglie Wellenl¨ange von Materie zu illustrieren, betrachten wir Elektro-
nen und Neutronen mit unterschiedlichen Energien.

• Elektronen:

Elektronen k¨onnen durch eine elektrische SpannungUB auf die kinetische EnergieEkin = eUB =
|p|2/2m beschleunigt werden. F¨ur genügend langsame, nicht-relativistische Elektronen (m= m0)
gilt damit |p| = √

2m0Ekin =
√

2m0eUB und man erh¨alt die de Broglie Wellenl¨ange zu

λ =
h√

2m0eUB

=
12.26√
UB[Volt]

Å . (12.2.1)

Wir sehen, dass Elektronenwellen f¨ur Elektronen mit einer kinetischen Energie von 100 eV eine
Wellenlänge im Bereich von 1̊A besitzen.

• Neutronen:

Für Neutronen gilt ebenfalls|p| =√
2m0Ekin und man erh¨alt mit der Ruhemassem0 = 1.6749×

10−27 kg des Neutrons
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λ =
h√

2m0Ekin

=
0.286√
Ekin[eV]

Å . (12.2.2)

So genanntethermische Neutronenbesitzen eine kinetische EnergieEkin � kBT � 25 meV beiT =
300 K. Sie haben nach (12.2.2) eine Wellenl¨ange imÅngström-Bereich, d.h. im Bereich atomarer
Längenskalen.

Anmerkungen zum Bohr’schen Atommodell

Im Bohr’schen Modell des Wasserstoffatoms l¨auft das Elektron auf einer geschlossenen, z.B.
kreisförmigen Bahn um den positiven Atomkern. Im Wellenbild entspricht dem eine Amplitudenver-
teilung der Materiewelle l¨angs der klassischen Bahn (siehe hierzu Abb. 12.7). W¨urde der Kreisumfang
der Bahn nicht einem Vielfachen der Wellenl¨ange entsprechen, so w¨urde sich die Welle durch Interferenz
auslöschen. Man erkennt, dass ein station¨arer Fall nur m¨oglich ist, wenn der Bahnumfang 2πrn einem
ganzzahligen Vielfachen der Materiewellenl¨ange entspricht:

2πrn = n λ n = 1,2,3, . . . . (12.2.3)

Abbildung 12.7:Elektronenwelle auf einer Kreisbahn um den Atomkern.

Aus der de Broglie Beziehung folgt damit sofort die Bohr’sche Quantisierungsbedingung f¨ur den Bahn-
drehimpulsL

L = p rn =
nλ
2π

h
λ

= n
h

2π
= n � . (12.2.4)

Die zunächst unverst¨andliche Quantisierungsbedingung kann also mit der Materiewellenvorstellung auf
ein Stationarit¨atsproblem eines schwingenden Systems mit Randbedingungen zur¨uckgeführt werden. Die
Randbedingung lautet dabei, dass die Welle in sich zur¨ucklaufen muss. Denkt man sich die in Abb. 12.7
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gezeigten Kreisbahnen an einem Knotenpunkt aufgeschnitten und zu einer linearen Saite gestreckt, so
erkennt man die Analogie zu dem Problem einer schwingenden Saite. Die Weiterentwicklung dieser
Überlegung f¨uhrte zu derSchr̈odinger’schen Wellenmechanik.

Mit der Wellenvorstellung l¨asst sich noch eine weitere Schwierigkeit des Bohr’schen Atommodells be-
seitigen, nämlich die postulierte Strahlungslosigkeit der station¨aren Bohr’schen Bahnen. Das System des
um den positiven Kern kreisenden Elektrons stellt ja einen elektrischen Dipol dar, der nach der klassi-
schen Elektrodynamik elektromagnetischen Wellen abstrahlen und dadurch kontinuierlich seine Energie
verlieren sollte. Eine l¨angs der klassischen Elektronenbahn schwingende Materiewelle bedeutet aber,
dass das Elektron gewissermaßen ¨uber den gesamten Bahnumfang verschmiert ist. In diesem Bild stellt
das System Atomkern-Elektron keinen schwingenden Dipol mehr dar und die Strahlungsnotwendigkeit
entfällt.

12.2.2 Vertiefungsthema:
Beugung und Interferenz mit Elektronenwellen

In diesem Abschnitt beschreiben wir einige Experimente, aus denen der Wellencharakter von Elektronen
(bzw. im Allgemeinen von Teilchen mit endlicher Ruhemasse) hervorgeht. Es liegt nahe, die Wellenei-
genschaften von Elektronen dadurch nachzuweisen, indem wir Experimente zur Beugung und Interfe-
renz durchf¨uhren, wie wir sie f¨ur Licht ausführlich in Kapitel 5 diskutiert haben. Da wir ferner gesehen
haben, dass die typische Wellenl¨ange von Elektronen mit Energien im Bereich von 100 eV atomaren
Größenordnungen entspricht, ist klar, dass wir f¨ur die Untersuchung von Beugungseffekten Beugungsgit-
ter mit atomaren Gitterabst¨anden ben¨otigen. Das Kristallgitter eines Festk¨orpers stellt gerade ein solches
Beugungsgitter dar.

Elektronenbeugung an Kristallen

Zur Prüfung der Wellenhypothese von de Broglie schlugW. Els̈asser im Jahr 1925 Experimente zur
Beugung von Elektronen am Kristallgitter vor. Bereits im Jahr 1927 gelang esClinton Joseph Davisson
und Lester Halbert Germer solche Beugungseffekte bei der Streuung von Elektronen an einem Kri-
stall zu finden.9 Sie erzeugten freie Elektronen durch Gl¨uhemission und beschleunigten diese durch eine
BeschleunigungsspannungUB im Bereich bis etwa 100 V. Den durch eine kleineÖffnung in der Anode
austretenden Stahl richteten sie auf einen Nickeleinkristall. Die an der Oberfl¨ache gestreuten Elektronen
wurden mit Hilfe eines Faraday-Bechers aufgefangen und mit einem daran angeschlossenen Messger¨at
als elektrischer Strom nachgewiesen. Durch Schwenken des Bechers konnten sie die die Streuintensit¨at
als Funktion des Streuwinkels messen. Dabei ergaben sich keine glatten Kurven, sondern es wurden aus-
geprägte Maxima bei ganz bestimmten Streuwinkeln beobachtet, deren Lage von der kinetischen Energie
der Elektronen, also von ihrer Wellenl¨ange, abhing. Durch Drehen des Kristalls in unterschiedliche Rich-
tungen beobachteten sie Streuintensit¨atsmaxima f¨ur bestimmte Raumrichtungen in Analogie zu dem mit
Röntgenbeugung erhaltenen Laue-Diagramm eines Einkristalls. Dies deutete stark darauf hin, dass es
sich bei dem beobachteten Ph¨anomen tats¨achlich um eine Beugungserscheinung von Elektronenwellen
handelte.

Diese Interpretation wurde dadurch erh¨artet, dass die zu den beobachteten Maxima der Streuinten-
sität gehörenden Winkel fast genau mit denjenigen ¨ubereinstimmen, die man erh¨alt, wenn man in die

9De Broglie erhielt daraufhin 1929 den Nobelpreis, Davisson und Thomson mussten bis 1937 warten. G.P. Thomson war
der Sohn von J.J. Thomson, der 1897 das Verh¨altnis von elektrischer Elementarladunge zur Elektronenmasseme bestimmte,
und dafür ebenfalls den Nobel-Preis erhielt. W¨ahrend also der Vater das ”Teilchen” fand, entdeckte der Sohn die “Welle”.
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Bragg’sche Gleichung10 (vergleiche (5.6.13) und Abb. 5.34 in Abschnitt 5.6.3) f¨ur das Aufreten von
Röntgenreflexen

2d sinϑ = n λ n = 1,2,3, . . . . (12.2.5)

die Wellenlängeλ aus der Beziehung f¨ur die de Broglie Wellenl¨ange einsetzt. Damit war die Existenz
der Materiewellen und gleichzeitig die Richtigkeit der de Broglie Beziehung nachgewiesen.

Die Beugung von Elektronen mit relativ niedriger Energie (10 bis 100 eV) wird heute sehr h¨aufig zur
Analyse der Kristallstruktur an Festk¨orperoberflächen eingesetzt, da die niederenergetischen Elektronen
eine geringe Eindringtiefe besitzen. Dieses Verfahren ist heute unter der Abk¨urzungLEED (low energy
electron diffraction) bekannt.

Ebenfalls im Jahr 1927 berichteteG. P. Thomson über Beugungsexperimente mit Elektronen h¨oherer
Energie (10 bis 100 keV). Da das Durchdringungsverm¨ogen solcher Elektronen h¨oher ist, konnte Thom-
son dünne Metallschichten durchstrahlen und Beugungseffekte in Transmission beobachten. Elektronen-
beugung in Transmission ist heute ein Standardverfahren in der Transmissionselektronenmikroskopie.

Elektronenbeugung an der Kante

Beobachtungs-
ebene

Kante

geometr.
Schatten

Elektronenquelle

I

υ

υ

Abbildung 12.8:Fresnel’sche Beugung von Elektronenwellen an einer makroskopischen Kante.

Die bisher diskutierten Beugungsexperimente stellen alle Fraunhofer’sche Beugung an Mikrostrukturen
(Atomgitter als beugendes Objekt) dar. Im Jahr 1940 gelang es dannH. Boersch erstmals, die Fres-
nel’sche Beugung von Elektronen an einer makroskopischen Kante eines Al2O3-Einkristalls nachzuwei-
sen (siehe Abb. 12.8). Die Bedeutung der Fresnel’schen Beugungserscheinung besteht darin, dass der

10Die Bragg Gleichung ist nach Sir William Henry Bragg (1862-1945) und seinem Sohn William Lawrence Bragg (1890-
1971) benannt. Beide erhielten gemeinsam 1915 den Nobel Preis f¨ur ihre Methode, die Welleml¨ange von R¨ontgenstrahlung zu
bestimmen, bzw. bei deren Kenntnis Kristallstrukturen mit R¨ontgenbeugung aufzukl¨aren. Sie sind bisher das einzige Vater-Sohn
Team, das den Nobel-Preis erhalten hat.
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Abstand der Interferenzmaxima nicht von den geometrischen Dimensionen des Streuk¨orpers abh¨angt
(wie z.B. den Atomabst¨anden im Streugitter). Infolgedessen wird die Bestimmung der Wellenl¨ange der
Elektronen unmittelbar auf Messung der Abst¨ande der Elektronenquelle vom Objekt und der Interfe-
renzmaxima untereinander zur¨uckgeführt. Die Experimente von Boersch lieferten damit den endg¨ultigen
Beweis für den Wellencharakter von Elektronen.

Elektroneninterferometrie

+

a

d

L L‘
2L‘

1Quelle

Biprisma

Beobachtungs-
ebene x

Faden

Abbildung 12.9:Interferometeranordnung zur Erzeugung von Elektroneninterferenzen nach Möllenstedt
und Düker. L stellt eine elektronenoptisch verkleinerte Elektronenquelle dar, L′1 und L′

2 sind die ent-
sprechenden virtuellen Elektronenquellen. Am unteren Bildrand ist eine Aufnahme von Elektroneninter-
ferenzen in der Beobachtungsebene gezeigt (G. Möllenstedt, H. Düker, Zeitschrift für Physik 145, 377
(1956)).

Eine weitere M¨oglichkeit zum Nachweis der Wellennatur von Elektronen ist dieÜberlagerung von zwei
koḧarenten Elektronenb̈undeln, ähnlich zum Fresnel’schen Biprisma (siehe Abb. 5.37 in Abschnitt 5.7).
Ein solches Biprisma (siehe Abb. 12.9) wurde vonG. Möllenstedt und H. Düker im Jahr 1956 reali-
siert.11 Es besteht aus einem gegen¨uber der Umgebung positiv geladenen Draht von wenigenµm Durch-
messer auf den ein Elektronenstrahl gerichtet wird. Die Teilb¨undel zu beiden Seiten des Drahts werden
aufgrund dessen positiver Ladung umgelenkt und ¨uberlagern sich unterhalb des Fadens unter einem sehr
kleinen Winkel. Auf einem Leuchtschirm werden dann Interferenzstreifen beobachtet.

Da die Streifen sehr dicht liegen, ben¨otigt man, um diese aufl¨osen zu k¨onnen, eine sehr feine Elektronen-
quelle. Man realisiert diese durch Verkleinerung einer ¨ublichen Elektronenquelle. Aus dem Abstand der
Interferenzstreifen kann man in v¨olliger Analogie zum Experiment mit Licht (Fresnel) die Wellenl¨ange
der Elektronen bestimmen. Das Resultat best¨atigt erneut die G¨ultigkeit der de Broglie Beziehung.

Die Bedeutung der Biprisma-Interferometeranordnung bestand darin, dass man damit auch die phasen-
schiebende Wirkung kleiner magnetischer Fl¨usse messen konnte, die die Fl¨ache zwischen den beiden
Teilstrahlen durchsetzt. Insbesondere konnte damit auch die Flussquantisierung in kleinen supraleiten-
den Hohlzylindern nachgewiesen werden.12

11G. Möllenstedt, H. D¨uker, Zeitschrift für Physik145, 377 (1956).
12H. Boersch, B. Lischke, Zeitschrift f¨ur Physik237, 449 (1970). Die Flussquantisierung in Supraleitern wurde mit einer
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Beugung und Interferometrie mit Heliumatomen und Neutronen

Experimente zur Beugung und Interferenz von Materiewellen wurden in ¨ahnlicher Weise wie mit Elek-
tronen mittlerweile auch mit Heliumatomen und Neutronen durchgef¨uhrt. Als Erste wiesenStern, Frisch
undEstermann bereits 1929 die Beugung von Heliumatomstrahlen an einer LiF-Kristalloberfl¨ache nach.
Wegen der viel gr¨oßeren Masse dieser Teilchen wurden kleine Geschwindigkeiten (so genannte thermi-
sche Geschwindigkeiten) benutzt. Als Atomstrahlquelle diente ein He-Gas mit einer Temperatur von
400 K, was einer de Broglie Wellenl¨ange vonλ = h/

√
3mHekBT von etwa 0.06 nm entspricht.

Seitdem es Kernreaktoren gibt, stehen Neutronenquellen mit hohen Flussdichten zur Verf¨ugung, wo-
durch heute auch die Neutronenbeugung eine wichtige Rolle zur Untersuchung von Festk¨orpern spielt.
In jüngerer Vergangenheit wurden mit Neutronen auch wichtige Experimente zum Test der Quantenme-
chanik durchgef¨uhrt, auf die aber hier nicht eingegangen werden soll.13

12.2.3 Elektronen als Wellenpakete

Wir haben bereits gesehen, dass die Einf¨uhrung der Materiewellen außerordentlich erfolgreich bei der
Deutung der Quanteneigenschaften des Atoms und der Interpretation von Beugungs- und Interferenzef-
fekten ist. Es tritt allerdings jetzt ein neues Problem auf, n¨amlich das der Lokalisierbarkeit von Teilchen,
wenn man die Wellenvorstellung auf ein sich frei bewegendes Teilchen ¨uberträgt. Ordnet man einem
freien Teilchen eine monochromatische Welle zu, so ist diese unendlich ausgedehnt, womit ein klarer
Widerspruch zu der Eigenschaft eines Teilchens, r¨aumlich lokalisiert zu sein, auftritt.

Es liegt daher nahe, einem Teilchen – ¨ahnlich wie dem Photon – nicht eine streng monochromatischen
Welle zuzuordnen, sondern vielmehr einWellenpaket, das man sich durch diëUberlagerung von vielen
harmonischen Wellen mit etwas unterschiedlicher Wellenl¨ange bzw Wellenvektor entstanden denken
kann:

Ψ(x, t) =

k0+∆k∫
k0−∆k

Ψ0 exp
[
ik(x− ω

k
t)

]
dk . (12.2.6)

Man sieht (siehe hierzu Abb. 12.10), dass das Wellenpaket seine gr¨oßte Amplitude in einem r¨aumlich be-
grenzten Bereich hat, was unserer Vorstellung eines r¨aumlich lokalisierten Teilchens schon n¨aher kommt.
Dennoch ist auch dieses Wellenpaket r¨aumlich ausgedehnt. Man erh¨alt eine Ortsunsch¨arfe ∆x und eine
Frequenz- bzw. Wellenl¨angenunsch¨arfe∆ω bzw.∆λ , die, wie wir später noch zeigen werden, wieder zur
Heisenberg’schen Unsch¨arferelation führt.

Über die Natur dieser Materiewellen, z.B. welche Gr¨oße durch die WellenfunktionΨ beschrieben wird,
haben wir noch keine Aussage gemacht. Auch die genauere theoretische Beschreibung, die Wellenme-
chanik, macht dar¨uber keine Aussage. Es ist lediglich klar, dass das Absolutquadrat|Ψ|2 als Maß für die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens gedeutet wird, weshalbΨ auch als “Wahrscheinlichkeit-
samplitude” bezeichnet wird.

Bevor wir unsere Diskussion fortsetzen, wollen wir einige wichtige Eigenschaften von Wellen rekapi-
tulieren (vergleiche hierzu Kapitel 2). Wir definieren die Gruppengeschwindigkeit und die Phasenge-
schwindigkeit als

anderen Messmethode erstmals von Doll und N¨abauer im im Jahr 1961 nachgewiesen.
13H. Rauch, Physikalische Bl¨atter50, 439 (1994).
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Abbildung 12.10:Wellenpaket als Überlagerung von ebenen Wellen mit unterschiedlicher Frequenz.

vph =
ω
k

(Phasengeschwindigkeit) (12.2.7)

vgr =
dω
dk

= vph−λ
dvph

dλ
= −λ 2

2π
dω
dλ

(Gruppengeschwindigkeit). (12.2.8)

Wennvph nicht von der Wellenl¨ange abh¨angt (dispersionsloser Fall), bleibt die Form eines Wellenpakets
bei Ausbreitungsprozess erhalten, da alle Fourierkomponenten des Wellenpakets gleich schnell laufen.
Für diesen Fall sind Gruppen- und Phasengeschwindigkeit identisch. Wenn sich jedoch die Phasenge-
schwindigkeit mit der Wellenl¨angeändert, erleidet das Wellenpaket eine Deformation oderDispersion,
wenn es sich ausbreitet. In diesem Fall sind Gruppen- und Phasengeschwindigkeit nicht mehr identisch.

Betrachten wir nun wieder unsere Materiewelle, so k¨onnen wir in Analogie zu Lichtwellenpaketen (Pho-
tonen) die Energie der sich bewegenden Teilchen mit einer Frequenzω verknüpfen. Legen wir ferner das
Äquivalenzprinzip von Masse und Energie zugrunde, so erhalten wir aus

E = �ω = mc2 (12.2.9)

für die Frequenz einer Materiewelle

ω =
mc2

�
. (12.2.10)

Hierbei handelt es sich gem¨aß unserer Diskussion zu Wellenpakten um eine mittlere Frequenz. Mit die-
sem Ausdruck erhalten wir f¨ur die Phasengeschwindigkeit der Materiewelle unter Ber¨ucksichtigung der
de Broglie Beziehung
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vph =
ω
k

=
ωλ
2π

=
mc2

�

2π
λ

=
mc2

mvT
=

c2

vT
. (12.2.11)

Daraus folgt, da die TeilchengeschwindigkeitvT die Lichtgeschwindigkeitc nicht übersteigen kann, dass
die Phasengeschwindigkeit einer Materiewelle immer gr¨oßer als die Lichtgeschwindigkeit ist.14

Nach (12.2.11) ist die Phasengeschwindigkeit umgekehrt proportional zur Teilchengeschwindigkeitv
und damit von der Wellenl¨angeλ = h/mvT abhängig. Es liegt also Dispersion vor.

Für die Gruppengeschwindigkeitvgr, also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des dem Teilchen zugeord-
neten Wellenpakets, erhalten wir

vgr =
dω
dk

=
d(�ω)
d(�k)

=
dE
dp

. (12.2.12)

Für ein nichtrelativistisches Teilchen (vT � c) gilt p= m0vT undE = p2/2m0 = m0v2
T/2 und wir erhalten

vgr =
dE
dp

=
p

m0
=

m0vT

m0
= vT . (12.2.13)

14Zur Herleitung der Beziehung zwischen Phasen- und Teilchengeschwindigkeit gilt:

(a) nicht-relativistische Teilchen:
Es gilt

vph =
ω(k)

k
=

E(k)
�k

=
E(p)

p
=

�
2k2

2m

�k
=

�k
2m

.

Für die Teilchen (bzw. Gruppengeschwindigkeit) gilt

vgr =
∂E(p)

∂ p
=

1
�

∂E(k)
∂k

=
p
m

= vT =
�k
m

= 2vph.

(b) relativistische Teilchen:
Es muss die volle Dispersionsrelation aus der Dirac-Gleichung benutzt werden. Es gilt

E(p) =
√

m2
0c4 + p2c2 =

√
m2

0c4 +
m2

0v2

β2 c2 = m0c2

√
1+

v2/c2

β2 =
m0c2

β
= mc2

mit β2 = 1− v2

c2 . Für die Phasengeschwindigkeit erh¨alt man damit

vph =
E(p)

p
=

mc2

mvT
=

c2

vT
.

Andererseits l¨asst sich zeigen, dass

vgr =
∂E
∂ p

=
p
m

= vT .

Das heißt, es gilt wiederum
vphvgr = c2.
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Das heißt,die Teilchengeschwindigkeit ist gleich der Gruppengeschwindigkeit des dem Teilchen zuge-
ordneten Wellenpaket.

Aus den Ausdr¨ucken für die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit folgt damit ganz allgemein die Be-
ziehung

vgr vph = vT
c2

vT
= c2 . (12.2.14)

Nur für masselose Teilchen, wie z.B. Photonen, istvgr = vph= c. Für Materiewellen sind dagegen Phasen-
und Gruppengeschwindigkeit unterschiedlich.

Zum Vergleich sind in Tabelle 12.2 die Teilchen- und Welleneigenschaften von Teilchen mit endlicher
Ruhemassem0 und von Photonen zusammengestellt.

Eigenschaft Teilchen:m0 �= 0 Photon

Ruhemasse m0 0
Geschwindigkeit vT c

Teilchen- Masse m m= E/c2

Eigenschaft Impuls p = mvT p = E/c
Energie E = mc2 =

√
p2c2 +(m0c

2)2 E = mc2

Drehimpuls L = r×p s = ±�

Frequenz ω = E/� = mc2/� ω = E/�

Wellen- Wellenlänge λ = h/p λ = hc/E = c/ν
Eigenschaften Phasengeschwindigkeit vph = c2/vT vph = c

Gruppengeschwindigkeit vgr = vT vgr = c
Energie E = �ω E = �ω

Tabelle 12.2:Vergleich der Teilchen- und Welleneigenschaften von Teilchen mit endlicher Ruhemasse
und von Photonen.

12.2.4 Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion

Wir wollen in diesem Abschnitt kurz diskutieren, wie die Wellen- und Teilcheneigenschaften f¨ur Ob-
jekte mit endlicher Ruhemasse miteinander vereinbart werden k¨onnen. Dabei wollen wir die orts- und
zeitabhängigen Eigenschaften von Teilchen mittels einer WellenfunktionΨ(r, t) beschreiben, die die
Form eines Wellenpakets hat. Wir wollen jetzt vor allem die physikalische Interpretation dieser Wellen-
funktion diskutieren.

Der Welle-Teilchen-Dualismus ist uns schon bei der Diskussion der Eigenschaften von Photonen be-
gegnet. Wir wiederholen hier kurz die f¨ur Photonen gewonnene Interpretation und ¨ubertragen diese auf
Materiewellen.

1. Photonen:

Für Photonen im Vakuum gibt der PoyntingvektorS= ε0cE2 die Energiestromdichte im Wellen-
bild an. Im Teilchenbild giltS= 〈N〉�ω. Dabei ist〈N〉 die Zahl der Photonen pro Fl¨achen- und
Zeiteinheit (Photonen-Stromdichte) und�ω die Energie der Photonen.

c© Walther-Meißner-Institut



Abschnitt 12.2 PHYSIK III 471

Die Wahrscheinlichkeit,N Photonen pro Fl¨achen- und Zeiteinheit nachzuweisen, ist deshalb pro-
portional zum Quadrat der elektrischen Feldst¨arke. Beim Doppelspaltexperiment entsteht die auf
dem Schirm beobachtete Interferenzstruktur aus derÜberlagerung der elektrischen Feldst¨arkenE1
undE2 der von beiden Spalten auslaufenden Wellen. Die WahrscheinlichkeitP, ein Photon an der
Stelley auf dem Schirm hinter den Spalten zu finden, ist somit

P ∝ |E1 + E2|2 . (12.2.15)

Wir haben gesehen, dass einzelne Photonen ausreichen, um die Interferenz zu erzeugen.

2. Materiewellen:

Wir können die f¨ur Photonen benutzte Interpretation auf Materiewellen ¨ubertragen. Dabei wird
das elektrische FeldE(r, t) durch die im Allgemeinen komplexe WellenfunktionΨ(r, t) ersetzt.
Für ein Teilchen mit endlicher Ruhemasse ist|Ψ(r, t)|2d3r die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen
zur Zeitt im Volumenelementd3r = dxdydzan der Steller zu finden. Aus dieser Bedingung folgt
natürlich eine Normierungsbedingung f¨ur die Wellenfunktion:

∫
|Ψ(r, t)|2d3r = 1 . (12.2.16)

Wie im Fall der Photonen ist diese Interpretation allerdings nur dann sinnvoll, wenn wir viele Teil-
chen experimentell untersuchen. In diesem Fall k¨onnen wir den gemessenen Ensemble-Mittelwert
mit der so definierten Wahrscheinlichkeit, dem Quadrat der Wellenfunktion, identifizieren.

12.2.5 Die Unschärferelation bei Materiewellen

Wir haben in den vorangegangenen Kapitel gezeigt, dass sowohl die elektromagnetische Strahlung als
auch die Materie Eigenschaften zeigen, die teils im klassischen Wellenbild, teils im klassischen Teilchen-
bild gedeutet werden k¨onnen. Das heißt, sowohl der Wellenbegriff als auch der Teilchenbegriff k¨onnen
nicht eindeutig der Strahlung oder der Materie zugeordnet werden. Je nach Situation muss der eine oder
der andere Begriff herangezogen werden. Dies wirft die Frage auf, wo denn die Grenzen der Anwendbar-
keit der klassischen Begriffe Welle und Teilchen liegen. Eine Teilantwort darauf gibt dieHeisenberg’sche
Unscḧarferelation, die wir bereits in Kapitel 9 eingef¨uhrt haben und in Abschnitt 10.4.3 im Zusammen-
hang mit elektromagnetischer Strahlung diskutiert haben. Wir wollen jetzt hier die Unsch¨arferelation
auch im Zusammenhang mit Materiewellen diskutieren.

Unschärfe von Ort und Impuls

Wir haben zur Beschreibung von r¨aumlich lokalisierten Teilchen Wellenpakete verwendet, die aus einer
Überlagerung von ebenen Wellen mit einer kontinuierlichen Verteilung von Wellenl¨angenλ = 2π/k mit
einer Unsch¨arfe∆λ = 2π/∆k um den Mittelwert gebildet werden (vergleiche (12.2.6)):

Ψ(x, t) =

k0+∆k∫
k0−∆k

Ψ0 exp
[
ik(x− ω

k
t)

]
dk . (12.2.17)
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Mit

k = k0 +(k−k0) = k+∆k

und ω = ω0 +
(

dω
dk

)
k=k0

(k−k0)+ . . . (12.2.18)

folgt

Ψ(x, t) = Ψ0 exp(ik0x− iω0t) 2
sin[(ω′t −x)∆k]

ω′t −x
. (12.2.19)

Dabei wurdeω′ = dω/dk und∆k = k−k0 verwendet. F¨ur feste Zeiten (z.B.t = 0) ist dies eine Funktion
vom Typ

Ψ(x) ∼ sin(x∆k)
x

. (12.2.20)

Der Nullstellenabstand dieser Funktion ist durch die Beziehung

∆x∆k = 2π (12.2.21)

gegeben. Mit∆p = �∆k ergibt sich für die Orts- und Impulsunsch¨arfe

∆px ∆x = h . (12.2.22)

Diese Beziehung bedeutet, dass wir den Ort und den Impuls eines Teilchens nicht gleichzeitig mit einer
beliebigen Genauigkeit messen k¨onnen.

Wir wollen dazu ein Gedankenexperiment machen, bei dem wir versuchen, den Ort eines ruhenden Elek-
trons (p = 0) möglichst genau zu messen. Damit wir eine m¨oglichst hohe Aufl¨osung∆x = λ /sinα er-
halten, verwenden wir sehr kurzwelliges Licht (γ-Strahlung) mit einer Wellenl¨ange vergleichbar dem
Durchmesser eines Elektrons. F¨uhren wir eine solche Messung durch, so muss, damit wir das Elektron
abbilden können, mindestens ein Photon an ihm gestreut werden und dadurch ins Beobachtungsobjektiv
gelangen, mit dem es nachgewiesen wird. Bei diesem Streuprozess ¨uberträgt das Photon allerdings einen
endlichen Impuls auf das Elektron. Auch wenn wir den genauen Impuls¨ubertrag nicht wissen, so k¨onnen
wir doch die gleiche Argumentation wie bei der Diskussion zum Heisenberg’schen Gammastrahlenmi-
kroskop (siehe Abschnitt 7.4 und Abb. 7.10) anwenden und argumentieren, dass die Impulsunsch¨arfe
des Photons, das vom Objektiv mit demÖffnungswinkelα aufgefangen wird,∆px ∼ psinα = h

λ sinα
beträgt. Daraus ergibt sich die dann die Beziehung∆px∆x = h. Man kann hier also sagen, dass der
Messvorgang die zu messende Gr¨oße derart st¨ort, dass man keine Messung von Ort und Impuls mit
beliebiger Genauigkeit durchf¨uhren kann.
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Unschärfe von Energie und Zeit

In der Wellenfunktion f¨ur ebene Wellen (∝ exp[i(kx−ωt)]), aus denen wir unser Wellenpaket aufgebaut
haben, treten der Ortx und die Zeitt symmetrisch auf. Wir k¨onnen also Wellenpakete aufbauen, die
eine maximale Amplitude zu einer Zeitt mit einer Unsch¨arfe∆t aufweisen. An die Stelle der Beziehung
∆x∆k = 2π tritt dann die Relation∆t∆ω = 2π oder mitE = �ω

∆E ∆t = h . (12.2.23)

Dies bedeutet, dass man die Energie eines Wellenpakets nur mit einer Unsch¨arfe∆E ermitteln kann und
dafür mindestens die Zeit∆t aufwenden muss.

Ein typisches Beispiel f¨ur die Energie-Zeit Unsch¨arfe ist die Zerfallsbreite der Strahlung, die beim
Übergang eines Atoms vom angeregten in den Grundzustand emittiert wird. Die angeregten Niveaus
eines Atoms gehen spontan nach einer mittleren Zeitτ in den Grundzustand ¨uber. Daher ist die Emis-
sionszeit der Photonen im Ensemblemittel nur mit der Unsicherheitτ messbar. Damit ist dann eine
Energieunsch¨arfeΓ bzw. Frequenzunsch¨arfe∆ω der emittierten Strahlung mit

Γ τ = � oder ∆ω =
1
τ

(12.2.24)

verbunden. Die Tatsache, dass in der Unsch¨arferelation jetzt� anstelle vonh auftaucht, liegt an der
speziellen Definition der mittleren Zerfallszeitτ .

Ein weiteres Beispiel betrifft die Wechselwirkungszeiten von Neutronen mit Magnetfeldern. Die Wech-
selwirkungsenergie des magnetischen Momentsµ eines Neutrons mit einem homogenen Magnetfeld ist
E =−µ ·B. Wenn wir diese Energie messen wollen, so gelingt uns dies nur mit einer endlichen Unsch¨arfe
∆E, die umgekehrt proportional zur Messzeit∆t ist. Um also die Wechselwirkungsenergie m¨oglichst ge-
nau zu messen, m¨ussen sich die Neutronen m¨oglichst lange im Magnetfeld aufhalten. Dies realisiert man
mit sehr langsamen, so genanntenultrakalten Neutronen(v ∝ 1/

√
T).

Vertiefungsthema:
Die Larmor-Präzession eines magnetischen Dipols

Als weiteres Beispiel f¨ur die Bedeutung der Unsch¨arferelation wollen wir hier kurz zeigen, dass man in
einem mikroskopischen System immer nur den Betrag des Drehimpulsvektors und eine seiner Kompo-
nenten in einem Experiment gleichzeitig messen kann.

Aus unserer Diskussion zum Stern-Gerlach-Experiment in Abschnitt 12.1.1 wissen wir, dass das Elektron
einen Eigendrehimpulss = 1/2 besitzt mit zwei m¨oglichen Einstellungensz = ±1

2� bezüglich eines
äußeren MagnetfeldesB. Mit dem Eigendrehimpuls ist das magnetische Moment

µ = −gsµB
s
�

µz = ±gsµB/2 � ±µB (12.2.25)
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verknüpft. Ein inz-Richtung angelegtes MagnetfeldB = (0,0,Bz) verursacht ein Drehmonent

m = µ ×B =
ds
dt

(12.2.26)

auf den Spin des Elektrons. Dieses Drehmonent resultiert in einer Pr¨azession des Drehimpulsvektors
um diez-Achse (siehe hierzu Abb. 12.11). Die Energie des magnetischen Moments im ¨außeren Feld ist
Epot = −µ ·B und der Energieunterschied zwischen den beiden Einstellm¨oglichkeiten betr¨agt ∆Epot =
gsµBBz.

Bz

ϕ

s
ds/dt

α

Abbildung 12.11:Zur Definition der Größen bei der Larmor-Präzession.

Mit den in Abb. 12.11 gegebenen Bezeichnungen k¨onnen wir (12.2.26) wie folgt ausdr¨ucken:

gsµB
|s|
�
|B|sinϕ =

∣∣∣∣ds
dt

∣∣∣∣ . (12.2.27)

Mit r/|s| = sinϕ und der Larmor-Pr¨azessionsfrequenzωL = dα/dt = |ds/dt|/r erhält man

ωL =

∣∣ds
dt

∣∣
|s|sinϕ

= gsµB
1
�
|B| (12.2.28)

und damit ergibt sich f¨ur die Larmor-Frequenz

ωL = gsµBBz/� = ∆Epot/� (12.2.29)

Um experimentell festzustellen, ob der Elektronenspin parallel oder antiparallel zurz-Richtung ausge-
richtet ist, müssen wir eine Energiemessung mit einer Genauigkeit von∆Epot durchführen. Nach der
Unschärferelation ben¨otigen wir dazu mindestens die Zeit∆t = h/∆Epot. Mit (12.2.29) folgt dann
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∆t ≥ h
∆Epot

=
h

�ωL
=

1
νL

= TL . (12.2.30)

Wir sehen also, dass die minimale Messzeit genau einer Umlaufzeit des Drehimpulsvektors um diez-
Achse, also einer Larmor-Periode, entspricht. Wenn wir also den Wert vonsz bestimmen wollen, geht
uns dabei jegliche Information ¨ubersx undsy verloren.

Es sei hier noch darauf hingewiesen, dass man f¨ur makroskopische Systeme nicht mit der Genauigkeit
h messen muss. Deshalb kann man f¨ur diese Systeme immer alle Drehimpulskomponenten gleichzeitig
und gen¨ugend genau messen.
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12.3 Die Schrödinger-Gleichung

In Kapitel 2 haben wir aus den Maxwell-Gleichungen eine Wellengleichung f¨ur elektromagnetische Wel-
len abgeleitet. Diese Wellengleichung stellt eine Bewegungsgleichung f¨ur das elektrische und magneti-
sche Feld dar. In diesem Abschnitt wollen wir nun eine Bewegungsgleichung f¨ur Materiewellen disku-
tieren, die es uns erlauben wird, mikroskopische Systeme in einer nicht-relativistischen N¨aherung zu
beschreiben. Diese Bewegungsgleichung wurde zuerst vonErwin Schr̈odinger im Jahr 1926 aufgestellt
und wird deshalbSchr̈odinger-Gleichunggenannt. Obwohl die von Schr¨odinger gefundene Wellenglei-
chung für Materie genauso wie dieNewton’schen Bewegungsgleichungennicht wirklich ableitbar ist,
wollen wir im Folgenden doch versuchen, sie mit Hilfe von experimentellen Tatsachen zu motivieren.

Mit Hilfe der Schrödinger-Gleichung k¨onnen wir die MateriewellenfunktionΨ(r, t) für einige einfache
Situationen berechnen. Das Absolutquadrat dieser Wellenfunktion wird uns dann die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit für ein Teilchen angeben. Die Beschreibung von klassischen Teilchen durch Materiewellen
führt dazu, dass wir die klassische, deterministische Beschreibung der zeitlichen Entwicklung von Ort
und Impuls eines Teilchens ersetzen m¨ussen durch eine statistische Behandlung, bei der wir lediglich
Wahrscheinlichkeiten f¨ur die Ergebnisse einer Messung dieser Gr¨oßen angeben k¨onnen. Es tritt dabei
eine prinzipielle Unsch¨arfe auf, die eine gleichzeitige scharfe Messung von Ort und Impuls verhindert.
An die Stelle einer wohldefinierten Bahnkurver(t), die wir aus der klassischen Mechanik kennen, tritt
nun eine WahrscheinlichkeitP(r, t)dV = |Ψ(r, t)|2dV, ein Teilchen zur Zeitt in einem Volumenelement
dV an der Steller zu finden.

12.3.1 Formulierung der Schrödinger-Gleichung

Für Teilchen mit wohldefiniertem Impuls kann es sich bei der entsprechenden Wellenfunktion nur um
eine ebene Welle der Form

Ψ(r, t) = Ψ0 exp(ik · r− iωt) (12.3.1)

handeln. Wir haben ferner gesehen, dass wir Wellenpakete, die r¨aumlich lokalisierte Teilchen beschrei-
ben, aus einer linearen Superposition von ebenen Wellen erhalten k¨onnen.

Die Teilchen besitzen ferner die EnergieE, die mit dem Impulsp über

E =
p2

2m
(12.3.2)

verbunden ist. MitE = �ω undp = �k ergibt dies die Dispersionsrelation15

�ω =
�

2k2

2m
. (12.3.3)

Wir suchen eine Bewegungsgleichung f¨ur die WellenfunktionΨ(r, t) mit den folgenden Eigenschaften:

15Im allgemeinen Fall, dass zus¨atzlich eine potentielle EnergieV(r) auftritt, ist die Dispersionsrelation auf der rechten Seite
durchV(r) zu ergänzen.
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• Sie muss eine Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit sein, damitΨ(r, t) durch die An-
fangsverteilungΨ(r,0) bestimmt ist.

• Sie muss linear inΨ(r, t) sein, um die Superposition von mehreren L¨osungen zu erm¨oglichen.

• Sie muss homogen sein, damit die resultierenden Wellenfunktionen f¨ur alle Zeiten normierbar
sind.

• Harmonische Wellen der FormΨ(r, t) = Aexp[i(k · r−ωt)] sollten Lösungen sein, damit man
durch die Superposition dieser L¨osungen Wellenpakete konstruieren kann.

• Die Dispersionsrelation sollte erf¨ullt sein.

Wir betrachten zun¨achst ein freies Teilchen. F¨ur das freie Teilchen k¨onnen wir

p Ψ(r, t) = �k Ψ(r, t) = −i�∇ Ψ (r, t) (12.3.4)

schreiben. Es liegt daher nahe, den Impulsp mit dem Operator−i�∇ zu identifizieren:

p → −i�∇ . (12.3.5)

Im quantenmechanischen Bild k¨onnen wir jeder klassischen Messgr¨oße einen Operator zuordnen, wobei
sich die physikalischen Messwerte als Erwartungswert dieses Operators ergeben (eine genaue Diskussion
dieses Zusammenhang wird im Rahmen der theoretischen Quantenmechanik gegeben). F¨ur den Impuls-
operator in der Ortsdarstellung m¨ussen die ebenen Wellen die Eigenfunktionen darstellen. Genau dies
kommt in (12.3.5) zum Ausdruck:

pΨ(r, t) = pΨ0exp(ik · r− iωt) = −i�∇Ψ 0 exp(ik · r− iωt)
= �kΨ0 exp(ik · r− iωt) = �kΨ(r, t). (12.3.6)

Wir können nun diese Beziehung in die Impuls-Energie-Beziehung (12.3.2) eines freien Teilchens ein-
setzen und erhalten dadurch

E Ψ(r, t) =
p2

2m
Ψ(r, t) = − �

2

2m
� Ψ(r, t) =

�
2k2

2m
Ψ(r, t) . (12.3.7)

Wir müssen jetzt noch eine Annahme ¨uber die Zeitabh¨angigkeit der Wellenfunktion machen. Wir sind
dabei dem de Broglie’s Symmetriegedanken und haben die gleiche Zeitabh¨angigkeit

Ψ(r, t) ∝ exp(−iωt) (12.3.8)
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gewählt wie für Photonen. Hierbei ist die Frequenz durch

ω =
E
�

(12.3.9)

gegeben, wodurch wir

E Ψ(r, t) = �ω Ψ(r, t) = i�
∂
∂ t

Ψ(r, t) (12.3.10)

erhalten. Aus (12.3.10) und (12.3.7) erhalten wir dann

i�
∂
∂ t

Ψ(r, t) = − �
2

2m
� Ψ(r, t) . (12.3.11)

Falls wir es nicht mit einem freien Teilchen zu tun haben, sondern sich dieses in einem PotenzialV(r, t)
befindet, so ist seine Energie durch die potentielle Energie zu erg¨anzen. Schr¨odinger postulierte nun, dass
der Zusammenhang (12.3.11) auch bei zeitabh¨angiger potentieller Energie gelten soll:

i�
∂
∂ t

Ψ(r, t) =
(
− �

2

2m
�+V(r, t)

)
Ψ(r, t) . (12.3.12)

Diese Gleichung wurde erstmals 1926 vonE. Schrödinger angegeben und wird nach ihmzeitabḧangige
Schr̈odinger-Gleichunggenannt. Sie ist eine Differentialgleichung f¨ur die Wellenfunktion oder Zustands-
funktionΨ(r, t) und spiegelt die Eigenschaften des betrachteten Teilchens oder Systems wider, wobei das
Potenzial Randbedingungen erzwingt, denen die L¨osungsfunktion gehorchen muss. Die G¨ultigkeit dieser
Gleichung wurde mittlerweile durch zahlreiche Experimente best¨atigt.

Ist das PotenzialV(r) nicht explizit von der Zeit abh¨angig, so faktorisiert die L¨osungsfunktion in einen
orts- und zeitabh¨angigen Anteil, d.h. sie l¨asst als Produkt

Ψ(r, t) = Ψ(r) ·φ(t) . (12.3.13)

schreiben. Um dies explizit zu zeigen, setzen wirΨ(r) · φ(t) in die Schrödinger-Gleichung ein. Wir
erhalten dann

Ψ(r) ·
(

i�
∂
∂ t

φ(t)
)

= φ(t) ·
[(

− �
2

2m
�+V(r)

)
Ψ(r)

]
. (12.3.14)
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.

Erwin Schrödinger (1887 -1961) – Nobelpreis für Physik 1933

Erwin Schrödinger wurde am 12. August 1887 in Wien geboren. Nach der
Schulausbildung am k. u. k. Akademischen Gymnasium in Wien studierte
Schrödinger Mathematik und Physik in Wien. 1910 wurde er mit einer Ar-
beit “über die Leitung der Elektrizit¨at auf der Oberfl¨ache von Isolatoren an
feuchter Luft” promoviert und begann als Assistent am 2. Physikalischen In-
stitut der Universit¨at Wien. Hier habilitierte er sich im Jahre 1914. Anschlie-
ßend nahm er als Offizier der Festungsartillerie am ersten Weltkrieg teil.
Nach mehreren Aufenthalten an verschiedenen deutschsprachigen Univer-
sitäten (Wien und Jena, Dozent; Stuttgart, Extraordinarius; Breslau, Ordina-
rius) ging er 1921 an die Universit¨at Zürich undübernahm nach Albert Ein-
stein und Max von Laue den Lehrstuhl f¨ur Physik. Am 1. Oktober 1927 folg-
te er einem Ruf auf den Lehrstuhl f¨ur Theoretische Physik der Universit¨at
Berlin und wurde somit Nachfolger von Max Planck. Die Machtergreifung
Hitlers im Jahre 1933 war f¨ur Deutschland nicht nur in politischer, sondern
auch in wissenschaftlicher Hinsicht ein Wendepunkt. In den ersten Wochen
des Naziregimes wurden tausende Gelehrte infolge politscher und rassischer
Verfolgung aus ihren̈Amtern entlassen. Die Zerschlagung Berlins als phy-
sikalische Hochburg einerseits, eine zutiefst b¨urgerlich-humanistische und
antifaschistische Grundhaltung Schr¨odingers andererseits, veranlassten ihn im Oktober zur Emigration nach Ox-
ford. Kurz darauf erhielt er die Nachricht, dass ihm zusammen mit dem Engl¨ander Paul Dirac der Nobelpreis
für Physik des Jahres 1933 (in Anerkennung der Entdeckung und Anwendung neuer fruchtbarer Formulierungen
der Atomtheorie) zugesprochen worden war. Nach drei Jahren des Exils zog es ihn 1936 an die Universit¨at Graz.
Nach Anschluss̈Osterreichs an Hitlerdeutschland im Jahre 1938 wurde Schr¨odinger aber frist- und pensionslos
aus dem Grazer Ordinariat entlassen, wonach er fluchtartig das Land verließ. Nach Aufenthalten in Oxford und
Belgien ging er im Oktober 1939 an das Institute for Advanced Studies in Dublin, wo er bis 1956 t¨atig war. Im
April 1956 kehrte er nach Wien zur¨uck, trat wenige Tage nach seiner Ankunft ein “ad personam Ordinariat f¨ur
Theoretische Physik” an. 1957 erfolgte Schr¨odingers Emeritierung. Er schied aber erst nach einem so genannten
Ehrenjahr 1958 aus dem Dienst aus. Seine letzten Lebensjahre verlebte er relativ zur¨uckgezogen im Alpendorf
Alpbach, in Tirol.

Erwin Schrödinger verstarb am 04. Januar 1961 in Wien.

Die Ausdrücke in den Klammern h¨angen jeweils nur vom Ort bzw. der Zeit ab. Wir d¨urfen deshalb
schreiben

i�
∂
∂ t

φ(t) = h(r) φ(t) (12.3.15)

und

(
− �

2

2m
�+V(r)

)
Ψ(r) = g(t) Ψ(r) , (12.3.16)

wobei die Funktioneng(t) undh(r) noch zu bestimmen sind. Einsetzen dieser Beziehungen in (12.3.14)
ergibt

Ψ(r)h(r)φ(t) = φ(t)g(t)Ψ(r) , (12.3.17)

was schließlich zu

h(r) = g(t) (12.3.18)
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für alle (r, t) führt. Es kann sich also bei den gesuchten Funktionen nur um eine Konstante handeln, die
wir mit E bezeichnen wollen, da sie die Dimension einer Energie hat. Damit k¨onnen wir (12.3.15) und
(12.3.16) schreiben als:

i�
∂
∂ t

φ(t) = E φ(t) (12.3.19)

und

(
− �

2

2m
�+V(r)

)
Ψ(r) = E Ψ(r) , (12.3.20)

Gleichung (12.3.19) hat die einfache L¨osung

φ(t) = φ0 exp

(
−i

E
�

t

)
, (12.3.21)

d.h. wir erhalten eine harmonische Zeitabh¨angigkeit. Damit ergibt sich f¨ur die Wellenfunktion im stati-
onären Fall eines nur vom Ort abh¨angigen Potenzials

Ψ(r, t) = Ψ(r) exp

(
−i

E
�

t

)
. (12.3.22)

Der Vergleich mit einer ebenen Welle zeigt, dass die KonstanteE identisch mit der Gesamtenergie des
untersuchten Systems ist. Der Ausdruck

H ≡ − �
2

2m
�+V(r) (12.3.23)

ist das quantenmechanische Analogon zur klassischen Hamiltonfunktion

H ≡ p2

2m
+V(r) . (12.3.24)

Wir bezeichnen diesen Ausdruck daher alsHamilton OperatorH . Gleichung (12.3.20) besagt, dass es
sich bei der FunktionΨ(r) um eine Eigenfunktion vonH mit dem EigenwertE handelt:

H Ψ(r) =
(
− �

2

2m
�+V(r)

)
Ψ(r) = E Ψ(r) . (12.3.25)
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Diese Gleichung bezeichnet man alszeitunabḧangige Schr̈odinger-Gleichung. Sie stellt ein Eigenwert-
problem dar. Die Gr¨oßeE nimmt ein Spektrum von WertenEn an, die die Eigenwerte zum Operator
H für die EigenfunktionenΨn sind. Die EigenwerteEn sind die möglichen Energieeigenwerte des Sy-
stems und sind nach Voraussetzung zeitlich konstant. Die Zahlenwerte vonEn müssen aus der L¨osung
der zeitunabh¨angigen Eigenwertgleichung (12.3.25) ermittelt werden.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte

Ψ�(r, t)Ψ(r, t) = exp

(
i
E
�

t

)
Ψ�(r) ·exp

(
−i

E
�

t

)
Ψ(r) = Ψ�(r)Ψ(r) (12.3.26)

ist unabhängig von der Zeit. Aus diesem Grund nennen wir die Zust¨ande, die durch die EigenwerteEn

und die EigenfunktionenΨn beschrieben werden,station̈are Zusẗandedes Systems. Das Konzept der
stationären Zust¨ande basiert auf der Annahme, dass der Hamilton-Operator nicht explizit von der Zeit
abhängt.

Wir möchten hier noch einmal daran erinnern, dass die Energie eines Systems aus Symmetriegr¨unden
eine Erhaltungsgr¨oße darstellen muss, falls das System homogen in der Zeit ist, d.h. seine mathematische
Beschreibung nicht explizit von der Zeit abh¨angt. Dies ist f¨ur ein nur vom Ort abh¨angiges Potential
V(r) der Fall. Im allgemeinen Fall wird sich das System allerdings zeitlich entwickeln, d.h. es wird
sich nicht in einem Eigenzustand des Hamilton-Operators befinden. Die EnergieE ist dannüber den
Erwartungswert des Hamilton-Operators〈H 〉 zu ermitteln.

Bevor wir Lösungen der Schr¨odinger-Gleichung f¨ur die verschiedenen physikalischen Situationen su-
chen, wollen wir noch einige zusammenfassende Bemerkungen zu der Schr¨odinger-Gleichung selbst
machen.

1. Die Schrödinger-Gleichung ist eine Differenzialgleichung erster Ordnung in der Zeit und zwei-
ter Ordnung im Ort. Ort und Zeit werden deshalb nicht gleichwertig behandelt. Sie kann daher
nicht relativistisch invariant sein. Dies verwundert uns nicht, basierte doch unsere Motivation der
Schrödinger-Gleichung auf der nicht-relativistischen Energie-Impuls BeziehungE = p2/2m. Re-
lativistische Verallgemeinerungen der Schr¨odinger-Gleichung wurden relativ fr¨uh vorgeschlagen.
Dabei boten sich zwei Wege an. Es galt entweder eine Gleichung zu finden, die nur zweite Ab-
leitungen enth¨alt (Klein-Gordon-Gleichung), oder aber eine Gleichung die sich auch beim Ort
mit den ersten Abbleitungen begn¨ugt (Dirac-Gleichung). Beide Wege haben physikalisch ihre Be-
rechtigung und f¨uhren auf Wellengleichungen f¨ur Bosonen und Fermionen. Diese Gleichungen,
die übrigens automatisch die Antiteilchen sowie den Spin implizieren, sollen hier nicht diskutiert
werden.

2. Die Tatsache, dass die Schr¨odinger-Gleichung erster Ordnung in der Zeit ist, hat den Vorteil, dass
als Anfangsbedingung die Kenntnis vonΨ(r, t = t0) ausreicht.16 Die Newton’schen Gleichungen
sind ja bekanntlich zweiter Ordnung in der Zeit und deshalb ben¨otigen sie zu deren L¨osung nicht
nur die Orte sondern auch die Anfangsgeschwindigkeiten.Ähnliches gilt für die elektromagneti-
schen Wellen. Auch dort ist die Wellengleichung zweiter Ordnung in der Zeit. Als Anfangsbedin-
gungen ben¨otigen wir sowohlA als auchȦ, d.h. das magnetische und das elektrische Feld zum
Anfangszeitpunkt. Dies ist nicht verwunderlich, basiert doch die Wellengleichung auf den funda-
mentaleren Maxwell-Gleichungen, die erster Ordnung in der Zeit sind, aber zwei FelderE undB
enthalten.

16Bitte beachten sie, dass dies im Unterschied zur klassischen Mechanik immer noch die Kenntnis ¨uberabz¨ahlbar vieler
FunktionswerteΨ(r, t = t0) impliziert.
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3. Die Wechselwirkung mit anderen Teilchen ist in der Schr¨odinger-Gleichung, wie sie hier darge-
stellt wurde, nicht enthalten, es sei denn, dass diese ¨uber ein Feld beschrieben werden kann. Dies
ist natürlich nicht immer der Fall, weshalb wir eine erweiterte Theorie ben¨otigen, sobald wir es
mit komplizierteren Wechselwirkungsprozessen zu tun haben.

4. Die Schrödinger-Gleichung enth¨alt die Masse als Parameter. Sie bezieht sich daher auf ein System,
in dem die Teilchenzahl erhalten ist.

5. Die Schrödinger-Gleichung enth¨alt explizit die Größe�. Dies ist bei der Wellengleichung des
elektromagnetischen Feldes nicht der Fall.

6. Die Schrödinger-Gleichung ist komplex und damit auch deren L¨osungen. Zwar hat auch die Wel-
lengleichung des elektromagnetischen Feldes komplexe L¨osungen, wir k¨onnen aber immer reelle
physikalische Wellenfelder durch Linearkombinationen erhalten. Im Photonenbild impliziert dies
die Kombination von Quanten mit entgegengesetzten Impulsen.

12.3.2 Vertiefungsthema:
Anmerkung zu quantenmechanischen Operatoren

Operatoren spielen in der Quantenmechanik eine zentrale Rolle:

1. Man geht davon aus, dass jeder physikalischen ObservablenP ein OperatorP entspricht.

2. Die einzigen m¨oglichen Werte, die bei einer Messung der physikalischen Gr¨oße auftreten k¨onnen,
sind die Eigenwerte der Gleichung

PΨ = PΨ . (12.3.27)

Die Schrödinger-Gleichung in der Form (12.3.25) ist ein spezieller Fall dieser Beziehung.

3. Bei wiederholter Messung der Gr¨oßeP ist der Erwartungswert, das ist das arithmetische Mittel
aller möglichen Messungen, gegeben durch

〈P〉 =
∫

Ψ�PΨdr . (12.3.28)

Nicht alle Arten von Operatoren sind m¨oglich, physikalische Bedeutung haben nur so genanntehermite-
sche Operatoren, die durch die Bedingung

∫
Ψ�

l PΨmdr =
∫

ΨmP�Ψ�
l dr (12.3.29)

definiert sind. Man kann zeigen, dass alle hermiteschen Operatoren reelle Eigenwerte haben.

Schließlich sei noch darauf hingewiesen, dass die Reihenfolge der Anwendung von Operatoren nicht
beliebig ist, sie sind nicht immer vertauschbar. Das gilt z.B. f¨ur Ort und Impuls. Mit (12.3.5) folgt
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[PQ] = PQ−QP = i� . (12.3.30)

Hieraus kann man mit etwas mathematischem Aufwand die Heisenberg’sche Unsch¨arferelation ableiten.
Das heißt, die zu nichtvertauschbaren Operatoren geh¨origen Observablen sind nicht gleichzeitig mit
beliebiger Sch¨arfe messbar.

12.3.3 Vertiefungsthema:
Wahrscheinlichkeitsstrom

Wir wollen nun betrachten, wie sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit auf Grund der Schr¨odinger-
Gleichung zeitlich entwickelt. Wir erinnern uns in diesem Zusammenhang an die Ableitung der Ener-
giedichte für das elektromagnetische Wellenfeld. Die Energiedichte ist proportional zum Quadrat des
elektrischen Feldes und kann damit, wie in Abschnitt 12.2.4 diskutiert wurde, mit einer Aufenthalts-
wahrscheinlichkeitsfunktionW(r, t) der Photonen identifiziert werden. F¨ur Materiewellen gilt die gleiche
Überlegung, nur muss hier das elektrische FeldE(r, t) durch die WellenfunktionΨ(r, t) ersetzt werden.

Wir wollen nun einen Ausdruck f¨ur den Wahrscheinlichkeitsstrom ableiten. Dazu gehen wir wie folgt
vor:

• Wir multiplizieren die Schr¨odinger-Gleichung von links mitΨ�(r, t).

• Wir multiplizieren die konjugiert komplexe Gleichung von links mitΨ(r, t).

• Wir subtrahieren die beiden so erhaltenen Gleichungen.

Auf diese Weise erhalten wir

∂
∂ t

(Ψ�Ψ)+
�

2mi
(Ψ��Ψ−Ψ�Ψ�) = 0 . (12.3.31)

Diesen Ausdruck k¨onnen wir zu

∂
∂ t

(Ψ�Ψ)+ ∇
[

�

2mi
(Ψ�∇Ψ −Ψ∇Ψ �)

]
= 0 (12.3.32)

umformulieren. Diese Gleichung hat die Form einer Kontinuit¨atsgleichung

∂ρ
∂ t

+ ∇ ·J = 0 . (12.3.33)

Die Größe
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ρ ≡ |Ψ(r, t)|2 = Ψ(r, t)Ψ�(r, t) (12.3.34)

ist somit wie die Energie oder die Massendichte in der klassischen Kontinuumsmechanik eine Erhal-
tungsgröße. Diese Aussage ist konform mit unserer Interpretation von|Ψ(r, t)|2 als Wahrscheinlichkeits-
dichte.17 Für ein endliches Volumen gibt

J =
[

�

2mi
(Ψ�∇Ψ −Ψ∇Ψ �)

]
(12.3.35)

die Veränderung von|Ψ(r, t)|2 an, das heißt den Wahrscheinlichkeitsstrom durch die das Volumen ein-
schließende Oberfl¨ache.

17Es soll hier nicht verschwiegen werden, dass alternative Interpretationen der Schr¨odinger-Gleichung existieren. Die hier
vorgestellte Interpretation geht in erster Linie auf Bohr zur¨uck und wird als Kopenhagener Deutung der Quantenmechanik
bezeichnet. Sie hat sich historisch als die am besten akzeptierte Interpretation durchgesetzt. Insbesondere de Broglie arbeitete
lange Zeit an einer alternativen Interpretation. Diese wurde von Bohm aufgegriffen und von Bell verteidigt Die L¨osungen
der Schr¨odinger-Gleichung sind aber definitiv keine klassischen Massedichtewellen. D.h. es w¨are mit den Experimenten nicht
vereinbar, sich Teilchenwellen als klassisches Massefluidum vorzustellen.
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12.4 Anwendungen der Schrödinger-Gleichung

Wir werden in diesem Abschnitt die L¨osungen der Schr¨odinger-Gleichung f¨ur einige einfache Poten-
zialformen untersuchen. Dabei sollen die wesentlichen Eigenschaften quantenmechanischer Zust¨ande
deutlich gemacht und gegen diejenigen klassischer Systeme abgegrenzt werden. Diese Grundz¨uge quan-
tenmechanischer Zust¨ande sind f¨ur die Diskussion der Kern-, Atom-, Molek¨ul- und Festk¨orperphysik
von zentraler Bedeutung.

Im Grunde unterscheidet sich die Aufgabe, die Schr¨odinger-Gleichung unter bestimmten Randbedin-
gungen zu l¨osen, in nichts von dem analogen Problemen, die wir im Rahmen der Optik bereits kennen-
gelernt haben. Viele der in der Licht-Optik entwickelten Konzepte finden sich deshalb in der “Materie-
Optik” wieder. Dies reicht von den ebenen Wellen zur Beschreibung ungest¨orter Teilchenausbreitung
über Reflexions- und Transmissionserscheinungen, bis hin zur Interferenz und Beugung von Materie-
wellen. Wir wollen in diesem Abschnitt nur einige wenige Beispiele diskutieren. Eine ausf¨uhrlichere
Diskussionen wird in Rahmen der theoretischen Quantenmechanik gegeben.

12.4.1 Der kräftefreie Massenpunkt

Ist das PotenzialV(r, t) = 0, so istE = p2/2m= h2/2mλ 2 = �
2k2/2m. Setzt man dies in die Schr¨odinger-

Gleichung ein, so erh¨alt man

∂ 2Ψ
∂x2 +

∂ 2Ψ
∂y2 +

∂ 2Ψ
∂z2 +k2Ψ = 0 . (12.4.1)

Zur Trennung der Variablen setzt manΨ als Produkt von drei Funktionen an

Ψ = Ψ1(x)Ψ2(y)Ψ3(z) . (12.4.2)

Setzt man dies in (12.4.1) ein, so erh¨alt man

1
Ψ1

∂ 2Ψ1

∂x2 +k2
1 +

1
Ψ2

∂ 2Ψ2

∂y2 +k2
2 +

1
Ψ3

∂ 2Ψ3

∂z2 +k2
3 = 0 (12.4.3)

mit

k2
1 +k2

2 +k2
3 = k2 . (12.4.4)

Damit ist das Problem auf die L¨osung der eindimensionalen Gleichung
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∂ 2Ψ1(x)
∂x2 +k2

1Ψ1(x) = 0 (12.4.5)

zurückgeführt. Die Lösung dieser Gleichung sind ebene Wellen der Form

Ψk1
(x) = A±1 exp(±ik1x) . (12.4.6)

Wichtig ist, dass allek-Werte und damit alle Energien im ganzen Raum m¨oglich sind, da es keine Randbe-
dingungen durch ein Potenzial gibt. Die L¨osungen nennt man deshalb auchKontinuumslösungen. Dieses
Ergebnis besagt, dass die station¨aren Lösungen der Gleichung diejenigen sind, bei denen das Teilchen
mit gleicher Wahrscheinlichkeit an allen Orten aufgefunden werden kann. Dies macht aus Gr¨unden der
Symmetrie Sinn und erinnert an die ebenen Wellen der Optik.18

Die Normierungsbedingung

∫
V

ρ dr =
∫

Ψ�
kΨkdr = A�A V = 1 . (12.4.7)

kann in diesem Fall allerdings nicht angewendet werden, da das Integral im Intervallx = −∞ bis x = ∞
nicht konvergiert. Um den Wert f¨ur die Wahrscheinlichkeitsdichteρ = |A|2 abzuleiten, benutzen wir den
Wahrscheinlichkeitsstrom19

J =
[

�

2mi
(Ψ�∇Ψ −Ψ∇Ψ �)

]
=

ρ
m

�k = ρv . (12.4.8)

Wir sehen, dass der Wahrscheinlichkeitsstrom durch dieρv, also die Wahrscheinlichkeitsdichte mal die
Geschwindigkeit gegeben ist. Wir erhalten somit f¨ur die Normierungsbedingungρ = Jv= Jm/�k. Für
den Experimentator bedeutet dieses Ergebnis, dass die ebene Materiewelle mit einem kontinuierlichen
Teilchenstrom zu identifizieren ist.

Die ebenen Wellen, die wir als L¨osungen f¨ur das freie Teilchen erhalten haben, sind keine Eigenfunk-
tionen des Orts. Der Ort ist daher unbestimmt, was in der Tatsache zum Ausdruck kommt, dass der
Impulsoperator p nicht mit dem Ortsoperator r vertauscht. Es gilt

18Wie bei den ebenen Wellen in der Optik handelt es sich bei den ebenen Materiewellen um idealisierte L¨osungen, die
experimentell nicht erzeugt werden k¨onnen.

19Den Ausdruck f¨ur den Wahrscheinlichkeitsstrom k¨onnen wir einfach ableiten, indem wir∇ = ik verwenden.Wir erhalten

dannJ =
[

�

2mi(Ψ
�ikΨ−Ψ(−ik)Ψ�)

]
= �

2mi2ikρ = �k
m ρ.
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(px ·x) Ψ(r, t) = −i�
∂
∂x

(xΨ(r, t))

= −i� Ψ(r, t)+x (−i�
∂
∂x

Ψ(r, t))

= (−i�+x ·p)Ψ(r, t) . (12.4.9)

Analoge Gleichungen erhalten wir f¨ur die anderen Komponenten, was wir in

[rα ,pα ′ ] = (rα ·pα ′)− (pα ′ · rα ) = i�δα ,α ′ (12.4.10)

zusammenfassen k¨onnen.

Wir wollen dieses Nichtvertauschen der Operatoren noch einmal aus der Sicht des Experimentators be-
trachten. Messen wir den Impuls des Systems, so zwingen wir das System in einen Eigenzustand von
p. Eine nachfolgende Ortsmessung wird mit gleicher Wahrscheinlichkeit einen beliebigen Wert f¨ur den
Ort liefern. Vertauschen wir die Reihenfolge der Messungen, so befindet sich das Teilchen nach der
Ortsmessung in einem Eigenzustand des Ortsoperators, d.h.Ψ(r) entspricht einer Delta-Funktion

Ψ(r) = δ(r− r0) , (12.4.11)

wobei r0 dem Messwert entspricht. Die Delta-Funktion in ebenen Wellen ausgedr¨uckt, d.h. nach Ei-
genfunktionen des Impulsoperators zerlegt, enth¨alt alle Impulse mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Es gilt
(vergleiche Anhang B.3)

δ(r− r0) =
1

2π

∫
exp[ik(r− r0)d

3k . (12.4.12)

Der Impuls ist daher nach der Ortsmessung v¨ollig unbestimmt. Analog l¨asst sich zeigen, dass sich die
Messungen von Gr¨oßen, deren Operatoren vertauschen, nicht beeinflussen. So kann im Falle des freien
Teilchens sowohl der Impuls als auch die Energie exakt angegeben werden, daH mit p vertauscht. Das
gleiche ist für die Energie und den Ort nicht m¨oglich.

12.4.2 Teilchen im eindimensionalen Potenzialtopf

Wir betrachten nun ein Teilchen in einem eindimensionalen Potenzialtopf der Breitea (siehe Abb. 12.12).
Der Einfachheit nehmen wir an, dass die H¨ohe des Potenzialtopfes unendlich hoch sein soll, das heißt,
es soll gelten

V(x) =

{
∞ für x < 0, x > a

0 sonst
. (12.4.13)
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Das Teilchen ist zwischen den Koordinatenx= 0 undx= a im Gebiet II eingesperrt. Wir m¨ussen deshalb
aus der allgemeinen L¨osung (12.4.6) diejenigen aussuchen, f¨ur die Ψk(x) außerhalb des Potenzialtopfs
(Gebiet I und III) verschwindet. Aus Gr¨unden der Stetigkeit verlangen wir, dass die L¨osung bereits an
den Begrenzungen verschwindet. Wir machen den Ansatz

Ψk(x) = Ak exp(ikx)+A−kexp(−ikx) . (12.4.14)

a0 x

V

I II III

V=0

Abbildung 12.12:Eindimensionaler, unendlich hoher Potenzialtopf.

Die Randbedingungen lauten somit

Ψk(0) = Ak +A−k = 0 (12.4.15)

Ψk(a) = Ak exp(ika)+A−kexp(−ika) . (12.4.16)

Aus (12.4.15) folgt wegenAk =−A−k, dassΨ nur durch Sinusfunktionen dargestellt werden kann.20 Die
zweite Bedingung (12.4.16) besagt, dass die Sinusfunktion auch beix= a verschwinden muss. Schließen
wir die triviale LösungAk = −A−k = 0 aus, so muss sinka= 0 sein, d.h. es muss gelten

ka = nπ mit n = 1,2,3, . . . . (12.4.17)

Damit erhalten wir die L¨osung

Ψ(x) = Asin
(nπ

a
x
)

. (12.4.18)

Damit erhalten wir die Energiewerte

20Es gilt sinx = 1
2i (e

ix −e−ix).
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

 Ψ
n2

x / a
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

 E

x / a
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

 Ψ
n

x / a

n = 3

n = 2

n = 1

Abbildung 12.13:Eigenfunktionen, Wahrscheinlichkeitsdichten und Energieniveaus eines Teilchens in
einem unendlich hohen Potenzialtopf.

En =
�

2k2

2m
=

�
2π2

2ma2 n2 = E0n
2 (12.4.19)

mit E0 = �
2π2

2ma2 . Es sind also nur ganz bestimmte Energiewerte erlaubt, die Energie des Teilchens ist
quantisiert. Die entsprechenden Zust¨ande werden alsgebundene Zuständebezeichnet, da das Teilchen
in einem vorgegebenen Bereich der Ortskoordinate fixiert ist.

Aus der Normierungsbedingung ergibt sich die AmplitudeA =
√

2/a und somit erhalten wir die
Lösungsfunktionen

Ψn =

√
2
a

sin
(nπ

a
x
)

(12.4.20)

Die Eigenfunktionen, die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten und die Energieeigenwerte sind f¨ur die Werte
n = 1,2,3 der Quantenzahln in Abb. 12.13 dargestellt. Die station¨aren Lösungen entsprechen stehenden
Wellen. Die Frequenzen der Eigenschwingungen nehmen quadratisch mitn zu. Die Analogie mit den
stehenden Wellen in einem abgeschlossenen System, z.B. einer schwingenden Saite, ist offensichtlich.

12.4.3 Teilchen im dreidimensionalen Potenzialtopf

Man kann leicht zeigen, dass man f¨ur einen dreidimensionalen, unendlich hohen Potenzialtopf mit den
Abmessungena1,a2,a3 die Lösung

Ψ(x,y,z) = Ãsin

(
n1π
a1

x

)
sin

(
n2π
a2

y

)
sin

(
n3π
a3

z

)
(12.4.21)

mit
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k2 =
(

n2
1

a2
1

+
n2

2

a2
2

+
n2

3

a2
3

)
π2 (12.4.22)

und

E =
�

2k2

2m
=

�
2

2m

(
n2

1

a2
1

+
n2

2

a2
2

+
n2

3

a2
3

)
π2 (12.4.23)

erhält.

Eine ganz wichtige Tatsache ist, dass der Grundzustand des Systems, d.h. der energetisch tiefste Zu-
stand, nicht die EnergieE = 0 besitzt, sondern den Wert�

2π2

2ma2 einnimmt. Der Grund daf¨ur liegt in der
Unschärferelation. Da der Ort des Teilchens nur innerhalb eines Intervalls der Abmessung∆x = a fest-
gelegt ist, ist die Impulsunsch¨arfe gleich∆p = h/a. Wenn wir annehmen, dass der Impulsp selbst min-
destens den Wert∆p haben muss, sch¨atzen wir eine minimale EnergieE0 = 4π2

�
2

2ma2 ab, die mit dem Wert
aus (12.4.19) bis auf einen Faktor 4 ¨ubereinstimmt.21

Ein wichtiges Beispiel f¨ur einen dreidimensionalen Potenzialtopf stellen Zentralpotenziale dar. Zentral-
potenziale wurden bereits im Rahmen der klassischen Mechanik z.B. bei der Diskussion der Planetenbe-
wegung behandelt. Zentralpotenziale spielen aber auch in der Atomphysik (z.B. elektrostatisches Kern-
potenzial), der Kern- und Teilchenphysik (z.B. Beschreibung der starken Kraft) und der Festk¨orperphysik
(z.B. Quantendots) eine bedeutende Rolle. In der Molek¨ulphysik (z.B. Beschreibung der chemischen
Bindung) spielt ferner das harmonische Oszillatorpotenzial eine große Rolle bei der Beschreibung von
Schwingungen von Atomen um ihre Gleichgewichtslage.

Da Lösungen der Schr¨odinger-Gleichung f¨ur diese Potenziale ausf¨uhrlich im Rahmen der Kern- und
Teilchenphysik, der Festk¨orperphysik und der theoretischen Quantenmechanik behandelt werden, wollen
wir hier auf eine Diskussion verzichten.

Ein Beispiel für eine station¨are Elektronenwelle in einem zweidimensionalen Elektronengassystem auf
der Cu(111)-Oberfl¨ache ist in Abb. 12.14 gezeigt. Das zweidimensionale Elektronengas wird durch eine
ringförmige Barriere aus Atomen, die mit einem Rastertunnelmikroskop auf der Oberfl¨ache positioniert
wurden, eingeschlossen. Man erkennt deutlich das ringf¨ormige Interferenzmuster innerhalb der Barriere.

12.4.4 Vertiefungsthema:
Der harmonische Oszillator

Ein wichtiges Beispiel f¨ur ein Teilchen im Potenzialtopf, das in vielen Bereichen der Physik (z.B. in der
Festkörperphysik) eine wichtige Rolle spielt, ist derharmonische Oszillator. Unter einem harmonischen
Oszillator versteht man ein Teilchen in einem Parabelpotenzial mit der potentiellen Energie

Epot =
1
2

Dx2

21Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, dass der genaue Zahlenwert der unteren Grenze f¨ur das Produkt∆x∆p von der
Definition der Unsch¨arfen∆x und∆p abhängt, vergleiche Abschnitt 10.4.3.
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Abbildung 12.14:Tunnelmikroskopische Aufnahme einer Cu(111)-Oberfläche. Auf die Oberfläche wurde
eine rechteckförmige (links) und eine stadionförmige Barriere aus Fe-Atomen aufgebracht. Bei dem
Wellenmuster handelt es sich um eine stehende Elektronenwelle innerhalb der Barriere. Auch außerhalb
der Barriere kommt es durch Überlagerung der gegen die Barriere einlaufenden und der an der Barriere
reflektierten Wellen zu stehenden Wellenmustern (Quelle: IBM Research Division, Almaden, USA).

und der rücktreibenden Kraft
F = −∇ Epot = −Dx .

Klassisch wird das Teilchen wie ein Massenpunktmbehandelt, der an einer Feder mit der Federkonstan-
te D und der resultierenden R¨uckstellkraftF = −Dx hängt. Der Massenpunkt kann dann harmonische
Schwingungen um seine Ruhelage mit der Frequenz

ω =
√

D/m (12.4.24)

ausführen. Für die quantenmechanische Behandlung m¨ussen wir die eindimensionale, station¨are
Schrödinger-Gleichung (12.3.25) l¨osen:

− �
2

2m
d2Ψ
dx2 +

1
2

Dx2 Ψ = EΨ . (12.4.25)

Mit (12.4.24) erhalten wir

− �
2

2m
d2Ψ
dx2 +

1
2

mω2x2Ψ = EΨ , (12.4.26)

was wir mit der Variablentransformationξ = x
√

mω/� und der AbkürzungF = 2E/�ω zu

d2Ψ
dξ 2 +(F − ξ )2Ψ = 0 (12.4.27)
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umformen können. F¨ur F = 1 lautet die Lösung dieser Differentialgleichung

Ψ0(ξ ) = A e−ξ 2/2 ,

was wir durch Einsetzen in (12.4.27) leicht verifizieren k¨onnen. Wir machen deshalb den allgemeinen
Lösungsansatz

Ψ(ξ ) = H(ξ ) e−ξ 2/2 . (12.4.28)

Setzen wir diesen Ansatz in (12.4.27) ein, erhalten wir die folgende Differentialgleichung f¨ur H(ξ ):

d2H
dξ 2 −2ξ

dH
dξ

+(F −1) H = 0 . (12.4.29)

Diese Gleichung stellt eineHermitesche Differentialgleichungdar, deren L¨osungsfunktionen dieHermi-
teschen Polynome Hn(ξ ) vom Gradn sind.22 Sie werden durch die Bestimmungsgleichung

Hn(ξ ) = (−1)n eξ 2 dn

dξ n

(
e−ξ 2

)
(12.4.30)

mit n= 0,1,2,3, . . . undF−1= 2n definiert, wie man durch Einsetzen in (12.4.29) nachvollziehen kann.
In Tabelle 12.3 sind die Hermiteschen Polynome bis zum 3. Grad aufgelistet. Die Normierungskonstanten
Ci sind dabei so zu w¨ahlen, dass

∞∫
−∞

|Ψ(x)|2 dx= 1

gilt.

Die Hermiteschen Polynome lassen sich durch eine Potenzreihe

Hn(ξ ) =
n

∑
i=0

hiξ
i (12.4.31)

darstellen. Die Reihe muss endlich sein, da sonstHn(ξ ) für ξ > 1 unendlich w¨urde und dann die allge-
meine Lösungsfunktion

Ψ(x) = H̃(x) exp

(
−mE

2�2 x2
)

nicht mehr für allex normierbar wäre. Setzen wir die Potenzreihe (12.4.31) in dei Differentialgleichung
(12.4.29) ein, so erhalten wir durch einen Vergleich der Koeffizienten gleicher Potenzenξi die Rekursi-
onsformel

22Die Hermiteschen Polynome k¨onnen in fast allen Lehrb¨uchernüber Differentialgleichungen gefunden werden.
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n En Ψn(ξ ) Ci

0 1
2�ω C0 e−ξ 2/2

(
1√
π

)1/2

1 3
2�ω C1 2ξ e−ξ 2/2

(
1

2
√

π

)1/2

2 5
2�ω C2 (4ξ 2−2) e−ξ 2/2

(
1

8
√

π

)1/2

3 7
2�ω C3 (8ξ 3−12ξ ) e−ξ 2/2

(
1

48
√

π

)1/2

4 9
2�ω C4 (16ξ 4−48x2 +12) e−ξ 2/2

(
1

384
√

π

)1/2

5 11
2 �ω C5 (32x5−160ξ 3 +120ξ ) e−ξ 2/2

(
1

3840
√

π

)1/2

Tabelle 12.3:Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators.

(i +2) (i +1)hi+2 = [2i − (F −1)] hi . (12.4.32)

Fallsξ n die höchste Potenz in (12.4.31) ist, so musshn+2 = 0 sein. Das heißt, es muss gelten:

2n− (F −1) = 0 oder n =
1
2
(F −1) . (12.4.33)

Dan eine ganze Zahl ist, erhalten wir folglich eine Quantisierungsbedingung f¨ur die GrößeF = 2E/�ω,
das heißt, f¨ur die möglichen Energiewerte. Die Zahlenn bezeichnet man alsSchwingungsquantenzahlen,
da sie die Schwingungsenergie eindeutig festlegen. Insgesamt erhalten wir also den folgenden wichtigen
Sachverhalt:

En =
(

n+
1
2

)
�ω n = 0,1,2,3, . . . (12.4.34)

E0 =
1
2

�ω . (12.4.35)

Wir sehen, dass die m¨oglichen Energiewerte des harmonischen Oszillators ¨aquidistant liegen und den Ab-
stand�ω haben. Der niedrigste Energiezustand besitzt eine Energie, die gr¨oßer als Null ist. In Abb. 12.15
sind die niedrigsten vier Schwingungszust¨ande sowie ihre Absolutquadrate dargestellt. Letztere geben
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des schwingenden Teilchens an.

Wir wollen nun noch die klassische WahrscheinlichkeitdichtedW(ξ )/dξ , ein Teilchen w¨ahrend des
Zeitintervallsdt im Ortsintervall zwischenξ undξ +dξ zu finden, mit der quantenmechanischen Wahr-
scheinlichkeitsdichte|Ψ(ξ )|2 vergleichen. Bei einer SchwingungsperiodeT = 2π/ω ist die klassische
Wahrscheinlichkeit durch

dWkl(ξ ) =
dt

T/2
=

2
T

dt
dξ

dξ =
2

Tv(ξ )
dξ (12.4.36)
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n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

E = 1/2 hω

E = 3/2 hω

E = 5/2 hω

E = 7/2 hω

0 x

E

Ψ1

Ψ2

Ψ3

|Ψ3 |2

|Ψ2 |2

|Ψ1 |2

Ψ0 |Ψ0 |2

hω

hω

hω

hω½ 

Abbildung 12.15:Wellenfunktionen Ψn (gestrichelt) und ihre Absolutquadrate |Ψn|2 für den harmoni-
schen Oszillator.

gegeben, wobeidt = dξ /v(ξ ) dasjenige Zeitintervall ist, in dem das Teilchen die Streckedξ zurücklegt.
Das heißt, mitT = 2π/ω beträgt die klassische Wahrscheinlichkeitsdichte

dWkl(ξ )
dξ

=
ω

πv(ξ )
=

ω
π

1
dξ /dt

, (12.4.37)

die quantenmechanische

dWqm(ξ )
dξ

= |Ψ(ξ )|2 . (12.4.38)

Die Geschwindigkeitv(ξ ) = dξ /dt ist gegeben durch

dξ
dt

= ω
√

2n+1− ξ 2 = ω
√

ξ 2
n − ξ 2 , (12.4.39)

wobeiξn die Amplitude der Schwingung mit der EnergieEn = (n+ 1
2)�ω ist.23

23Zur Herleitung der Geschwindigkeitdξ /dt verwenden wir den Energieerhaltungssatz

E = Ekin +Epot =
m
2

(
dx
dt

)2

+
1
2

Dx2.
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Abbildung 12.16:Quantenmechanische und klassische Wahrscheinlichkeitsdichte für den eindimensio-
nalen harmonischen Oszillator.

In Abb. 12.16 sind die quantenmechanische und die klassische Wahrscheinlichkeitsdichte f¨ur einige Ei-

Durch die Substitutionx = ξ
√

�/mω und mitE = (n+1/2)�ω erhalten wir

E =
(

n+
1
2

)
�ω =

m
2

(
dξ
dt

)2
�

mω
+

1
2

Dξ 2 �

mω

und unter Benutzung vonω2 = D/m schließlich

(2n+1)ω =
1
ω

(
dξ
dt

)2

+ωξ2 n = 0,1,2,3, . . .

Durch Auflösen nachdξ /dt erhalten wir

dξ
dt

= ω
√

2n+1−ξ 2 = ω
√

ξ 2
n −ξ 2.

Hierbei istξn die Amplitude der Schwingung mit der EnergieEn = (n+ 1
2)�ω, die man leicht dadurch erh¨alt, indem man die

Geschwindigkeitdξ /dt = 0 setzt, da diese an den Umkehrpunkten der Schwingung verschwindet.
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genschwingungen des harmonischen Oszillators gezeigt. Da die klassische Geschwindigkeit des Teil-
chens an den Umkehrpunkten der Schwingung Null wird, divergiert dort die klassische Wahrschein-
lichkeitsdichte. F¨ur ξ > ξn wird die klassische Wahrscheinlichkeitsdichte null. Die quantenmechanische
Wahrscheinlichkeitsdichte ist dagegen auch f¨ur ξ > ξn endlich, das heißt, das Quantenobjekt kann sich
mit einer kleinen aber endlichen Wahrscheinlichkeit auch in dem Bereich aufhalten, der klassisch verbo-
ten ist. Lassen wir zun¨achst den Falln = 0 außer Acht, so sehen wir, dass auch die quantenmechanische
Wahrscheinlichkeitsdichte in der N¨ahe der Umkehrpunkte maximal ist. Das Maximum der Wahrschein-
lichkeitsdichte n¨aher sich den Umkehrpunkten mit gr¨oßer werdendemn immer mehr an.

Die klassische Wahrscheinlichkeitsdichte zeigt allerdings im Gegensatz zur quantenmechanischen kei-
ne Minima und Maxima, sie gibt vielmehr den Mittelwert der quantenmechanischen Verteilung|Ψ(ξ )|2
an. Im energetisch niedrigsten Schwingungszustand differieren die klassische und die quantenmechani-
sche Beschreibung aufgrund der Nullpunktsenergie v¨ollig: dWkl/dξ hat an den Umkehrpunktenξ = ξn

Maxima,dWqm/dξ dagegen ein Maximum beiξ = 0. Das heißt, die quantenmechanische Wahrschein-
lichkeitsdichte ist dort am gr¨oßten, wo die klassische Wahrscheinlichkeitsdichte ihr Minimum besitzt.

Auch die Tatsache der endlichen NullpunktsenergieE0 = 1
2�ω wird von der quantenmechanischen Be-

schreibung richtig wiedergegeben (siehe Abb. 12.15), w¨ahrend klassisch jaE0 = 0 erwartet wird. Wir
haben bereits gelernt, dass die endliche Nullpunktsenergie eine Folge der Unsch¨arferelation ist.24

12.4.5 Durchgang durch eine Potenzialschwelle – Tunnelphänomene

Als weiteres Beispiel f¨ur die Beschreibung eines mikroskopischen Systems mittels der Schr¨odinger-
Gleichung betrachten wir in diesem Abschnitt Tunnelph¨anomene. Diese treten immer dann auf, wenn
ein Teilchen gegen eine Potenzialbarriere anl¨auft, die es nach den Regeln der klassischen Physik nicht
überwinden kann, da seine kinetische Energie kleiner als die H¨ohe der Potenzialbarriere ist. Diese Si-
tuation ist in Abb. 12.17 gezeigt. Wir nehmen eine eindimensionale Bewegung inx-Richtung an. Das
Teilchen habe die EnergieE und bewege sich zun¨achst im potenzialfreien Gebiet I. Beix = 0 beginnt ein
PotenzialV0 > E, das sich bisx = d erstreckt und dann wieder auf Null abf¨allt.

Da die Energie des Teilchens kleiner als die H¨ohe der Potenzialbarriere ist, ist nach den Regeln der
klassischen Physik eine Bewegung des Teilchens in den Bereich III jenseits der Barriere nicht m¨oglich.
Im Falle mikroskopischer Systeme kann das Teilchen aufgrund seiner Wellennatur die Barriere mit einer
endlichen Wahrscheinlichkeit durchtunneln und das Gebiet III erreichen. Dieses Ph¨anomen ist analog
zur Totalreflexion in der Optik, bei der die Amplitude der elektromagnetischen Welle beimÜbergang
in das Medium mit kleinerem Brechungsindex auch nicht abrupt, sondern exponentiell gegen Null geht.
Hat das Medium mit kleinerem Brechungsindex nur eine geringe Dicke, kann es deshalb “durchtunnelt”
werden.

Wir werden nun die in Abb. 12.17 gezeigte Situation analysieren. Die Wellenzahlen in den Gebieten I
bis III sind

k1 =

√
2mE
�2 für Gebiet I und III (12.4.40)

k2 =

√
2m(E−V0)

�2 für Gebiet II (12.4.41)

24Es sei hier noch darauf hingewiesen, dass in Abb. 12.15 nur station¨are Zustände gezeigt sind. Will man die Dynamik
diskutieren, so muss man Wellenpakete bilden, die außer dem Ortsanteil noch den Zeitfaktor exp(−iωt) enthalten. Dazu muss
das betrachtete Zeitintervall∆t klein gegen¨uber der SchwingungsperiodeT sein, damit eine gen¨ugend gute Ortsaufl¨osung
erhalten wird.

c© Walther-Meißner-Institut



Abschnitt 12.4 PHYSIK III 497

Da E−V0 < 0, istk2 rein imaginär, das heißt, die Wellenfunktion klingt in Gebiet II exponentiell ab.

d0 x

V
V0

I II III

E

Abbildung 12.17:Potenzialverlauf und Wahrscheinlichkeitsamplitude beim Tunneleffekt.

Entsprechend unseren obigenÜberlegungen machen wir folgenden Ansatz f¨ur die Wellenfunktion in den
3 Gebieten:

ΨI = A1exp(ik1x)+A−1exp(−ik1x) (12.4.42)

ΨII = A2exp(ik2x)+A−2exp(−ik2x) (12.4.43)

ΨIII = A3exp(ik1x) . (12.4.44)

Der Einfachheit halber setzen wir die Amplitude der einlaufenden WelleA1 = 1. Ferner enth¨alt ΨIII nur
einen Term, da hier keine r¨ucklaufende Welle zu erwarten ist.

Da die Barriere nur eine endliche H¨ohe hat, muss die Wellenfunktion im Bereich der Barriere nicht
verschwinden, wie dies beim unendlich hohen Potenzialtopf der Fall war. Als Randbedingung ergibt sich
deshalb nicht das Verschwinden der Wellenfunktion an den R¨andern der Potenzialbarriere, sondern die
stetige Anpassung der Wellenfunktion zwischen den einzelnen Bereichen. Aus der Stetigkeit vonΨ und
Ψ′ = dΨ/dx an den Grenzen zwischen den einzelnen Gebieten, d.h. beix = 0 undx = d, ergeben sich
folgende Bedingungen:

1+A−1 = A2+A−2 (12.4.45)

k1−k1A−1 = k2A2−k2A−2 (12.4.46)

A2exp(ik2d)+A−2exp(−ik2d) = A3exp(ik1d) (12.4.47)

A2exp(ik2d)−A−2exp(−ik2d) = A3
k1

k2
exp(ik1d) . (12.4.48)

Aus diesen 4 Gleichungen k¨onnen wir dieA−1, A2 undA−2 eliminieren und erhalten
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A3 =
4k1k2 exp(−ik1d)

(k1 +k2)2exp(−ik2d)− (k1−k2)2 exp(ik2d)
. (12.4.49)

Da k2 rein imaginär ist, schreiben wirk2 = iκ mit

κ =

√
2m(V0−E)

�2 (12.4.50)

und erhalten damit

A3 =
4ik1κ exp(−ik1d)

(k1 + iκ )2exp(−κd)− (k1− iκ )2exp(κd)
. (12.4.51)

Mit den hyperbolischen Funktionen coshx= (ex+e−x)/2 und sinhx= (ex−e−x)/2 erhalten wir schließ-
lich

A3 =
2ik1κ exp(−ik1d)

(k2
1−κ 2)sinh(−κd)+2ik1κ cosh(κd)

. (12.4.52)

Da die ankommende Welle die AmplitudeA1 = 1 hat, gibt|A3|2 die Wahrscheinlichkeit an, das Teilchen
in Gebiet III zu finden. Wir k¨onnen deshalb den TransmissionskoefizientenT als

T = A3A�
3

=
4k2

1κ 2

(k2
1−κ 2)2 sinh2(κd)+4k2

1κ 2cosh2(κd)
(12.4.53)

einführen, wobei wir sinh2(κd) = sinh2(−κd) verwendet haben. Mit cosh2 x− sinh2 x = 1 erhalten wir
dann

T =
4k2

1κ 2

(k2
1 +κ 2)2sinh2(κd)+4k2

1κ 2
. (12.4.54)
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Dieser Ausdruck l¨asst sich f¨ur große Werte vonκd, das heißt hohe und breite Potenzialbarrieren mit der
Näherung25 sinh2κd � 1

4 exp(2κd) weiter zu

T =
4

1
4

(
k1
κ + κ

k1

)2
exp(2κd)+4

(12.4.55)

vereinfachen. Daκ undk1 in derselben Gr¨oßenordnung sind, ist der Vorfaktor vor der Exponentialfunk-
tion in der Größenordnung von eins. Ferner kann die 4 im Nenner gegen¨uber exp(2κd) vernachlässigt
werden, so dass wir schließlich die N¨aherung

T � exp(−2κd) = exp(−2
√

2m(V0−E)d2/�2) (12.4.56)

erhalten. Wir erhalten also das wichtige Ergebnis, dass der Transmissionskoeffizient exponentiell mit der
Dicke der Barriere abnimmt. W¨ahrend also nach klassischer Auffassung ein Teilchen mitE < V0 an der
Potenzialbarriere vollst¨andig reflektiert w¨urde, erhält man quantenmechanisch eine endliche Wahrschein-
lichkeit dafür, das Teilchen auch jenseits der Barriere zu finden, wo es mit derselben Geschwindigkeit
(k1 = k3) weiterfliegt. Es scheint also durch den Wall durchzugehen, man spricht vom Tunneleffekt.

Für ein Elektron ergeben sich folgende Werte f¨ur den Transmissionskoeffizienten:

V0−E ( eV ) d = 1 nm d = 3 nm d = 10 nm

10 meV 0.346 4.1×10−2 2.4×10−5

100 meV 3.5×10−2 4.3×10−5 2.7×10−15

1 eV 2.4×10−5 1.5×10−14 9.2×10−47

Wir sehen, dass bereits f¨ur sehr kleine Barrierendicken von wenigen nm die Transmissionswahrschein-
lichkeit für Elektronen sehr klein wird. In elektronischen Bauelementen, die auf dem Tunneleffekt be-
ruhen, müssen deshalb sehr d¨unnen Tunnelbarrieren verwendet werden. Die Herstellung solcher Tun-
nelbarrieren ohne L¨ocher ist technologisch oft sehr anspruchsvoll. Die Tunnelwahrscheinlichkeit von
makroskopischen Teilchen ist aufgrund ihrer großen Masse selbst bei sehr d¨unnen Tunnelbarrieren meist
verschwindend gering und deshalb auch experimentell nicht zu beobachten.

Tunnelphänomene spielen allerdings in vielen Bereichen der Physik eine wichtige Rolle. Insbesondere
soll hier auf

• denα -Zerfall schwerer Atomkerne,

• die Feldemission von Elektronen aus Festk¨orpern,

• den Josephson-Effekt in Supraleiter/Isolator/Supraleiter Strukturen und

• die Rastertunnelmikroskopie

hingewiesen werden. Als Beispiel gehen wir im Folgenden kurz auf denα -Zerfall schwerer Atomkerne
ein.

25Es gilt sinh2(x) =
(

ex−e−x

2

)2
= e2x+e−2x−2

4 � 1
4 exp(2x).
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Beispiel: α -Zerfall schwerer Atomkerne

Viele Atomkerne mit einer Ordnungszahl gr¨oßer alsZ = 82 (Blei) emittieren spontan Atomkerne des
4
2He, des am h¨aufigsten in der Natur vorkommenden Helium-Isotops. Wir nennen diese Atomkerneα -
Teilchen. Die kinetische Energie derα -Teilchen hat wohldefinierte Werte, woraus man folgern kann, dass
es sich bei dem Prozess um ein Zweik¨orperproblem handelt. Als Beispiel betrachten wir den spontanen
α -Zerfall des Polonium-Isotops mit der MassenzahlA = 210:

210
84 Po → 206

82 Pb+α . (12.4.57)

Die kinetische Energie derα -Teilchen wird im Experiment zuEα = 5.30 MeV bestimmt. Der spontane
Zerfall bedeutet, dass die ZahlN(t) der Poloniumkerne exponentiell mit der Zeit abnimmt:

N(t) = N0 exp(−λ t) (12.4.58)

mit der Zerfallskonstante

λ =
1
τ

=
ln2
T1/2

. (12.4.59)

Die HalbwertszeitenT1/2 variieren zwischen 10−6s für 232Th und 1018 für 238U. Diese große Variation
zwischen verschiedenen Atomen um mehr als 24 Zehnerpotenzen ließ sich nur schwer erkl¨aren.Gam-
mov war der erste, der darauf hinwies, dass es sich bei dem Prozess um ein Tunnelph¨anomen handelt.
Aufgrund der exponentiellen Abh¨angigkeit der Tunnelrate von der Barrierenh¨ohe und -breite konnte die
große Variation der Zerfallszeiten erkl¨art werden.

Abb. 12.18 zeigt schematisch den Potenzialverlauf. Aus Streuexperimenten weiß man, dass die Atom-
kerne einen recht scharfen Rand haben und dass die Radien der Atomkerne in guter N¨aherung mit der
dritten Wurzel der MassenzahlA skalieren, d.h.

rK ∝ (1.4×10−15m) ·A1/3 . (12.4.60)

Für den Kern210Po errechnet man den RadiusrK = 8.3× 10−15m. Aus der radialen Abh¨angigkeit der
potenziellen Energie

V(r) =
Z1(Z2−2)e2

4πε0 r
. (12.4.61)
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rK r

V

Eα = 5.3 MeV

r1
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0

gebundene Zustände

Tunnelprozess

Abbildung 12.18:Tunneleffekt beim α -Zerfall.

zwischen demα -Teilchen mitZ1 = 2 und dem Tochterkern206Pb mit(Z2−2) = 82 errechnet man, dass
die Potenzialschwelle am Rand des Kerns etwa 28 MeV hoch sein sollte. Dasα -Teilchen hat allerdings
nur eine Energie von 5.3 MeV. Dies entspricht dem Wert des Potenzials bei einem Radiusr1 = 4.4×
10−14m. Daraus kann man folgern, dass dasα -Teilchen die Barriere durchtunnelt hat. Die gemessene
Zerfallsrate (T1/2 = 1.2×107s) stimmt gut mit der berechneten Tunnelrate ¨uberein. Die Bestimmung der
Tunnelrate ist aufgrund der r¨aumlichen Variation des Potenzials allerdings etwas schwieriger und soll
hier nicht vorgef¨uhrt werden.26

26Der Transmissionskoeffizient wird ¨ublicherweise alsT = exp(−2G) geschrieben undG wird als Gammov-Faktor bezeich-
net. Der Gammov-Faktor h¨angt von der KernladungszahlZ2 − 2 des Tochterkerns, der EnergieE desα -Teilchens und vom
VerhältnisrK/r1 ab.

2003



502 R. GROSS Kapitel 12: Materiewellen

12.5 Quantisierung gebundener Zustände

Wir wollen in diesem Abschnitt das in den vorangegangenen Abschnitten eingef¨uhrte Instrumentari-
um dazu benutzen, die Eigenschaften einiger einfacher Systeme zu analysieren. Dabei werden wir das
Konzept derstation̈aren Zusẗandebenutzen. Insbesondere wollen wir sich frei bewegende Teilchen und
gebundene Teilchen diskutieren und ihre Eigenschaften zusammenfassen.

12.5.1 Kontinuierliche und diskrete Energieeigenwerte

Kontinuumszustände freier Teilchen

Die Schrödinger-Gleichung, die die Bewegung eines freien Teilchens beschreibt, unterliegt einer allge-
meinen Normierungsvorschrift und eventuell weiteren Randbedingungen durch ein Potenzial. Wichtig
ist, dass f¨ur freie Teilchen alle Werte der Gesamtenergie m¨oglich sind und damit auch alle Werte der
kinetischen Energie. Man bezeichnet diese Zust¨ande deshalb alsKontinuumszustände.

Ein typisches Beispiel ist einα -Teilchen, dass mit dem abstossenden Coulomb-Potenzial eines Kerns
wechselwirkt. Solange nur die abstossende Coulombkraft wirkt, gibt es keine gebundenen Zust¨ande im
System. Dieα -Teilchen können deshalb je nach Wahl der kinematischen Variablen beliebige Werte der
kinetischen Energie und des Drehimpulses annehmen.

Gebundene Zustände

Im Gegensatz zu freien Teilchen sind gebundene Teilchen durch ein PotenzialV auf ein bestimmtes Volu-
men eingeschr¨ankt. Durch diese Einschr¨ankung sind nur noch Zust¨ande mit bestimmten, diskreten Werte
der Gesamtenergie m¨oglich. Die Eigenwerte der Schr¨odinger-Gleichung bilden ein Spektrum diskreter
Werte.

Ein typisches Beispiel ist ein Teilchen in einem eindimensionalen Potenzialtopf. Aufgrund der Rand-
bedingungen durch das Potenzial kann das Teilchen nurstation̈are Zusẗandemit diskreten Werten der
Energie besetzen. Den energetisch tiefsten Zustand nennen wir Grundzustand. Wir haben bereits in Ab-
schnitt 12.2.1 im Zusammenhang mit den Anmerkungen zum Bohr’schen Atommodell darauf hinge-
wiesen, dass sich die Quantisierungsbedingung auf ein Stationarit¨atsproblem eines schwingenden Sy-
stems mit Randbedingungen zur¨uckführen lässt. Zust¨ande mit anderen Energiewerten w¨urden sich weg-
interferieren und deshalb nicht zu einem station¨aren Zustand f¨uhren. Die diskreten Energieniveaus der
stationären Zust¨ande lassen sich experimentell durch Beobachtung optischerÜbergänge zwischen den
verschiedenen Niveaus bestimmen.

Historisch interessant ist, dasNiels Bohr bereits im Jahr 1913, also vor der Entwicklung der Quanten-
mechanik zur L¨osung der Probleme im Zusammenhang mit der Bewegung eines Elektrons im Zentral-
potenzial eines Atomkerns die zun¨achst nicht n¨aher begr¨undeten Bohr’schen Postulate aufgestellt hat:

• Für Elektronen in Atomen gibt es gewisse ausgezeichnete Bahnen mit diskreten Energieeigenwer-
ten, die ohne Abstrahlung durchlaufen werden k¨onnen (Quantelung der Energie).

• Die Bahnen werden dadurch festgelegt, dass der Betrag des BahndrehimpulsesL = prn nur ein
ganzzahliges Vielfaches von� betragen kann (Quantelung des Drehimpulses).

• Beim Übergang eines Atoms von einer Bahn mit EnergieEj zu einer mit EnergieEk wird Licht
mit der Energie�ωjk = Ej −Ek emittiert.
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Eine Begründung dieser Postulate konnte erst durch die Quantenmechanik und das Konzept der stati-
onären Zust¨ande gegeben werden (siehe hierzu die Diskussion zum Bohr’schen Atommodell auf Sei-
te 463).

12.5.2 Experimentelle Untersuchung der Energiequantisierung

Optische Spektroskopie

Eine Standardmethode zur Untersuchung der diskreten Energieniveaus in Atomen und Molek¨ulen ist
die optische Spektroskopie. Dabei regt man zun¨achst h¨ohere Energieniveaus an, indem man die Ato-
me/Moleküle in eine Gas- oder Funkenentladung bzw. ein Plasma bringt, oder sie mit Teilchen oder Licht
beschießt. Das von den angeregten Atomen bei ihremÜbergang in weniger angeregte Niveaus oder den
Grundzustand abgestrahlte Licht kann mit hochaufl¨osenden optischen Spektrometern analysiert werden.

Man beobachtete bei solchen Experimenten immer eine Reihe von so genannten Spektrallinien, die f¨ur
jedes Atom oder Molek¨ul charakteristisch war. Historisch war das Zustandekommen der beobachteten
diskreten Emission- (bzw. Absorptionslinien) lange Zeit unverstanden. Es gelang aber, die beobachteten
Linien in Serien zu ordnen und auf diese Weise die diskreten Energieniveaus festzulegen. Dabei benutzte
man dasRitz’sche Kombinationsprinzip, das anhand von Abb. 12.19 veranschaulicht ist. Man addiert die
gemessenen Energien der einzelnenÜbergänge und sucht nach Summenlinien, die diesen Kombinationen
entsprechen. Im Beispiel w¨are

E32+E21 = E31 . (12.5.1)

Dabei ist nat¨urlich noch nicht gekl¨art, ob die Reihenfolge der Niveaus nicht invertiert ist. Hierzu kann
man allerdings Intensit¨atsargumente heranziehen. Die h¨oher angeregten Niveaus sind in der Regel
schwächer besetzt als die niedrig angeregten. Deshalb ist die Intensit¨at einer Spektrallinie, die einem
Übergang aus einen hoch angeregten Zustand entspricht, schw¨acher als diejenige, die einem̈Ubergang
aus einem weniger hoch angeregten Zustand entspricht.

E4
E3

E2

E1

Abbildung 12.19:Ritz’sches Kombinationsprinzip.
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Der Franck-Hertz-Versuch

James Franck undGustav Hertz zeigten bereits im Jahr 1914, dass Atome durch Elektronenr¨uckstoß
nur quantisiert Energie aufnehmen k¨onnen. Beim Franck-Hertz Versuch werden Elektronen in einer Va-
kuumröhre (Triode) zwischen Kathode und Gitter beschleunigt (siehe Abb. 12.20a). Die R¨ohre ist al-
lerdings nicht evakuiert, sondern mit Quecksilberdampf gef¨ullt. Um eine gleichm¨aßige Verteilung des
Quecksilbers in der R¨ohre zu gew¨ahrleisten, wird metallisches Quecksilber in der R¨ohre deponiert und
der Hg-Dampfdruck ¨uber die Temperatur der gesamten Einrichtung, die sich zu diesem Zwecke in einen
Ofen befindet, kontrolliert. Zwischen Gitter und Anode liegt eine GegenspannungUA von typischer Wei-
se 1 V an.27 Experimentell beobachtet man Folgendes: Erh¨oht man die BeschleunigungsspanungUB, so
nimmt der zwischen Gitter und Anode gemessene StromIA zu. Bei einer SpannungUB � 5 V beobach-
ten wir eine ziemlich abrupte Abnahme des Anodenstromes (siehe Abb. 12.20b). Dieses Ph¨anomen der
plötzlichen Anodenstromabnahme tritt bei weiterer Erh¨ohung der Beschleunigungsspannung periodisch
alle 4.9 V auf.

Die historische Erkl¨arung dieser Beobachtungen durch Franck und Hertz ist folgendermaßen: Elektronen
tragen zum AnodenstromIA bei, falls ihre kinetische Energie am Gitter gr¨oßer ist als die zu ¨uberwindende
GegenspannungUA. Die Elektronen stoßen auf ihrem Weg von der Kathode zum Gitter mit den Hg-
Atomen zusammen.28 Da die Hg-Atome etwa 366 000 mal schwerer sind als die Elektronen, sind die
Stöße klassisch gesehen elastischer Natur, d.h. sie ¨andern nur die Richtung, nicht aber die Energie der
Elektronen.

Besitzen die freien Elektronen allerdings gen¨ugend Energie, um ein gebundenes Elektron des Hg auf ein
angeregtes Niveau zu heben, so sind auch inelastische Prozesse m¨oglich. Diese setzen wegen der Quan-
tisierung der Energieniveaus des Hg-Atoms abrupt ein und f¨uhren zu einem bestimmten Energieverlust
der Elektronen. Die so verz¨ogerten Elektronen k¨onnen die GegenspannungUA nicht mehrüberwinden
und der Anodenstrom bricht deswegen ein. Erh¨oht man die Beschleunigungspannung ¨uber den Schwell-
wert hinaus, so wird den Elektronen nach den inelastischen St¨oßen kinetische Restenergie verbleiben.
Übersteigt diese den WerteUA, so setzt der Anodensstrom wieder ein und zwar bis zu dem Punkt, wo
die Restenergie ausreicht, in einem zweiten Stoß eine weitere Anregung auszul¨osen. Dies geschieht bei
UB = 2 ·4.9 eV und allen weiteren Vielfachen von 4.9 eV.

Für die Differenz zwischen dem angeregten und dem Grundzustand ergibt sich auf Grund dieser Inter-
pretation der experimentelle Wert

∆E = E1−E0 = 4.9 eV . (12.5.2)

Die Hg-Elektronen in angeregten Zust¨anden werden wieder in den Grundzustand zur¨uckfallen (nach etwa
einer ns) und dabei Licht der Energie�ω = ∆E aussenden. Diese Photonenenergie entspricht wegenλ =
c/ν = ch/∆E einer Wellenlänge von 253.7 nm, welche im UV-Bereich liegt. Licht dieser Wellenl¨ange
wird auch tats¨achlich experimentell im Bereich der Kathode beobachtet, sobald der WertUB = 4.9 V in
der Beschleunigungsspannung ¨uberschritten wird.29

27Die Gegenspannung ist so gering zu w¨ahlen, dass sie bei der gegebenen Temperatur keinen Anodenstrom durch Feldemis-
sion verursacht.

28Wie häufig die Stossprozesse sind, h¨angt von vielen Parametern wie dem Dampfdruck des Quecksilbers und der mitt-
leren Elektronengeschwindigkeit ab. Auf diese interessanten experimentellen Details wollen wir hier aber nicht eingehen.
Dies ist auch gl¨ucklicherweise nicht notwendig, da wir uns nur f¨ur die Periodizität der Strukturen in der beobachteten Strom-
Spannungskennlinie interessieren und nicht f¨ur die absolute Stromintensit¨at.

29Die Physik, die sich beim Frank-Hertz Versuch im Detail abspielt, ist sehr komplex und interessant. Wir haben die Dar-
stellung hier stark vereinfacht. Historisch gesehen hat diese Einfachheit der Erkl¨arung zur raschen Akzeptanz des Franck-Hertz
Versuchs und damit der Quantisierung von Energieniveaus beigetragen. Die Details sind in G.F. Hanne, American Journal of
Physics,56, 696 (1988) nachzulesen.
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Abbildung 12.20: (a) Schematischer Aufbau des Franck-Hertz-Versuchs. (b) Anodenstrom IA in
Abhängigkeit von der Beschleunigungsspannung UB: Der periodische Abstand der Minima der Kenn-
linie erlaubt die Bestimmung der Ionisierungsenergie von Quecksilber.

Durchstimmbare Laser und Synchrotronstrahlung erlauben uns heute, Atome und Molek¨ule gezielt mit
monoenergetischen Photonen anzuregen. Durch die Nutzung von mehreren Lasern und von Vielfachan-
regungsprozessen erreicht man immer h¨oher angeregte Niveaus und schließlich sogar eine Ionisierung.
Mit Hilfe solcher Techniken kann man deshalb nicht nur die Anregungsenergie des ersten angeregten
Zustands (wie beim Franck-Hertz-Versuch) sondern das ganze Anregungsspektrum eines Atoms oder
Moleküls bestimmen.
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Zusammenfassung

• Freie Elektronen können durch Glühemission aus heißen Metallen, durch Feldemission
im elektrischen Feld oder durch Elektronenstoßionisation freier Atome erzeugt werden.

• Die Elementarladung und das Ladungs/Masse-Verhältnis von Elektronen betragen

e− = 1.602 176 462(63)×10−19 As

und
e

m0
= 1.758 820 174(71)×1011 As/kg.

• Elektronen besitzen einen Eigendrehimpuls oder Spin. Der Betrag des Drehimpulsvektors
ist

|s| =
√

�2s(s+1) =

√
3
4

�.

Die Projektion sz des Drehimpulsvektors s auf die z-Richtung ist

sz = ±1
2

�.

Der Spin s des Elektrons ist mit einem magnetischen Moment µ verknüpft, wobei

µ = −gsµB
s
�

und
µz = −gsµB

sz

�
.

Hierbei ist gs � 2 der Spin-g-Faktor des Elektrons und µB = e�
2m0

= 9.2740× 10−24J/T das
Bohrsche Magneton.

• Elektronen und andere massebehaftete Teilchen besitzen Wellencharakter, der experi-
mentell durch Beugungs- und Interferenzeffekte nachgewiesen werden kann (z.B. Elek-
tronenbeugung). Über die de Broglie Beziehungen

λ =
h
|p|

und
ω =

E
�

können Teilchen mit Impuls p und Energie E eine Wellenl änge λ bzw. ein Wellenvektor k
und eine Frequenz ω zugeordnet werden.

• Materiewellen zeigen Dispersion, d.h. ihre Phasengeschwindigkeit vph hängt von der Fre-
quenz ab:

vph =
ω(k)

k
=

�k
2m

.

• Teilchen können als Wellenpakete beschrieben werden. Die Teilchengeschwindigkeit vT
ist gleich der Gruppengeschwindigkeit vgr des Wellenpakets. Es gilt vgr ·vph = c2.

• Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion:

Das Absolutquadrat |Ψ(r, t)|2 der Materiewellenfunktion gibt die Wahrscheinlichkeit dafür
an, ein Teilchen zur Zeit t in einem Volumenelement dV um den Ort r zu finden.
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• Heisenbergsche Unschärfe-Beziehung:

Ort und Impuls eines Teilchens können nicht gleichzeitig beliebig genau gemessen wer-
den. Die Heisenbergsche Unschärfe-Beziehung

∆x ·∆px ≥ �

gibt eine untere Schranke für die Unschärfen des Orts und des Impulses bei gleichzeitiger
Messung an.

Eine Unschärfe-Beziehung besteht auch für Energie und Zeit:

∆E ·∆t ≥ �.

• Bohrsches Atommodell:

Die Bedingung, dass die Materiewellenlänge der Elektronen gleich einem ganzzahligen
Vielfachen des Bahnumfangs der Elektronenbahnen um den Atomkern sein muss, um
stationäre Lösungen (stehende Wellen) zu erhalten, führt zu einer Quantisierung der
möglichen Bahnradien:

2πrn = n ·λ n = 1,2,3, . . .

und der möglichen Drehimpulse

|L| = n ·� n = 1,2,3, . . . .

Die Unschärferelation macht die Stabilität des tiefsten Atomzustandes möglich. Sie er-
laubt die Abschätzung des kleinsten Elektronenradius (Bohrscher Radius).

• Die erlaubten Energien für Atome sind diskret. Beim Übergang eines Atoms vom Zustand
Ei zum Zustand Ek wird Licht mit der Frequenz ωik = (Ei −Ek)/� abgestrahlt. Die Quan-
tisierung der Eergieniveaus kann experimentell mit optischer Spektroskopie oder dem
Franck-Hertz-Versuch nachgewiesen werden.

• Die quantenmechanische Beschreibung der Bahnkurve r(t) eines Teilchens wird durch
die Wahrscheinlichkeitsverteilung |Ψ(r, t)|2 ersetzt, deren räumliche Verteilung im Laufe
der Zeit breiter wird (Auseinanderlaufen des Wellenpaketes).

• Die Funktionen Ψ(r, t) sind Lösungen der zeitabhängigen Schrödinger-Gleichung

i�
∂
∂ t

Ψ(r, t) =
(
− �

2

2m
�+V(r, t)

)
Ψ(r, t),

die das Verhalten eines Teilchens der Massen m in einem beliebigen Potenzial V(r, t)
beschreibt. Mit dem Hamilton-Operator

H ≡ p2

2m
+V(r, t)

kann man zeitabhängige Schrödinger-Gleichung als

i�
∂
∂ t

Ψ(r, t) = H Ψ(r, t)

schreiben.
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• Für stationäre Probleme kann die zeitunabhängige Schrödinger-Gleichung

(
− �

2

2m
�+V(r)

)
Ψ(r) = E Ψ(r)

verwendet werden.

• Für zeitabhängige Probleme liefert die Schrödinger-Gleichung zeitabhängige Lösungen,
deren Absolutquadrat die zeitliche Bewegung des Teilchens beschreibt.

Für zeitunabhängige Probleme lassen sich die zeitabhängigen Wellenfunktionen in eine
zeitunabhängige, reine Ortsfunktion und einen Phasenfaktor, dessen Exponent von der
Energie abhängt, aufspalten:

Ψ(r, t) = Ψ(r) exp(i
E
�

t).

• Anwendungen der Schrödinger-Gleichung:

– Teilchen im eindimensionalen, unendlich hohen Potenzialtopf:
Die möglichen Energiewerte sind

En =
�

2

2m
π2

a2 n2 n = 1,2,3, . . . .

– Teilchen im Parabelpotenzial:
Im Parabelpotenzial liegen die Energieeigenwerte

En = (n+
1
2
)�ω n = 1,2,3, . . .

des harmonischen Oszillators äquidistant.

– quantenmechanisches Tunneln:
Ein Teilchen der Energie E kann einen Potenzialwall der Höhe V0 > E und Dicke d
durchdringen. Die Tunnelwahrscheinlichkeit T hängt von V0−E und d ab und beträgt

T ∝ exp(−2κd) mit κ =

√
2m(V0−E)

�2 .
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