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Kapitel 2

Licht als elektromagnetische Welle

In diesem Kapitel behandeln wir die Eigenschaften von Licht als elektromagnetische Welle. Dazu wie-
derholen wir zunéchst die Grundlagen zur Wellenausbreitung und vertiefen einen Teil der Elektrodyna-
mik (Morlesung Physik I1). Damit schaffen wir die Grundlage zur Behandlung von Licht im Rahmen
der elektromagnetischen Theorie. Wir leiten aus den Maxwell-Gleichungen die Wellengleichung im Va-
kuum und in dielektrischen Medien ab und betrachten die Ausbreitung von Licht in einem homogenen
Medium. Insbesondere werden wir ebene Wellen als spezielle Losungen der Wellengleichung und ihre
Phasen- und Gruppengeschwindigkeit diskutieren.

Da die Maxwellsche Theorie Materie als kontinuierlich annimmt und deren Antwort auf elektrische und
magnetische Felder einfach durch Stoffkonstanten beschreibt, resultiert aus der Maxwellschen Theorie
das Ergebnis, dass der Brechnungsindex unabhéngig von der Frequenz ist. Dies widerspricht der experi-
mentellen Erfahrung, dass der Brechungsindex eine erhebliche Frequenzabhéngigkeit (Dispersion) zeigt.
Um die Antwort von Materie auf elektromagnetische Felder besser zu verstehen, befassen wir uns mit
der klassischen Dispersionstheorie, in der das betrachtete Medium durch Modellatome oder Molekiile
beschrieben wird.

Die Annahme, dass Materie als kontinuierlich aufgefasst werden kann, ist sicherlich stark vereinfachend.
Wir werden uns deshalb auch mit der Streuung von Licht an Atome, Molekiilen und Mikropartikeln be-
fassen. Dazu werden wir die Ergebnisse der klassischen Dispersionstheorie verwenden, die die Disper-
sion und Absorption von elektromagnetischen Wellen durch Wechselwirkung einer einfallenden Welle
mit atomaren Oszillatoren beschreibt. Wir werden sowohl den Fall der kohdrenten Streuung, bei der ei-
ne regelmaRige, zeitlich konstante Anordnung von Streuern vorliegt, als auch die inkohérente Streuung
diskutieren, bei der eine unregelmaRige oder zeitlich variierende Anordnung von Streuern vorliegt.

Mit Hilfe der Randbedingungen beim Durchgang von Licht durch Grenzflachen leiten wir schlieBlich die
Gesetze fiir die Reflexion, Transmission und Brechung von Licht an Grenzflachen zwischen homogenen
Medien ab.
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2.1 Wellen

Wellen sind der zentrale Gegenstand der Optik. Wir wollen deshalb hier zunéchst eine kurze mathemati-
sche Einfuhrung in ihre Eigenschaften geben. Die Wellenausbreitung in einem Medium wird mathema-
tisch in Form einer Wellengleichung beschrieben. Diese ist eine Differentialgleichung, die die Dynamik
und Statik von kleinen Verschiebungen des Mediums miteinander verbindet und deren Losung als eine
sich ausbreitende Stérung verstanden werden kann. Hierbei beschrankt sich der Ausdruck “Verschie-
bung” nicht nur auf mechanische Verschiebungen, sondern gilt allgemein fir beliebige Grofien eines
Feldes, die man zur Beschreibung von Abweichungen vom Gleichgewichtszustand benutzen kann.

2.1.1 Die Wellengleichung fir dispersionsfreie Wellen

Die einfachste Form der Wellengleichung beschreibt Medien, in denen die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit von Wellen nicht von ihrer Frequenz abhéngt. Solche Medien nennt man dispersionsfrei.

Die Differentialgleichung fir den eindimensionalen Fall

Zur Ableitung der Wellengleichung fordern wir, dass die Ausbreitung in +x-Richtung mit konstanter
Geschwindigkeit v erfolgt und die Welle zeitlich unveréndert erscheint, wenn man sie aus einem Bezugs-
system beobachtet, dass sich mit der gleichen Geschwindigkeit v bewegt. Aus der zweiten Forderung
erhalt man fir eine mogliche Losung f(x,t) der Wellengleichung

f(x,t) = f(x—vt,0) (2.1.1)
f(x,t) = f(x+vt,0) . (2.1.2)

Mit (x4 vt) = &, erhalten wir dann durch Differenzieren von (2.1.1) und (2.1.2) nach x und t

df df df df
of df df df
x — E E —V E . (2.1.4)

Diese Gleichungen kdnnen zu einer einzigen Gleichung zusammengefasst werden, indem wir ein zweites
mal Differenzieren und den Term d? f /d£2 eliminieren. Jede der Gleichungen ergibt

921 d2f Pt df

T i e~V (249

Hieraus folgt
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wofir (2.1.1) und (2.1.2) die allgemeinsten Ldsungen sind. Gleichung (2.1.6) wird als Wellengleichung
fur dispersionsfreie Wellen bezeichnet, da sich die Form der Welle bei der Ausbreitung nicht &ndert.

Obwonhl (2.1.6) als allgemeine Losungen (2.1.1) und (2.1.2) besitzt, gibt es eine spezielle Lésung, die sehr
wichtig ist. Diese Losung ist die einfache harmonische Welle, die wir in ihrer komplexen exponentiellen
Form als

T = Aexpli(ke— o)) (2.1.7)]

schreiben kdnnen. Hierbei ist k = 2z /A die Raumfrequenz oder Wellenzahl und @ = 2zrv die Kreisfre-
quenz, v ist die Frequenz in Zyklen pro Zeiteinheit und A die Wellenldnge. Wir werden im Folgenden
die Kreisfrequenz der Einfachheit halber ebenfalls Frequenz nennen. Das Argument ¢ = (kx — wt) heif3t
Phase der Welle. Wir kénnen uns leicht davon tiberzeugen, dass diese Funktion die Wellengleichung 16st
und dass die Geschwindigkeit durch

v = o/k (2.1.8)

gegeben ist. Diese Geschwindigkeit wird Phasengeschwindigkeit oder Wellengeschindigkeit genannt, wir
werden sie deshalb im Folgenden als von bezeichnen.

Superposition von harmonischen Wellen
Eine wichtige Eigenschaft harmonischer Wellen, die wir oft ausnutzen werden, ist die Mdglichkeit, an-

dere Wellenformen durch Uberlagerung (Superposition) zu erzeugen. Im Fall eines dispersionsfreien
Mediums ist dies einfach zu bewerkstelligen.

Zum Zeitpunkt t = 0 soll es z.B. eine Superposition

g(x,0) = ZAkjexp(iij) (2.1.9)
J

von ebenen Wellen geben. Zur Zeit t hat sich jede der Partialwellen mit v = w/k ausgebreitet so dass

gxt) = D Agexplitkx— ojt)]
J

= ZAkjexp[ikj(x—Vpht)]
J

= g(x—vpnt,0) . (2.1.10)

Wir sehen, dass sich die urspringliche Funktion g(x,0) ohne Verdnderung mit der Geschwindigkeit v
ausgebreitet hat. Dieses einfache Ergebnis kam durch Einsetzen von kyy anstelle von w zustande. Dies
ist nur fur dispersionsfreie Wellen zuléssig. Falls die Partialwellen unterschiedliche Geschwindigkeiten
haben (dispersionsbehaftete Wellen), miissen wir unsere Schlussfolgerungen andern.
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2.1.2 Dispersionbehaftete Wellen

Wir betrachten nun ein Medium, in dem die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Wellen eine Funktion
der Frequenz ist. Solche Medien nennt man dispergierend.

Im Allgemeinen sind Wellengleichungen nicht auf zweite Ableitungen nach x und t beschréankt. Voraus-
gesetzt die Gleichungen sind linear in f, konnen auch andere Ordnungen von Ableitungen auftreten. In
jedem solchen Fall gibt es eine Losung der Form f = Aexpli(kx — et)]. Im Fall einer solchen Welle kann
man J f /ot durch —iwf und 0 f /dx durch ik f ersetzen und man kann die Wellengleichung in der Form

2 9
9(5 —> f =0 (2.1.11)

schreiben, wobei & eine Polynomfunktion in % und % ist, die auf f wirkt. Damit folgt als Ergebnis die
Gleichung

P (k,—0) = 0, (2.1.12)

die Dispersionsrelation genannt wird. Fur die dispersionsfreie Wellenfunktion wiirde man unter dieser
Betrachtungsweise

[<%>Z_é<%>2] f = 0 (2.1.13)

erhalten, woraus dann die Dispersionsrelation

(ik)? — 5 (—iw)*? = 0=— —Kk (2.1.14)

folgt, die gleichbedeutend mit w/k = £y ist.

Wir werden in Kapitel 12 mit der Schrodinger-Gleichung ein Beispiel flr eine dispersionshehaftete Wel-
lengleichung kennenlernen.

2.1.3 Komplexe Wellenzahl, Frequenz und Geschwindigkeit

Losungen der Dispersionsrelation konnen zu komplexen Werten fiir k oder w fuhren. Auch die Ge-
schwindigkeit w/k kann komplex werden. Wir wollen hier kurz die physikalische Bedeutung dieser
GroRen diskutieren.

© Walther-Meif3ner-Institut
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Komplexe Wellenzahl: gedampfte Wellen

Nehmen wir an, die Frequenz w sei reell, aber die Wellenzahl k = k. + ik, sei komplex. Damit erhalten
wir

f = Aexpli(ky+ikz)x —iot]
= Aexp(—k2x) expli(kix — wt)] . (2.1.15)

Diese Gleichung beschreibt eine fortschreitende Welle mit der Geschwindigkeit v = /k, die mit dem
Faktor exp(—kox) geddmpft wird. Wir kdnnen eine charakteristische Abklingldnge ¢ = 1/k definieren,
innerhalb der die Amplitude auf 1/e ihres Anfangswertes abnimmt (siehe hierzu Abb. 2.1a und Abb. 2.2).

@ |1 (b)

exp(-k,x)

v

- VY
- Vv

Abbildung 2.1: (a) Gedampfte Welle als Funktion des Ortes zur Zeit t (oben) und als Funktion von t an
verschiedenen Orten x; < X2 < X3 (unten). (b) Evaneszente harmonische Welle als Funktion des Ortes
zur Zeit t (oben) und als Funktion von t an verschiedenen Orten x; < x < X3 (unten).

Imagindre Geschwindigkeit: evaneszente Wellen

Manchma wird die Wellenzahl rein imaginar, d.h. ki = 0. In diesem Fall besitzt die Welle keinerlei
harmonisches Verhalten in der Ortskoordinate mehr, sondern stellt eine reine Exponentialfunktion von x
dar. In der Zeitkoordinate findet allerdings noch ein oszillatorisches Verhalten mit der Frequenz w statt.

Eine solche Welle heiRt abklingende oder evaneszente Welle (siehe hierzu Abb. 2.1b und Abb. 2.2).
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Abbildung 2.2: 3D-Darstellung einer gedampften Welle (links) und einer evaneszenten Welle (rechts)
als Funktion des Ortes und der Zeit.

2.1.4 Die Gruppengeschwindigkeit

Die Wellengleichung (2.1.6) fur dispersionsfreie Wellen hat die Eigenschaft, dass sich jede Storung mit
beliebiger Frequenz immer gleich schnell ausbreitet. Dies hat zur Folge, dass sich die Form einer Wel-
le bei der Ausbreitung nicht &ndert. In dispersionsbehafteten Medien breiten sich dagegen Wellen mit
unterschiedlichen Frequenzen mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten aus und die Wellenform andert
sich im Lauf der Ausbreitung.

Wir betrachten nun ein so genanntes Wellenpaket, das eine Welle mit Frequenz @y und Wellenzahl kg
darstellt, deren Amplitude so moduliert ist, dass sie zur Zeit t = 0 auf einen bestimmten Raumbereich
beschrankt ist (siehe Abb. 2.3). Eine solche Welle Iasst sich durchUberlagerung von vielen Partialwellen
erzeugen, deren Frequenzen bzw. Wellenzahlen in der Nahe von ay und kg liegen. Zu einem bestimmten
Zeitpunkt wird das Maximum des Wellenpaket an der Stelle sein, an der sich die einzelnen Partialwel-
len gleichphasig iberlagern und somit gegenseitig verstarken. Wir wollen nun zeigen zeigen, dass sich
das Maximum des Wellenpakets mit der Gruppengeschwindigkeit bewegt. Diese Grofie unterscheidet
sich von der Phasengeschwindigkeit der einzelnen Partialwellen und entspricht der Geschwindigkeit des
Energietransports der Welle.

Wenn das Maximum des Wellenpakets dem Punkt entspricht, an dem die Phasen der Partialwellen alle
gleich sind, erhadlt man fur diesen Punkt die Gleichung

Z—i’ = %(kx—wt):o. (2.1.16)

Die Geschwindigkeit, mit der sich das Maximum bewegt, ist dann gegeben durch

vg,:’t-‘ _ o 2.1.17)

was die Definition der Gruppengeschwindigkeit darstellt. Man kann die Gruppengeschwindigkeit durch
Verwenden von A = 2r/k, o/k = vph und v = @ /2r auch wie folgt ausdriicken:

© Walther-Mei8ner-Institut
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Im allgemeinsten Fall ist dw/dk keine Konstante. Da das Wellenpaket aus einzelnen Partialwellen mit
Wellenvektoren in der Néhe von ky besteht, wir implizit der Wert von d @ /dk an der Stelle ky genommen.
In erster Naherung bewegt sich das Maximum der Einhiillenden des Wellenpakets mit dieser Geschwin-
digkeit. Da die Phasengeschwindigkeit im Allgemeinen von der Gruppengeschwindigkeit verschieden
ist, werden sich die einzelnen Partialwellen relativ zur Einhillenden in oder entgegengesetzt zur Aus-
breitungsrichtung bewegen. Dies kann man z.B. bei Wasserwellen beobachten, die eine starke Dispersion
zeigen.

1.0

0.5/

é o.o: V’\/AAA /\{\I\UAVA
e | "
Y

Abbildung 2.3: Wellenpaket.

Die Wellenform wird normalerweise bei der Ausbreitung verandert. In stark dispergierenden Medien ist
die Behandlung allerdings schwierig und es kann zu der scheinbar paradoxen Situation kommen, dass
die Gruppengeschwindigkeit gréRer als die Lichtgeschwindigkeit ist.

2.1.5 Wellen in drei Dimensionen

Die Ausdehnung der in den vorangegangenen Abschnitt fir den eindimensionalen Fall gemachten Ana-
lyse auf drei Dimensionen ist nicht trivial. Dies liegt daran, dass sich auch in dispersionsfreien Medien
das Profil einer dreidimensionalen Welle bei der Ausbreitung &ndert. Dies kann man leicht einsehen. Die
Amplitude einer kugelformigen Schallwelle muss z.B. mit 1 /r abnehmen, sonst wiirde eine punktformige
Schallquelle in jedem Abstand als gleich laut empfunden.

Es gibt allerdings eine wichtige Klasse von Wellen, die sich auch im dreidimensionalen Raum bei der
Ausbreitung in einem dispersionsfreien Medium nicht &ndert, ndmlich die ebenen Wellen. Eine Welle,
die sich mit der Geschwindigkeit v,n in Richtung fi ausbreitet, hat analog zu (2.1.1) die Form

f(r,t) = f(r-i—vept,0) . (2.1.19)
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Wie im eindimensionalen Fall ist & = r-A — vpnt. Dies ist eine Konstante fiir alle Ebenen, die die Bedin-
gung r - A — vprt = const erfiillen. Eine solche Ebene wird als Wellenfront bezeichnet und ist eine Ebene
konstanter Phase senkrecht zur Ausbreitungsrichtung.

Auf dieser Basis kann man analog zum eindimensionalen Fall die Wellengleichung fir den dreidimen-
sionalen Fall ableiten. Man erhalt

1 02f
Vi = 2. (2.1.20)
sz)h ot?

Dies ist die Wellengleichung fur dispersionsfreie Wellen in drei Dimensionen.

2.1.6  Wellen in inhomogenen Medien

Im Falle eines inhomogenen Medium wird die Behandlung der Ausbreitung von Wellen so kompliziert,
dass man nur noch in wenigen Fallen analytische Ldsungen angeben kann. Bei der Analyse der zugrun-
deliegenden Physik sind zwei Prinzipien, die von Huygens und Fermat entwickelt wurden, wichtig.

Das Huygens’sche Prinzip

Huygens wies darauf hin, dass man, falls man den Verlauf einer Wellenfront zu einem bestimmten Zeit-
punkt kennt, den weiteren Verlauf dadurch berechnen kann, indem man jeden Punkt der Wellenfront als
Ausgangspunkt fir eine neue Welle ansieht. Diese neuen Wellen sind Kugelwellen, deren Einhillende
die neue Wellenfront zu einem spéateren Zeitpunkt ergibt. Die bei dieser Konstruktion auftretenden Ku-
gelwellen werden Huygens’sche Elementarwellen genannt. Es l&sst sich mit Hilfe des Huygens’schen
Prinzips leicht erkennen, dass sich z.B. die Form einer Kugelwelle bei der Ausbreitung nicht andert
(siehe Abb. 2.4a).

(@) (b)

Abbildung 2.4: Huygens'sches Prinzip in (a) einem isotropen Medium und (b) einem anisotropen Medi-
um.

Ein wichtiger Aspekt ist, dass sich das Huygens’sche Prinzip auch auf die Wellenausbreitung in aniso-
tropen Medien anwenden l&sst (siehe Abb. 2.4b), wie spater in Abschnitt 3.3 noch genau diskutiert wird.
In einem anisotropen Medium sind die Elementarwellen nicht mehr kugelférmig, sondern sind z.B. wie
in Abb. 2.4b gezeigt elliptische Wellen. Die Ausbreitungsrichtung des Energieflusses ist nicht mehr par-
allel zum Wellenvektor k und lasst sich dadurch bestimmen, indem man eine Linie vom Ursprung der
elliptischen Elementarwellen zu dem Punkt zieht, an dem diese die Einhillende beriihren. Insgesamt ist
das Huygens’sche Prinzip extrem nitzlich, um ein physikalisches Bild der Wellenausbreitung fir solche
Félle zu erhalten, bei denen eine exakte Berechnung nicht moglich ist.

© Walther-Meif3ner-Institut
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Christiaan Huygens (1629 - 1695):

Christiaan Huygens wurde am 14. April 1629 in Den Haag geboren.
Zundchst studierte Huygens Jurisprudenz in Leiden, wandte sich dann aber
der Mathematik und den Naturwissenschaften zu. Er entdeckte 1655 den
Saturnmond Titan. Gleichzeitig untersuchte er die Saturnringe, die noch aus
der Zeit Galileis ein Rétsel bildeten. Huygens erkannte deren wahre Natur
1656. Im gleichen Jahr beobachtete er den Orionnebel und I6ste die inne-
re Region des Nebels in Einzelsterne auf. Der hellste Teil des Nebels wird
nach ihm Huygens’sche Region genannt. Er entdeckte mehrere interstellare
Nebel und einige Doppelsterne. AuRerdem liel3 er eine groRe Anzahl von
Pendeluhren bauen und entwickelte Uhren auf Basis von Spiralfedern bzw.
Zykloidenpendel, welche eine genaue Zeitmessung ermoglichten und da-
mit auf See zur genaueren Bestimmung des Langengrades dienen konnten.
Seine Konstruktionen beschrieb er im Jahre 1658 in dem Buch “Horolo-
gium”. Angeregt durch Pascal schrieb Huygens 1657 die erste Darstellung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 1660 bereiste er England und wurde 1663
in die Royal Society gewahlt. Im Jahre 1666 erhielt er einen Ruf an die
neugegriindete Académie Royale des Sciences in Paris. Hier fiihrte er auch
astronomische Beobachtungen an der 1672 fertiggestellten Pariser Sternwar-
te durch. Nach einer schweren Krankheit kehrte er 1881 nach Den Haag zum Familiensitz Hofwijck zuriick, wo
er am 8. Juni 1695 verstarb.

Das Fermat’sche Prinzip

Das Fermat’sche Prinzip besagt, dass sich Licht (wir werden sehen, dass wir Licht als elektromagnetische
Wellen auffassen kdnnen) von in einem inhomogenen Medien von einem Punkt A zu einem Punkt B
genau so ausbreitet, dass es dafir die kiirzeste Zeit bendtigt. Wir werden auf dieses Prinzip in Kapitel 4
in Abschnitt 4.1.2 noch genau eingehen.

Wasser Strand

Zu rettende

Se by
Person s,
&

Rettungsschwimmer

Abbildung 2.5: Zum Fermat'schen Prinzip.

Das Fermat’sche Prinzip kann man sich an einem Beispiel aus dem Alltagsleben gut klar machen. Da-
zu betrachten wir einen Rettungsschwimmer, der in einiger Entfernung vom Wasser auf dem Strand
befindet, und mdglichst schnell zu einer Person im Wasser kommen muss, die in Not ist (siehe hierzu
Abb. 2.5). Der schnellste Weg zu der Person ist nicht der geometrisch kiirzeste Weg. Dies liegt daran,
dass der Rettungsschwimmer etwa viermal so schnell laufen wie schwimmen kann. Er wird deshalb einen
Weg einschlagen, bei dem er eine groRere Strecke laufen, dafiir aber eine kiirzere Strecke schwimmen
muss. Insgesamt spart er damit Zeit. Dies ist dhnlich bei der Lichtausbreitung, die in unterschiedlichen
Medien mit unterschiedlicher Geschwindigkeit vor sich geht. Das Licht wahlt wie der Schwimmer nicht
den geometrisch kiirzesten Weg, sondern den Weg der kiirzesten Zeit.
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2.2 Die Maxwell Gleichungen

Wir wollen im Folgenden den Elektromagnetismus als spezielles Beispiel einer allgemeinen Theorie
der Wellenausbreitung diskutieren. Dazu wiederholen wir zunéchst die grundlegenden Fakten der klas-
sischen Elektrizitatslehre und des Magnetismus, die in Form der Maxwell’schen Gleichungen zusam-
mengefasst werden konnen. In der Maxwell’schen Formulierung der Gleichungen wurde erstmals der
Verschiebungsstrom dD/dt eingefiihrt. Dieser ist die Zeitableitung eines fiktiven Verschiebungsfeldes
D = gE + P, das sich aus dem angelegten elektrischen Feld E und der daraus resultierende Polarisation
P zusammensetzt; & = 8.854 x 10~ 2F/m ist die elektrische Feldkonstante. Das Verschiebungsfeld wird
sich als enorm wichtig fur die Behandlung der Wellenausbreitung in anisotropen Medien erweisen (siehe
Kapitel 3).

James Clerk Maxwell (1831- 1879):

James Clerk Maxwell wurde am 13.Juni 1831 in Edinburgh geboren.

Er studierte drei Jahre Mathematik und Physik in Edinburgh und schloss
1854 in Cambridge sein Studium ab. Ein Jahr spdter legte er hier seine erste
Avrbeit vor, die schon auf die spateren Maxwellschen Gleichungen zielte.
1856 erhielt Maxwell eine Professur in Aberdeen. Diese hielt er inne bis er
1860 fur funf Jahre an das King’s College nach London ging.

Maxwell beschéftigte sich mit der Physiologie des Farbensehens . Aufse-
henerregend sind Maxwells Arbeiten zur Elektrodynamik, wo er die Vor-
stellungen von Michael Faraday in eine mathematisch strenge Form brachte
und die Feldphysik begriindete.

Die Maxwellschen Gleichungen wurden 1862 im Philosophical Magazi-
ne unter dem Titel “On Physical Lines of Force” verdffentlicht. In dem
zweibéndigen Buch Treatise”(Abhandlung) veroffentlichte Maxwell 1873
eine Zusammenfassung aller bisherigen Arbeiten. Die Maxwellschen Glei-
chungen erschienen dabei in einer komplizierteren Form. Auf die ur-
spriingliche Fassung griffen erst spater Heinrich Hertz und Oliver Heavi-
side zuriick. Es dauerte Jahrzehnte bis die Maxwellschen Gleichungen voll
verstanden und anerkannt wurden. Die Maxwellsche Elektrodynamik bildete zusammen mit der Newtonschen
Mechanik das stolze Gebdude der klassischen Physik.

Auch auf dem Gebiet der kinetischen Gastheorie fand er die heute so genannte Maxwellsche Geschwindig-
keitsverteilung und begriindete damit zugleich die statistische Physik. Zusammen mit Ludwig Boltzmann haben
beide Forscher das neue Gebiet aufgebaut. Als Wegbereiter der kinetischen Gastheorie war Maxwell auch ein
iberzeugter Anhénger der Atomistik. 1871 forderte er in einer Rede vor der British Association for the Advan-
cement of Science Standards fiir die Grundeinheit der Masse, der Lange und der Zeit.

Finanziell unabhéangig legte er 1865 aus gesundheitlichen Griinden sein Lehramt am King’s College in London
nieder, setzte jedoch seine Forschungen als Privatgelehrter fort. Als die Universitat Cambridge einen Lehrstuhl
fiir Experimentalphysik neu griindete und mit einem groRen Unterrichtslaboratorium ausstattete, nahm Maxwell
die fiir die britische Wissenschaft wichtige Aufgabe an.

Maxwell starb am 5.November 1897 in Cambridge.

Wir werden uns hier zundchst auf isotrope und lineare Medien beschrénken. In einem isotropen linearen
Medium ist die Polarisation proportional zum elektrischen Feld, das heif3t

T
|

exE (2.2.1)
und D = gE+P=¢gE+eyE=(1+y)eE=-¢cgE . (2.2.2)

Die elektrische Suszeptibilitdt y bzw. die Dielektrizitatskonstante e sind hierbei skalare Grof3en; in ani-
sotropen Medien sind sie dagegen tensorielle GrélRen. Anisotrope Medien werden spéter in Kapitel 3,
nichtlineare Medien in Kapitel 8 diskutiert werden.
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Fir ein isotropes, lineares Medium lassen sich die Maxwell’schen Gleichungen wie folgt ausdriicken:

VD = p Gaul’sches Gesetz der Elektrostatik — (2.2.3)
VB = 0 Gaul’’sches Gesetz der Magnetostatik  (2.2.4)
VxH = 22+j Ampére’sches Gesetz (2.2.5)
VxE = -2 Faraday’sches Gesetz . (2.2.6)

Hierbei ist p die Ladungsdichte und j die elektrische Stromdichte. Der Zusammenhang zwischen D und
E sowie B und H wird im Fall eines linearen isotropen Mediums durch die dimensionslosen Konstanten
€ (Dielektrizitatskonstante) und p (Permeabilitat) gegeben:

D = egE (2.2.7)

B = uugH . (2.2.8)

Hierbei ist pp die magnetische Feldkonstante.
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2.3 Elektromagnetische Wellen

Wir betrachten nun ein isotropes, isolierendes Medium, in dem die Ladungsdichte p und die Stromdichte
j beide gleich null sind. Aus den Maxwell-Gleichungen folgt dann

V.D= 0 2.3.1)

V.B= 0 (2.32)
dD JE

VxH= W = €€0E (233)
JB oH

VXE= BT _IJIJOW . (2.3.4)

Wendet man (V x) auf beide Seiten von (2.3.4) an und setzt (2.3.3) ein, so erhdlt man

d J°E
Vx(VxE) = —uuoﬁ(V xH)= —HHoE& 57 - (2.3.5)

Benutzt man V x (V x E) = V(V - E) — V?E ergibt sich wegen V - E = 0 aus (2.3.5)

9°E
2 _
V E—S‘US()‘UOW — 0 (236)
9’H
2 _
V°H — euegpug prealie 0. (2.3.7)

Hierbei erhdlt man die entsprechende Gleichung fir das magnetische Feld, indem man (V) auf beide
Seiten von (2.3.3) anwendet. Die Differentialgleichungen (2.3.6) und (2.3.7) sind die Wellengleichungen
flr elektromagnetische Wellen.

2.3.1 Phasengeschwindigkeit und Brechungsindex

Der Vergleich mit (2.1.6) aus Abschnitt 2.1 zeigt, dass die Ldsung von (2.3.6) eine Welle mit der Pha-
sengeschwindigkeit

1 1
= c
VHUoEEY  /EU

Voh = (2.3.8)

ist. Hierbei haben wir fur die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum die Beziehung ¢ = 1/, /&ypig = 2.9979 x
108m/s verwendet.!

LAls Maxwell aus den nach ihm benannten Gleichungen die Geschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen ableitete,
stellte er fest, dass der theoretisch erhaltene Wert bemerkenswert nahe bei dem vor kurz vorher im Jahr 1849 von Fizeau
gemessenen Wert der Lichtgeschwindigkeit von 315 300 km/s lag. Maxwell merkte dazu an: Diese Geschwindigkeit ist der
Lichtgeschwindigkeit so nahe, dass man mit groer Wahrscheinlichkeit folgern kann, dass es sich bei Licht selbst um eine
elektromagnetische Storung in Form einer Welle handelt, welche sich durch das elektromagnetische Feld entsprechend den
Gesetzen des Elektromagnetismus fortpflanzt.
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Gase bei 0°C, 1013 hPa Flussigkeiten bei 20°C Festkorper bei 20°C
Substanz NG n Substanz /e n Substanz /e n
Luft 1.000 294 1.000 293 Benzol 151 1.501 Diamant  4.06 2.419
Helium 1.000 034 1.000 036 Wasser 8.96 1.333 Bernstein 1.6 155
Wasserstoff 1.000 131 1.000 132 Athanol  5.08 1.361 Quarzglas 1.94 1.458
Kohlendioxid  1.004 9 1.00045 CCl4 4.63 1.461 NaCl 2.37 150

Tabelle 2.1: Brechungsindex und Wurzel der Dielektrizititskonstante fiir verschiedene gasformige,
flussige und feste Stoffe. Die Werte flir /& wurden bei sehr niedrigen Frequenzen (Hz bis kHz-Bereich)
gemessen. Die Messung von n erfolgte bei etwa 5 x 101*Hz (Natriumdampflampe mit A = 589.29 nm).

Wir werden im Folgenden immer annehmen, dass die Permeabilitat p den Wert u = 1 im Bereich der
Frequenzen des sichtbaren Lichts annimmt, da dies fiir optisch relevante Medien meist der Fall ist. Das
Verhéltnis der Phasengeschwindigkeit in einem Medium zu der im Vakuum dient zur Definition des
Brechungsindex n eines Mediums. Wir definieren den Brechungsindex als

n = = —Ve. (239

Wir sehen, dass der Brechungsindex aufgrund der Frequenzabhédngigkeit der Dielektrizitatskonstante
frequenzabhangig ist. Die Abhédngigkeit des Brechungsindex von der Wellenlange des eingestrahlten
Lichts ist ein bekannter, sehr wichtiger Effekt, den man Dispersion nennt. In Tabelle 2.1 sind die Werte
von /€ und n gegeniibergestellt, die bei unterschiedlichen Frequenzen gemessen wurden. Man erkennt,
dass nur fir einfache Gase eine geringe Frequenzabhangigkeit vorliegt.

2.3.2 Ebene Wellen und Dispersionsrelation

Die ebene Welle (vergleiche Abschnitt 2.1.5)

|E = Eoexpli(k-r—ot)] (2.3.10)|

ist eine Losung der Wellengleichung (2.3.6). Setzen wir diesen Ausdruck in die Wellengleichung ein, so
erhalten wir folgenden Zusammenhang zwischen dem Wellenvektor k und der Frequenz w:

n2
K2 = @+@+@=?w? (2.3.11)

Diese Beziehung, die den Betrag des Wellenvektors mit der Kreisfrequenz der Welle verknipft, bezeich-
net man als Dispersionsrelation. Wir sehen, dass elektromagnetische Wellen eine lineare Dispersion
o = c|k| besitzen.

Mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen lassen sich ferner die Beziehungen zwischen E, D, H und k angeben.
Ersetzen wir V und d /4t durch ik und —iw, so kdnnen wir (2.3.1) bis (2.3.4) in der Form
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4 S=ExXxH
A
k H, B
E,D

Abbildung 2.6: Lage der Vektoren einer elektromagnetischen Welle in einem isotropen Medium.

k-D=¢egk-E = 0 (2.3.12)
k-B=wk-H = 0 (2.3.13)
kxH=-wD = -wegE (2.3.19)

kxE=wB = owugH (2.3.15)

schreiben. Diese Gleichungen erlauben uns, die Orientierung der beteiligetn Feldgrofien anzugeben (sie-
he hierzu Abb. 2.6): Esist k L D und k L B, ebenso gilt E L B und D L H. Fir isotrope Medien gilt
ferner E L k. Diese Beziehungen zeigen, dass elektromagnetische Wellen transversale Wellen sind, bei
denen die Auslenkungen von B bzw. D (oder E) senkrecht zur Ausbreitungsrichtung stehen. Die relativen
Orientierungen von k, D und B bilden dabei ein rechtshandiges System. Durch diese Bedingungen erhélt
man bei vorgegebenem Wellenvektor k zwei Mdglichkeiten fir die Wahl von D (oder E), die man als die
beiden Polarisationen des Lichts bezeichnet. Die Ebene, in der D und k liegen, heif3t Polarisationsebene.
Eine ausfihrliche Diskussion hierzu folgt in Kapitel 3.

Wir wollen noch einige weitere Begriffe zusammenfassen, die im Zusammenhang mit Wellen wichtig
sind. Die Wellenldnge A der Welle ist mit der Wellenzahl k, das heil3t mit dem Betrag des Wellenvektors
k tber

C
po= =2l (2.3.16)

verknupft. Als Wellenldnge A bezeichnet man dabei die Wellenldnge im Vakuum. Ist in Folgenden die
Wellenldnge im Medium Ay = A /n gemeint, so wird darauf explizit hingewiesen.

2.3.3 Wellenpakete

Eine wichtige Eigenschaft der Wellengleichung (2.3.6) ist, dass gemaR dem Superpositionsprinzip neben
zwei Losungen E; und E; auch deren Summe Es = E; + E» eine Losung ist. Dadurch ist es méglich,
durch Superposition von ebenen Wellen geeigneter Frequenz und Wellenzahl Wellenpakete mit definier-
tem zeitlichem und rdumlichem Verlauf zu konstruieren. Der dabei verwendete mathematische Forma-
lismus ist derjenige der Fourier-Transformation (siehe Anhang B).
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Addiert man eine Vielzahl von ebenen Wellen mit den Frequenzen «y und den Amplituden Egj, so ldsst
sich dadurch jeder beliebige periodische Feldverlauf E(r,t) darstellen. Speziell fiir den Ursprung r =0

gilt fir den Zeitverlauf:

Verwendet man kontinuierlich verteilte Frequenzkomponenten, so wird aus der Fourier-Reihe ein
Fourier-Integral, das auch die Darstellung von nichtperiodischen Zeitverldufen erlaubt:

Ett) — \/E/E exp(iot) do (2.3.18)

Da E(t) eine reelle GroRe ist, kann man die Feldstdrke fiir negative Frequenzen wie folgt angeben:
E(w) = E*(—®). Durch Umkehrung der Fourier-Transformation lassen sich die Fourier-Komponenten

E(w) aus dem Zeitverlauf des Feldes bestimmen:

exp(—iot) dt . (2.3.19)

E(w) = m/E

Die Darstellung des elektrischen Feldes durch seinen Zeitverlauf E(t) oder seinen Frequenzverlauf E(®)

ist also dquivalent.

10f 10F -
(a) (b)
/ \ 05
At %
© = H
2 o5 =00
= / o \ = ) o
/ \ 05
/
0.0 10k, ; ;
0 2 4 6 8 10 6 -4 2 0 2 4 6
®- o /o to

Abbildung 2.7: Frequenzverlauf (a) und Zeitverlauf (b) des elektrischen Feldes eines GauR-formigen
Wellenpakets.

Als Beispiel wollen wir einen Frequenzverlauf des Feldes in Form einer Gauf3’schen Glockenkurve mit
einer Zentralfrequenz ay und der Varianz o annehmen (siehe Abb. 2.7a):
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(w—wo>2] .

E(w) = exp [— 562

(2.3.20)

GemaR (2.3.18) erhalten wir dann

oo

\/%/exp [—%} exp(iot) dw

— \/% exp [_tz (%)1 exp(impt) /wexp { (%Ht@) 2] do . (2.3.21)

—oo

Das Integral in (2.3.21) tritt haufig auf und findet sich in allen Integraltafeln. Sein Wert ist unabhéngig
von t

/ooexp [—Zi;]dg = V2no? . (2.3.22)

Damit ergibt sich

t2
E(t) = oexp [_W] . (2.3.23)

Wir erhalten also ein Wellenpaket mit einer Schwingungsfrequenz ay und einer zeitlich modulierten
Amplitude mit GaulR-formigem Verlauf und Varianz 2/c (siehe Abb. 2.7b). Die Breite 6t = 2/c des
Zeitverlaufs ist mit der Breite 0w = 2o des Frequenzverlaufs Uber d wdt = 1 verknipft.

Haufig werden die in Abb. 2.7 eingezeichneten vollen Halbwertsbreiten (FWHM: Full Width at Half
Maximum) At und Aw, verwendet, die man aus E(Aw/2) = 0.5 bzw. E(At/2) = 0.5 erhdlt. Man erhélt
Aw = /8In2 =2.350 bzw. At = 2.35/c und damit

AwAt = 8In2=554 . (2.3.24)

Wir lernen daraus, dass ein zeitlich GauR-férmiger Lichtimpuls immer mit einer bestimmten Frequenz-
breite verknipft ist, die mit abnehmender Dauer des Impulses zunimmt. Verwendet man andere Lichtim-
pulsformen, so hangt das Produkt AwAt von der speziellen Impulsform ab. Fir glockenférmige Impulse
gilt dabei die Abschatzung
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AwAt ~ 2r oder AvAt~1 . (2.3.25)

Diese Beziehung ist eine fiir Wellen charakteristische Eigenschaft. Sie besagt, dass man nicht gleichzeitig
eine exakte Zeit- und Frequenzbestimmung durchfiihren kann. Dies ist einsichtig. Will man z.B. die
Frequenz sehr genau bestimmen, so muss man maglichst viele Maxima des Wellenzugs abzéhlen. Dies
erfordert aber eine groRe Zeitdauer At. Wir werden diese Beziehung spater mit der Heisenberg’schen
Unscharfebeziehung in Verbindung bringen.

2.3.4 Energie und Impuls von Licht

Eine wesentliche Eigenschaft elektromagnetischer Wellen ist deren Fahigkeit, Energie zu transportieren.
Der Vektor, der den Energietransport beschreibt, ist der Poynting-Vektor. Er ist allgemein definiert als

1
S = ExH:u—ExB:soczExB. (2.3.26)
0

Man sieht leicht, dass fir ein isotropes Medium der Poyntig-Vektor parallel zu k ist.

Durch zeitliche Mittelung von S erhdlt man die Strahlungsflussdichte oder die Intensi&t I. Die Strah-
lungsflussdichte hat somit die Dimension Energie pro Zeit und Flache. Wenn E und H senkrecht aufein-
ander stehen und in Phase sind (isotropes Medium, vergleiche hierzu Abb. 2.6) folgt

. . 1 1
(ISl) = (BosinotHosinot) = SEoHo = EEg £nc (2.3.27)

da der zeitliche Mittelwert von sir? ot fiir t > 1/ gleich 1,2 ist. Wir werden spéter die Situation ken-
nenlernen, in der zwischen E und H ein Phasenunterschied besteht und sich deshalb ein anderer zeitli-
cher Mittelwert ergibt. Insbesondere wird bei einem Phasenunterschied von 9C° die Strahlungsflussdichte
Null, d.h. es findet kein Energietransport statt. Evaneszente Wellen sind ein Beispiel fir dieses Verhalten
(vergleiche hierzu Abschnitt 2.6.4).

Neben der Energiestromdichte besitzt Licht auch eine Impulsdichte, die bei der Absorption oder der Re-
flexion von Licht wichtig ist und zu einem Strahlungsdruck fiihrt. Das Zustandekommen des Strahlungs-
drucks kann man sich klar machen, wenn man die Wechselwirkung eines elektromagnetischen Feldes
mit einer zundchst ruhenden freien Ladung betrachtet. Aufgrund der Coulomb-Kraft erfahrt die Ladung
eine Beschleunigung parallel zum elektrischen Feld, die zu einer Geschwindigkeit \ der Ladung fhrt.
Dabei wird aus dem elektromagnetischen Feld die Leistung L = qEv; aufgenommen. Die Bewegung der
Ladung im magnetischen Feld B, das senkrecht zu E und k steht, fiihrt zu einer Lorentz-Kraft k, die in
Richtung des Wellenvektors k zeigt. Diese Kraft kann man als

E L
FL = quB= qqu =< (2.3.28)
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schreiben. Mit der Absorption der Strahlungsleistung ist also eine Kraft auf die Ladung in Ausbreitungs-
richtung der elektromagnetischen Welle verkntpft. Bezieht man die Kraft auf die bestrahlte Flache, so
erhélt man den Strahlungsdruck R, der bei der Absorption der Intensitdt | auf den Absorber ausgetbt
wird, zu

o= -. (2.3.29)

Bei einer vollstandigen Reflexion von Licht an einem Spiegel tritt aufgrund der Impulserhaltung ein
doppelt so groRer Strahlungsdruck auf.

Als Beispiel wollen wir kurz den Strahlungsdruck durch Absorption des Sonnenlichts auf der Erdober-
flache berechnen. Mit ¢ = 3 x 10°m/s und einer Bestrahlungsstérke von 1 500 W/n? erhalten wir einen
Strahlungsdruck P, =5 x 10-6N/mZ. Dieser Druck ist sehr klein und im Alltagsleben nicht wahrnehm-
bar. Allerdings konnen heute mit Hochleistungslasern enorme Druckwerte erzielt werden. Bei mit La-
sern erreichbaren Lichtintensititen im Bereich von 10??W/m? werden Strahlungsdrucke im Bereich von
10N/m? oder 1 Gbar erzielt. Solche Druckwerte {ibersteigen alle technisch herstellbaren stationéren
Druckwerte.

2.3.5 Phasen und Gruppengeschwindigkeit

Wir wollen nun kurz die Ausbreitung von Lichtimpulsen betrachten und dabei die allgemeinen Betrach-
tungen aus Abschnitt 2.1.4 benutzen. Dazu betrachten wir ein Wellenpaket (vergleiche (2.3.18))

Exzt) — \/% / Ex(®) expliot — ik(w)z] do (2.3.30)

mit einem in x-Richtung polarisierten elektrischen Feld, dass sich in z-Richtung ausbreitet. Hierbei ist
k(w) Uber die Dispersionsrelation (2.3.11) bestimmt, wobei eine explizite Frequenzabhédngigkeit des
Brechungsindex (siehe Abschnitt 2.4) zu berticksichtigen ist.

Wir betrachten ein Wellenpaket mit einem Frequenzspektrum Ey,(w), das nur in unmittelbarer Umge-
bung einer Resonanzfreuquenz ay von Null verschieden ist, so dass wir k(@) in der Nahe von a in eine
Potenzreihe entwickeln kdnnen (o = ay + Q mit Q < ay):

dk 1 d?k
k(w) = k(wo)+§2<—> + 202 (—) +...
do /), 2 da?/

= ko+Qk’(wo)+%sz”(wo)+... : (2.3.31)

Damit erhdlt man das elektrische Feld naherungsweise zu
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Ex(z,t) = \/iz_nexp[iwot—koz]/Ex(woJrQ)

><exp[iQ(t—z[k’(wo)+%Qk”(wo)+...])]d§2
= \/Lz_nexp[iwot—koz]A(z,t):%exp[i@(z,t)}A(z,t) . (2.3.32)

Dabei haben wir das Wellenpaket in einen mit der Frequenz ay schnell oszillierenden Anteil und in
eine zeit- und ortsabhéngigen Amplitudenfunktion A(z,t), die sich aufgrund der Bedingung Q < @ nur
langsam &ndert, aufgespalten.

Die Ausbreitung der schnellen Oszillation erfolgt mit der Phasengeschwindigkeit wp, die sich formal aus
der Bedingung ®(z,t) = ant —koz(t) = const zu

C
— 2.3.
o (2.3.33)

ergibt (siehe hierzu Abb. 2.8).

ﬂ
-1y

- I /\/\VM :

At

t=t+At, | ! 3
-6 | -4 | -2 | (x) | 2 i 4 | 6
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Abbildung 2.8: Zur Phasen- und Gruppengeschwindigkeit: Momentaufnahme eines Wellenpakets zur
Zeit ty (oben) und zur Zeit ty+ At (unten). Das Maximum der Einhullenden des Wellenpakets breitet sich
mit der Gruppengeschwindigkeit, ein Maximum der Amplitude des Feldes mit der Phasengeschwindig-
keit aus.

Fur die Ableitung der Gruppengeschwindigkeit missen wir die Ausbreitung der Einhiillenden des Wel-
lenpakets betrachten. Wir verwenden wieder (2.3.32), wobei wir zundchst zweite und hohere Ableitungen
des Wellenvektors vernachldssigen wollen. Das Integral ergibt dann eine Amplitudenfunktion A(&) mit

dem Argument & =t —zK'(ap) =t —z (%)wo. Da die Bewegung des Maxima oder jedes festen Punkts

der Einhiillenden durch die Beziehung & = & gegeben ist, erhdlt man die Gruppengeschwindigkeit zu
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Vg = (dZ—%;(i—@% . (2.3.34)

Unter Benutzung der Dispersionsrelation (2.3.11) k¥ = 2—§ o? erhdlt man die folgenden verschiedenen
Schreibweisen fir die Gruppengeschwindigkeit (vergleiche hierzu (2.1.18):

"7 \dk /), ~ Mdk' " dk n n?dk
c Acdn ¢ dn
= -+ —=—-(1+—) . 2.3.
Yor n T hedx n< +d/l> (23.35)

Die bisher vernachlassigten Entwicklungsglieder in (2.3.32) bewirken, dass sich die Form der Amplitu-
denfunktion bei der Ausbreitung andert. Dies resultiert daraus, dass sich die verschiedenen Frequenz-
komponenten, aus denen das Wellenpaket aufgebaut ist, verschieden schnell ausbreiten. Dies fiihrt in der
Regel dazu, dass sich Lichtimpulse bei der Ausbreitung durch ein dispersives Medium verbreitern.

Dieses Phanomen ist bei der optischen Nachrichteniibertragung, bei der mit kurzen Lichtimpulsen gear-
beitet wird, von Bedeutung. Man verwendet deshalb heute in der modernen optischen Datentibertragung
spezielle Glasfasern und Ubertragungswellenldngen 2o, bei denen besonders kleine Werte der Dispersi-
on k" = d?k/dw? auftreten. Bei der Lichtausbreitung im Vakuum treten keine Dispersionseffekte auf.
Hier gilt n = 1 und damit k = @ /c. AuBerdem sind im Vakuum Gruppengeschwindigkeit und Phasenge-
schwindigkeit gleich grof.
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2.4 Klassische Dispersionstheorie

Die Maxwell’sche Theorie behandelt Materie als kontinuierlich und driickt ihre elektrische bzw. magneti-
sche Antwort auf anliegende elektrische bzw. magnetische Felder durch die Stoffkonstanten & und u aus.
Dadurch erhalt man das unrealistische Ergebnis, dass der Brechungsindex n =, /g unabhangig von der
Frequenz ist. Der Begriff Dispersion beschreibt die Abhéngigkeit der dielektrischen Antwortfunktion ei-
nes Mediums (Dielekirizitdtskonstante?, Brechungsindex) von der Frequenz eines elektromagnetischen
Feldes. Sie wird durch die Wechselwirkung des elektromagnetischen Feldes mit Materie auf atomarer
Skala bestimmt. Nach Hendrik Antoon Lorentz (1878) ldsst sich das Verhalten eines isotropen dielek-
trischen Mediums durch Mittelung der Beitrdge sehr vieler Atome beschreiben. Die Ausbreitung von
Licht in einem Medium wird entscheidend von der Frequenzabhéngigkeit n() des Brechungsindex die-
ses Mediums bestimmt. Daraus ergeben sich zahlreiche optische Phdnomene.

Zahlreiche Aspekte der Wechselwirkung von Licht mit Materie kdnnen im Rahmen einer klassischen
Theorie beschrieben werden, in der das Medium durch Modellatome oder Molekiile beschrieben wird.
Wird ein elektrisches Feld an ein Dielektrikum angelegt, so wird die Ladungsverteilung innerhalb des
Mediums gestort. Dabei werden elektrische Dipolmomente erzeugt, die ihrerseits zum inneren Feld bei-
tragen. Einfacher ausgedriickt verschiebt das dulRere Feld im Medium positive und negative Ladungen
gegeneinander. Das resultierende Dipolmoment pro Volumen nennt man elektrische Polarisation P. Fir
die meisten Stoffe sind P und E zueinander proportionaf und kénnen zufriedenstellend durch die Bezie-
hung

P = yeE=(e—1)gE (2.4.2)

verknlpft werden.

