Kapitel 5

Beugung und Interferenz

Wir werden in diesem Kapitel das Gebiet der geometrischen Optik verlassen und uns mit Problemen be-
fassen, bei denen die Welleneigenschaften des Lichts von Bedeutung sind. Ein wichtiges Phanomen, das
nicht mit Hilfe der geometrischen Optik erklart werden kann, ist dabei die Beugung. Dabei wird Licht
beim Durchgang durch eine Blendenoffnung oder beim Passieren einer Kante aus nichttransparentem
Material aus seiner urspriinglichen Richtung abgelenkt und erscheint unter Winkeln, die nach der geo-
metrischen Optik nicht moglich sind. Diese Abweichung von der geradlinigen Ausbreitung des Lichts
wurde bereits im 17. Jahrhundert von Francesco Grimaldi genauer untersucht. Grimaldi bezeichnete
den Effekt als Diffractio.

In der Optik kommt es auch in zahlreichen Fallen zu einer Uberlagerung von Wellen, die entweder von
verschiedenen Quellen oder aber einer Einzelquelle stammen konnen. Die dann auftretenden Effekte
werden Interferenzeffekte genannt und bilden die Grundlage fiir zahlreiche Anwendungen vor allem
in der Festkorperphysik und der Kristallographie. Aus der Linearitat der Wellengleichung (siehe Kapi-
tel 2) folgt sofort, dass mit beliebigen Losungen Wi (t) und W, (t) auch beliebige Linearkombinationen
a¥1 + bW, Losungen der Wellengleichung sind. Um die Gesamtamplitude des Wellenfeldes an einem
bestimmten Ort P zu einer bestimmten Zeit t zu erhalten, muss man die Amplituden aller sich im Punkt
P Uberlagernden Teilwellen addieren (Superpositionsprinzip). Die Gesamtamplitude wird dabei sowohl
von der Amplitude als auch der relativen Phase der Teilwellen bestimmt und ist im Allgemeinen sowohl
orts- als auch zeitabhangig. Die Uberlagerung von Teilwellen bezeichnet man als Interferenz.

Eine stationdre Interferenzstruktur kann man nur dann beobachten, wenn die sich an einem Ort
tiberlagernden Teilwellen eine zeitlich und rdumlich konstante Phasendifferenz haben. Man nennt die
Teilwellen dann zeitlich und rdumlich koh&rent. Wir werden in diesem Kapitel zeitlich und rdumlich
vollkommen kohdrente Teilwellen voraussetzen. Ein eingehende Diskussion des Koharenzgrades von
Lichtquellen folgt dann erst in Kapitel 6.
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5.1 Beugungserscheinungen

Wie wir in Kapitel 1 bereits erwahnt haben, war die Wellentheorie des Lichts zunéchst nicht allge-
mein akzeptiert. Dies lag vor allem daran, dass dem Licht offensichtliche Welleneigneschaften zu feh-
len schienen. Es wurde z.B. nicht von einem Hindernis abgelenkt, wie dies bei Wasserwellen der Fall
ist. Heute kennen wir aber den Grund fir dieses Problem. Er liegt in der GroRenordnung der betei-
ligten Wellenldngen begriindet. Wasserwellen haben makroskopische Ausdehnung und wir erkennen,
dass sie nur von Objekten in der gleichen GrolRenordnung gebeugt werden. Noch gréRRere Hindernisse
stoppen die Wasserwellen und es kommt nur an den Réndern dieser Objekte zu Beugungserscheinun-
gen. Die Wellenlange des Licht liegt dagegen im Bereich von 500 nm. Damit ist selbst ein Objekt in der
GroRenordnung von etwa 100 um, das wir mit unserem Auge fast nicht mehr auflésen kénnen, noch grof3
gegeniber der Wellenlange und ausreichend grof3, um die Wellenausbreitung zu stoppen. Es tritt aber in
jedem Fall Beugung an den Réndern des Objekts auf, die wir unter Umstanden beobachten kdnnen.
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Abbildung 5.1: Gedankenexperiment zum Ubergang von der geometrischen Optik zur Wellenoptik.

Wir wollen die Grenzen der geometrischen Optik und das Auftreten von Beugungserscheinungen anhand
eines Gedankenexperiments verdeutlichen. Dazu betrachten wir einen parallelen Lichtstrahl, der durch
eine 10 cm breite Blende tritt und hinter der Blende einen Lichtfleck mit etwa 10 cm Durchmesser er-
zeugt (siehe Abb. 5.1). Wir verringern nun den Blendendurchmesser und beobachten den Durchmesser
des Lichtflecks. Zunéchst nimmt dieser proportional zum Blendendurchmesser ab, bis man einen Blen-
dendurchmesser von einigen Millimetern erreicht. Der Fleckdurchmesser nimmt dann nicht mehr weiter
ab, sondern wird sogar groRer. Wir erhalten auch keine rechteckformige Helligkeitsverteilung hinter der
Blende, wie dies bei groRen Blendendurchmessern der Fall war, sondern die in Abb. 5.1b gezeigte In-
tensitatsverteilung, die eine Modulation aufweist. Wir lernen aus diesem Experiment, dass die Definition
eines Lichtstrahl, wie wir sie in der geometrischen Optik verwendet haben, bereits ab einem Blenden-
durchmesser von einigen Millimetern nicht mehr sinnvoll ist. Die Ursache dafir liegt in der Wellennatur
des Lichts, die zu einer Abweichung von einer geradlinigen Ausbreitung durch Beugung an der Blende
und zu Intensitatsmodulationen durch Interferenz fihrt.

Qualitativ kann man dieses Phdanomen wie folgt verstehen: Trifft Licht auf ein Hindernis, so andert
sich dabei die Amplitude und Phase eines Teils der Wellenfront. Hinter dem Hindernis interferieren die
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Wellenfront

(a) Beugungsobjekt (b)

Abbildung 5.2: Zu den Begriffen Beugung und Interferenz: (a) Interferenz von zwei Wellen, die von den
Quellen Q; und Q auslaufen und sich am Ort P des Beobachters tberlagern. (b) Beugung einer von
einer weit entfernten Quelle kommenden Wellenfront an einem Beugungsobjekt. Die vielen, von den
verschiedenen Punkten des Beugungsobjekts auslaufenden Wellen tberlagern sich im Punkt P des
Beobachters.

verschiedenen Abschnitte der Wellenfront, wobei sich verstarken oder sogar ausldschen kdnnen. Dadurch
ergibt sich die als Beugungsmuster bekannte Verteilung der Energiedichte.

5.1.1 Interferenz und Beugung

Neben Beugungsphdnomenen, die durch eine Einschrankung der Lichtausbreitung durch nicht-
transparente Objekte zustande kommen, gibt es noch eine weitere Klasse von verwandten Phanomenen.
Diese kommen durch die Uberlagerung von raumlich getrennten Wellen zustande und werden Interfe-
renzphanomene genannt. Beugung und Interferenz lassen sich nicht klar unterscheiden und verschiedene
Lehrbucher verbinden unterschiedliche Bedeutungen mit beiden Begriffen. Wir wollen folgende Kon-
vention benutzen:

Interferenz ist mit der geplanten Uberlagerung von zwei oder mehreren getrennten
Wellen verbunden, wahrend Beugung automatisch bei der Begrenzung einer einzel-
nen Wellenfront durch ein Hindernis auftritt.

Man muss sich allerdings klar machen, dass man die Beugung einer einzelnen Wellenfront an einem Hin-
dernis als die Interferenz von einer sehr groRen Zahl von Teilwellen, die von den einzelnen Punkten des
beugenden Hindernisses auslaufen, betrachten kann (siehe Abb. 5.2). Das heif3t, bei Beugung handelt es
sich um die Interferenz einer sehr groRen Zahl von Teilwellen. Nach unserer obigen Konvention handelt
es sich dagegen bei Interferenz um die Uberlagerung einiger weniger Teilwellen.

Es wird uns im Folgenden nicht immer gelingen, diese oben gewéhlte Konvention fir Beugung und
Interferenz in aller Strenge beizubehalten. Zum Beispiel spricht man beim Gitter sowohl von Mehr-
strahlinterferenz als auch von Beugung am Gitter.

Eine notwendige Bedingung fur das Auftreten von Beugung und Interferenz ist die Kohérenz der sich
tberlagernden Teilwellen bzw. der von einem beugenden Objekt auslaufenden Sekundarwellen. Wir wer-
den in diesem Kapitel annehmen, dass eine vollige Kohédrenz der Teilwellen vorliegt. Eine genaue Dis-
kussion des rdumlichen und zeitlichen Koharenzgrades von Lichtquellen wird in Kapitel 6 diskutiert.
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5.1.2 Einfuhrung in die Beugungstheorie

Die mathematische Formulierung der Beugungstheorie beinhaltet immer eine einlaufende, ungestorte
Welle, deren Ausbreitung durch ein Hindernis (Maske, Blende, Kante) gestort wird. Das heif3t, die Am-
plitude und/oder Phase der Welle wird lokal um einen bestimmten Betrag gedndert. Der Beobachter misst
nun an einem Ort oder einem Satz von Orten (z.B. auf einem Schirm) das durch die Superposition der
einfallenden Welle mit anderen Feldern entstehende Wellenfeld. Dabei muss dieUberlagerung den Max-
well Gleichungen mit den dem Hindernis entsprechenden Randbedingungen gentigen. Das so definierte
Problem ist also ein typisches Randwertproblem, das im Prinzip mit den Maxwell’schen Gleichungen be-
handelt werden kann. Ein Beispiel dafir ist die Streuung von ebenen Wellen an perfekt leitenden Kugeln.
Dieser Vorgang wird Mie-Streuung genannt?!

Unglucklicherweise ist die Zahl der analytisch auf diese Weise losbaren Probleme sehr begrenzt. Es
misste dazu namlich nicht nur die Lichtquelle, sondern auch die Eigenschaften des Hindernisses (exakte
Form und dielektrische Eigenschaften auf der Langenskala der Wellenléange) und seine Riickwirkung auf
die Feldverteilung der einlaufenden Welle bekannt sein. Deswegen l&sst sich im Allgemeinen die Pro-
blemstellung nicht geschlossen I6sen. Es wurde deshalb ein einfacherer, auf der Basis des Huygens’schen
Prinzips beruhender Losungsansatz entwickelt, der die meisten Probleme, wenn auch h&ufig nicht in
quantitativer Weise, zufriedenstellend beschreibt. Der Ansatz geht davon aus, dass die Amplitude und
die Phase einer elektromagnetischen Welle hinreichend genau durch eine skalare GroRe beschrieben
werden konnen, wobei Polarisationseffekte vernachldssigt werden. Man berlcksichtigt also anstelle des
vektoriellen Feldes nur ein skalares Feld. Der Ansatz wird deshalb auch als Naherung skalarer Wellen
bezeichnet. An dem Ort des Hindernisses wird dabei das Feld durch die ungestorte Welle beschrieben.
Erst hinter dem Hindernis wird dann der Einfluss der Storung berticksichtigt. Eine Rickwirkung des
gebeugten Lichts auf die Feldverteilung vor dem Hindernis wird deshalb nicht einbezogen. Diese Vor-
gehensweise lasst sich dadurch motivieren, dass Beugungserscheinungen in der Regel schwach sind und
deshalb deren Ruckwirkungen auf die Quelle vernachldssigt werden konnen. Den Ansatz skalarer Wel-
len, den man auch als Fresnel-Kirchhoff’sche Beugungstheorie bezeichnet, wollen wir nun im Folgenden
naher erortern.

Lsiehe hierzu Abschnitt 2.5, eine ausfiihrliche Diskussion der Mie-Streuung kann in M. Born, E. Wolf: Principles of
Optics, Pergamon Press, Oxford (1980), gefunden werden.
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5.2 Beugung — die Naherung skalarer Wellen

Die Berechnung skalarer Wellen sollte prinzipiell fur jede Komponente der Vektor-Welle getrennt durch-
gefuhrt werden. In der Praxis ist dies aber meist nicht notwendig. Auf der anderen Seite kdnnen wir uns
Randbedingungen vorstellen, unter denen die Polarisationsrichtung eine Rolle spielt. Ein Beispiel dafir
ist ein Spalt in einem perfekt leitenden Metallblech. Nimmt man entsprechend dem Huygens’schen Prin-
zips jeden Punkt der Ebene des Blechs als Quelle fir elektromagnetische Wellen, so sieht man folgendes:

e Punkte auf der Metallblende werden keine Strahlung aussenden, da hier aufgrund der perfekten
Leitfahigkeit E = 0 qilt.

e Punkte innerhalb des Spalts, die von den Réndern weit genug entfernt sind, werden beide Polari-
sationsrichtungen abstrahlen, da das E-Feld in alle Raumrichtungen zeigen kann.

e Punkte am Rand des Spalts werden die Richtungen bevorzugen, bei denen E senkrecht zu den
Réndern ist. Der Grund daftir ist, dass sich E; kontinuierlich von null im Metall auf einen endlichen
Wert im Spalt dndern muss, wéhrend E; im Bereich der Oberflache nicht stetig ist. Der Spalt
erzeugt daher ein Beugungsmuster, das einer schmaleren Breite entspricht, wenn das beleuchtende
Licht parallel zu seiner Langsrichtung polarisiert ist. Da aber solche Effekte nur auf Bereich an
den Spaltkanten in der GrolRenordnung der Wellenldnge begrenzt sind, werden sie nur fir Objekte
mit Strukturelementen in dieser GréRenordnung bemerkbar?

Wir werden im Folgenden einfach vergessen, dass das Licht aus zwei schwingenden Vektorfeldern be-
steht, und uns vorstellen, dass sich diese Schwingung durch eine einzelne komplexe, skalare Variable ¥
beschreiben ldsst, die eine Frequenz w und einen Wellenvektor k besitzt, der einen Betrag w/c und die
gleiche Richtung wie die sich ausbreitende Welle besitzt. Da ¥ ein komplexes skalares Feld darstellt, hat
es sowohl eine Amplitude als auch eine Phase. Der zeitabhdngige Phasenfaktor exp(—icwt) spielt aber in
diesem Kapitel keine Rolle, da er in allen Rechnungen unveréndert auftaucht. Wir werden ihn deshalb
weglassen.

5.2.1 Erklarung der Beugung mit dem Huygens’schen Prinzip

Wir werden nun versuchen, intuitiv eine Beugungstheorie zu formulieren, die auf dem Huygens’schen
Prinzip der Aussendung von skalaren Elementarwellen von den Punkten der beugenden Oberflache be-
ruht. Eine strengere Theorie, die allerdings immer noch auf skalaren Wellen beruht, wurde von Kirch-
hoff entwickelt und wird in Anhang 5.2.2 vorgestellt. Die meisten Bestandteile der Integralformulierung
kdnnen aber bereits jetzt anschaulich abgeleitet werden.

Wir betrachten die in Abb. 5.3 dargestellte Anordung und analysieren die an einem Punkt P beobach-
tete Amplitude, die von einer Welle herrihrt, die von der Punktquelle Q ausgesendet wurde und von
einer ebenen Blende & gebeugt wurde. Wir nehmen an, dass, wenn ein infinitesimales Flachenelement
dS am Ort S auf & von einer Welle W, angeregt wird, dieses Element als Quelle einer kohérenten Se-
kundérquelle der Starke fs\W1dS dient. Die Funktion fs wird Transmissionsfunktion von & an der Stelle
S genannt. Im einfachsten Fall ist s = 0 an den Stellen, wo die Blende undurchsichtigt ist, und £ =1
an den durchsichtigen Stellen. Es kdnnen aber auch Zwischenwerte vorkommen und aufRerdem kann £
komplex sein, wenn die Phase der einlaufenden Welle um einen bestimmten Betrag gedndert wird. Wich-
tig ist die Koharenz der Reemission. Die Phase der ausgesandten Welle muss eine feste Phasenbeziehung
zu der einlaufenden Welle haben.

2Wir haben bereits im Abschnitt 3.3.1 kennengelernt, dass Drahtgitter mit Drahtabstanden im Bereich der Wellenlange des
Lichts effektive Polarisatoren sind.
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Amplitude der
einlaufenden Welle

Amplitude ¥
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Abbildung 5.3: Zur Definition der GroRen fiir das Beugungsintegral.

Die skalare Welle, die von der Punktquelle Q mit der Amplitude ay loslauft, kann als Kugelwelle (ver-
gleiche Abschnitt 4.1.1)

v, = Z—Qexp(ikodl) (5.2.1)
1

geschrieben werden. Die Sekunddrquelle mit der Stérke

as = fs‘ljlds (5.2.2)

liefert den Beitrag

d¥p = %exp(ikod)ds

- f(% expliko(d + dy)] dS (5.2.3)
1

zu Wp, der am Punkt P empfangen wird. Die Gesamtamplitude, die am Punkt P detektiert wird, ist das
Integral dieses Ausdrucks tber die gesamte Flache %:

fs
¥ = ag / /@ ﬁ expliko(d +dy)] dS . (5.2.4)
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Dieses Integral wird als Beugungsintegral bezeichnet. Die Grof3en &, d und d; sind hierbei alle Funktio-
nen des Ortes S. Es wird in Abschnitt A.2 noch gezeigt werden, dass eigentlich noch ein Neigungsfaktor
enthalten sein sollte, da die Starke der sekundéren Abstrahlung vom Winkel 6 zwischen der einfallen-
den und der gestreuten Welle abhdngt. Bei dem Huygens’schen Prinzip wird dieser Faktor als 1 in der
Vorwartsrichtung und als 0 in der Rickwartsrichtung angenommen. Zusétzlich werden wir sehen, dass
wir noch mit einem Faktor iky multiplizieren miissen, um ein konsistentes Ergebnis zu erhalten.

Das Ergebnis (5.2.4) lasst sich mit dem Fresnel-Huygens-Prinzip zusammenfassen, das folgendes be-
sagt:

Jeder Punkt des eines beugenden Objekts mit endlicher Transparenz bildet zu ei-
nem bestimmten Zeitpunkt eine Quelle sekundarer Elementarwellen, deren Fre-
guenz mit derjenigen der Primarwelle tibereinstimmt. In jedem nachfolgenden Punkt
ist die Amplitude Wp des optischen Feldes durch die Uberlagerung samtlicher Ele-
mentarwellen unter Beriicksichtigung ihrer Amplituden und relativen Phasen gege-
ben.

Beispiel: Beugung am Spalt

Wir wollen uns anhand der Beugung am Spalt die Bedeutung des Beugungsintegrals (5.2.4) anschaulich
klarmachen. Hierzu nehmen wir an, dass ebene Wellenfronten auf einen Spalt der Breite b treffen (siehe
Abb. 5.4). Entsprechend dem Prinzip der Huygensschen Wellen kdnnen wir dann annehmen, dass von
jedem Punkt des Spalts zur gleichen Zeit Huygenssche Elementarwellen gleicher Starke loslaufen. Wir
wollen nun Uberlegen, fir welche Winkel 6 sich die Huygenschen Wellen konstruktiv bzw. destruktiv
uberlagern. Hierzu betrachten wir zunédchst den Wegunterschied Ag = bsin 6 zwischen dem ersten und
dem letzten Teilstrahl. Betrdagt der Wegunterschied Ay =m-A (m=0,1,2,3,...), so erhalten wir eine
maximale Summenamplitude, da sich Wellenberge und -téler gerade addieren (konstruktive Interferenz).
Betrédgt der Wegunterschied dagegen Ag = 2’“2—“ - A, so erhalten wir eine verschwindende Amplitude, da
sich die Wellenberge und -téler gerade gegenseitig aufheben (destruktive Interferenz).

Wir kdénnen uns nun tberlegen, fir welche Richtung 6 wir eine maximale bzw. verschwindende Ge-
samtamplitude erhalten. Hierzu missen wir gemal (5.2.4) tber alle Teilamplituden aufsummieren. Damit
wir eine verschwindende Gesamtamplitude erhalten, mussen wir also zu jedem Teilstrahl einen zweiten
finden, der genau eine Weglangendifferenz von As = % - A besitzt. Um uns dies zu veranschaulichen,
teilen wir das gesamte Lichtbiindel in zwei Hélften. Wir erhalten dann fiir Ay = A zu jedem Teilstrahl i
aus der ersten Halfte genau einen Teilstrahl k aus der zweiten Hélfte mit dem Wegunterschied As =1/2,
so dass sich alle diese Teilstrahlen durch destruktive Interferenz ausldschen. Fir A = 24 kdnnen wir
das gesamte Lichtbiindel in vier Teile aufteilen. Wir erhalten dann zu jedem Teilstrahl aus dem ersten
Viertel wiederum genau einen Teilstrahl aus dem zweiten Viertel mit dem Wegunterschied As= A /2. Das
gleiche gilt fur das dritte und vierte Viertel. Insgesamt sehen wir, dass wir verschwindenden Amplitude
fur Asp =m- A oder mit sin® = Asy /b fir

singMi" — +m %

erhalten. Wir kénnen die gleiche Uberlegung fiir die Maxima machen. Fiir Ag = 0 teilen wir das gesam-
te Lichtblindel gar nicht auf. Alle Teilstrahlen interferieren konstruktiv, wir erhalten das zentrale Beu-
gungsmaximum. Fiir Asy = 31 teilen wir das gesamte Lichtbiindel in drei Teile auf, von denen sich zwei

durch destruktive Interferenz ausloschen, da wiederum jedem Teilstrahl i aus dem einen Drittel genau
ein Teilstrahl k aus dem zweiten Drittel mit einem Wegunterschied As = 4 /2 existiert. Das dritte Drittel
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(@) (b)

Abbildung 5.4: Zur anschaulichen Darstellung der Intensitatsminima (a) und Intensitatsmaxima (b) bei
der Beugung am Spalt.

bleibt allerdings brig und fuhrt zum ersten Nebenmaximum. Insgesamt erhalten wir Nebenmaxima fir
Asp = #EL . 2 oder mit sin 6 = Asg /b fir

2m—+1 &
2 b’

singp® =+

Wir sehen, dass wir durch eine anschauliche geometrische Betrachtung die Richtungen ableiten kénnen,
flr die wir bei der Beugung am Spalt maximale und minimale Intensitét erwarten. Es ist allerdings bereits
schwieriger, die komplette Winkelverteilung der Gesamtamplitude abzuleiten. Weitaus schwieriger wird
die Situation dann, wenn die von den einzelnen Punkten eines Beugungsobjektes loslaufenden Elemen-
tarwellen keine konstante Amplitude haben oder das Beugungsobjekt eine komplizierte geometrische
Form besitzt. In diesem Fall missen wir das Beugungsintegral explizit [6sen, was relativ schwierig sein
kann und oft nur mit Hilfe numerischer Methoden moglich ist.

Es sei hier auch darauf hingewiesen, dass wir uns bei der obigen geometrischen Betrachtung nur auf
parallele Stahlen beschrankt haben. Dies bedeutet, dass wir den Beobachtungspunkt ins Unendliche ver-
legt haben. Wir werden weiter unten sehen, dass diese Situation gerade dem Fall der Fraunhoferschen
Beugung entspricht. Wir werden sehen, dass wir im Fall der Fraunhoferschen Beugung die genaue Win-
kelverteilung der Gesamtamplitude mit dem Formalismus der Fourier-Transformation berechnen kénnen.

Eine Briicke zwischen Interferenz und Beugung kdnnen wir mit Hilfe von Abb. 5.5 herstellen. Hierzu
nehmen wir an, dass entlang des Spalts N identische, kohédrente Huygenssche Elementarwellen loslaufen.
Um die Gesamtamplitude in eine bestimmte Richtung 6 zu erhalten, missen wir tber alle N Teilwellen
aufsummieren und erhalten

Wp = ag(ellrot) | gikiel-at) | gikire2s-a) | gikir(N-13]-ot)y
= agel—el{1 4 ed l20 L 4 elN-D3y (5.2.5)

Die geometrische Reihe in den geschweiften Klammern hat den Wert (éN® —1)/(e'® — 1), was wir in
der Form
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Abbildung 5.5: Zur Veranschaulichung des Zusammenhangs zwischen Beugung und Interferenz. Zur
Diskussion der Beugung am Spalt wird angenommen, dass jeder Punkt des Spalts die Quelle phasen-
koharenter Huygensscher Wellen gleicher Amplitude bildet.

e”\‘é/2 [ei"\“s/z—ef.iN‘S/z] _ iNnsp2 sinNg /2 (5.26)
eid/2 [el6/2 _g-16/2] siné /2
schreiben konnen. Fir die Gesamtamplitude erhalten wir damit
_ “iotikr+(N-1)5/2 ( SINNS /2
Yp age e <7sin6/2 . (5.2.7)

Mit dem Abstand b/N zwischen zwei benachbarten Elementarwellen und 8 =2 sin 8 knnen wir schrei-
ben

gt i _ in[bsin6/2]
v, — oot ailkr+(N—1)b/2n] (SN[ ' 9
P ¢ ¢ sin[bsin 6 /2N] (6.2.8)

Lassen wir nun N — < gehen, d.h. den Abstand der Elementarwellen b/N — 0, so konnen wir
sin[bsin 6 /2N] durch [bsin 6 /2N] ersetzen und (N —1)b/2N ~ b/2 setzen. Damit erhalten wir

ot 1 /sin[bsin6/2]
N7 _ ot ikr+b/2] = i ] 2.

P 8 e N [bsin6 /2] (6.2.9)
Wir werden die sinx/x Funktion noch ausfiihrlich in Abschnitt 5.4.2 diskutieren. Es lasst sich aber leicht
zeigen, dass diese Funktion Nullstellen und Maxima bei den oben angegebenen Winkeln €' und 65'®

besitzt.
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5.2.2 Vertiefungsthema:
Das Fresnel-Kirchhoff-Beugungsintegral

Gustav Kirchhoff formulierte das im letzten Abschnitt diskutierte Beugungsproblem fiir eine skalare
Welle in einer mathematisch strengeren Weise als Randwertproblem, was die Verwendung des oben
benutzten Huygens’schen Prinzips im Nachhinein rechtfertigt. Da die Ableitung des Fresnel-Kirchhoff-
Beugungsintegrals sehr formal und recht aufwéndig ist® haben wir den Rechenweg in den Anhang A
verlagert und geben hier nur das Endergebnis an (vergleiche hierzu Gleichung (A.14) und Abb. A2):

w(0) — 'kOaQ//d expli d+d1)]x<w> ds . (5.2.10)

Das Huygens-Kirchhoff-Beugungsintegral stellt eine Rechtfertigung fir den Ausdruck (5.2.4), den wir
bereits oben bei der Analyse der Beugung auf der Basis des Huygens’schen Prinzips erhalten haben.
Gleichung (5.2.10) enthdlt aber noch drei zusétzliche Informationen. Die erste ist die explizite Form
%(cose +cos 6y) fur den Neigungsfaktor, der in Abb. A3 dargestellt ist. Bei paraxialen Bedingungen
(cos 6 ~ cos 61 ~ 1) wird der Neigungsfaktor 1, wie es in (5.2.4) angenommen wurde. Der zweite interes-
sante Punkt ist der Phasenfaktor —i, der dritte der Faktor ky /27, die beide eine physikalische Bedeutung
haben (siehe hierzu Anhang A).

5.2.3 Fraunhofer- und Fresnel-Beugung

Wollen wir Beugungseffekte berechnen, so missen wir (5.2.4) — oder genauer (5.2.10) — unter ver-
schiedenen Randbedingungen integrieren, die realen Experimenten entsprechen. Wir werden nun eine
Klassifizierung einfiihren, die die wesentlichen Prinzipien Klarer herausstellt. Zuerst wollen wir Syste-
me betrachten, die von ebenen Wellen beleuchtet werden (vergleiche hierzu z.B. Abb. 5.4 und 5.5). Wir
konnen das so realisieren, indem wir die Punktquelle sehr weit entfernt aufstellen und sehr hell machen.
Wir machen also d; und aq sehr grol3, halten aber ihr Verhaltnis

QA (5.2.11)
ds

konstant. Wir betrachten nun die in Abb. 5.6 gezeigte Situation, bei der . mit der Ebene % der Beu-
gungsmaske ubereinstimmt. AuRRerhalb des Bereichs ist & = 0. Um die Sache zu vereinfachen, lassen
wir Z mit der Wellenfront der einlaufenden Welle Gibereinstimmen. Wir definieren nun den Ursprung O
in der Ebene # und die Symmetrieachse des Systems als QO senkrecht zu . Kennzeichnen wir den Ort
S durch den Vektor r in der Ebene von %, so kann man fs durch fs(r) ersetzen. Aus (5.2.10) ergibt sich
dann, wenn man den Neigungsfaktor vernachlassigt und d, = L3 = const setzt,

Yp = ko—p.\exp(ikol-l)//m exp[ikod] d’r . (5.2.12)
2ri s d

3Es sei bereits jetzt darauf hingewiesen, dass die Kirchhoffsche Theorie auch nur eine Naherung darstellt, die streng nur
fur hinreichend kleine Wellenlangen (die Abmessung der beugenden Offnung muss groB gegentiber der Wellenlange sein) gilt.
Die genaue Beschreibung des Problems ist allerdings so schwierig, dass mathematisch exakte Losungen nur fiir ganz wenige
Spezialfélle bekannt sind. Die Kirchhoffsche Theorie leistet auf jeden Fall sehr gute Dienste, obwohl sie von der skalaren
Wellengleichung ausgeht und somit nicht beachtet, dass Licht ein transversales \Vektorfeld ist.
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Hierbei ist L; der senkrechte Abstand von Q zu %. Der Faktor exp(ikyL;) ist Uber die ganze Ebene #
konstant und wird im Folgenden mit in A einbezogen. Die am Ort P beobachtete Intensitét ist

b = [P =v¥Y" . (5.2.13)

Wir wollen zunéchst eine qualitative Diskussion fiihren. Dazu iberlegen wir, was passiert, wenn wir die
Beobachtungsebene &2 von der Ebene % des beugenden Objekts wegbewegen. Ist &2 in unmittelbarer
Né&he von #, so werden wir in der Beobachtungsebene nach wie vor (bis auf leichte Streifenbildung
am Rand) ein klares Bild des beugenden Objekts wahrnehmen. Bewegt man nun &7 von % weg, SO
wird das Bild immer undeutlicher und von zusatzlichen Strukturen tberlagert, bleibt aber nach wie vor
erkennbar. Dieser Bereich wird als der Bereich der Fresnel- oder Nahfeldbeugung bezeichnet. Bewegt
man die Beobachtungsebene sehr weit weg, so dehnt sich das Streifenmuster immer weiter aus und
das wahrgenommene Bild dhnelt dem beugenden Objekt nicht mehr. Das wahrgenommene Bild andert
sich nun auch nicht mehr, wenn man den Abstand weiter vergrofRert. Dieser Bereich wird als der Be-
reich der Fraunhofer- oder Fernfeldbeugung bezeichnet. Der wesentliche Unterschied zwischen Nah-
und Fernbereich liegt darin begriindet, dass wir im Nahbereich die Kriimmung der Wellenfronten der
vom Beugungsobjekt auslaufenden Elementarwellen beriicksichtigen mussen, wahrend wir im Fernbe-
reich die Wellenfronten bereits iber die gesamte Ausdehnung des Beugungsobjekts als eben betrachten
kénnen.* Wir werden weiter unten zeigen, dass dies gleichbedeutend damit ist, dass im Fernbereich die
Weglangenunterschiede der einzelnen Elementarwellen als lineare Funktion der Koordinaten (x,y) eines
Punktes S in der Ebene des Beugungsobjekts angeben lassen.

Die Einteilung von Beugungseffekten in die Kategorie Fresnel- und Fraunhofer-Beugung héangt also
davon ab, wie sich die Phase kyd der Elementarwellen bei der Bewegung des Punktes S auf der Ebene
Z andert. Dabei spielen drei Faktoren eine Rolle: (i) der Abstand d zwischen dem Punkt S und dem Ort
P des Beobachters, (ii) die Bereiche von %, in denen f(r) von null verschieden ist, d.h. die Grol3e des
transmittierenden Bereichs der Blende und (iii) die Wellenldnge A = 27 /k.

Wir nehmen folgende Einteilung vor:

e Fraunhofer-Beugung: kod héngt linear von r ab.

e Fresnel-Beugung: die Variation von kod hat nichtlineare Anteile vergleichbar mit
.

Wir konnen diese Klassifikation quantitativ formulieren, wenn wir einen Kreis mit Radius p definieren,
der gerade alle transmittierenden Bereiche von % einschlief3t (siehe Abb. 5.6). Wir betrachten nun die
Beugung in der Ebene &2 senkrecht zur Achse in einer Entfernung L von der Blende. An einem Punkt P
in dieser Ebene mit einem Abstandsvektor p von der Achse wird die Phase kd der Welle von r zu®

kod

ko(L?+ |r —p[?)*/2
~ k0L+%k0L’1(r2—2r-p+ PP +... . (5.2.14)

4Die Annahme ebener Wellenfronten ist gleichbedeutend damit, dass wir fiir alle Teilstrahlen wohldefinierte Beugungswin-
kel 6 gegentiber der Richtung des einfallenden Lichts angeben kdnnen. Diese Situation ist z.B. in Abb. 5.4 und 5.5 realisiert,
wo wir parallel gebeugte Strahlen angenommen haben. Dies ist gleichbedeutend damit, dass wir die Beobachtungsebene ins
Unendliche verschoben haben.

Swir verwenden hier die Reihenentwicklung (1+x)Y/2 ~1+4x/2.
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Kreis mit
Radius p

einlaufende
ebene Welle

.................. ..d

Abbildung 5.6: Schemazeichnung zur Darstellung der GroRBen zur Beugungsberechnung.
Hierbei haben wir angenommen, dass r und p klein im Vergleich zu L sind. Der Ausdruck enthalt einen

e Kkonstanten Term ko(L + %),
e einen Term kor-p/L, der linear in r ist,

e und einen quadratischen Term Zkor?/L.

Da der grofte Wert von r, der zur Streuung beitrégt, durch p gegeben ist, haben wir fur den quadratischen
Term einen Maximalwert %kOpZ/L. Damit konnen wir die Klassifizierung in Fresnel- und Fraunhofer-
Beugung davon abhéangig machen, ob der Term %kopz/L viel grolRer oder kleiner als r ist. In Wel-
lenlangen ausgedriickt ergibt sich:

Fresnel-Beugung:  p? > AL (5.2.15)
Fraunhofer-Beugung:  p? < AL . (5.2.16)

Wenn man beispielsweise eine Lochblende mit einem Durchmesser von 2 mm mit Licht der Wellenldnge
500 nm beleuchtet, wird man Fresnel’sche Beugung in Entfernungen unterhalb von 2m beobachten,
Fraunhofer-Beugung in groBeren Entfernungen. Berechnet man die Beugungsmuster, so wird man sehen,
dass der Ubergang von einem Beugungstyp zum anderen flieRend ist.

Es sei hier angemerkt, dass bei einer Beleuchtung mit einer Punktquelle in der endlichen Entfernung L
Gleichung (5.2.14) leicht angepasst werden kann. Die Phase am Punkt P ist dann

o(dy+0) = ko [(L2+r2)H2 4 (L2 |r—p[2)*2]
kor® kop?

~ ko(L+L
o(L+L1)+ 2L

Eine dhnliche Unterscheidung zwischen Fresnel- und Fraunhofer-Beugung lasst sich dann durch Ersetzen
von L durch 1/(L~t+L;?) treffen.
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5.2.4 Experimentelle Beobachtung von Beugungserscheinungen

Beide Typen von Beugung konnen experimentell gut beobachtet werden, wenn man eine Punktquelle
benutzt, die monochromatisches Licht mit kohdrenten Wellenfronten aussendet (z.B. Laser). Bei Ver-
wendung einer Punktquelle ist es wichtig, sicherzustellen, dass sie wirklich klein genug ist, um wirk-
lich Kugelwellen auszusenden. Das heil3t, dass die von verschiedenen Punkten der Quelle mit endlicher
Ausdehnung q ausgehenden Kugelwellen sich mit einer Genauigkeit von mindesten A /4 an jedem trans-
mittierenden Punkt von % (also einem Kreis mit Radius p) iberlagern missen. Die Bedingung daftr
lautet

4 A
L < 7 (5.2.18)

Wir werden spéter sehen, dass dies gerade bedeutet, dass die abgestrahlte Welle Uiber die transmittierende
Flache kohdrent sein muss.

Fur unser obiges Beispiel der 2mm Lochblende muss daher die Quelle bei einem Abstand Ly = 1 m eine
Ausdehnung kleiner 0.1 mm besitzen. Fiir eine Entfernung von 1 km reicht bereits eine StralRenlaterne
von 10 cm Durchmesser aus.

Um Fresnel’sche Beugungsmuster zu beobachten, muss man nur einen Schirm in der nétigen Entfer-
nung L aufstellen. Bei der Fraunhofer’schen Beugung muss man den in r quadratischen Term gentigend
klein machen. Eine Mdglichkeit hierfir ist, einfach L und Ly sehr groR8 zu machen, d.h. die beleuchtende
Lichtquelle und der Beobachtungspunkt liegen sehr weit vom beugenden Objekt entfernt. In der Pra-
xis fuhrt aber die Beobachtung im Unendlichen zu einer sehr kleinen Lichtintensitdt und unhandlichen
Ausdehnungen der Experimente. Man kann auch die Wahl L = —L; treffen, indem man eine Linse dazu
benutzt, um den Schirm in einer zur Quelle konjugierten Ebene abzubilden. Schauen wir z.B. direkt in
die Quelle, so ist die Netzhaut in einer zur Quelle konjugierten Ebene. Bringt man nun das Beugungsob-
jekt irgendwo in den Lichtweg ein (Uiblicherweise nahe an der Pupille), kann man Fraunhofer-Beugung
beobachten. Defokussiert man das Auge, verwandelt sich das Fraunhofer-Muster in ein Fresnel’sches
Beugungsmuster. Flr mehr quantitative Untersuchungen verwendet man eine Punktquelle, die mit einer
Linse einen parallelen Strahl ergibt oder, dquivalent dazu, einen aufgeweiteten Laserstrahl. Beide Me-
thoden entsprechen einem unendlichen Wert von L. Das Fraunhofer’sche Muster ist dann auf einem
Schirm mit unendlichem L zu beobachten oder einfacher in der Brennebene einer Sammellinse, die zu
unendlichem L konjugiert ist.
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5.3 Fresnel-Beugung

Wir werden in den folgenden Abschnitten kurz die Fresnel-Beugung an einigen Beispielen diskutieren.
Die Fraunhofer-Beugung und ihre Anwendungen werden dann in Kapitel 5.4 eingehender diskutiert, da
sie als analytische Methode viel wichtiger ist. Aber auch die Fresnel-Beugung hat einige Anwendungen
und war historisch betrachtet von entscheidender Bedeutung fiir die Etablierung der Wellentheorie des
Lichtes.

Das zugrundeliegende Integral, das es auszuwerten gilt, ist (5.2.12):

_ koA f0) g2
We = Zmé/ = explikod] d2r . (5.3.1)

Fur eine beliebige Situation kann dieses Integral nattirlich numerisch ausgewertet werden, von den nume-
rischen Methoden erhdlt man allerdings wenig Information iber die physikalischen Hintergriinde. Wir
wollen deshalb hier einerseits mit Problemen beschaftigen, die axiale Symmetrie besitzen. Fir solche
Systeme kann das Integral fur Punkte auf der Achse analytisch geldst werden. Andererseits wollen wir
Systeme mit Translationssymmetrie betrachten, die man mit Hilfe von graphischen Methoden behandeln
kann.

Fur kleine Blenden (p < L) und Punkte auf der Achse (p = 0) kdnnen wir d im Exponenten von (5.3.1)
wie in Abschnitt 5.2.3 mit Hilfe des binomischen Satzes entwickeln. Unter dem Bruchstrich haben unter
diesen Bedingungen kleine Verdanderungen von d wenig Einfluss, weswegen man sie vernachléssigt und
dafir L einsetzt:

koA [ f(n) . r2 )
Yo = 2ni£/ 1 exp[lko<L+2L der

= ZnTeXp(lkOL)é/f(r) exp (Ikoi> der . (5.3.2)

Der Phasenfaktor exp(ikoL) kann nun in A mit einbezogen werden.

5.3.1 Radialsymmetrische Probleme
In einem axialsymmetrischen System kann der Wert von ¥ auf der Symmetrieachse durch direkte In-
tegration von (5.3.2) bestimmt werden. Fiir eine solche Blende kann f(r) als g() = g(s) geschrieben

werden, wobei s = r? gesetzt wird. Das Flichenelement wird dann in Abhdngigkeit von s geschrieben
als

d’r = 2ardr = rds (5.3.3)

und das Integral (5.3.2) wird zu
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Augustin Jean Fresnel (1788 - 1827):

Augustin Jean Fresnel wurde am 10. Mai 1788 in Broglie bei Bernay in der Normandie geboren.

Der junge Fresnel tat sich mit dem Lesen und Schreiben schwer. Dagegen setzte sich die mathema-
tische Begabung frih durch. Im Jahre 1801 besuchte der 13jdhrige Fresnel die Zentralschule in Ca-
len. Drei Jahre spater wurde er Student an der Ecole Polytechnique in Paris von 1804 bis 1806.
Dominique Francois Arago, der ebenfalls am Polytechnikum studierte wurde Fresnels Weggefahrte bei
seinen Forschungen. Im Anschluss an das Polytechnikum besuchte Fresnel die Ecole des Ponts et
Chaussées und erwarb den Ingenieursgrad. Als Weg- und Wasserbaufachmann trat er mit 20 Jahren
in den Staatsdienst und verbrachte die ndchsten Jahre auf ver-
schiedenen Baustellen in der Provinz. In seiner Freizeit befasste
er sich mit Physik. Seine experimentellen und theoretischen Un-
tersuchungen umfassten neben der Beugung die Interferenz, die
Polarisation,die Doppelbrechung und die Abberation des Lichts.

Seine erste Untersuchung La diffraction de la lumiére (die Beu-
gung des Lichts)legte Fresnel am 15.10.1815 der Academie
des Sciences vor. Bei der Durchfiihrung seiner Interferenzversu-
che benutzte er verschiedene Techniken, wovon zwei besonders
erwahnenswert sind. Zum einen der Spiegelversuch (zusammen
mit Arago 1816) und zum anderen der Versuch mit dem Bipris-
ma (1819). Fresnel erfand ein Glasprisma zur Erzeugung zirkular
polarisierten Lichts, sowie die aus Glasringen aufgebauten Ring-
und Gurtellinsen (Fresnel-Linsen) fiir Leuchttirme und Schein-
werfer von Schiffen und Fahrzeugen. Die erste Linse dieser Bau-
art wurde in den Cordouan-Leuchtturm eingebaut und ersetze die
Hohlspiegel, welche in der salzhaltigen Meeresluft meist rasch
erblindeten. Fresnels Arbeiten {iber die Mitfiihrung des Lichts
durch bewegte Kérper (Strdomungen) haben ein neues Teilgebiet
der Optik geschaffen. Der Fresnelsche Mitfiihrungskoeffizient
bezeichnet den Bruchteil der Lichtgeschwindigkeit, mit dem sich Licht in bewegten Kérpern (Stromungen) fort-
pflanzt. Armand Fizeau bestatigte Fresnels Arbeiten 1851 mit Versuchen an stromendem Wasser.

Fresnel erkrankte 1824 an Bluthusten und verstarb am 14. July 1827 in Ville-Avray bei Paris.

koA ikos
Y = ﬁ{/g(s) exp <I> ds . (5.3.4)

Dieses Integral sieht nach einer Fourier-Transformation aus, obwohl die Integration von 0 (und nicht von
—oo) nach oo lauft, was allerdings fiir die physikalische Situation vernachldssigbar ist. Leider gibt es fiir
Punkte aullerhalb der Symmetrieachse keine solche Ldsungen.

Die Fresnelschen Zonen

Liegt P auf der Symmetrieachse, so kénnen wir die Integration in (5.3.4) auch in ringférmige Scheiben
unterteilen und zwar so, dass fiir die m-te Kreisscheibe der Abstand von dieser Kreisscheibe zum Punkt
P im Intervall zwischen L4+ (m—1)-A/2 und L+m-A/2 liegt. Man bezeichnet diese Kreisscheiben als
Fresnel-Zonen (siehe Abb. 5.7). Fur die Radien Ry, = /Sy, der Fresnelschen Zonen gilt bei Annahme
von ebenen Wellenfronten (die Quelle befindet sich sehr weit entfernt)

2 A\ 2
Rm = Sm = L+m-E —L m=123,...

2
= mL?L—i-mz% . (5.3.5)
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Wellenfronten

Beugungsebene

Fresnelsche Zonen

Abbildung 5.7: Zur Veranschaulichung der Fresnelschen Zonen: Ebene Wellen fallen auf die Beugungs-
ebene. Die aufeinander folgenden Zonen tragen zur Gesamtamplitude am Punkt P mit unterschiedli-
chem Vorzeichen bei.

Da Ublicherweise L > A, kann in der Regel der zweite Teil auf der rechten Seite vernachléssigt werden,
sofern m nicht extrem grof3 wird. Folglich ist

RZ =S, = mLA, (5.3.6)
m

das heif3t, die Radien sind proportional zur Wurzel ihrer Nummer. Fir A = 632.8 nm (He-Ne-Laser)
erhalt man fiir einen Abstand L = 1.58 m den Radius Ry = 1 mm fiir die erste Fresnel-Zone.

Die Breite

ARy = Rpi1 —Rm = \/J(\/erl—\/ﬁ) (5.3.7)

nimmt mit wachsendem m ab. Die Zonenflache

Am = (R4, —R%) = nLA (5.3.8)

bleibt dagegen konstant.
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Man kann zeigen, dass die Beitrdge der einzelnen Fresnel-Zonen ihr Vorzeichen von Zone zu Zone
wechseln. Dies ist anschaulich klar, da sich der Laufweg von den Zonen zum Beobachtungspunkt P mit
m um jeweils A /2 &ndert, so dass sich die Phasen der Beitrdge aufeinanderfolgender Zonen jeweils um
7 unterscheiden. Die Beitrage aufeinanderfolgender Zonen Uberlagern sich also destruktiv.

Wir mochten nun einige wichtige Beispiele der Fresnel-Beugung betrachten:

Die Lochblende

Fiir eine runde Lochblende mit Radius R gilt g(s) = 1 fiir s < R. Das Integral wird dann zu

Yo = 2|L// <|k08>

= —A [exp(lkoRz/ZL)— 1] . (5.3.9)

Die beobachtete Intensitat ist somit

W2 = 2A%[1—cos(koR?/2L)] . (5.3.10)

Wenn sich also der Beobachter entlang der Symmetrieachse bewegt, &ndert sich die Intensitat im Zentrum
des Beugungsmusters periodisch mit 1/L zwischen null und der vierfachen Einfallsintensitit &. Dieses
Ergebnis ist auf den ersten Blich sehr erstaunlich: Die absorbierende Lochblende erhoht die Intensitét in
P gegeniber der Anordnung ohne Schirm. Der anschauliche Grund dafir ist der, dass die Lochblende
bei geeignetem Durchmesser gerade die destruktiven Interferenz der anderen Fresnel-Zonen verhindert.

Die runde Scheibe

Fiir eine runde Scheibe mit Radius R gilt g(s) = 1 fiir s > R?. Das Integral wird dann zu

v = 5t ffen(5E)

- _A [exp(|oo) —exp(ikoR?/2L)] . (5.3.11)

Die Exponentialfunktion exp(ie=) kann aus folgendem Grund null gesetzt werden: Wir haben den Faktor
1/d in (5.3.1) durch 1/L ersetzt. Diese Naherung wird fur den Grenzfall s — e ungiiltig, wobei es jetzt
1/d — 0 ermdglicht, diesen Term zu vernachléssigen. Daher gilt fir die Intensitét

P2 = A2 (5.3.12)

fir alle Werte von R. Dieses Uberraschende Ergebnis, dass es immer einen hellen Fleck (Poisson-Fleck)
in der Mitte des Beugungsmusters einer runden Scheibe gibt, war das Argument, das schlieRlich die
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Gegner der Wellentheorie des Lichts liberzeugte. Aus diesem Grund war die Fresnel-Beugung fur die
historische Entwicklung der Optik von zentraler Bedeutung®

Anschaulich kann man sich die Entstehung des Poisson-Fleck so vorstellen, dass sich die Elementar-
wellen, die sich jenseits des Umfangs des Scheibchens ausbreiten, sich phasengleich auf der Symme-
trieachse treffen und dadurch einen hellen Fleck erzeugen. Fall eine Scheibe mit relativ groem Durch-
messer verwendet wird, ist wichtig, dass der Rand der Scheibe sehr glatt ist, da die Fresnelschen Zonen
mit wachsendem Radius immer schmaéler werden (siehe néachster Abschnitt). UnregelméRigkeiten des
Scheibenrandes in der GrolRenordnung der Dicke der betreffenden Fresnelschen Zone wirden dann die
Entstehung des hellen Flecks verhindern.

Die Zonenplatte

Fir lange Zeit war die Zonenplatte (siehe Abb. 5.8) kaum mehr als ein physikalisches Spielzeug, mit
dem sich die Fresnel-Beugung schon demonstrieren lielR. Ihre Bedeutung hat allerdings dadurch stark
zugenommen, dass sie ein einfaches Modell zum Verstdndnis der Holographie darstellt. Seit kurzem
wird sie auch in der Rontgenmikroskopie verwendet. Wir werden namlich sehen, dass wir mit Hilfe der
Zonenplatte abbildende Linsen konstruieren konnen. Fir Rontgenlicht ist dies sehr interessant, da man in
diesem Wellenlangenbereich z.B. keine Glas- oder Quarzlinsen verwenden kann, weil diese Materialien
(wie andere Materialien auch) Rontgenstrahlen absorbieren und einen Brechungsindex sehr nahe bei eins
haben.

Zonenplatten realisiert man mit abwechselnd schwarzen und weilRen Ringen (siehe Abb. 5.8), wobei
weil’ bzw. schwarz bedeutet, dass die Transmission dieses Bereichs hoch (ideal gleich eins) bzw. niedrig
(ideal gleich null) ist. Die Radien der einzelnen Ringe entsprechen den Radien der Fresnelschen Zonen
R2 = mAL = mR?, wobei R der Radius der 1. Fresnelschen Zone ist (siehe Abb. 5.9). Damit wird g(s)
eine periodische Funktion mit der Periode 2R§ flir ganzzahliges m > 0:

1 [2mRZ <'s < (2m+1)R?]
g(s) =0 [(2m+1)R? <'s < (2m+2)R?] . (5.3.13)

Der Ausdruck (5.3.13) beschreibt eine Rechteckfunktion und wir konnen (den Integranden in 5.3.4) nach
Harmonischen entwickeln. Das Ergebnis besteht aus Delta-Funktionen mit den Werten

koA
2imrzL

(-1 (5.3.14)

61m Jahr 1818 nahm Fresnel an einem von der Académie Francaise ausgerichteten Wettbewerb teil. Seine Arbeit zur Beu-
gungstheorie wurde nach einigen Diskussionen mit dem ersten Preis ausgezeichnet. Die Jury bestand aus mehreren bertihmten
Wissenschaftlern: Pierre Laplace, Jean B. Biot, Siméon D. Poisson, Dominique F. Arago und Joseph Gay-Lussac. Poisson war
ein starker Verfechter der Teilchennatur des Lichts und entsprechend ein kategorischer Gegner der von Fresnel verwendeten
Wellenbeschreibung. Er zog aus der Arbeit Fresnels eine anscheinend vollig unsinnige Folgerung. Er zeigte, dass man geméaR
der Fresnelschen Theorie im Mittelpunkt des Schattens eines kreisformigen Hindernisses einen hellen Fleck beobachten soll-
te. In Poissons Augen fiihrte diese Folgerung Fresnels Theorie ad absurdum. Die lberraschende Vorhersage, die von Poisson
abgeleitet wurde, um die Wellentheorie des Lichts zu widerlegen, wurde jedoch von Arago sofort experimentell bestétigt. Der
helle Fleck wird deshalb heute oft Poissons Fleck genannt. Er wurde allerdings bereits fast 100 Jahre vorher im Jahr 1723
von Maraldi beobachtet, dessen Arbeit aber unbeachtet blieb (siehe z.B. J. E. Harvey, J. L. Forgan, The spot of Arago: New
Relevance for an old phenomenon, Am J. Phys. 52, 243 (1984)).
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Abbildung 5.8: (a) Zonenplatte, (b) f(r) und (c) g(s) fiir eine Zonenplatte, wobei s = r2,

flr ungerades m an diskreten Stellen von L, wobei L die Gleichung

k() 2n 1 A
0 d == 5.3.15
L R% ocer L R} ( )

erflillen muss. Wir finden daher bei diesen Werten von L eine Reihe von Brennpunkten, an denen Licht
konzentriert wird. Setzt man L aus (5.3.15) in den Ausdruck fiir die Amplituden (5.3.14) ein, sieht man,
dass diese alle gleich grof3 sind. Dies ist ein spezielles Ergebnis, das aus der Zerlegung einer Rechteck-
funktion in ihre Harmonischen resultiert (vergleiche hierzu Anhang B). Es gilt nicht fiir andere Funktio-
nen.

Eine Zonenplatte kann in ahnlicherweise wie eine Linse verwendet werden. Konzentrieren wir uns auf
eine bestimmte Beugungsordnung, beispielsweise auf m = 1, so kdnnen wir aus Abschnitt 5.2.3 sehen,
dass bei Beleuchtung mit einer Punktquelle in der Entfernung Ly sich die Bildposition so verschiebt, dass
die Gleichung

1 1 27 A
- - = _ = 5.3.16
LThL o R (5.3.16)

erflllt wird. Sie entspricht der Abbildung einer Linse mit der Brennweite f =L = R}//l. Offensichtlich
leidet die Abbildung unter starken chromatischen Aberrationen, da die Brennweite von der Wellenlange
abhéangt. Solche Linsen werden heute in der Réntgenmikroskopie verwendet.
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Zonenplatte

—
v
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Abbildung 5.9: Zur Veranschaulichung der Wirkung einer Fresnelschen Zonenplatte.

Die Wirkung der Fresnelschen Zonenplatte kann anschaulich mit Hilfe der Fresenlschen Zonen ver-
standen werden. Wir haben oben gesehen, dass das Vorzeichen der einzelnen Beitrdge der Fresnelschen
Zonen zur Gesamtamplitude am Ort P von Zone zu Zone wechselt. Deshalb tberlagern sich die Beitrage
benachbarter Fresnelscher Zonen destruktiv. Um dies zu vermeiden, blendet man mit Hilfe der Zonen-
platte einfach alle Beitrdge mit negativen (oder positiven) Vorzeichen aus. Aus Abb. 5.9 folgt fiir den
Radius der m-ten Fresnel-Zone

Rm=(L+m-1/2)2—L2=LmA +m?A%/4.

Wegen L > mA erhalten wir

2
Rm = vmLA oder F:n—m =LA =R}
bzw. mit kg = 27/

ko 27mm 2z

L R’ R
Dieser Ausdruck entspricht der Bedingung (5.3.15).

Beleuchtet man die Zonenplatte mit ebenen Wellen, so unterscheiden sich die Wege der Teilwellen aller
offenen Zonen um 2-14/2 = A. Das heifdt, alle Sekundérwellen kommen im Punkt P in Phase an und
tiberlagern sich konstruktiv. Die Beitrdge aus den Zonen, die zu destruktiver Interferenz flihren wirden,
sind durch die Zonenplatte ausgeblendet. Wir erhalten somit am Punkt P einen Brennpunkt fiir die ein-
fallende ebene Welle und die Brennweite betragt

_H

f=L 1

Das heift, die Brennweite der Fresnelschen Zonenplatte wird durch den Radius der ersten Fresnel-Zone
und durch die Wellenldnge A bestimmt.
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5.3.2 \Vertiefungsthema:
Fresnel-Beugung durch lineare Systeme

Es gibt keine einfache analytische Methode, das Beugungsintegral (5.3.2) fiir Systeme ohne axiale Sym-
metrie auszuwerten. Es missen deshalb entweder numerische oder graphische Methoden entwickelt wer-
den. Letztere ermdglichen uns einige Einblicke in die dahinterliegende Physik der Fresnel’schen Beu-
gungsmuster. Wir werden daher ihre Anwendung bei der Behandlung linearer Systeme kurz diskutieren.
In kartesischen Koordinaten ausgedrtickt wird (5.3.2) zu

KoA

_ ko 2 2
Y = 2ﬂil_é/f(x,y) exp[ZL(x +y )} dxdy . (5.3.17)

In diesem Abschnitt werden wir uns nur mit Systemen beschéftigen, bei denen f(x,y) in ein Produkt aus
zwei Funktionen f(x,y) = g(x)h(y) aufgespalten werden kann, so dass man

_ kA 7 L /°° iko >
oo = o) 9 eXp[ZLX] dx | h(y) exp [57y*| dy (5.3.18)

schreiben kann.

Graphische Auswertung durch Amplituden-Phasen-Diagramme

Integrale der Form

v = | " £(x) explio (x)] dx (5.3.19)

konnen durch Zeichnen eines Amplitude-Phasen-Diagramms in der komplexen Ebene ausgewertet wer-
den. Wir stellen dabei

d¥ = f(x) exp[ig(x)] dx (5.3.20)

als Vektor in der komplexen Ebene dar, der eine Lange f(x) hat und einen Winkel ¢ (x) mit der reellen
Achse einschlielt. Der Wert von W ist dann die Vektorsumme aller Infinitesimalelemente d'¥, die durch
den Vektor, der die Enden x; und X, der aus den Infinitesimalelementen gebildeten Kurve von Anfang
bis zum Ende verbindet, beschrieben wird. Eine solche Kurve wird Amplituden-Phasen-Diagramm oder
auch Vibrationskurve genannt. Die Lange des Vektors von x nach x, gibt die Amplitude von ¥ und der
Winkel zur Re(¥)-Achse den Phasenwinkel an. Da sich beim Uberschreiten einer Fresnelschen Zone der
Phasenwinkel um genau r dndert, erhalt man beim Uberschreiten einer Zone gerade eine halbe Windung
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A
Im{¥} Zunahme

f(x) dx exp{i¢(x)}

Y

¥ = Integral

Re{TP}

Abbildung 5.10: Auftragung des Integrals fx"f f(x)explig(x)]dx in der komplexen Ebene.

(Phasenénderung von ) der Vibrationskurve. Fir jede weitere Fresnel-Zone schreitet die Vibrationskur-
ve um eine halbe Windung fort. Die Amplitude nimmt dabei gewohnlich ab, so dass man eine Spirale
erhélt.

Das eigentliche Problem liegt nun darin, die Form der Kurve, die schematisch in Abb. 5.10 gezeigt ist, zu
berechnen. Wenn wir uns ein Stiick § o entlang der Kurve bewegen, wird sich als Ergebnis der Winkel ¢
um 8¢ andern. Die Steigung ist dann offensichtlich im Grenzwert

9 _ 49

5o do (5.3.21)

Wenn wir die Funktion k(o) kennen, kdnnen wir die komplette Kurve aufzeichnen. Nun ist aber do =
f(x)dx, weswegen die Kurve in Abhéngigkeit von o und

K = ——— (5.3.22)

beschrieben werden kann.

Beugung am Spalt

Wir betrachten eine langen Spalt, der in der Ebene % zwischen x und x; liegt. Es gilt g(x) = 1 zwi-
schen x; und x, und g(x) = 0 sonst. AuRerdem gilt tiberall h(y) = 1. Das Integral fiir ¥ ergibt dann die
Amplitude und Phase der Anregung an der Stelle P, die gegenuber der Stelle (x,y) = (0,0) liegt (sie-
he Abb. 5.11). Um das gesamte Beugungsmuster aufzubauen, muss man die Berechnung fiir zahlreiche
Punkte P, die Punkten des Spalts gegenuberliegen, wiederholen. Dazu variiert man % und X, so, dass
(X1 —x2) konstant bleibt. Das Integral wird dann zu

kA [* iko /w iko ,
TPT 2wl EXp[gLX] dx | h(y) exp |5y | dy . (5.3.23)
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A
—

Abbildung 5.11: Schematische Darstellung der Situation bei der Beugung am Spalt zur Definition der
Grol3en bei der Fresnel-Beugung.

Wir betrachten zunéchst das erste Integral von (5.3.23). Seine Amplitude und Phase sind durch den
Vektor zwischen den Punkten x; und x, auf der Kurve definiert, so dass

X

0

Damit wird x zum Abstand vom Ursprung, gemessen entlang der Kurve, und die Kriimmung an dieser
Stelle ist B2x. Man kann die Kurve mit Hilfe von dimensionslosen Parametern beschreiben:

X = Bx, K=pB"1k . (5.3.26)

Die Kurve, die (5.3.24) und (5.3.25) erfiillt, wird Cornu-Spirale’ genannt und wird durch die einfache
Gleichung

K = X (5.3.27)

definiert. Sie ist in Abb. 5.12a gezeigt® lhre Kriimmung wéchst linear mit dem entlang der Kurve gemes-
senen Abstand vom Ursprung an. Um das Beugungsmuster des Spalts zu berechnen, nehmen wir eine

"Marie Alfred Cornu (1841 - 1902), Professor an der Ecole Polytechnique in Paris. Er fand als erster eine elegante geo-
metrische Darstellung der Fresnelschen Integrale.
8Bei der Cornu-Spirale ist die x-Achse durch f(;( cos(t?/2)dt und die y-Achse durch f(;( sin(t?/2)dt gegeben.
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(b)

A

Abbildung 5.12: (a) Die Cornu-Spirale. (b) Amplitude des Fresnel'schen Beugungsmusters, berechnet
fur eine Schlitzblende der Breite 0.9 mm mit den Parametern L = 20cm, L; = 28cm und A = 600 nm. Die
dicke Line stellt den geometrischen Schatten dar. (c) Photographie des Beugungsmusters.

Anzahl von Werten von X; und X, so dass (X3 — X2)/pB der Breite des Spaltes entspricht, und messen
die vektorielle Lange zwischen den entsprechenden Punkten X und X, auf der Spirale. Dies ergibt die
Amplitude und Phase von ¥ im Punkt P, der x = 0 gegenuberliegt.

Wir werden sehen, dass die Beugungsmuster eine feine Strukturierung zeigen, wenn sowohl X als auch
Xz in den “Hornern” der Spirale liegen, d.h. wenn (X — X) ungefahr 10 oder groRer ist. Als Beispiel
zeigt Abb. 5.12b ein fir (X; — X2) = 8.5 berechnetes Beugungsmuster. Verwendet man Licht der Wel-
lenlange 600 nm ergibt sich aus (5.3.25) (x — X2)?/L ~ 7um, was einem Spalt der Breite 2.7 mm in
einer Entfernung von 1 m entspricht.

Wir missen jetzt auch das y-Integral in (5.3.23) betrachten. Fir dieses Integral ergibt die Cornu-Spirale
den Vektor C,C_ = (2riL /ko)*/?, der einen Winkel von 45° zur reellen Achse im Diagramm hat. Diese
Phase ist natlrlich nicht zu beobachten. Es ist aber befriedigend, bestétigt zu finden, dass das Beugungs-
muster einer unendliche ausgedehnten Blendendffnung, fir die die Integrationsbereiche sowohl in x als
auch in y-Richtung nicht begrenzt sind, die Form

koA " iko - oo iko » B
R T [zx} Xmmh(y) exp [zy dy =A (5.3.28)

besitzt, was man von einer ungestorten Welle erwarten wiirde (A enthélt hierbei bereits den Phasenfaktor
exp[iko(L + I—l)D-

Beugung an der Kante

Abb. 5.13a zeigt, dass fir grofie Werte von X die Cornu-Spirale fast kreisformig wird und zwar mit einem
Radius |X|~1, der bei der Anndherung an die Grenzen C, und C_ sehr langsam gegen null konvergiert.
Das Beugungsbild einer geraden Kante, die im Prinzip einer Blendenoffnung entspricht, die von einem
bestimmten Wert von X nach unendlich ausgedehnt ist, ist in Abb. 5.13b gezeigt. Dabei verbindet der
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(b)

Abbildung 5.13: (a) Konstruktion der Cornu-Spirale fiir die Kantenwelle in der Schattenregion (oben)
und in der beleuchteten Region (unten). (b) Intensitat des Fresnel'schen Beugungsmusters, die dicke
Linie stellt den geometrischen Schatten dar. (c) Photographie des Beugungsmusters.

Vektor, der W(x) darstellt, den Punkt X mit C,.. Ist X positiv, so dass X = 0 im geometrischen Schat-
ten liegt, dreht der Vektor einfach um C,, wird aber dabei kontinuierlich kiirzer und die Phase wachst
monoton an, wenn X — oo (siehe Abb. 5.13a):

d¢

= K=X. 5.3.29
X (5.3.29)

Dies ist mit einer von einer Linienquelle ausgesandten Lichtquelle identisch, da die Phasenbeziehung fiir
eine solche Welle durch

Yo = exp [iko(x2+L2)1/2 = explio ()] (5.3.30)

gegeben ist. Nach der Entwicklung des Exponenten fiir x < L erhalt man

d(f) Kox
o =1 oder W_X’ (5.3.31)

Die Amplitude von Y ist dabei fast unabhéngig von X. Da deshalb die Amplituden- und Phasenvaria-
tionen im Schattenbereich praktisch mit denen einer Lichtquelle identisch sind, erscheint die Kante als
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helle Linie. Dies ist als die Konstruktion einer Kantenwelle bekannt. Bis weit in den hellen Bereich
des Beugungsmusters kann eine analoge Analyse verwendet werden. Das Erscheinungsbild ist das einer
gleichmaigen Beleuchtung (C,C_) und wiederum einer hellen Kante. Interferenz zwischen diesen bei-
den Wellen, der ebenen und der divergierenden, zylindersymmetrischen Kantenwelle fiihrt zu hellen und
dunklen Béandern, deren Abstand und Kontrast abnimmt, wenn X — oo,
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5.4 Fraunhofer-Beugung

Wir haben in Abschnitt 5.2.3 bereits den Unterschied zwischen Fresnel- und Fraunhofer-Beugung be-
sprochen. Dabei haben wir gezeigt, dass die Fraunhofer-Beugung durch eine lineare Ve&nderung der
Phase wahrend des Beugungsvorganges an einem Hindernis charakterisiert ist. In der Praxis kann man
allerdings solche linearen Phasenanderungen nur unter bestimmten Voraussetzungen erreichen, wie z.B.
durch die Beleuchtung des Objekts mit parallelem Licht. Aus diesem Grund muss man sowohl fiir die
Erzeugung als auch fiir die Beobachtung der resultierenden Beugungsmuster Linsen verwenden. Dies ist
gleichwertig zu der Aussage, dass die Fraunhofer-Beugung einen Grenzfall der Fresnel’schen Beugung
darstellt, bei dem sowohl Lichtquelle als auch Beobachter unendlich weit vom Beugungsobjekt entfernt
sind.

Abbildung 5.14: Zur Definition der Winkel und Richtungen bei der Fraunhofer-Beugung. Der Abstand der
Beugungsebene # (Koordinaten r = (x,y)) und der Beobachtungsebene &7 (Koordinaten p = (px, py))
betragt L. Der Abstand zwischen dem Ursprung der Beugungsebene und dem Beobachtungspunkt P
betragt d.

Wir haben bereits in (5.2.17) gezeigt, dass der optische Weg von einer Punktquelle Q auf der optischen
Achse zum Punkt P in der Beobachtungsebene &2 durch einen beliebigen Punkt S in der Ebene % des
Beugungsobjekts (vergleiche hierzu Abb. 5.6 und Abb. 5.14) sich als

__ 2 21
QSP=(di+d) = (L+Ly)+o (L4l + D —Zrops .. (5.4.1)

schreiben lasst. Hierbei befinden sich S am Ort r = (x,y) und P am Ort p = (p,, py) in ihren jeweiligen
Ebenen & und &2, die Koordinatenurspriinge liegen jeweils auf der optischen Achse. Wir kdnnen nun P
durch die Richtungskosinus (I,m,n) = (cos e, cos 3, cos y) der Strecke OP definieren, die den Ursprung
in der Objektebene mit P verbindet? Fiir den Fall, dass p < L, kénnen wir wegen cosa = py/d und

9Die Richtung der Strecke OP wird durch einen Einheitsvektor festgelegt, dessen Koordinaten die Kosinus der Winkel sind,
die von der gegebenen Richtung und den positiven Richtungen der Koordinatenachsen gebildet werden, Man spricht von den
Richtungskosinus.
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cos B = py/d mit der Naherung d ~ L die Ortskoordinate p des Beobachtungspunkts P als p = (LI,Lm)
schreiben: Damit folgt

2
1
P ~ (L+L1)+%(L‘1+L1‘1)+§L(I2+m2)—xI—ym
~ L+Ly—xl—ym+... (5.4.2)

O
D

folgt. Alle Terme zweiter und hoherer Ordnung haben wir dabei vernachldssigt. Es ist diese lineare
Abhéangigkeit von x und y, auf der die enorme Bedeutung der Fraunhofer’schen Beugung beruht.

Wie wir bereits in Abschnitt 5.2.4 betont haben, konnen die experimentellen Bedingungen leicht so
vorgegeben werden, dass man die Terme zweiter und héherer Ordnung vernachlassigen kann. Eine
Maglichkeit hierfir ist, einfach L und Ly sehr grof? zu machen, d.h. die beleuchtende Lichtquelle und
der Beobachtungspunkt liegen sehr weit vom beugenden Objekt entfernt. In der Praxis wiirde aber die
Beobachtung im Unendlichen zu einer sehr kleinen Lichtintensitdt und unhandlichen Ausdehnungen
der Experimente fulhren. Deshalb benutzt man zur Beobachtung der Beugungsfigur hinter dem beugen-
den Objekt eine Sammellinse der Brennweite f und beobachtet in der Brennebene der Linse (siehe
Abb. 5.15). Dadurch geht L — <. Gebeugte Lichtbiindel mit einem speziellen Paar von Richtungskosi-
nussen (I, m) werden dann in der Brennebene auf den Punkt (X,Y) = (If,mf) abgebildet. Dabei werden
paraxiale Strahlen angenommen. Bei der Beleuchtung der Blendendffnung wird sinnvollerweise eben-
falls eine Linse L’ eingesetzt. Dadurch wird Lj — . Fiir Demonstrationszwecke benutzt man heute aber
meist einen Laser zur Beleuchtung, der praktisch paralleles Licht und grofRe Lichtintensitét liefert. Man
kann dann auch noch in groBem Beobachtungsabstand geniigend hohe Intensitdten beobachten und somit
auch meist auf die Beobachtungslinse verzichten.

Die in Abb. 5.15 gezeigte Anordnung stellt praktisch ein optisches Diffraktometer dar. Man kann durch
Einbringen unterschiedlicher Beugungsobjekte in der Ebene % in der Brennebene der Linse L die dazu-
gehorige Beugungsfigur beobachten. Solche Systeme wurden zuerst als analoge Computer zur Lésung
von Problemen der Rontgenbeugung entwickelt, die meistens Fraunhofer-Beugung beinhalten.

5.4.1 Fraunhofer-Beugung und Fourier-Transformation

Wir betrachten die in Abb. 5.16 gezeigte Anordnung. Das einfallende Licht ist hier eine ebene Welle
parallel zur optischen Achse (Ausbreitung entlang der z-Achse, senkrechter Lichteinfall®) und die Be-
obachtung findet in der Brennebene der zweiten Linse statt. Das Beugungsobjekt befindet sich an der
Stelle z = 0 und besitzt die Amplitudentransmissionsfunktion f(x,y). Das gebeugte Licht wird von einer
Linse der Brennweite f gesammelt, die sich in der Ebene z = U befindet. Alle Lichtwellen, die das Beu-
gungsobjekt unter demselben Winkel verlassen, werden von der Linse in einen Punkt der Brennebene
fokussiert. In der Abbildung sind z.B. XB, OA und YC parallel und werden alle in P abgebildet. Die
Amplitude des Lichts in P ist deshalb die Summe der Amplituden an den Punkten X, O und Y usw.,
jeweils mit dem passenden Phasenfaktor exp(ikyXBP) usw.. Hierbei steht XBP fiir den optischen Weg
von X nach P {ber B, wobei der Weg durch die Linse mit einbezogen ist.

Nun ist die Amplitude am Punkt X = (x,y) in der Ebene z = 0 einfach die Amplitude der einfallenden
Welle (diese setzen wir der Einfachheit halber gleich eins) multipliziert mit der Transmissionsfunktion
f(x,y). Um den optischen Weg XBP zu berechnen, verwenden wir das Fermat’sche Prinzip, das besagt,

10\Wir werden im Folgenden nur den Fall senkrechten Lichteinfalls diskutieren, fiir den Fall schragen Lichteinfalls kann die
gefiihrte Diskussion relativ leicht angepasst werden, was hier aber nicht diskutiert werden soll.
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Joseph von Fraunhofer (1786 1826):

Fraunhofers Lebenslauf lie zu Beginn keinen auf3ergew ¢hnlichen Erfolg erwarten. Geboren im Jahr
1787, hatte er schon im Alter von zwolf Jahren beide Eltern verloren. Fir den urspriinglich vorgese-
henen Beruf des Drechslers war er korperlich zu schwach; so trat er - wie sein Vater - eine Lehre als
Glaser an. Sein Lehrherr Philipp Anton Weichselgartner erlaubte jedoch nicht, dass der wissbhegierige
junge Fraunhofer die Feiertagsschule besuchte und Blicher las.

Erst ein Schicksalsschlag brachte die Wendung. Als Weichselgartners Haus 1801 einstiirzte, konn-
te Fraunhofer nach einigen Stunden unverletzt geborgen werden. Dabei kam er in Kontakt mit
Kurfuirst Max IV. Joseph und mit dem Unternehmer Joseph von Utzschneider. Auf diese Weise in der
Offentlichkeit bekannt geworden, wuchsen Fraunhofers
Moglichkeiten der personlichen Entwicklung betrachtlich.
Fortan durfte er die Schule besuchen, erhielt Unterricht
in der Kunst des Linsenschleifens und wurde schlief3lich
als Optiker an die Werkstatt des renommierten Erfinders
und Konstrukteurs Georg von Reichenbach empfohlen,
an der Utzschneider beteiligt war. Fraunhofers Begabung
und Zielstrebigkeit wurden bald offenkundig. So beriefen
ihn Reichenbach und Utzschneider bereits im Alter von
22 Jahren zum verantwortlichen Leiter der zum Betrieb
gehdrenden Glashutte in Benediktbeuern. Die Entwicklung
neuer Glassorten, entscheidende Verbesserungen bei der
Glasherstellung und die Perfektionierung des optischen
Instrumentebaus fiihrten zu eindrucksvollen Ergebnissen.
Fraunhofer setzte standardisierte Herstellungsmethoden
durch, erweiterte die Produktpalette der Werkstatt erheb-
lich und vergréRerte damit auch deren wirtschaftlichen Er-
folg. Der Betrieb stellte nun Fernrohre, Ferngl &ser, Mikro-
skope, Lupen und astronomische Fernrohre in einer bis da-
to unerreichten Qualitat her. Fraunhofers Instrumente wur-
den in ganz Europa vertrieben und eingesetzt.

Nicht zuletzt fur die eigene wissenschaftliche Arbeit erwie-
sen sich die von Fraunhofer selbst entwickelten Instrumen-
te als unentbehrliche Voraussetzung. Sein Spektrometer
erlaubte ihm die genaue Untersuchung des Sonnenlichts und anderer Lichtquellen; selbstgefertigte
optische Gitter machten es moglich, das Phanomen der Lichtbeugung zu untersuchen und in seiner
Auswirkung auf den Bau optischer Instrumente zu beschreiben.

Die konkurrenzlos guten Instrumente und seine wissenschaftlichen Leistungen brachten Fraunhofer
national und international groBen Ruhm und viele Ehrungen ein. Bedeutende Wissenschaftler und
Politiker der damaligen Zeit besuchten ihn an seiner Wirkungsst atte. Dazu gehorten z. B. der Physiker
Carl Friedrich Gauf3, der bayerische Konig Max I. Joseph und wahrscheinlich auch der russische Zar,
Alexander .

Sein wissenschaftliches Renommee fuhrte dazu, dass Fraunhofer gegen den anf &nglichen Widerstand
etablierter Forscher als Vollmitglied in die Akademie der Wissenschaften aufgenommen wurde. Der
bayerische Konig ernannte ihn schlie3lich zum Ritter des Civilverdienstordens und erhob ihn damit in
den Adelsstand. Joseph von Fraunhofer starb 1826, im Alter von 39 Jahren, an Lungentuberkulose.

dass alle optischen Wege von verschiedenen Punkten auf einer Wellenfront zu dem Brennpunkt gleich
sind. Die Richtungen von XB, OA, ... wird durch die Richtungskosinusse (I,m,n) gegeben. Damit ist die
dazu senkrechte Wellenfront durch O, die in P fokussiert wird, die Ebene

IX+my+nz = 0. (5.4.3)

Die optischen Wege von dieser Wellenfront nach P, d.h. OAP und ZBP, sind gleich. Nun ist ZX die
Projektion von OX auf den Strahl XB, was durch die Komponente des Vektors (x,y,0) in der Richtung
(I,m,n) ausgedriickt werden kann:
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Beugungso6ffnung

Abbildung 5.15: Anordnung zur Beobachtung der Fraunhofer'schen Beugung: Man beobachtet in der
Brennebene der Linse L, wahrend sich die Beleuchtungsquelle in der Brennebene von L’ befindet.
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Abbildung 5.16: Zur Definition der GroRen bei der Fraunhofer-Beugung an einem zweidimensionalen
Objekt

ZX = Ix+my . (5.4.4)

Daraus folgt

BP = OAP—Ix—my . (5.4.5)
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Die Gesamtamplitude in P kann durch Integration von f(x,y)exp(ikkXBP) tber das Beugungsobjekt
berechnet werden:

Wo — exp(ikyOAP) / / F(x,y) exp[—iko(Ix+ my)] dxdy . (5.4.6)

Wir kdnnen u = Iky und v = mkg dazu verwenden, die Position von P zu beschreiben, und erhalten

W(u,v) — exp(ikOAP) / / F(X,y) exp[—i(ux+vy)] dxdy . (5.4.7)

Wir erhalten somit folgendes wichtige Ergebnis:

Das Beugungsmuster der Fraunhofer-Beugung ist durch die zweidimensionale
Fourier-Transformierte der Transmissionsfunktion f(x,y) des Beugungsobjekts ge-
geben.

Eine ausfihrliche Diskussion der Fourier-Transformation wird in Anhang B gegeben.

Die Koordinaten (u,v) kdnnen auch mit den Beugungswinkeln 6 = 90° — « und 6, = 90° — 3 zwischen
dem Vektor (I,m,n) und den vertikalen bzw. horizontalen Ebenen, die die Koordinatenachsen enthalten
(zy- bzw. zx-Ebene), verknlipft werden. Es ist | = cos oo = sin §, und m = cos 8 = sin 6, und es gilt damit

u = Kkpsiné, v =kgsin6y . (5.4.8)

Die Koordinaten (py, py) von P kdnnen mit (u,v) verbunden werden, wenn die Details der Linse bekannt
sind. Im Rahmen der Gauf3’schen N&herung gilt n ~ 1 und damit

px = fl/n>~uf/kg py=fm/n~vf/ko . (5.4.9)

Beobachten wir ein Beugungsmuster oder photographieren wir es, messen wir die Intensitét [¥(u,v)?.
Der genaue Wert von OAP, d.h. der Phasenfaktor, ist deshalb unwesentlich. Obwohl es einige Experi-
mente gibt, bei denen der Phasenfaktor wichtig ist (siehe nachster Abschnitt), ist es Ublich, diesen zu
vernachldssigen und anstelle von (5.4.7) zu schreiben:

Y(u,v) = //f(x,y) exp [—i(ux+vy)]dxdy . (5.4.10)
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Fraunhofer-Beugungsmuster — Phaseninformation

Die Intensitat des Beugungsmusters ist insoweit unabhéngig von der Position des Beugungsobjekts re-
lativ zur Linse, als dass die Entfernung OC nur den Phasenfaktor OAP beeinflusst. Fir einige Anwen-
dungen ist es dagegen von Bedeutung, auch die Phase des Beugungsmusters zu kennen, z.B. wenn die
gebeugte Welle mit einer phasenkoharenten Welle tiberlagert werden soll. Dies ist zum Beispiel bei der
Holographie der Fall.

Der Phasenfaktor exp(OAP) ist vollkommen unabhdngig von f(x,y), da er durch die Geometrie des
optischen Systems bestimmt wird. Er ist fiir den Spezialfall, fir den f(x,y) = 6(x)d(y) gilt, besonders
leicht zu berechnen. Diese Funktion stellt eine punktformige Lochbende in der Beugungsmaske an der
Stelle O dar. Mit Hilfe von (5.4.7) l&sst sich das Beugungsmuster zu

Y(u,v) = exp(iKOW)/6(x)exp(—iux)dx/6(y) exp(—ivy)dxdy
= exp(ikoOAP) . (5.4.11)

Die eigentliche Aufgabe der Linse in dem betrachteten System ist es, das Licht, das durch die Lochblende
fallt, zu bindeln. Der Spezialfall, bei dem die Blende in der vorderen Brennebene der Linse (OC = f)
liegt, ist hierbei von besonderem Interesse. Dann wird die Welle, die die Linse verlasst, eine ebene Welle
sein

Y(u,v) = exp(ikyOAP)=const . (5.4.12)

Aus diesem Grund stellt das Fraunhofer’sche Beugungsmuster die vollstandige, komplexe Fouriertrans-
formierte von f(x,y) dar, wenn sich das Beugungsobjekt in der vorderen Brennebene der Linse befindet.
Fur alle anderen Positionen des Beugungsobjekts ist zwar die Intensitdt des Musters diejenige der Fou-
riertransformierten, nicht aber die Phase.

5.4.2 Beugung am Spalt

Wir betrachten jetzt einen Spalt der Breite b, der durch die Funktion

1 fil <b/2
f(x,y) = o Xl <b/ (5.4.13)
0 fur [x|>b/2

charakterisiert ist und in y-Richtung unendlich ausgedehnt ist. Die Funktion f(x,y) lasst sich sehr leicht
in ein Produkt von Funktionen von x und y zerlegen, wobei letztere eine konstante ist, die den Wert 1
besitzt. Wir erhalten somit fur die Beugung am langen Spalt
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oo

b/2
Y(u,v) = /b , exp(—iux)dx /mexp(—ivy)dy

= b % S(v) . (5.4.14)

Hierbei haben wir die bekannten Ausdriicke fiir die Integrale benutzt, die in jedem Mathematik-
Handbuch gefunden werden kdnnen. Das erste Integral stellt dabei die Fouriertransformierte der Recht-
eckfunktion dar, die in Abb. 5.17 gezeigt ist. Das zweite Integral stellt die Fourier-Transformierte der
Eins-Funktion dar, welche die Delta-Funktion ergibt!! Die Intensitit des Fraunhofer’schen Beugungs-
musters entlang der Achse v = 0 betragt

. 2
1(u,0) = [¥(u,0)® = b° (%) (5.4.15)

Der Verlauf der Intensitit folgt also der wohlbekannten Funktion (sinx/x¥, die in Abb. 5.17 gezeigt ist.
Man beobachtet im Zentrum (u = 0) das intensivste Maximum. Danach folgt zu beiden Seiten hin eine
Abfolge von Maxima und Minima, deren Intensitat sehr schnell abklingt. Der physikalische Grund fir
diese Intensitatsminima liegt darin begriindet, dass gebeugtes Licht von verschiedenen Bereichen des
Spaltes gerade destruktiv interferiert.

Die Nullstellen der Funktion I(u,0) liegen bei den Nullstellen von sin(bu/2) mit u # 0. Mit u =
kosin 6 = ZT”sin 6, erhalt man somit fiir die Lage der Minima bei der Beugung am Spalt

sinb?u = sin<%bsin9{”i”>:0

sing"" = i% firn=1,2,3,... . (5.4.16)

Es ist bemerkenswert, dass sich die Lage benachbarter Minima gerade um A /b unterscheiden. Lediglich
die Minima links und rechts vom zentralen Maximum sind doppelt so weit, also 24 /b voneinander
entfernt. Die volle Halbwertsbreite des Hauptmaximums erhédlt man zu etwa 0.94 /b. Bei sehr kleinen
Spaltbreiten b < A treten keine Minima mehr auf, der Spalt dient dann als Linienquelle, da die Spaltbreite
so Kklein ist, dass keine Bereiche mehr existieren, die destruktiv miteinander interferieren kénnen.

Nebenmaxima der gebeugten Intensitét treten immer dann auf, wenn tan(bu/2) = bu/2. Die Lage der
Maxima der gebeugten Intensitdt bei der Beugung am Spalt ist somit

. A A

SinO'™ = +£1.437.+2.46p ...

I max

(|9(X0)) — 0.047,0.017,... . (5.4.17)

Fiur hohere Ordnungen lasst sich die Lage der Nebenmaxima einfach angeben, man erhalt sin " =
:l:ZI’H-l &
2 b

11Dje Strahlen werden in v-Richtung durch den unendlich langen Spalt nicht gebeugt. Die parallelen Strahlen werden durch
die Linse alle auf die optische Achse (v = 0) fokussiert.
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(@) i

-10n/b -8n/b -6n/b -Anlb -2x/b 2n/b  4n/b 6rn/b 8rn/b 10xn/b
u=(2rn/2) sine,

Abbildung 5.17: (a) Darstellung der Funktion sin(bu/2)/(bu/2) und (b) des Intensitatsverlaufs bei der
Beugung an einem langen Spalt der Breite b.

5.4.3 \Vertiefungsthema:
Beugung am unscharfem Spalt

Wir nehmen nun an, dass die Transmissionsfunktion iber die gesamte Spaltbreite nicht gleich eins ist,
sondern an den Réndern des Spalts kontinuierlich auf null absinkt. Wir haben also einen Spalt der Breite
b, aber mit “unscharfen” Réndern. Modellieren wir die Transmissionsfunktion mit einer Dreiecksfunkti-
on

1—|x|/b fir |[x|<b
f(x,y) = , 5.4.18
() {O fur x| >b ( )

so erhalten wir einen Spalt mit einer effektiven Breite | f (x)dx/ fmax = b, die gleich der Spaltbreite des
scharfen Spalts aus dem vorangegangenen Abschnitt entspricht. Durch partielle Integration erhalten wir

© Walther-Meif3ner-Institut



Abschnitt 5.4 PHYSIK 1 225

(@) () (b) ¥ @) x (2ro)”
> — 2.35/o
2350

Abbildung 5.18: GauR-Funktion (a) und ihre Fourier-Transformierte (b).

Y(u,v) = [% /Ob(b—x) exp(—iux)dx+%/(;(b+x) exp(—iux)dx
x/j;exp(—ivy)dy

. 2
— b (%) () . (5.4.19)

Die Form von ¥(u,0) ist die gleiche wie die in Abb. 5.17b gezeigte Abhéngigkeit. Die Funktion ist
tberall positiv und hat Nullstellen bei

sing"n = i% firn=1,2,3,... . (5.4.20)

Die Positionen dieser Nullstellen sind exakt die gleichen wie beim scharfen Spalt. Da die effektiven Brei-
ten gleich angenommen wurden, ist dies nicht tberraschend. Allerdings sind die Nebenmaxima deutlich
reduziert. Ihre Intensitéten sind nun proportional zu (2n+- 1y

Eine weitere Glattung fuhrt zu einer weiteren Unterdriickung der Seitenbander. Eine besonders glatte
Kurve ist die GauB-Funktion f(x) = exp(—xX*/20?), fiir die man

oo

Y(u,v) = /_mexp(—xz/Zoz) exp(—iux)dx/ exp(—ivy)dy

= V2ro? exp [—uz <%2>} 5(v) (5.4.21)

erhélt. Da die Fourier-Transformierte der GauR-Funktion wiederum eine GauR-Funktion ist, besitzt die
Funktion W(u,0) keinerlei Seitenbander.

Die volle Breite der Gauss-Kurve bei halboem Maximalwert (FWHM: Full Width at Half Maximum)
erhdlt man zu

FWHM = 2.v2In20 = v8In20 = 2350 (5.4.22)

Entsprechend ergibt sich fir die Fourier-Transformierte FWHM = 2.35- G.
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5.4.4 Beugung an phasenschiebendem Objekt

Wir betrachten nun ein Objekt, das Licht nicht absorbiert und dadurch die Amplitude des Lichts konstant
lasst, aber bei der Transmission seine Phase beeinflusst. Jedes Fensterglas wird sich z.B. so verhalten:
es ist durchsichtig, aber seine Dicke ist nicht konstant, wodurch Licht, das an unterschiedlichen Stellen
das Glas durchlauft, unterschiedliche Phasenschiebungen erfahrt. Ist der Brechungsindex des Glases n,
so ist der Unterschied in der Lange des optischen Weges zwischen zwei Wegen mit den Glasdicken d
und dy gerade (n—1)(d; —dy). Dadurch ist eine ebene Wellenfront, die auf der einen Seite des Glases
einlduft, auf der anderen Seite des Glases keine ebene Welle mehr. Da wir Wellen verschiedener Phase
aber gleicher Amplitude durch komplexe Amplituden mit gleichem Vorfaktor darstellen kénnen, konnen
wir dieses Phasenobjekt durch eine komplexe Transmissionsfunktion f(x,y) mit konstantem \Vorfaktor
darstellen. Betrachten wir z.B. ein diinnes Prisma mit einer Dicke d = ox an der Stelle X, so erhalten wir:

f(x,y) = expliko(n—1)d] =exp[iko(n—1)oX] (5.4.23)

Nehmen wir ferner an, dass das Prisma in x- und y-Richtung unendlich ausgedehnt ist, so hat das zu
f(x,y) gehdrige Beugungsmuster die Form

o0

Y(u,v) = /_w expliko(n — 1) ax] exp(—iux)dx/ exp(—ivy)dy

—o0

— Sju—(n— 1)k (V) . (5.4.24)

Die gebeugte Welle breitet sich daher in eine Richtung aus, die durch

U = k(h-1)a, v=0 (5.4.25)|

gegeben ist. Setzt man u = Ky sin 6 in diese Gleichung ein, erhdlt man 6 = (n— 1)co fir kleine 6. Das
Licht bleibt daher in eine Ausbreitungsrichtung konzentriert, wird aber von der Einfallsrichtung um einen
konstanten Winkel abgelenkt, wie wir es mit Hilfe der geometrischen Optik bereits hergeleitet haben.

5.4.5 Beugung an einer Rechteckblende

Wir verwenden nun einen Spalt mit endlicher Breite b und Hohe h in y-Richtung. Die Kanten des Spalts
sollen parallel zur x- und y-Richtung sein. Die beiden Beugungsintegrale haben damit unabhéngige Inte-
grationsgrenzen und (5.4.10) kann als

b/2 _ h/2 _
Y(u,v) = / exp(—lux)dx/ exp(—ivy)dy . (5.4.26)
—b/2 ~h/2

geschrieben werden. Hierbei haben wir angenommen, dass die Transmissionsfunktion f(x,y) Uber die
gesamte Blende gleich eins ist. Da wir den Ursprung in das Zentrum der Blende gelegt haben, erhalten
wir eine gerade Funktion, die eine reelle Fourier-Transformierte besitzt. Wir erhalten
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(@) | (b)
zentrales Maximum
|

1

|

1
|
|
A\

Rechteck-
h blende

b

Abbildung 5.19: (a) Linien verschwindender Intensitit im Beugungsmuster der gezeigten Rechteckblen-
de, (b) berechnete Beugungsamplitude fiir eine Rechteckblende mit h = 3b.

sin(bu/2) sin(hv/2)

v = bh—= = 2

(5.4.27)

wobei jeder Faktor auf die gleiche Weise abgeleitet wurde wie beim unendlich ausgedehnten Spalt. Das
Beugungsmuster hat Nullstellen an den Orten, an denen ub und vh von null verschiedene, ganzzahlige
Vielfache von 27 sind. Sie liegen also auf Geraden parallel zu den Kanten der Blende und sind durch

- )
singMn  — ian fiir ny =1,2.3,...
- )
und sing"" = inzT fir n,=1,2,3,... (5.4.28)

gegeben. Das zentrale Maximum wird eingegrenzt durch die Geraden mit p = +1 und n, = £1, die
ein Rechteck bilden, dessen Abmessungen umgekehrt proportional zu den Abmessungen der beugenden
Blende sind (siehe Abb. 5.19).

5.4.6 Beugung an einer Lochblende

In vielen Féllen von praktischer Bedeutung treten kreisformige Blenden auf. Diese Blenden, die z.B. in
Fernrohren oder Mikroskopen auftreten, fiinren ebenfalls zu Beugungserscheinungen, die, wie wir spater
noch sehen werden, fiir das Auflésungsvermogen dieser Geréate bedeutend sind. Die mathematische Be-
handlung der Beugung an einer kreisformigen Blende mit Radius R fuihrt uns auf die Besselfunktion.
Qualitativ erhé@lt man den vom Spalt her bekannten Intensitétsverlauf, der jetzt allerdings aufgrund der
rotationssymmerischen Blende auf ein rotationssymmetrisches Beugungsbild fihrt.

Zur mathematischen Beschreibung fuihren wir Polarkoordinaten (p,8) ein, um Punkte auf der Blende
und im Beugungsmuster zu beschreiben. Sind (p, ) die Polarkoordinaten fur die Blende, so gilt:

X = pcos® und y=psinb . (5.4.29)
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Analog gilt fiir (£, ¢) als Koordinaten fiir das Beugungsmuster

u = &cos¢ und v=~Esing . (5.4.30)

Damit wird (5.4.10) zu

R r2m
Y(uv) = /o/o exp[—i(p&cos¢cosO + p&singsinB)|pdpdo

R r2m
= / / exp[—ip&cos(6 — ¢)|pdpdo . (5.4.31)
0 Jo

Dieses Integral kann mit Hilfe von Bessel-Funktionen geldst werden und ergibt

Y(E,9) = %ﬂém:nw [232(?)} : (5.4.32)

Das Beugungsmuster ist rotationssymmetrisch, (&, ¢) hangt wie erwartet nicht von ¢ ab.

Wir betrachten nun die Form der Funktion J (x)/x. J1(x) ist zwar fir x = 0 null, allerdings besitzt J (x) /x
genauso wie sinx/x fur x = 0 einen endlichen Wert, ndmlich eins. Sie nimmt dann mit zunehmendem x
zuerst ab, wird negativ und oszilliert dann um null, wobei die Oszillationsamplitude mit zunehmendem x
abnimmt. Mit zunehmendem x nimmt auch die Oszillationsperiode langsam ab und n&hert sich fiir grof3e
x einem konstanten Wert (siehe Abb. 5.20). Fir die Nullstellen erhalt man

i A A
iagmin
sin@ ~ 1.22—2R,2.23—2R,...,(

n+1/4)% . (5.4.33)

Das zentrale Maximum des Beugungsbildes ist als Airy-Scheibe bekannt und reicht bis zur ersten Null-
stelle bei ER = 3.83 bzw. sin@ = & /ky = % = 1.224 /2R. Wie man aufgrund der Eigenschaften von
Fourier-Transformierten erwartet, ist der Radius der Airy-Scheibe umgekehrt proportional zum Radius
der Lochblende.

Wir wollen nun kurz eine einfachere Ableitung der GroR3e der Airy-Scheibe diskutieren, da die Ableitung
mit Hilfe der Bessel-Funktionen wenig zum physikalischen Versténdnis beitrégt. Dabei benutzen wir die
in den Abschnitten 5.4.2 und 5.4.3 gemachten Uberlegungen. Nehmen wir an, dass wir eine Funktion
f(x,y) mit einem Beugungsmuster ¥(u,v) haben. Entlang der v = 0 Achse haben wir dann

Y(u,0) = //f(x,y)exp(—iux)dxdy
= /_O; [/_0; f(x,y)dy] exp(—iux)dx . (5.4.34)
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@ *°

Abbildung 5.20: (a) Die Funktion J (x)/x, die die radiale Verteilung der Amplitude des Beugungsmuste-
res einer Lochblende beschreibt. (b) Berechnete Beugungsamplitude.

Dies bedeutet, dass der axiale Wert ¥'(u,0) die Fourier-Transformierte des Integrals [ f(x,y)dy ist. Flr
eine kreisformige Scheibe ist dieses Integral eine ellipsenférmige Funktion (siehe Abb. 5.21). Bei der
Diskussion des “unscharfen” Spalts (Abschnitt 5.4.3) haben wir gesehen, dass die Nullstellen der Fourier-
Transformierten einer Dreiecksfunktion denen eines Spalts entsprechen, wenn die effektiven Breiten
gleich sind. Verwenden wir hier die gleiche Argumentation, konnen wir einen Spalt mit Breite b konstru-
ieren, der die gleiche Hohe und Flache wie der Halbkreis hat. Die Bedingung hierfiir ist7R-2R = b- 2R
oder b = 7R /2. Das dazugehdrige Beugungsmuster entlang der u-Achse ist dann

sin(ruR/4)

Pu0) = b=

(5.4.35)

welches seine erste Nullstelle bei uR = 4 besitzt. Dies stimmt relativ gut mit dem exakten Wert uR = 3.83
uberein, den wir mit der Bessel-Funktion erhalten haben.

Auflosungsbeschrankung durch Beugung

Das astronomische Fernrohr ist, wie in Abschnitt 4.6.3 beschrieben wurde, afokal, d.h es wandelt paralle-
les Licht unendlich weit entfernter Objekte wieder in parallele Strahlenbiindel um. Die Frauenhofer’sche
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orM/T(x.y) dy

_R TR 0 R R
R4 4

Abbildung 5.21: Kreis und Rechteck gleicher Flache.

Beugungstheorie ist deshalb ideal auf dieses optische System anwendbar. Entsprechend (5.4.33) erzeugt
jede Linsendffnung vom Durchmesser D = 2R einen Beugungsfleck in der Beobachtungsebene, dem eine
Winkelausdehnung von sin ™" = 1.221 /D entspricht. Nehmen wir nun an, dass wir mit einem Fern-
rohr zwei astronomische Objekte beobachten, die vom Auge unter dem Winkel 6™" wahrgenommen
werden. Dann entspricht das Bild dieser Objekte der Uberlagerung der jeweiligen Beugungsbilder. Das
Maximum des Flecks von Objekt eins, wird im Minimum des Flecks von Objekt 2 zu liegen kommen.
Nach Rayleigh bezeichnen wir die beiden Objekte als vom Fernrohr gerade noch aufldsbar. Ahnliche
Uberlegungen lassen sich fiir das Mikroskop anstellen (eine genaue Diskussion folgt in Kapitel 7). Wie
wir spater noch im Detail zeigen werden, kann das Auflésungsvermogen optischer Instrumente nicht
beliebig erhoht werden. Zwar konnte man theoretisch sehr gro3e optische Bauteile heranziehen, jedoch
weisen diese dann entsprechende Abbildungsfehler auf. Die Beugungsbeschréankung ist vor allen fir die
Radioastronomie wegen der hier auftretenden grofien Wellenlangen ein Problem.

5.4.7 Uberlagerung von Beugungsmustern

Die additive Eigenschaft der Fourier-Transformation ermdéglicht es, Beugungsmuster von komplexen Ob-
jekten herzuleiten, wenn diese sich als algebraische Summe von einfacheren Objekten schreiben l&sst.
Die getrennten Komponenten des Objekts miissen dazu beziiglich eines gemeinsamen Ursprungs ausge-
druickt werden. Die Transformierte erhélt man dann durch separate Addition der Real- und Imaginarteile
der Transformierten der Einzelkomponenten. Dieser Prozess ist besonders einfach, wenn die Komponen-
ten punktsymmetrisch beziiglich eines gemeinsamen Zentrums sind. In diesem Fall sind all ihre Trans-
formierten rein reell.

So ist es z.B. mdglich, das Beugungsmuster dreier Spalte dadurch abzuleiten, dass man das Beugungs-
muster der beiden &uRReren zu dem des inneren addiert. Das Beugungsmuster von vier Spalten mit glei-
chem Abstand voneinander kann man durch Aufteilen in zwei Paare vereinfachen, wobei ein Paar den
dreifachen Spaltabstand des anderen besitzt.

Ein undurchsichtiges Objekt kann dadurch behandelt werden, dass man seine Transformierte als negativ
ansetzt. So kann man beispielsweise einen undurchsichtigen rechteckigen Rahmen als Differenz von
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Abbildung 5.22: Komplementare Beugungsobjekte zur Demonstration des Babinet'schen Prinzips.

zwei Rechtecken mit gleichem Schwerpunkt aber unterschiedlicher Grolie definieren. In gleicher Weise
kann man das Beugungsmuster eines kreisformigen Rings als Differenz der Muster zweier konzentrischer
Kreisscheiben mit unterschiedlichem Durchmesser ausdriicken.

5.4.8 Das Babinet’sche Prinzip

Verwendet man den Beugungsaufbau, der in Abb. 5.15 gezeigt ist, so erhdlt man ohne beugendes Objekt
in der Beobachtungsebene (d.h. in der Brennebene der Linse L) eine ungestorte Feldverteilung ¥ (u,v).
Bei Verwendung einer Punktquelle wird man nur am Koordinatenursprung Helligkeit erwarten, an allen
anderen Punkten gilt ¥ (u,v) = 0.

Wir betrachten jetzt zwei komplementdre Beugungsobjekte B; und By, die so gestaltet sind, dass die
transparenten Bereiche des einen gerade den opaken Bereichen des anderen Objekts entsprechen (siehe
hierzu Abb. 5.22). Das Babinet’sche Prinzip besagt nun, dass das Beugungsmuster dieser beiden Objekte
genau gleich ist, bis auf einen kleinen Bereich um den Mittelpunkt. Dieses Theorem kann allgemein
mit Hilfe der skalaren Beugungstheorie bewiesen werden. Wir nehmen fir die Beugungsmuster der
komplementéren Objekte, die mit dem gleichen Lichtstrahl beleuchtet werden, die Werte ‘¥{ und ¥, an.
Wie wir oben diskutiert haben, kann die Beugungsfunktion fir eine Kombination von Beugungsobjekten
durch Addition ihrer einzelnen Funktionen (diese kénnen komplex sein) erhalten werden. Wenn wir ‘§
und W, addieren, sollten wir deshalb die Beugungsfunktion eines ungestorten Strahls erhalten. Ist dieser
kreisformig, ergibt die Summe von W¥; und ¥, die Airy-Scheibe, die einen kleinen Bereich in der Mitte
der Scheibe bedeckt. Der Rest ist dunkel. Das heif3t, die Betrage von ¥, und W, missen bis auf einen
kleinen Bereich in der Mitte des Musters gleich sein, die Phasen miissen dagegen um x verschoben sein.
Die Intensitatsfunktionen |W¥;|2 sind daher identisch und es gilt W1 (u,v) = —W¥»(u,v) und [¥1|? = [¥, /2.

Der experimentelle Nachweis des Babinet’schen Prinzips ist vor allem wegen des starken zentralen Ma-
ximums nicht einfach. Ist der ungestorte Strahl sehr stark, ist das Maximum sehr stark und dominiert
das Beugungsmuster des im wesentlichen durchsichtigen Beugungsobjekts. Um in Experimenten ein
tiberzeugendes Ergebnis zu erhalten, muss man folgende Grundregeln beriicksichtigen:

e Die Kanten des ungestorten Strahls sollten unscharf sein. Damit werden die dulReren Bestandteile
der Fourier-Transformierten unterdriickt (siehe Abschnitt 5.4.3).

e Die transparenten und opaken Regionen des Beugungsobjekts sollten jeweils etwa die Hélfte der
Gesamtflache einnehmen, um ein deutliches Beugungsmuster zu erhalten.

e Die Beugungsobjekte sollten zahlreiche kleine Details aufzeigen, um ein helles Beugunsbild weit
auflerhalb des zentralen Maximums u liefern.
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5.5 Interferenz

Wir haben bisher Effekte behandelt die sich auf die Veranderung einer einzelnen Wellenfront durch
ein Beugungsobjekt bezogen haben. Wir wollen nun Situationen betrachten, bei denen zwei oder meh-
rere Wellenfronten miteinander wechselwirken. Die dabei auftretenden Effekte werden Interferenz ge-
nannt. Wir werden in diesem Abschnitt hauptséchlich Interferenzphdnomene diskutieren, die aus der
Uberlagerung von Wellenfronten resultieren, die von identischen Beugungsobjekten ausgehen. Wir wer-
den uns dabei auf ein- und zweidimensionale Objekte beschrénken. Die dreidimensionale Interferenz
wird dann erst in Abschnitt 5.6 behandelt.

Bei der Beschreibung von Interferenzeffekten an Objekten, die aus mehreren identischen Einzelobjekten
bestehen (z.B. mehrere identische Spalte) werden wir uns das Prinzip der Faltung zunutze machen. Zwei
gleiche, parallel orientierte Spalte konnen wir z.B. als die Faltung eines einzelnen Spaltes mit einem
Paar von Delta-Funktionen, die jeweils im Zentrum der Einzelspalte liegen, ausdriicken (zur Definition
der Faltung siehe Anhang B, Abschnitt B.5). Wir werden ferner das Faltungstheorem benutzen. Allge-
mein besagt das Faltungstheorem der Fourier-Transformation Folgendes: Die Fourier-Transformierte der
Faltung (bezeichnet mit dem Symbol ®) zweier Funktionen f und g ist gleich dem Produkt der Fourier-
Transformierten FT(f) und FT(g) dieser Funktionen (vergleiche hierzu Anhang B.5, Gleichung (B.71)):

| FT(fog) = FT(f)-FT(g) . (55.1)|

Bezogen auf das Beispiel des Doppelspalts bedeutet dies, dass das Interferenzmuster durch das Produkt
des Beugungsmusters eines Einzelspaltes mit dem eines Paares von Delta-Funktionen gegeben ist. Da-
durch kdnnen wir das Interferenzproblem in zwei Teile aufspalten, namlich in die Ableitung der Fourier-
Transformierten eines einzelnen Spalts und der eines Satzes von Delta-Funktionen. Die Transformierte
des Spalts bezeichnen wir dabei als Beugungsfunktion und die der Delta-Funktionen als Interferenzfunk-
tion. Das vollstdndige Beugungsmuster ist das Produkt dieser beiden Funktionen.

5.5.1 Interferenzmuster eines Doppelspaltes

Wir betrachten einen Doppelspalt, der aus der Anordnung zweier langer Spalte der Breite b entsteht, die
parallel zueinander verlaufen und einen Abstand a besitzen (siehe Abb. 5.23a). Die Transmissionsfunk-
tion fpgs eines Dopplespaltes kdnnen wir als Faltung der Transmissionsfunktion eines einfachen Spaltes
mit einem Paar von Delta-Funktionen, die an den Orten der Einzelspalte, z.B. bei —a/2 und a/2, liegen,
beschreiben. Es gilt also

fos(x) = [6(x—a/2)+6(x+a/2)] @ fspar(X)
- / fopate(x — X) [8(x —a/2) + 8(X +a/2)] dX
= fSpaIt(X_a/2)+ fSpaIt(X+a/2) ’ (5-5-2)

wobei fspait durch (5.4.13) gegeben ist. Damit erhalten wir
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Abbildung 5.23: (a) Geometrie des Doppelspalts, (b) Amplitude des Beugungsmusters als Produkt der
Beugungsfunktion und der Interferenzfunktion (gestrichelt), sowie (c) Intensitatverlauf fiir einen Spaltab-
stand a = 3b.

W(u,0) o FT[fps(x)] =FT[6(x—a/2)+o(x+a/2)] FT[fspar(X)]
. . sin(bu/2)
o< [exp(iua/2) +exp(—iua/2)] “hu2
sin(bu/2)

= 2cos(ua/2) bu/2

(5.5.3)

Fir die Intensitdt des Beugungsbildes erhalten wir man somit bei der Beugung am Doppelspalt

§ 2
= cos®(ua/2) W .

Ips(u)
Ips(0)

(5.5.4)

Wir sehen, dass bei Beleuchtung mit ebenen Wellen das Beugungshild eines Doppelspaltes dem ei-
nes Einzelspaltes multipliziert mit der Kosinusfunktion cog(ba/2) ist. Machen wir den Spaltabstand
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grolRer als die Spaltbreite, so ergibt dies eine hochfrequente Modulation des Beugungsbildes (siehe hier-
zu Abb. 5.23).

Die Kosinusfunktion 2cos(ua/2) wird als Young’sche Beugungsmuster bezeichnet und bei der Diskus-
sion der Interferometrie noch naher diskutiert. Die Nullstellen dieser Funktion treten bei Werten von 0

auf, die durch

da_ i<m+1>n m=1.23,... (5.5.5)
gegeben sind. Dau = k,sin6 = (2r/A)sin 6 ergibt sich daraus

As = asinf = i<m+%>/l m=123....

(5.5.6)

Hierbei ist As die optische Weglangendifferenz der beiden Teilwellen durch die beiden Spalte. Fir de-
struktive Interferenz As = +(m +%)7L, fir konstruktive Interferenz As = +m A gelten.

Bei der Behandlung des Beugungsmusters des Doppelspaltes haben wir das Faltungstheorem der Fourier-
Transformation angewendet. Die Transmissionsfunktion fps des Doppelspalts ergibt sich als Faltung der
Transmissionsfunktion des fspai des Einzelspalts mit der Funktion h(x) von zwei Delta-Funktionen bei

A Fspai (X) ® h (x) = fps (%)
—> <« Db
0 X -al2 0 a2 x -al?2 0 a2 x
ﬂFT (Fspar) ﬂFT (h) ﬂFT (fos)
AF(U) X AH(U) - AG(U)
Y u u T u
N N N N
a3 Y
O O O O
/ N\
S
3 3
QD QD

Abbildung 5.24: Zur Erlauterung des Faltungstheorems.
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X = —a/2 und x = a/2. Die Fourier-Transformierte von fps ergibt sich somit als Produkt der Fourier-
Transformierten von fspar Und h. Dies ist in Abb. 5.24 nochmals veranschaulicht.

In Anbetracht der relativ einfachen Transmissionsfunktion des Doppelspaltes hdtte man das Beugungs-
muster auch anders ableiten kdnnen. Die formale Behandlung mit Hilfe des Faltungstheorems wird aber
bei der Betrachtung komplexerer Doppelbeugungsobjekte verstandlich. Das Beugungsbild der Doppel-
anordnung kann dann als Multiplikation des komplexen Beugungsbildes des Einzelobjektes mit einer
Kosinusfunktion in Analogie zu (5.5.3) verstanden werden. Es gibt aber gute Griinde fir die Verwen-
dung diesen Ansatzes. Erstens haben wir so das komplette Profil des Beugungsmusters erhalten und
nicht nur eines fur die raumliche Anordnung der Spalte. Zweitens konnten wir dadurch zeigen, dass die
Faltungsmethode fiir ein einfaches Beispiel ein korrektes Ergebnis liefert. Schlie3lich haben wir drittens
die Grundlage fur die Behandlung komplexerer Systeme gelegt, die wir in den ndchsten Abschnitten
diskutieren.

5.5.2 Vertiefungsthema:
Interferenzmuster zweier kreisformiger Lochblenden

Als Beispiel betrachten wir jetzt zwei kreisformige Lochblenden mit Radius R mit einem Abstand a.
Die Transmissionsfunktion dieser Anordnung ist durch f(x,y) = [6(x—a/2)6(y) + 6(x+a/2)5(y)] ®
fLochblende (X,Y) gegeben. Das Beugungsmuster ergibt sich aus der Multiplikation des Beugungsmu-
ster einer Lochblende (vergleiche (5.4.32)) mit der Interferenzfunktion 2cos(ua/2) der beiden Delta-
Funktionen 6(x —a/2) und 8(x+a/2) zu

Yo (E,9) = 2cos(ua/2) mR? [ZJE(éR)} , (5.5.7)

Vertiefungsthema:
Interferenzmuster zweier paralleler Blenden beliebiger Form

Wenn wir ein Paar identischer Blenden mit gleicher rdumlicher Orientierung betrachten, kdnnen wir
sie wie oben diskutiert als die Faltung einer Einzelblende mit einem Paar von Delta-Funktionen inter-
pretieren. Das Beugungsmuster ist damit das Produkt des Beugungsmusters der Einzelblende und der
Interferenzfunktion, die aus einem Satz von Streifen mit kosinusférmigem Intensitatsverlauf besteht.
Diese Argumentation gilt fir einen Satz von Blenden mit beliebiger Form. Dies ist eines der zentralen
Ergebnisse der Beugungstheorie.

5.5.3 Interferenzmuster eines periodischen Gitters

Wir betrachten jetzt ein Beugungsgitter, das aus N langen Spalten besteht, die einen konstanten Abstand
a haben sollen. Den Abstand a bezeichnet man in diesem Fall als die Gitterkonstante. Die Transmissi-
onsfunktion des Gitters kann durch f(x) = fgiter(X) ® fspait(x) ausgedriickt werden, wobei fgiter durch
eine Summe von §-Funktionen gegeben ist, die die Positionen der einzelnen Gitterspalte angeben. Wir
wollen uns zuné&chst nicht um den Beitrag zum Beugungsmuster, der von der Beugung am Einzelspalt
herruhrt, kiimmern. Dessen Einfluss kann, wie oben gezeigt wurde, einfach durch Multiplikation mit der
entsprechenden Beugungsfunktion berticksichtigt werden. Uns interessiert jetzt der Beitrag durch die
periodische Wiederholung der Einzelspalte oder, anders ausgedriickt, die Beugung an N sehr schmalen
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Abbildung 5.25: (a) Geometrie des Doppellochblende und (b) Fraunhofer-Beugungsmuster der Anord-
nung fur einen Blendenabstand a = 3R.

Spalten. Wie bereits oben gemacht, werden wir den Beitrag der periodischen Anordnung zur Transmis-
sionsfunktion fgjier durch Delta-Funktionen darstellen. Fiir N Spalte erhalten wir die Funktion &ier
zu

N/2
n=—N/2

Die Fourier-Transformierte von fgjter, die proportional zum gebeugten Feld ist, wird damit

N/2 N/2
Yeiter(U) = D, exp(—iuma) = Y, [exp(—iua)]" . (5.5.9)
m=—N/2 m=—N/2

Fir N — o ist diese Summe (vergleiche hierzu Anhang B.3, Gleichung (B.40))

Waitter(U) = i 8(U—2”Tm). (5.5.10)

Mm=—oo
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Hierbei wird der Index m Beugungsordnung genannt. Ist N endlich, ist die Summe der geometrischen
Reihe in (5.5.9)'?

1—exp(—iuNa)

Foiter() 1 —exp(—iua)

(5.5.11)

Die Intensitét ist gegeben durch

sin?(uNa/2)

W 3 (5.5.12)

Igiter = ‘\PGitter(U)|2 =

Dieser Ausdruck ist in Abb. 5.26 fur N = 6 dargestellt. Man erhélt Nullstellen fur die Nullstellen des
Zahler, auRer an den Stellen, an denen auch der Nenner null wird. Dort ist der Funktionswert N2. Nimmt
die Zahl der Blenden zu, so nimmt die Zahl der Nullstellen ebenfalls zu. Die Maxima der Intensitat
N? — Hauptmaxima genannt — sind dann sehr stark hervorgehoben im Vergleich zu den schwachen Ne-
benmaxima, von denen es genau n — 2 zwischen den Hauptmaxima gibt. Tatsachlich approximieren die
Hauptmaxima die Delta-Funktionen in (5.5.10), ndamlich §(u—2mmn/a).

Die Bedingung flr das Auftreten der Hauptmaxima ist ua/2 = mzn. Da bei senkrechtem Lichteinfall
u=(2m/A)sin 6, erhalten wir

As = asin@ = +mA m=0,1,2,3,... . (5.5.13)

Hierbei ist As der Laufwegunterschied von Teilwellen, die von benachbarten Gitterspalten ausgehen
(siehe Abb. 5.27). Dies ist die wohlbekannte Bragg-Bedingung fiir die Beugung an einem Gitter. Die
einzelnen Hauptmaxima heif’en Beugungsmaxima m-ter Ordnung. Wegen sin 6 < 1 ist fur senkrechten
Lichteinfall die maximale Beugungsordnung mpax durch

a
mmax — I (5514)

gegeben.

Die Bedeutung von (5.5.13) ist anhand von Abb. 5.27 veranschaulicht. Der Gangunterschied zwischen
zwei an benachbarten Gitterspalten um einen Winkel 6 gebeugten Wellen betrdgt gerade asin 6. Kon-
struktive Interferenz aller gebeugten Strahlen tritt nun genau dann auf, wenn der Gangunterschied der
benachbarten Strahlen gerade einem ganzzahligen Vielfachen der Wellenlénge A entspricht. Damit erhal-
ten wir asin® = mA, also genau die Bragg-Bedingung (5.5.13). Das entstehen der Nebenmaxima kann
man sich so erklaren, dass die Bedingung der konstruktiven Interferenz nicht mehr zwischen allen Strah-
len erfiillt ist, sondern nur mit einem kleinen Anteil, z.B. flir jeden 3. Strahl. Die dazwischen liegenden
Strahlen fiihren dann aber zu destruktiver Interferenz, weshalb die Nebenmaxima wesentlich niedriger
sind.

12F{ir die Summe einer fallenden geometrischen Reihe gilt S, = %}q") wobei im betrachteten Fall a; =1 und q =

exp(—iua) ist.
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Abbildung 5.26: (a) Skizze zur Geometrie des Gitters und zur Definition des Einfallswinkels 6, und des
Transmissionswinkels 6. (b) Intensitatsverlauf des gebeugten Lichts fur ein Gitter mit N = 6 Gitterstri-
chen.

Bei schragem Lichteinfall, d.h. fiir Licht einfallend unter dem Winkel & bezlglich der Achse (siehe
Abb. 5.26), wird

u = zl—n(sine—sineo). (5.5.15)

Da sin 6y und sin @ zwischen —1 und 1 liegen, ist der maximal beobachtbare Wert von u gleich 4z /A.
Daraus folgt, obwohl (5.5.12) fiir alle m definiert ist, dass die Beugungsbedingung fiir das Auftreten der
Hauptmaxima bei der Beugung am Gitter allgemein

\ As = a(sin@—sin6y) = +ma m=0,1,2,3,... (5.5.16)\

lautet, wobei fur ein gegebenes & gilt: (—1 —sin6p)a/A <m < (1—sin6y)a/A.

Zwischen den Hauptmaxima bei (sin6 —sin&) = +mA/a treten (N — 1) Nullstellen der gebeugten
Intensitat fur diejenigen Werte von (sin @ —sin &) auf, an denen nur der Z&hler von (5.5.12) Nullstellen
aufweist. Damit ergibt sich die Bedingung fur die Nullstellen der Beugungsintensitét zu

As = a(sin@—sing) = imki%l

mit m = 0,1,2,3,...und n = 1,2,....N—1 . (5.5.17)
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Abbildung 5.27: Zur Veranschaulichung der Entstehung der Hauptmaxima bei der Beugung am Gitter
durch konstruktive Interferenz der von den verschiedenen Spalten auslaufenden Elementarwellen.

Zwischen den Hauptmaxima liegen (N — 2) Nebenmaxima, die im Vergleich zu den Hauptmaxima eine
wesentlich geringere Intensitat aufweisen. Sie liegen in der Néher der Stellen von (sin® —sin@), bei
denen der Z&hler Maxima aufweist. Damit ergibt sich die Bedingung fiir das Auftreten der Nebenmaxima
zu

2n+1

As = a(sin@—sinfy) ~ +mA+ A
mit m = 0,1,2,3,...und n = 1.2... N—2 . (5.5.18)

Der Wert der Intensitét der Nebenmaximas liegt etwa um den Faktor 1/N? unter dem der Hauptmaximas.

Fur praktische Anwendungen ist von Interesse, wie breit (volle Breite FWHM bei halber Hthe) ein
Hauptmaximum ist. Aus Gleichung (5.5.12) erhalt man fir I (FWHM/2) = 1(0)/2 die Beziehung

koa FWHM 1 koa FWHM
N———— ) ~ —— 5.5.19
< 2 2 > V2 2 2 ( )
Daraus berechnet sich die volle Breite eines Hauptmaximums zu
FWHM  ~ 278Lw0885i (5.5.20)
~ 278~ 0.885 . 5.

Man sieht daraus, dass die volle Breite eines Hauptmaximums nur etwa 12% kleiner ist als der Abstand
vom Hauptmaximum zum ersten Minimum. Die Breite des Hauptmaximums ist seinerseits proportional
zur Zahl N der ausgeleuchteten Gitterstriche oder zur ausgeleuchteten Gitterbreite Na. Die Grofte FWHM
ist wichtig fir die Anwendung in Gitterspektrometern, die weiter unten noch eingehender diskutiert
werden.
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Abbildung 5.28: Intensitatsverlauf des gebeugten Lichts fiir ein Gitter mit N = 10 a/A = 10 und einer
Spaltbreite b/a = 0.5. In die zweite Interferenzordnung gelangt wegen des Minimums der Beugungs-
funktion des Spalts keine Intensitat.

Reales Beugungsgitter

Fir ein reales Beugungsgitter missen wir die Transmissionsfunktion b(x) der einzelnen Spalte
beriicksichtigen. Die gesamte Transmissionsfunktion des realen Gitters ergibt sich dann zu

N/2
f(x) = bx)® > &(x—na), (5.5.21)
n=—N/2

wobei N wiederum die Gesamtzahl der Gitterspalte ist. Das Beugungsmuster erhdlt man als Produkt der
Fourier-Transformierten des Gitters mit derjenigen des Spalts. Wir erhalten

, sin?(mN8sing)  , sin®(r2sing)
sin?(m2sin o) (n2sin6)2

1(6)

(5.5.22)

Das Ergebnis ist in Abb. 5.28 fir N = 10, a/A = 10 und b/a = 0.5 gezeigt. Wichtig ist, dass mit zu-
nehmender Spaltbreite die GroRe der moglichen Beugungswinkel, bei denen noch merkliche Intensitét
auftritt, abnimmt. Die Spaltbreite sollte deshalb moglichst klein sein. Eine Verringerung der Spaltbreite
flhrt aber gleichzeitig zu einer Abnahme der durchgelassenen Lichtmenge. Dieser Sachverhalt wird uns
in Abschnitt 5.7.2 noch einmal im Zusammenhang mit der Effizienz von Beugungsgittern beschéftigen.

Fir N — oo ist die Transformierte der Summation durch (5.5.10) gegeben und man erhalt

¥(u) )Y S u—z”—m , (5.5.23)

Mm=—oo
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Die Amplituden der verschiedenen Beugungsordnungen sind durch die Transformierten B(U) der ein-
zelnen Blenden gegeben.

Ein endliches Gitter (alle realen Gitter sind natirlich endlich) erhdlt man durch Aufsummieren von
(5.5.21) bis zu einem endlichen Wert N. Dies l&sst sich bequem dadurch ausdriicken, dass man die
unendliche Summe mit einer ““Fensterfunktion” rect(x/Na) der Ldnge Na multipliziert, die nur N Del-
tafunktionen “hindurchlésst”. Damit wird das Gitter durch

f(x) = b(x)® i o(x—na)-rect(x/Na)| , (5.5.24)

N=—oo

beschrieben. Wichtig ist hier die Reihenfolge der Rechenoperationen; es ist fuir die Darstellung einer end-
lichen Reihenfolge von Spalten wichtig, zuerst die Produktbildung auszufiihren und danach die Faltung
(Faltung und Multiplikation sind nicht kommutativ !).

Das Beugungsmuster zu (5.5.24) ist

2 in(uNa/2
YY) = B(U)‘[ZS <u— Zm>®s'”tf:|a?2/ )} . (5.5.25)

Man sieht, dass es fiir grof3e N wohldefinierte Beugungsordnungen, wie sie durch (5.5.16) definiert sind,
gibt. Jede von ihnen hat aber ein sinx/x Profil. Dieses hat die Breite (Abstand zwischen dem Maximum
und dem ersten Minimum) Au = 2r/Na, was (1/N) des Abstandes zwischen den Beugungsordnungen
entspricht.

5.5.4 \Vertiefungsthema:
Zweidimensionale Interferenz

In den bisherigen Beispielen zu periodischen Gittern haben wir uns nur mit Beugungsobjekten befasst,
die in einer Richtung (v-Richtung) unendlich ausgedehnt waren. Die Transmissionsfunktion besal also
nur in u-Richtung eine Modulation. Entsprechend hatte das Beugungsmuster ebenfalls nur in u-Richtung
ein Muster (siehe z.B. Abb. 5.29a). Analog besitzt ein Gitter, dessen Modulation nur entlang der v-
Richtung ist, ein Beugungsmuster mit einer Struktur entlang dieser Richtung (siehe Abb. 5.29b). Wir
betrachten jetzt zweidimensionale Gitterstrukturen, die sowohl in u- als auch in v-Richtung eine periodi-
sche Modulation besitzen. Man erhalt dann eine zweidimensionale Anordnung von Hauptmaxima (siehe
Abb. 5.29c¢).

Das Kreuzgitter

Fir ein zweidimensionales Kreuzgitter mit Gitterperiode g, und a, in u und v-Richtung ergibt sich die
Lage der Hauptmaxima durch zwei Gittergleichungen fir die beiden Koordinaten:

ay (sin6,—sinByp) = +myA m,=0,1,2.3,... (5.5.26)
ay (sin6y, —sin6y) +my A my=0,1,2,3,... . (5.5.27)
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Jedes Maximum der Beugung ist durch ein Zahlenpaar (m,,m,) charakterisiert. Verwenden wir noch die
Definition der Richtungskosinusse fiir den einfallenden und den gebeugten Strahl und ihren Zusammen-
hang mit den Wellenvektoren k bzw. ky (vergleiche (5.4.8)), so lasst sich (5.5.26) und (5.5.27) schreiben
als

e~k = 1M (5.5.28)
ay
k—ko = ZZL“V. (5.5.29)

Aus diesen Gleichungen sieht man, dass die Anderung der Wellenvektoren bei der Streuung an einem
zweidimensionalen Gitter durch ein Punktgitter beschrieben wird. Die Punkte dieses Gitters sind durch
die ganzen Zahlen a, und a, bestimmt, die Kantenldngen des Gitters sind 2r/a, und 2rz/a,. Die z-
Komponente des Wellenvektors stellt sich gemaR der Beziehung k = 2x/A ein. Fir gentigend Kleine
Wellenldngen kann man (5.5.28) und (5.5.29) immer erfullen und erhélt die entsprechende Beugungsfi-
gur.

Anstelle des einfachen Kreuzgitters kann man auch eine periodische, zweidimensionale Anordnung von
anderen Objekten, wie z.B. Lochblenden, verwenden. Vom Faltungstheorem der Fourier-Transformation
lernen wir wiederum, dass das Beugungsbild dem Produkt der Fourier-Transformierten des Punktgitters
und dem des Einzelobjekts entspricht. Im Beugungsbild liefert deshalb die Lage der Hauptmaxima die
Information Uber die rdumliche Wiederholung des Objekts, die Intensitaten der Hauptmaxima geben
dann die Information tber die Form der periodisch angeordneten, beugenden Objekte wieder.

Das reziproke Gitter in zwei Dimensionen

Wir wollen jetzt das Konzept des reziproken Gitters einfiihren. Dazu nehmen wir an, dass die Positionen
von Lochblenden in einem zweidimensionalen, unendlich ausgedehnten periodischen Gitter durch zwei
gegebene Gittervektoren a und b definiert werden, so dass

f(xy) = ) 8(r—ha—kb). (5.5.30)

Damit wird an jeden Punkt des periodischen Gitters, dessen Elementarzelle ein Parallelogramm mit den
Seiten a und b ist, eine Delta-Funktion gesetzt!?

Die Fourier-Transformierte von (5.5.30) ist, wenn man u fiir den Vektor (u,v) einsetzt, gegeben durch

oo

Y(u,v) = hkz exp[—iu- (ha+kb)] . (5.5.31)

13F{ir ein gegebenes Gitter gibt es verschiedene Moglichkeiten, a und b zu wahlen. Normalerweise sind aber ein oder zwei
davon die offensichtlich einfachste Wahl.
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Abbildung 5.29: Zur Veranschaulichung der Beugung am Kreuzgitter. Sind die beugenden Strukturen
nur in u- (a) oder nur in v-Richtung (b) moduliert, so erhalt man entsprechende eindimensionale Beu-
gungshilder. Bei einer Kombination beider Strukturen, d.h. fir ein Kreuzgitter, (c) ergibt sich ein Beu-
gungsmuster mit einer regelmaRigen zweidimensionalen Punktanordnung.

Dieser Ausdruck kann deutlich vereinfacht werden, wenn man zwei neue Vektoren & und b* in der
Ebene von u einfiihrt, so dass

a-a* = 1, b-b*=1,
ab = b*a=0 dh.a* Lbund b* La . (5.5.32)

Die Vektoren a* und b* sind nicht parallel und somit kann u als Linearkombination der beiden ausge-
driickt werden

u = (h'a"+k'b*) 2z , (5.5.33)

wobei h* und k* einfach beliebige Zahlen darstellen. Damit wird aus (5.5.31)
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(@) 4 (b) A

a*

v
v

b*

Abbildung 5.30: Zum Zusammenhang zwischen Raumgittervektoren (a) und Vektoren des reziproken
Gitters (b). Es ist jeweils die zweidimensionale Einheitszelle dargestellt.

Y(uyv) = Y exp[-2zi(hh*a*-a+kk*b*-b]
P
= Y exp[—2mi(hh* +Kk")] . (5.5.34)

Die Summe ist fiir allgemeine h* und k* normalerweise klein, da sie eine unendliche Summe aus kom-
plexen Zahlen mit einem Betrag von eins darstellt, die sich im Wesentlichen gegenseitig aufheben. Sind
dagegen h* und k* ganze Zahlen, so ist jeder Term gleich eins und W(u,v) wird unendlich. Daher ist
W (u,v) ein Gitter von Delta-Funktionen auf dem Gitter, das durch die Gittervektoren & und b* definiert
wird. Dieses Gitter ist das reziproke Gitter.

Die Vektoren a* und b* sind leicht zu identifizieren (siehe hierzu Abb.5.30). Ist der Winkel zwischen a
und b gleich v, dann definieren die Beziehungen a -a =1 und a* - b = 0 den Vektor a* als den Vektor,
der senkrecht auf b steht und eine Lange (asiny)~! hat. Analog dazu ist b* senkrecht zu a und hat die
Lange (bsiny)~L. Die Vektoren a* und b* heien reziproke Gittervektoren. Der Name reziprokes Gitter
kommt daher, dass die Dimensionen des reziproken Gitters in einem reziproken Verhaltnis zu denen des
normalen Raumgitters stehen. Reduzieren wir z.B. a und b um einen konstanten Faktor, dehnt sich das
reziproke Gitter um diesen Faktor aus.
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5.6 Vertiefungsthema:
Dreidimensionale Interferenz

Fraunhofer-Beugung an dreidimensionalen Objekten hat zahlreiche Anwendungen, die wichtigste ist si-
cherlich die Beugung an einem Kristall. Sie stellt dabei nicht nur eine gewohnliche Erweiterung der
ein- und zweidimensionalen Félle in die dritte Dimension dar, den die bisher entwickelte Theorie be-
schrieb das Beugungsmuster im Wesentlichen als Ldsung eines Randwertproblems, in dem die auf das
Obijekt fallende Welle sich gemaflt dem Huygens’schen Prinzip weiterbewegt, wie es durch die Kirchhoff-
Huygens-Theorie beschrieben wird. Ist das Beugungsobjekt dreidimensional, so kann es vorkommen,
dass die Randbedingungen uberbestimmt sind und ein Beugungsmuster nicht existiert. Wir werden in
der Tat sehen, dass die Fourier-Transformation alleine das Beugungsmuster nicht beschreiben kann. Es
muss vielmehr eine weitere Bedingung, die durch die Konstruktion der Ewald-Kugel beschrieben wird,
erfllt sein, die uns sagt, welche Teile der Fourier-Transformation zum Beugungsmuster beitragen.

5.6.1 Kristalle und Faltungen

Kristalle stellen dreidimensionale Beugungsgitter dar. Sie beugen Wellen mit passender Wellenlange wie
z.B. Materiewellen aus Neutronen, Elektronen, oder Atomen sowie Rontgenstrahlen. Da die grundlegen-
den Prinzipien nicht von der Art der verwendeten Wellen abhangen, werden wir unsere Diskussion auf
die Beugung von Rontgenstrahlen konzentrieren. Die Theorie hierfur wurde urspriinglich von Max von
Laue fir den Fall der schwachen Streuung ausgearbeitet. Schwache Streuung bedeutet hierbei, dass eine
Welle, die innerhalb des Kristalls einmal gestreut wurde, mit verschwindender Wahrscheinlichkeit ein
zweites mal gestreut wird.

Abbildung 5.31: Zweidimensionale Darstellung eines Kristallgitters.

Ein Kristall besteht im Prinzip aus einer Ansammlung von Atomen. Aus Griinden der Einfachheit wollen
wir annehmen, dass es nur eine Sorte identischer Atome gibt. Da Rontgenstrahlen nur an der Elektro-
nenhiille der Atome gestreut werden, kann vom Gesichtspunkt der Rontgenbeugung aus ein Kristall als
ein Satz von Atompositionen (charakterisiert durch Delta-Funktionen) betrachtet werden, der mit der
Elektronendichtefunktion eines einzelnen Atom gefaltet ist. Die Positionen der Atome wiederholen sich
auf einem Gitter. Das bedeutet, dass sich eine kleine Gruppe von Atomen, die so genannte Elementarzel-
le, periodisch in drei Dimensionen wiederholt. Dadurch konnen wir einen Kristall als eine Faltung der
Elementarzelle mit den Gitterpositionen darstellen (zur Faltung siehe Anhang B.5). Insgesamt kdnnen
wir die Transnmissionsfunktion eines unendlich ausgedehnten Kristalls zu

fKristall = fGitter & fZeIIe & fAtom

angeben. Hierbei gibt fgiter die Position der Einheitszellen im Kristallgitter (6-Funktionen), e die Po-
sition der Atome in der Einheitszelle (6-Funktionen) und faim die Transmissionsfunktion der einzelnen
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Atome in der Zelle an (Elektronendichte bei Rontgenstrahlen). Die Beugungsfunktion des Kristalls ergibt
sich als das Produkt der Fourier-Transformierten dieser drei Funktionen. Diese Idee ist in Abb. 5.31 fir
den zweidimensionalen Fall skizziert. Diese Vorgehensweise wirde zu einem unendlich ausgedehnten
Kristall flihren. Wir schréanken deshalb seine Ausdehnung ein, indem wir die Faltung mit einer Funktion
multiplizieren, die die Kristallrdander reprasentiert.

Aus dem Faltungssatz (siehe (B.71) in Anhang B.5) kénnen wir folgern, dass die Transformierte der
Elektronendichtefunktion als Faltung der Transformierten der Begrenzungsfunktion mit dem Produkt
von drei anderen Transformierten ausgedriickt werden kann, namlich die des Atom, die des Satzes der
Delta-Funktionen, die die Atompositionen in der Einheitszelle représentieren, und die des Kristallgitters.
Dies ist eine vollstandige Beschreibung der Theorie der Réntgenbeugung. Was wir jetzt noch brauchen
sind kleinere Details, die aber leicht ganze Lehrbiicher fullen, da die einzelnen Teilaspekte oft sehr
komplex sind. Wir werden uns im Folgenden nur mit den wesentlichen Aspekten befassen. Wir werden
die Beugung am Kristallgitter diskutieren und uns um die Bestimmung der Positionen der einzelnen
Atome innerhalb einer Elementarzelle kimmern.

5.6.2 Beugung an einem dreidimensionalen Gitter

Wir wollen nun das Beugungsmuster diskutieren, das durch ein dreidimensionales Gitter von Delta-
Funktionen erzeugt wird. Wir nehmen dazu eine einlaufende Welle mit Wellenvektor k an, die in eine
Welle mit Wellenvektor k gebeugt wird. Aus Griinden der Energieerhaltung (elastische Streuung) missen
die einlaufende und die gebeugte Welle die gleiche Frequenz haben. Wegen @y = ck miissen die Betrége
von kg und k gleich sein:

k| = |ko| . (5.6.1)

Alternativ kann man die Formulierung benutzen, dass beide Wellen die gleiche Zeitabhangigkeit
exp(—iapt) besitzen mussen. Diese Bedingung kann geometrisch dadurch dargestellt werden, dass k
und k Radiusvektoren einer Kugel sein missen, die Ewald-Kugel, Reflexionskugel oder Beobachtungsku-
gel heiRt (siehe Abb.5.32). Eine Beugungsordnung, die die obige Bedingung erfiillt, heit Bragg-Reflext4

Wir berechnen nun die Amplitude der in Richtung k gebeugten Welle. Die Delta-Funktion am Gitter-
punkt r’ wirkt als Sekundarquelle mit einer Stérke, die proportional zu der einfallenden Welle an diesem
Punkt

W = expli(ko-r')] (5.6.2)

ist. Die Proportionalitatskonstante setzen wir hier aus Griinden der Einfachheit gleich eins. Diese Quelle
streut nun eine Welle in Richtung K, die wir als

Y(k) = exp(i[(k-r)+9]) (5.6.3)
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Abbildung 5.32: Ewald-Kugel.

schreiben kdnnen. Hierbei stellt ¢ eine bislang beliebige Phase dar. Diese Welle geht wie (5.6.2) von ¢
aus, so dass gelten muss

expli(ko-1r")] = exp(i[(k-r)+¢]) . (5.6.4)

Daraus folgt

¢ = (ko—k)-r (5.6.5)

sowie

Y(k) = exp(i[(k-r)+(ko—k)-r]) . (5.6.6)

Der volistandig gebeugte Strahl mit Wellenvektor k kann daher durch Summation von (5.6.6) uber alle
moglichen r’ des Gitters aus Delta-Funktionen mit den Gittervektoren a, b und ¢ erhalten werden. Nach
Abschnitt 5.5.4 erhalten wir

oo

f(r'y = Z o(r—ha—kb—Ic) h,k,l ganzzahlig , (5.6.7)
hk,l=—o0

was sich zu der Summe

14Benannt nach W. L. Bragg, der 1912 die Idee der Reflexion von Réntgenstrahlen an Kristallebenen einfiihrte.
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oo

Y(k) = exp(ik-r) > exp(i[(k—ko)-(ha+kb+Ic)]) (5.6.8)
h,k,l=—oo

vereinfachen ldsst. In gleicher Weise wie in Abschnitt 5.5.4 kdnnen wir sehen, dass die Summe offen-
sichtlich Null ist, auer wenn die Phasen aller Terme Vielfache von 27 sind, das heif3t, wenn

(k—ko)- (ha+kb+Ic) = 2ms, s ganzzahlig . (5.6.9)

Eine triviale Losung dieser Gleichung ist

(k—ko) = O, s=0, (5.6.10)

die ebenfalls (5.6.1) erfillt. Es gibt aber noch eine Vielzahl anderer Losungen

5.6.3 Das reziproke Gitter in drei Dimensionen

Die weiteren Ldsungen von (5.6.9) kdnnen mit Hilfe der Konstruktion des reziproken Gitters abgeleitet
werden. Die Vektoren k — kg zwischen den Punkten des reziproken Gitters werden reziproke Gittervek-
toren genannt und sind ebenfalls Losungen von (5.6.9). Im dreidimensionalen Fall definieren wir die
Einheitsvektoren des reziproken Gitters &, b* und c* in Bezug auf die Gittervektoren des realen Gitters
durch die Gleichungen

1
a* = \7b><c
b* = 1c><a (5.6.11)
= g 6.
1
* = b
c Vax ,

wobei V = a-b x ¢ das Volumen der Einheitszelle im Ortsraum ist. Daraus folgt nun, dass fir den Fall,
dass (k —ko)/2m als Summe von ganzzahligen Vielfachen von &, b* und c* geschrieben werden kann,
die Summation in (5.6.8) divergiert, in jedem anderen Fall aber verschwindet. Das heift, die Bestim-
mungsgleichung flr das dreidimensionale reziproke Gitter aus Delta-Funktionen kann als

(k—ko)/2r = h*a"+k'b*+I"c*, h*, k*,I* ganzzahlig
oder k—ky = G (5.6.12)
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h*a*

Abbildung 5.33: Zweidimensionale Darstellung des Schnitts der Ewald-Kugel mit dem reziproken Gitter.
Eingezeichnet ist der einfallende Strahl ky und drei gestreute Strahlen ky, k, und k3.

geschrieben werden, wobei G ein reziproker Gittervektor ist.

Das beobachtete Beugungsmuster besteht aus Strahlen, die sowohl (5.6.1) als auch (5.6.12) erfillen.
Diese beiden Bedingungen werden geometrisch durch die Ewald-Kugel und das reziproke Gitter dar-
gestellt. Man kann daher die Ewald-Kugel und das reziproke Gitter tbereinander zeichnen und nach
Schnittpunkten suchen. Dies ist in Abb. 5.33 beispielhaft fiir ein zweidimensionales System gezeigt. Die
Ewald-Kugel geht durch den Ursprung des reziproken Gitters (da k — kg = 0 ein Punkt auf ihr ist) und
ihr Ursprung ist durch den Endpunkt des Vektors ky bestimmt. Mathematisch ist die Wahrscheinlichkeit,
dass eine Kugel mit einem Satz von diskreten Punkten exakt schneidet, vernachléssigbar klein. Da aber
in der Realitat weder ein vollig paralleler Strahl noch eine exakt monochromatische Quelle existieren,
kommt es trotzdem zur Beugung an einem Kristall

In der Praxis werden verschiedene Typen von Beugungsexperimenten durchgefiihrt, die sich in der Art
unterscheiden, wie (5.6.12) erfullt wird. Um (5.6.12) zu erfiillen, kann man entweder die Wellenlénge
A =2r /Ko oder die Richtung zwischen einfallendem Rontgenlicht und den Gitterebenen variieren.

e Das Laue Verfahren:

Beim Laue Verfahren verwendet man einen fest eingebauten, orientierten Einkristall und beleuch-
tet ihn langs einer bestimmten Kristallachse mit polychromatischem Rdéntgenlicht. Beim Laue-
Verfahren wird also mit variabler Wellenlange gearbeitet, wodurch man eine schnellenUbersicht
des Beugungsbildes erhélt. Insbesondere eignet sich das Verfahren gut zur Orientierung von Kri-
stallen und zur Bestimmung der Symmetrieeigenschaften. Fir eine detaillierte Analyse der Kri-
stallstruktur ist das Laue Verfahren nicht geeignet.

e Das Debye-Scherrer Verfahren:

Bei diesem Verfahren benutzt man monochromatisches Rontgenlicht und bestrahlt damit eine pul-
verformige Probe. Da in der Pulverprobe in der Regel eine gleichmaRige Verteilung der Kristallite
vorliegt, bietet man praktisch alle mdglichen Einfallswinkel an. Deshalb gibt es immer Kristallite,
die die Bedingung (5.6.12) erfiillen. Die entsprechenden Reflexe liegen auf Kegeln um die Ach-
se des einfallenden Rontgenstrahls. Das Debye-Scherrer Verfahren eignet sich allerdings nur fir
Kristalle mit einer kleinen Zahl von Atomen pro Einheitzelle.

e Das Drehkristallverfahren:

Fur die Analyse komplizierter Kristalle wird meist das Drehkristallverfahren angewendet. Dabei
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Abbildung 5.34: Bragg-Reflexion von Réntgenlicht an benachbarten Netzebenen eines Kristalls.

beleuchtet man einen Kristall mit monochromatischem Licht und dreht ihn. Man detektiert gleich-
zeitig mit einem Detektor oder einer Photoplatte die auftretenden Reflexe. Aus einer Serie von
mehreren Drehaufnahmen erh&lt man dann das reziproke Gitter und die Informationen iiber die
Kristallstruktur.

Die Bragg-Bedingung

Die Untersuchung von Kristallen mit Hilfe von Rontgen-, Elektronen- oder Neutronen-Streuung wird im
Detail im Rahmen der Festkorperphysik diskutiert. Wir wollen hier zum Abschluss noch eine vereinfach-
te Beschreibung der Beugung an Kristallen im Zusammenhang mit der Bragg-Reflexion vorstellen. Dazu
gehen wir davon aus, dass die Atome in Kristallen in Ebenen, den so genannten Netzebenen, angeord-
net sind. Trifft nun Rontgenlicht auf diese Ebenen, so tritt eine intensive Reflexion nur dann auf, wenn
der Gangunterschied zwischen den an den einzelnen Netzebenen reflektierten Strahlen ein ganzzahliges
Vielfaches von A betrdgt und dadurch eine konstruktive Interferenz auftritt. Aus Abb. 5.34 folgt, dass bei
einem Abstand d der Netzebenen und einem Einfallswinkel ¥ zwischen Rontgenstrahl und Netzebene
konstruktive Interferenz dann auftritt, wenn

| 2dsiny = m2 m=1,23,... (5.6.13)|

gilt. Diese Gleichung nennt man Bragg-Beziehung und ldsst sich natrlich aus (5.6.12) ableiten. Da
bei der Reflexion die Projektion k, von k senkrecht zur Netzebene gerade ihr Vorzeichen éndert, gilt k —
ko = —2k, =2ksin¥ =2(2z/A)sin ¥ = G, = 2zm/d. Die Bragg-Bedingung wird héufig eingesetzt, um
durch Reflexion von spektral breitbandigem Rontgenlicht an einem perfekten Einkristall eine spezielle
Wellenlange, fir die die Bragg-Bedingung erfllt ist, zu selektieren. Ebenso lassen sich mit Hilfe von
Einkristallen Rontgenspektrometer hoher Aufldsung konstruieren.

Beugung am Kristall

Eine wichtige Aufgabe bei der Analyse von Kristalstrukturen mit Hilfe von Rontgen-, Elektronen- oder
Neutronenbeugung ist es, neben der Bestimmung des Kristallgitters auch die Anordnung der Atome
der auf den Gitterpunkten angeordneten Einheitszelle zu bestimmen. Diese folgt aus der Variation der
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Abbildung 5.35: Funktionsprinzip eines akustooptischen Spektrometers zur Analyse des Zwischenfre-
quenzsignals eines Heterodynempfangers in der Radioastronomie (Quelle: I. Physikalisches Institut,
Universitat zu Kéln).

Intensitdten der einzelnen Beugungsreflexe, die aus der Multiplikation des reziproken Gitters mit der
Transformierten der Atompositionen innerhalb einer Einheitszelle resultiert. Die Analyse der Intensitéten
ist im Allgemeinen nicht einfach. Insbesondere kann man nur fiir die Rontgen- und Neutronenbeugung
annehmen, dass keine Mehrfachstreuungen im Kristall stattfinden. Dies ist bei der Elektronenbeugung
aufgrund der starken Wechselwirkung der Elektronen mit den Elektronenwolken der Atome nicht der
Fall. Dies fuihrt zu komplizierten Korrekturen, die die quantitative Analyse von Beugungsmustern sehr
schwierig machen.

5.6.4 Der akustooptische Effekt

Beeinflusst man ein homogenes Medium mit einer akustischen Welle, so wird die Dichte und damit der
Brechungsindex des Mediums rdumlich moduliert. Die Modulation stellt meist eine eindimensionale,
kosinusformige Modulation des Brechungsindex dar:

n(r) = ng+Acos(q-r—Qt) . (5.6.14)

Solche Modulationen konnen z.B. durch Ultraschallwellen oder akustische Oberflachenwellen erzeugt
werden. Bestrahlt man ein solches Medium mit Licht, so gilt Gblicherweise 27r/q > A, so dass sich das
Medium wie ein dreidimensionales Phasengitter mit der Periode 27t /q verhélt. Ferner ist die Schallge-
schwindigkeit klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit, \ < ¢, so dass das Licht das Phasengitter als
stationdre Modulation sieht. Da die einfallende Lichtwelle sowohl gebeugt als auch gebrochen wird, ist
die exakte Losung der Streuung von Licht an dem akustisch modulierten Medium schwierig und soll hier
nicht behandelt werden.

Eine interessante Anwendung von schallmodulierten Medien sind Akustooptische Spektrometer. Hier-
bei wird mit einem piezoelektrischen Transducer mit einem zu analysierenden Hochfrequenzsignal eine
akustische Welle in einem Kristall erzeugt. Diese Welle moduliert den Brechungsindex und erzeugt ein
Phasengitter. Der Kristall wird mit einem kollimierten Laserstrahl von der Seite beleuchtet. Die Winkel-
dispersion des gebeugten Lichts ergibt dann ein Bild des Spektrums des Hochfrequenzsignals, welches
mit einem CCD-Detektor aufgenommen werden kann. Jedem Ort kann dabei eine bestimmte Frequenz
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zugeordnet werden und mit der sich an einem bestimmten Ort befindenen CCD-Zelle kann die Inten-
sitat, also die Intensitét der Frequenzkomponente bestimmt werden. Man kann damit eine sehr schnelle
Fourieranalyse von hochfrequenten Signalen erzielen. Dieses Verfahren wird z.B. in der Radioastrono-

mie eingesetzt, um das Zwischenfrequenzsignal eines Heterodynempféangers spektral zu analysiert (siehe
Abb. 5.35).
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5.7 Interferometrie

Wir wollen in diesem Abschnitt das Themengebiet Interferometrie behandeln. Darunter versteht man die
Anwendung von Interferenzphdnomenen zu messtechnischen Zwecken. Einige der genauesten Messun-
gen sowohl von rdumlichen Dimensionen als auch von Frequenzen sind mit interferometrischen Metho-
den durchgefiihrt worden, wobei Wellen unterschiedlicher Art (elektromagnetische, akustische, Materie-
wellen) verwendet wurden. Die Vielfalt von interferometrischen Methoden und Instrumenten ist heute
sehr groR, so dass wir hier nur einen kleinen Ausschnitt abdecken kdnnen.

Die Entdeckung von Interferenzeffekten durch Young ermdglichte es ihm, das erste interferometrische
Experiment durchzufiihren, ndmlich die Bestimmung der Wellenknge des Lichts. Ganz allgemein ist
Interferenz moglich zwischen Wellen, die einen von Null verschiedenen Grad gegenseitiger Kohérenz
besitzen und auch von verschiedenen Quellen ausgehen konnen. Das Thema Kohdrenz von Lichtquellen
werden wir erst spater behandeln (siehe Kapitel 6). Wir nehmen im Folgenden einfach an, dass die
interferierenden Wellen entweder vollkommen kohérent oder vollkommen inkoharent sind. Im Falle der
vollen Kohérenz gibt es eine feste Phasenbeziehung zwischen den Wellen und man kann dann zeitlich
stationdre Interferenzeffekte beobachten.

Uberlagert man koharente Wellen, so muss man ihre komplexen Amplituden addieren. Um ihre Inten-
sitdt zu berechnen muss man das Betragsquadrat dieser Summe bilden. Bei inkohédrenten Wellen be-
rechnen wir dagegen zuerst die Amplitudenquadrate und addieren diese dann auf. Wir betrachten hierzu
als Beispiel zwei identische Punktlichtquellen® die sich auf der x-Achse bei x und —x befinden, und
berechnen die Intensitat bei x = 0:

W(O0) = Wi(0)+¥2(0) = i—jexpﬁ(kx() — o) + i—jexmi(kXo — b))

2
kohdrent: |¥(0) = |‘P1(0)+‘P2(0)!2:|‘P1\2+|‘P2|2+2Re(‘P1\P§):4<i—Q>
0
2
inkohérent: |[¥(0) = |‘P1(0)|2+|‘P2(0)]2:2<i—Q> : (5.7.1)
0

Bei der Uberlagerung der koharenten Wellen erhalt man bei x = 0 die Gesamtintensitt 4%, wogegen
sie fiir inkohdrente Teilwellen nur 2|\Pf betragt.

Fir eine genauere Betrachtung miissen wir die ortsabhdngige Phasendifferenz A zwischen den sich
tiberlagernden Teilwellen berticksichtigen. Mit

Y(x) = Wi(x)+W¥a(x)
- xiQXo expli(k(x+Xo) — ot) — ¢1] + XOaS

Xexp[i(k(xo —X) — ot) — @] (5.7.2)

erhalt man

151801 erzeugt Young (1773 - 1829) seine Beugungsmuster am Doppelspalt, ein einfaches Experiment, dessen Ergebnisse
nicht anzuzweifeln waren. 1815 erarbeitete Fresnel eine theoretische Beschreibung. 1821 erzeugte dann Fraunhofer die ersten
Beugungsmuster mit parallelem Licht, deren theoretische Beschreibung wesentlich einfacher war.

16Dje kugelsymmetrischen Wellen, die von einer Punktlichtquelle am Ort ry auslaufen, kdnnen durch Wiugel =

T?Ql expli(|k||r| — ot)] beschrieben werden, wobei [r| = /(X —X0)2 + (Y — Y0 )2 + (2 — 20)2.
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Abbildung 5.36: Interferenzerscheinung bei der Uberlagerung von zwei koharenten Punktquellen Q
und Q2 an den Stellen —xy und xq. Die gestrichelte Kurve ergibt sich bei der Uberlagerung von zwei
inkoharenten Teilwellen.

PP = [¥1(x) + P20
= ‘1"’1(‘1"1 + ‘1"5‘1’2 + \P?Pz +¥1¥5 = \P?Pl + ‘1"5‘1’2 + ZRG(‘PTPz)

_ (A )\, (A \ [ %% .
N <X+XO> +<Xo——X> *<xg—xz>Re[exp('[k<2><>+¢z—¢ﬂ>]

2 2 2
_ aQ ag 2aQ
B <x+xo> +<X0—X> +<x3—x2 cos(2kx +A@) . (5.7.3)

Hierbei bezeichnet man den cos-Term als Interferenzterm. Die Abhéngigkeit (5.7.3) ist in Abb. 5.36
gezeigt. Bei kohdrenten Teilwellen ist die Phasendifferenz ¢ — ¢, zwischen den beiden Teilwellen zeit-
lich konstant, so dass der letzte Term in (5.7.3) zur zeitlich Uber viele Schwingungsperioden gemittelten
Intensitdt beitrdgt. Die relative Phasenlage der beiden Teilwellen ist durch Ap = k(% —X2) + ¢ — ¢
gegeben. Bei x = 0 ist x; = Xz und damit Ap = ¢ — ¢1. In unserem Beispiel in Abb. 5.36 haben wir
Ap = ¢ — ¢ = 0 angenommen. Bewegt man sich um Ax von x = 0 weg, so haben die beiden Wellen
dort einen Phasenunterschied Ag = k2Ax = 2Ax 2r/A. Das heifit, bei Ax = A /4 ergibt sich gerade ei-
ne Phasenschiebung von & und es kommt zur Ausléschung der sich koharent tberlagernden Wellen. In
unserem Beispiel ist die Ausldschung nicht vollkommen, da die Amplituden der von den Punktquellen
ausgehenden Wellen nur bei x = 0 gleich sind. Bei weiterer Vergrof3erung von Ax treten weitere Maxima
und Minima in regelméRigen Abstédnden von A /2 auf.

Bei inkohdrenten Teilwellen variiert ¢» — ¢y zeitlich, wodurch der zeitliche Mittelwert der Exponential-
2 2
funktion null wird und die Gesamtintensitét sich zu [¥(x)f = [¥1(x) > + [¥2(X)|> = (a—Q> + (a—Q)

X+Xo Xo—X
ergibt. Dies ist als gestrichelte Kurve in Abb. 5.36 gezeigt. Eine mehr quantitative Analyse der Kohadrenz

von Lichtquellen wird in Kapitel 6 gegeben.
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Abbildung 5.37: Interferometrie durch Aufspalten der Wellenfront. Gezeigt sind der Young'sche Doppel-
spalt (a), das Fresnel'sche Biprisma (b) und der Fresnel'sche Doppelspiegel (c).

Es stellt sich nun die Frage, warum man die ausgepragten Interferenzerscheinungnen, wie wir sie eben
diskutiert haben, im Allgemeinen nicht beobachtet. Die Ursache dafir liegt in der hohen Frequenz des
Lichts und in der kurzen Zeit, tber die herkdmmliche Lichtquellen elektromagnetische Wellen mit de-
finierter Phase emittieren konnen. Die Notwendigkeit der Kohérenz der interferierenden Wellen macht
fur die Beobachtung von Interferenzeffekten bei optischen Frequenzen eine Einzelquelle notwendig.
Die unterschiedlichen Methoden, einen einfallenden Strahl zu teilen und die verschiedenen Teilstrahlen
anschlielend wieder interferieren zu lassen, nachdem sie das zu messende System durchlaufen haben,
machen die unterschiedlichen Klassen von Interferometern aus.

5.7.1 Interferometrie durch Aufspalten der Wellenfront

In Abb. 5.37 sind Interferometeranordnungen gezeigt, bei denen die interferierenden Lichtbiindel da-
durch erzeugt werden, dass unterschiedliche Anteile der Wellenfront zur Interferenz gebracht werden.
Beim Young’schen Interferometer (Abb. 5.37a) werden die beiden Spaltdffnungen von einer Punktquel-
le oder einer entsprechend rdumlich koh&renten Flachenquelle beleuchtet. Das Beleuchtungslicht der
beiden Spalte stammt also von unterschiedlichen Stellen der priméren Wellenfront. Die beiden Spalte
dienen somit als kohdrente Lichtquellen in einem Abstand a und erzeugen die in Abschnitt 5.5.1 dis-
kutierten Streifenmuster. Durch Einbringen spezieller optischer Komponenten vor die Spaltoffnungen
lassen sich dann verschiedene Interferenzexperimente durchfihren. Das Young’sche Interferometer be-
sitzt zwar einen einfachen Aufbau, erlaubt aber wegen der notwendigen schmalen Spaltbreiten nur licht-
schwache Interferenzfiguren.

Beim Fresnel’schen Biprisma (Abb. 5.37b) oder beim Fresnel’schen Doppelspiegel (Abb. 5.37c) werden
relativ breite Bereiche der Wellenfrot zur Uberlagerung gebracht und so lichtstarke Interferenzen erzeugt.
Durch die Ablenkung des Lichts an den beiden Prismen oder den beiden Spiegeln werden die Lichtquel-
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len verdoppelt. Der Schirm wird so beleuchtet, als kdme das Licht von zwei zueinander koh&renten
Lichtquellen Q' und Q”.

Zweistrahlinterferometrie

Durch die Beobachtung von Interferenzmustern lasst sich die Wellenldnge des Lichts bestimmen. Ob-
wohl das Young’sche Beugungsexperiment dabei keine hohe Messgenauigkeit zuldsst, wollen wir exem-
plarisch analysieren, wie hoch die Messgenauigkeit bei diesem Experiment ist. Die Transmissionsfunkti-
on der Spalte wollen wir durch zwei Delta-Funktionen, die einen Abstand a haben sollen, charakterisiert.
Wir haben bereits gezeigt, dass das entsprechende Fraunhofer’sche Beugungsmuster fir diese Transmis-
sionsfunktion durch

Y(u) = 2cos(ua/2) (5.7.4)

gegeben ist. Mit u = kg sin 6 erhdlt man

: koa .
Y(sing) = 2005(%asm9)

| =|¥(sing))? = 4 cosz(l(g_—asine) = 2[1+cos(koasin8)] . (5.7.5)

Wir sehen, dass wir maximale Intensitét fiir

koa .
%asme = mn
. 21
oder As = asing = mk— =mA m=20,1,23,... (5.7.6)
0

erhalten. Analog dazu erhalten wir minimale Intensitat fir

koa . 2m+1
7slne = > Vs
. 2 12 2m+1
oder As = asing = m2+ k—ﬂ = m2+ A m=0,1,23,... .(5.7.7)
0

Hierbei ist As der Laufwegunterschied der beiden Teilwellen (vergleiche Abb. 5.27).

Wir wollen nun eine Quelle betrachten, die zwei Wellen mit unterschiedlichen Wellenzahlen k und k;
aussendet. Die zu diesen Wellenvektoren gehorigen Wellen addieren sich inkohdrent, womit man unter
der Annahme von zwei gleich hellen Quellen

© Walther-Meif3ner-Institut



Abschnitt 5.7 PHYSIK 1

257

2.0

rell |\ [ \ N

|
1.2 \
|

Intensitat

AV
\

0.4 Emut -

AR
ool VWV Y W VY Y
0.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
sin

|
——
—
— ]
e
s — ]
—
=
—
_
——

PR—

Abbildung 5.38: Zur Veranschaulichung der Zweistrahlinterferenz bei Verwendung einer Quelle, die zwei
Wellen mit unterschiedlichen Wellenzahlen k; und ky aussendet. In der Abbildung wurde k;a = 167 oder
a A, =8 (rot, gestrichelt) und kya = 207 oder a A, = 10 (blau) verwendet. Die Summenfunktion (griin) zeigt
eine Schwebung, die aufgrund der unterschiedlichen Wellenzahlen zustande kommt. Um die beiden
Wellenzahlen auflésen zu kdnnen, muss mindestens eine solche Schwebung im Intervall 0 <sin6 < 90°

auftreten.

kia . koa .
| = 4 [cos2 (%a sin 9> + cos? <%a sin 9)} (5.7.8)

erhélt. Die Gesamtintensitét ergibt sich, wie in Abb. 5.38 gezeigt ist, somit aus der Summe von zweli
cos?-Funktionen. Die beiden Satze von Beugungsmustern der Form cos sind auRer Phase, was zu einer
gleichmalRigen von 6 unabhéngigen Intensitét fihrt, wenn die Bedingung

ka . kea
%asme—%asme . (2m+1)§ (5.7.9)

erflllt ist, wobei m eine ganze Zahl ist. Das Kriterium fir die Auflésung einer einzelnen Wellenlange ist
intuitiv dadurch gegeben, dass die Bedingung (5.7.9) mindestens einmal fir einen Beobachtungswinkel
von 6 < 90° erfillt wird. Dies ist der Fall, wenn

ki—ko=—— > 7/a (5.7.10)

ist. Fur ky ~ k» lasst sich dieses Kriterium in Wellenlangen A wie folgt ausdriicken:

Mo—M AL )
= > o (5.7.11)
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Hierbei ist A = (A1 + A2)/2. Diese Bedingung wird Auflosungsgrenze genannt. Der inverse Ausdruck
A /AL heiRt Aufldsungsvermdgen. Ist a = 1mm und A = 500 nm, so wird ein Aufldsungsvermdgen bis
zu 4000 erreicht. Enthélt die Quelle allerdings mehr als zwei Wellenlangen, so wird das Beugungsmu-
ster kompliziert und es ist keine so einfache Interpretation mehr mdglich. Es werden dann kompliziertere
Techniken, wie z.B. die Fourier-Spektroskopie (siehe Abschnitt 5.7.3), bendtigt. Unsere jetzige Abhand-
lung enthélt aber die vollstdndige Physik der so genannten Zweistrahlinterferometrie.

5.7.2 Beugungsgitter

Eine bedeutende Verbesserung im Aufldsungsvermégen wird durch den Ubergang von dem eben be-
sprochenen Zweispaltsystem zu einem Beugungsgitter erreicht (siehe Abb. 5.39). Ein Beugungsgitter
ist eine eindimensionale Anordnung von Blenden (z.B. schmalen Spalten oder Spiegeln). Wir haben in
Abschnitt 5.5.3 gesehen, dass das Beugungsmuster einer solchen Anordnung eine periodische Anord-
nung von Delta-Funktionen ist, deren Starke durch die genaue Form und Grol3e der einzelnen Blenden
gegeben ist. Die Positionen der Delta-Funktionen werden nur durch die Gitterperiode a bestimmt und
mit (5.5.16) lasst sich die Bedingung fiir das Auftreten von Intensitdtsmaxima schreiben als

. . 2
u = Kko(sin@—sinéy) = up = im%r

oder As = asin6 +mA m=0,1,2,3,... . (5.7.12)

Hierbei ist m die Beugungsordnung und As der Laufwegunterschied von Teilwellen benachbarter Gitter-
spalte (vergleiche Abb. 5.27). Da ky = 2rt/A in der Definition von u enthalten ist, ist wie in Abb. 5.39
gezeigt der Beugungswinkel wellenldngenabhéngig. Diese Abhéangigkeit macht Beugungsgitter zu wich-
tigen Instrumenten in der Spektroskopie, man nennt sie Gitterspektrometer. Wir werden sie im Folgenden
im Rahmen der skalaren Naherung diskutieren.

Wir wollen an dieser Stelle deutlich machen, dass Beugungserscheinungen nicht nur beim Durchgang
eines Lichtbiindels durch eine begrenzende Offnung auftreten, sondern auch bei der Reflexion an einer
spiegelnden Flache. So erhdlt man z.B. durch Reflexion an einer spiegelnden Kreisflache im reflektierten
Licht ein Beugungsmuster, das vollig dem im durch eine Offnung gleicher Form transmittierten Licht
entspricht. Wir werden weiter unten sehen, dass Reflexionsgitter gegentiber Transmissionsgittern Vorteile
hinsichtlich der Beugungseffizienz besitzen.

Herstellung von Beugungsgittern

Die ersten Gitter wurden durch Ritzen von feinen Linien in Glas oder Metall mittels einer Diamantspitze
hergestellt. Rowland verwendete z.B. ein genaues Gewinde, um die Diamantspitze lateral zu verschie-
ben, um einen wohldefinierten Abstand zwischen den einzelnen Linien zu erhalten. Diese Herstellungs-
methode erfordert aber komplizierte Maschinen, da man wéhrend des Ritzens thermische Ausdehnungs-
effekte oder Verdnderungen der Diamantspitze vermeiden muss.

In den letzten Jahren haben sich die Herstellungsverfahren fur Gitter stark veréndert. Gitter wurden z.B.
dadurch hergestellt, indem man zuerst in eine Zylinderoberflache ein sehr feines Gewinde geschnitten
hat. Der Zylinder wird dann anschlieBend mit einem Kunststoff beschichtet, der dadurch einen genauen
Abdruck des Gewindes enthélt. Der Kunststoff wird schlieBlich abgewickelt und stellt ein tiberraschend
genaues Gitter dar, das sich auf diese Weise sehr billig herstellen I&sst.
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Abbildung 5.39: Zur Veranschaulichung der Mehrstrahlinterferenz an einem Gitter. Gezeigt sind die Beu-
gungsmuster fur ein Gitter mit N = 10 Spalten fur zwei unterschiedliche Wellenlangen a/A; = 1 (rot) und
a/A; = 1.25 (blau). Der gewahlte Wellenlangenunterschied entspricht dem von Abb. 5.38. Man erkennt,
dass im Gegensatz zur Zweistrahlinterferenz in der Gesamtintensitat (griin) die Beugungsmuster der
beiden unterschiedlichen Wellenldngen deutlich erkennbar sind. Die Gesamtintensitat ist aus Grinden
der Ubersichtlichkeit um 20 nach oben verschoben.

Wichtiger ist allerdings die Herstellung holographischer Gitter. Wie wir spéter sehen werden, sind
Hologramme im Wesentlichen komplizierte Beugungsgitter, sie konnen aber auch so entworfen wer-
den, dass sie einfache Beugungsgitter darstellen. Die Entwicklung von hochwertigen Photolithographie-
Techniken, wie sie heute in der Halbleitertechnologie eingesetzt werden, hat es ermdglicht, ein sehr
feines Interferenzmuster zwischen zwei ebenen Wellen in einen Photolack zu belichten, wodurch mit ei-
ner einzigen Belichtung ein Gitter erzeugt wird, das tausende von feinen Linien enthélt. Verwendet man
z.B. zwei kohérente ebene Wellen, die von einem Laser mit der Wellenlange 500 nm erzeugt werden
und unter einem Winkel von 2oc = 60° interferieren, so erzeugen diese ein Young’sches Beugungsmuster
mit einem Linienabstand von A4 /2sin oo = 500 nm. Da die Laser-Linien sehr scharf sind, ist die Zahl der
Linien sehr groR und es kdnnen Gitter mit einer Lange von mehreren Zentimetern mit einer Belichtung
erzeugt werden. Bei dieser Herstellungsmethode werden Fehler in dem Abstand benachbarter Linien,
wie sie bei mechanischen Herstellungsverfahren unvermeidbar sind, umgangen.

Ein weiterer Vorteil der holographischen Gitter besteht darin, dass der Linienabstand in einer geplanten
Art und Weise ungleichmaRig gemacht werden kann, um dadurch bekannte Abbildungsfehler von op-
tischen Systemen auszugleichen. So kann z.B. ein selbstfokusierendes Gitter dadurch erzeugt werden,
indem man als Ursprung fir das Gitter die Interferenz von zwei Kugelwellen verwendet.

Gitterspektrometer

Die in Gitterspektrometern eingesetzten Beugungsgitter sind meist Reflexionsgitter, die entweder durch
Ritzen einer optisch ebenen Oberflache oder durch Holographie erzeugt werden. Bei letzteren wird dabei
der Photolack in den belichteten Gebieten wegentwickelt und die freigelegte Oberflache angedtzt. Die
Bedeutung der Reflexionsgitter kommt daher, dass sie einen hohen Lichtdurchsatz bei Abwesenheit von
Farbfehlern ermdglichen und dass sie generell Phasengitter sind, deren Effizienz, wie weiter unten ge-
zeigt wird, sowohl in der Theorie als auch in der Praxis deutlich hoher liegt als bei Transmissionsgittern.
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Abbildung 5.40: Typischer Aufbau eines Gitterspektrometers mit Reflexionsgitter und abbildendem Hohl-
spiegel (Ebert-Monochromator).

Abb. 5.40 zeigt den typischen Aufbau eines Gitterspektrometers. In einem lichtundurchléssigen Kasten
befindet sich ein grofRer Hohlspiegel mit einer Brennweite f. Durch diesen Hohlspiegel wird Licht, das
vom Eintrittsspalt kommt, parallelisiert und auf das Gitter gelenkt. Das unter dem Ablenkwinkel & ge-
beugte Licht fallt wieder auf den Hohlspiegel und wird von dort auf den Austrittsspalt abgebildet. Durch
die feste Anordnung von Spalten und Hohlspiegel kann nur Licht, das unter dem Winkel @ abgelenkt
wurde, das Spektrometer verlassen. Bei vorgegebenem Gitterabstand und Beugungswinkel @ wird nur
genau eine Wellenlange durchgelassen.

Auflésungsvermogen

Beim Einsatz von Beugungsgittern in Spektrometern ist die entscheidende Aufgabe, die Wellenlénge
von Spektrallinien zu messen. Kennen wir den Abstand a der Gitterlinien, so kénnen wir (5.7.12) da-
zu benutzen, die Wellenldngen absolut zu bestimmen. Wichtig ist, welche Wellenlangenunterschiede
von dem Gitterspektrometer noch aufgeldst werden konnen. Wir werden im Folgenden zeigen, dass das
Auflosungsvermogen von Gitterspektrometern durch die endliche Lénge des Gitters gegeben ist.

Wir gehen in unserer Diskussion von den in Abschnitt 5.5.3 hergeleiteten Ausdriicken aus. Wir haben
dort gesehen, dass das Beugungsmuster einer endlichen Zahl N von Blenden mit konstantem Abstand a
sowohl Haupt- als auch Nebenmaxima besal3. Im Fall von N Spalten gibt es N — 1 Nullstellen der Inten-
sitat zwischen den Hauptmaxima. Sind im einfallenden Licht zwei Wellenldngen vertreten, so werden
sich ihre Intensitatsfunktionen addieren (siehe hierzu Abb. 5.39). Wir missen nun die Bedingung daftir
ableiten, dass die zu verschiedenen Wellenldngen gehdrenden Hauptmaxima noch deutlich als Doppelli-
nie im Gesamtspektrum zu erkennen sind. Wir missen deshalb die exakte Form der Interferenzfunktion
im Detail betrachten. Aus (5.5.12) wissen wir, dass die auf eins normierte Interferenzfunktion an der
Stelle u = ksin 6 durch

1 sin*(uNa/2)

Igitter (U) N2 W .

(5.7.13)

gegeben ist. Diese Funktion hat Hauptmaxima mit I (u) = 1 an den Stellen
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. 2
u = kgsind = img
oder As = asin = 4+mA mit m = 0,1,2,3,... . (5.7.14)
und Nullstellen bei
. 2
u = kosing = i(m+n/N)§
mit m=0,1,2,3,... und n=1,23,....N—-1. (5.7.15)

Zwischen den Nullstellen gibt es N — 2 Nebenmaxima. Sind nun die Intensitéten der beiden einfallenden
Wellenléngen gleich, so ist ihre kombinierte Intensitat die in Abb. 5.41 gezeigte Summe zweier Funktio-
nen der Gestalt von (5.7.13).

Ein sinnvolles Auflésungskriterium ist von Rayleigh vorgeschlagen worden. Danach werden zwei Wel-
lenléngen aufgeldst, wenn das Hauptmaximum der ersten Intensitatsfunktion mit der Nullstelle n = 1 der
anderen Ubereinstimmt. Benutzen wir dieses Rayleigh-Kriterium, so finden wir mit Hilfe von (5.7.15),
dass die erste Nullstelle vom Hauptmaximum um Au = 2t /Na entfernt ist. GemalR der Definition von u
kdnnen wir schreiben:

Au Ak AL (5.7.16)

Das Auflosungsvermdgen ist definiert als A /AAmin und betrdgt fur die m-te Ordnung

A uNa
= —— =mN 5.7.17

Wir sehen, dass das erreichbare Aufldsungsvermdgen nicht nur vom Linienabstand abhéangt. Verwen-
det man ein groberes Gitter, kann namlich eine hohere Beugungsordnung verwendet werden und das
Aufldsungsvermogen kann genauso gut sein wie bei einem feinen Gitter. Ist L die Gesamtléange des Git-
ters, so ista = L/N und das Aufldsungsvermdgen ldsst sich als

A u 2L(sin® —sinGp) L ,
= — = = —(sin@ —sin . 5.7.18
Admin Au % l( %) ( )

Bei gegebenen Beugungswinkel 6 und Einfallswinkel & hangt das Auflésungsvermdgen also nur von
der Gesamtléange des Gitters ab. Das grote Aufldsungsvermogen wird bei § — n/2 und 6 — —x/2
erreicht:

2003



262 R. GROsSS Kapitel 5: Beugung und Interferenz
20— |
I N=5
16} ali, =20
1.2

2o\ N

o\ [\
1\ A

0.0 - - C
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
sin®

Abbildung 5.41: Die Addititon der Beugungsgitterfunktionen fiir zwei unterschiedliche Wellen&ngen zur
Verdeutlichung des Rayleigh-Kriteriums fur das Wellenlangenauflosungsvermogen. (Parameter: N = 5,
a/A1 =20und a/A; = 24).

A L
Almin - ZI.

(5.7.19)

Beugungsgitter sollten also so lang wie moglich gemacht werden. Theoretisch kdnnten wir einfach
ein Paar von Spalten nehmen und diese sehr weit voneinander entfernen, damit L grof3 wird. Dies
funktioniert aber so nicht, da dadurch das zur Verfugung stehende Licht nur sehr schlecht ausgenutzt
wirde. Nach (5.7.19) sollte ein Beugungsgiter der Lange L =5cm bei A =500 nm ein theoretisches
Aufldsungsvermdgen von 2 x 10° erreichen. In der Praxis haben allerdings Beugungsgitter in der Re-
gel immer ein wesentlich unter dem theoretischen Wert liegendes Aufldsungsvermdgen. Dies liegt an
unvermeidbaren Herstellungsfehlern der Gitter.

Beugungseffizienz

Bisher haben wir meist nur die Interferenzfunktion von Beugungsgittern betrachtet, die die Fourier-
Transformierte eines Satzes von Delta-Funktionen ist, der die Positionen der Beugungsobjekte darstellt.
Die Interferenzfunktion muss aber noch mit der Beugungsfunktion multipliziert werden, die die Fourier-
Transformierte eines einzelnen Beugungsobjektes ist (siehe Abb. 5.28 in Abschnitt 5.5.3).

Wir betrachten zundchst ein Amplitudentransmissionsgitter, bei dem die einzelnen Beugungsobjekte
Spalte mit einer Breite b sind. Die Beugungsfunktion ist dann die Fourier-Transformierte eines solchen
Spaltest’

sin(bu/2) sin(Z2sin 9)
b d = b =b . 5.7.20
(u) bu/2 0 sin 6 ( )

Mitu=ksing = (27/2)sin 6.
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Fir die m-te Beugungsordnung des Gitters gilt u, = 2zm/a oder asin & = mA. Fir die erste Ordnung
tritt bei einer Variation von b der maximale Wert von ¥(u) bei einer Spaltbreite von b = a/2 auf, d.h.
die optimale Spaltbreite ist der halbe Spaltabstand. Aber auch bei diesem optimalen Spaltabstand ist die
Effizienz des Beugungsgitters noch sehr klein. Hierzu betrachten wir die Lichtleistung R, der verschie-
denen Beugungsordnungen, die proportional zu [¥(u,)|? ist. Man erhalt fir b = a/2 (vergleiche hierzu
Abb. 5.28)

Po o a’/4, Pijoeca’/m?, Pip=0, ... . (5.7.21)

Die Proportionalitdtkonstante kann durch Gleichsetzen von b = a gefunden werden, wobei das Gitter
dann vollkommen transparent ist und dadurch R} o b? = a? und P/ = O fiir i > 1 gilt. Man definiert nun
die Beugungseffizienz als den Bruchteil des einfallenden Lichts, der in die stérkste, von null verschiedene
Ordnung gebeugt wird. Wir sehen, dass, selbst wenn die Beugungseffizienz durch die Wahl von b =a/2
optimiert wird, nur ein maximaler Wert von B /Pj ~ 10% erreicht werden kann.18 Der Weg hin zu
hoheren Effizienzen fiihrt zur Benutzung von Phasengittern.

Vertiefungsthema:
Blaze-Gitter

Rayleigh kam auf die Idee, Effekte von Beugung oder Reflexion mit der Interferenz zu kombinieren, um
dadurch Phasengitter zu erzeugen, die einen Grofteil der Intensitat in bestimmte Beugungsordnungen
konzentrieren und dadurch zu hohen Effizienzen fiihren. Das Prinzip ist in Abb. 5.42 gezeigt. Jedes
Element des Gitters ist in der Form eines Prismas ausgelegt, dessen Winkel so gewdhlt ist, dass die
erzeugte Ablenkung dem Winkel einer bestimmten Beugungsordnung entspricht. Entsprechendes gilt
flr das Reflexionsgitter, bei dem jedes Element ein kleiner Spiegel ist.

Um ein Gitter zu ritzen, benutzt man anstelle eines beliebig gespitzten Diamanten einen speziellen Kri-
stallschnitt, der optisch ebene Flachen in einem beliebigen Winkel erzeugen kann. Das Gitter ist dann
“geblazed” und man nennt so hergestellte Gitter Blaze-Gitter. Es ist wichtig anzumerken, dass Blaze-
Gitter fur eine bestimmte Wellenlange und Beugungsordnung optimiert sind. Das bedeutet, dass die
erreichbaren hohen Effizienzen nur fur einen kleinen Wellenldngenbereich gelten.

Wir wollen das Blaze-Gitter mit Hilfe der skalaren Wellentheorie unter Benutzung des Faltungssatzes
diskutieren. Wir nehmen an, dass eine ebene Wellenfront, die senkrecht auf das Beugungsgitter einfallt
(wir wollen uns nur auf diesen Spezialfall beschranken), um den Winkel 6 gebeugt wird. Fir ein Reflexi-
onsgitter ist bei senkrechtem Lichteinfall B = 2o nur durch die Geometrie des Gitters bestimmt. Fir ein
Transmissionsgitter kann 3 auch wellenldangenabhéngig sein. Wir wollen uns hier nur mit dem Fall eines
Reflexionsgitters befassen. Analog zu Abschnitt 5.4.4 kénnen wir eine einzelne Facette des Beugungs-
gitters durch eine Phasenfunktion der Form exp(ikyxsin3) beschreiben. Die dazugehdrige komplexe
Transmissionsfunktion einer Facette mit Breite b ist g(x) = rect(x/b)exp(ikxsin ). Das vollstdndige
Gitter wird dann durch die Transmissionsfunktion

fx) = g(x) @ 8(x—na)
= [rect(x/b)exp(ikoxsin )] @ D &(x — ma) (5.7.22)
18 Aus Abb. 5.28 ist ersichtlich, dass fiir b = a/2 das Hauptmaximum 1. Ordnung noch etwa 40% der Intensitét des Haupt-

maximums 0. Ordnung besitzt. Normieren wir dies auf die Intensitat P}, so miissen wir wegen b = a/2 noch durch 4 teilen und
erhalten somit Py /P) ~ 10%.
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(a) o

Abbildung 5.42: (a) Blaze-Transmissionsgitter. Der Winkel 8 muss die Bedingungen mA = asin 8 (Blaze-
Bedingung) und 8 = (n— 1) (n=Brechungsindex) erfiillen. (b) Blaze-Reflexionsgitter. Hier muss 8 die
Bedingungen mA = asin6 und 6 = 2« erflllen.

beschrieben. Die Fourier-Transformierte dieser Transmissionsfunktion ist

sin(ub/2

Fuy = |8(u—kgsinB)® ub/2) Y §(u—2nm/a)

_sin[b(u—kosinfB)/2]
= “hu_kosinB)/2 > §(u—2nm/a) . (5.7.23)

Diese Funktion ist in Abb. 5.43a dargestellt. Man sieht, dass das Maximum der Einhiillenden (sinx/x)-
Funktion (Beugungsfunktion), das den Wert von u bzw. sin6 (da u = ksin0) angibt, unter dem die
groBte Intensitat beobachtet werden kann, vom Ursprung zum Wert kg sin B verschoben ist.

Die maximale Intensitat der Produktfunktion aus der Beugungsfunktion und der Interferenzfunktion des
Gitters erhdlt man genau dann , wenn das Maximum der Beugungsfunktion mit einem Hauptmaximum
der Interferenzfunktion zusammenfallt. Die Maxima der Interferenzfunktion treten fiir u = ksin6 =
2rm;/a auf. Das heifdt, aus dem Zusammenfallen der Maxima erhalten wir die Bedingung ksinf3 =
2rm;/a oder asin3 = miA (Blaze-Bedingung). Man sieht, dass man den Winkel 3 dazu verwenden
kann, die Intensitét einer bestimmten Ordnung m fiir eine gegebene Wellenzahl ky bzw. Wellenlange Ay,
die so genannte Blaze-Wellenlénge, zu maximieren.

Wir wollen nun die Beugungseffizienz berechnen. Die Intensitdt der m-ten Ordnung ist bei der Blaze-
Wellenlange gegeben durch |F(2zm/a)f?. Mit der Blaze-Bedingung ko sin 8 = 2zrm; /a und der Bedin-
gung Kosin® = 2zm/a flr das Auftreten der Hauptmaxima folgt aus (5.7.23) fiir das Maximum m-ter
Ordnung im ldealfall vollstandiger Reflexion (oder Transmission)

sin? [2Z (m —m;)]
" S o (5.7.24)
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Abbildung 5.43: Verlauf der Beugungsintensitat eines Blaze-Gitters (N = 10). Die Einhtllende zeigt je-
weils nur die Beugungsfunktion. (a) Beugungsintensitat bei der Wellenlange, auf die das Gitter abge-
stimmt wurde. Das Hauptmaximum 1. Ordnung fallt genau mit dem Maximum der Beugungsfunktion
zusammen. (b) Beugungsintensitat bei einer leicht verschobenen Wellenlange. Die erste Ordnung do-
miniert hier, aber die anderen Ordnungen erscheinen schwach im Beugungsbild.

Da b = a folgt dann I, = O fiir alle Ordnungen aufer m = m;. Die Effizienz der m;-ten Beugungsord-
nung ist somit 100%. In der Praxis lassen sich allerdings Gitter mit b = a nur schwer herstellen, es gibt
ublicherweise unbeleuchtete Bereiche an den Réndern der Facetten. Dadurch wird b < a und die Ord-
nungen m # m; haben eine von null verschiedene Intensitét, was sich in einer Verringerung der Effizienz
widerspiegelt.

Fir die Wellenzahl k; # ko ist die Phasenfunktion exp(ik; sin ) und damit

in[b(u—kisin ) /2]
Fu) = S'EJ[(U(“_M;;'ZB /2/ Y 5(u—2zmja) . (5.7.25)

Damit erhalt man fir die Intensitat |,
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(5.7.26)

Hierbei haben wir die Blaze-Bedingung kysin 8 = 2zm;/a dazu benutzt, sin 3 als Funktion von k; aus-
zudriicken. Der entsprechende Kurvenverlauf ist in Abb. 5.43b gezeigt. Die Beugungseffizienz ist jetzt
nicht mehr 100%, kann aber immer noch sehr hoch sein, wenn k ~ k;. Fur praktische Anwendungen
wird der Winkel B so gewdhlt, dass fiir die Mitte A, des zu untersuchenden Wellenldngenbereichs AA
die Richtung des reflektierten Lichts mit der Richtung zusammenfallt, unter der das Interferenzmaximum
m-ter Ordnung auftritt.

5.7.3 Interferometrie durch Aufspalten der Wellenamplitude

Wir haben bis jetzt Interferometeranordnungen diskutiert, die auf der Aufspaltung der Wellenfront ba-
sierten. Eine zweite Klasse von Interferometern erzeugt die interferierenden Lichtbiindel durch Auf-
spalten der Wellenamplitude mit Hilfe von teilreflektierenden Spiegeln. Fir Messzwecke werden heute
ublicherweise Laser als Lichtquellen fiir solche Interferometer verwendet. Nur wenn Bildgebung als
Teil der Interferometrie verlangt wird (z.B. in der Interferenzmikroskopie), werden monochromatische
Lichtquellen den Lasern vorgezogen.

Jamin- und Mach-Zehnder Interferometer

(@) (b)

Glasplatte

Y
\Z

Vakuurj Gas ‘
RY YR

Glasplatte

Abbildung 5.44: (a) Jamin-Interferometer: An der Flache R wird das Licht vollstandig, an der Flache
S zur Halfte reflektiert. Die Interferenz ist an den Ausgangen A und B zu messen. (b) Mach-Zehnder
Interferometer: My und M, sind Spiegel, S; und S; sind Strahlteiler, die zu 50% reflektieren.

Diese Interferometer verwenden Teilreflexion an einem Strahlteiler, um zwei getrennte koharente
Lichtbiundel zu erzeugen, die an einem zweiten Strahlteiler wieder zusammengefiihrt werden. Die
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Léngen der optischen Wege konnen miteinander verglichen werden, wobei sehr kleine Differenzen de-
tektiert werden konnen. Die Ausfilhrung nach Jamin (siehe Abb. 5.44) ist sehr stabil gegeniiber me-
chanischen Storungen. Sie ist allerdings durch die nahe nebeneinander verlaufenden Teilstrahlen wenig
flexibel. Beim Mach-Zehnder Interferometer ist eine grof3ere Strahlseparation méglich. Beide Interfe-
rometer konnen mit Hilfe einer weilRen Lichtquelle so eingestellt werden, dass der Wegunterschied zwi-
schen beiden Teilstrahlen null betrégt. Weilles Licht verwendet man deshalb, da dessen Kohérenzlange
(siehe Kapitel 6) extrem kurz ist und deshalb die Nullstellung exakt bestimmt werden kann.

Eine typische Anwendung ist die Messung von Brechungsindizes von Gasen. Dazu bringt man in beide
Teilstrahlen Glasrohren der Lange L, wobei eine evakuiert ist und die zweite mit dem zu untersuchenden
Gas gefiillt ist. Der Unterschied im optischen Weg 81 ermdglicht die Messung der Brechungsindizes:

sl = (n—1)-L. (5.7.27)

Mit guten Interferometern kann man &1/A ~ 10~2 detektieren. Damit ergibt sich eine Messgenauigkeit
von &n = +1073A /L fir den Brechungsindex. Bei L = 5cm und A = 500 nm erhélt man damit eine
Messgenauigkeit §n = +1078.

Michelson-Interferometer

Michelson-Interferometer erzeugen nicht nur Teilstrahlen, die weit voneinander getrennt sind, sondern
auch noch senkrecht zueinander verlaufen. Diese Eigenschaften machen sie zu sehr flexiblen Instrumen-
ten. Das Grundprinzip eines Michelson-Interferometers ist in Abb. 5.45 gezeigt. Licht féllt auf einen
halbdurchldssigen Spiegel S und wird dort teilweise reflektiert sowie teilweise transmittiert. Die bei-
den Strahlen werden an den beiden Spiegeln My und M, reflektiert und treffen wieder auf den halb-
durchldssigen Spiegel. Das entstehende Interferenzmuster kann an den Punkten A oder B beobachtet
werden. Da Strahlen, die vom Spiegel M, reflektiert werden, beim Beobachtungspunkt A dreimal das
Medium von Spiegel S durchlaufen missen, wéahrend entsprechende Strahlen vom Spiegel M dies nur
einmal tun, wird ein zusatzliches Medium P in den Strahlengang eingegebracht, um die optischen Wege
anzugleichen. Diese Glasplatte wird auch deswegen benétigt, da Glas ein dispergierendes Medium ist
und man nur dann fur alle Wellenldngen den gleichen optischen Weg erhalt, wenn die gleiche Dicke an
Glas in beiden Teilwegen durchquert wird. Die Kompensation P muss deshalb die gleiche Dicke und
den gleichen Winkel haben wie der Spiegel S. Bei der Nullstellung des Michelson-Interferometers tritt
destruktive Interferenz fir alle Wellenlangen auf. Der dabei vorliegende Phasenunterschied von 7 riihrt
daher, dass ein Strahlbiindel an der AuRenseite und das andere an der Innenseite des Spiegels reflektiert
wird, wobei fiir die entsprechenden ReflexionskoeffizientenT = —r gilt (vergleiche Abschnitt 2.6).

Die vom Interferometer transmittierte Intensitat (gemessen am Detektor) Idsst sich als Funktion der Weg-
differenz As berechnen. Mit der einlaufenden Welle E, = A, cos(kx — wt) und den Reflexions- und Trans-
missionskoeffizienten r und t des Strahlteilers gilt fiir die Amplitude der ersten Teilwelle (blau}®

E; = —rtAccos(g; — ot) = rtAscos(m+ ¢ — ot),

wobei die Phase ¢ = 2/1—”51 vom durchlaufenen optischen Weg s abhéangt. Fur die zweite Teilwelle (rot)
erhalten wir

19Das Minuszeichen resultiert aus der Reflexion am optisch dichteren Medium, bei der ein Phasensprung von 7 auftritt.
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. verschiebbarer
M, ¢ N Spiegel

M
Quelle "
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A Spiegel
Detektor

Abbildung 5.45: Michelson-Interferometer: P ist eine Kompensationsplatte, das austretende Licht kann
an den Positionen A oder B beobachtet werden.

E; = rtAccos(g, — ot)

mit @, = a—”sz. Die am Detektor beobachtete Intensitat erhélt man durch die koharente Uberlagerung der
beiden Teilwellen zu

| = cep|Eq +E)|? = ceor’t?A2[cos(m + @1 — wt) +cos(pz — wt)]?.

Der Detektor registriert nur die zeitgemittelte Intensitat. Nach Zeitmittelung der Ausdrucks in eckigen
Klammern erhalt man®®

_ 2
I = r?t?cepAZ[1+cos(m + @1 — )] = r’t2cepA2[1 + cos(rm + %As)].

Bei gleichem durchlaufenen optischen Weg ist die Laufwegdifferenz As :2’1—ﬂ((p1 — @2) = 0 und man
erhélt ein Minimum der Intensitat wegen der zusdtzlichen Phasenschiebung von 7 bei der Reflexion an
der Grenzfldche zum optisch diinneren Medium. Ublicherweise verwendet man r? =12 ~ 1/2, so dass
der Vorfaktor %ceoAg der Halfte der zeitgemittelten Intensitét der einlaufenden Welle betrégt.

Ein endlicher Weglangenunterschied As resultiert in einer endlichen Differenz
2r
Ap = 1= = —-As.

Ein Michelson-Interferometer kann dazu benutzt werden, genaue Langenmessungen durchzufiihren und
damit einen physikalischen Langenstandard umzusetzen. Dazu benutzt man z.B. die Wellenldnge Zg

2OHierbei verwendet man cos? wt = 1/2 und sin® ot = 1/2.
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Albert Abraham Michelson (1852 - 1931):

Albert Abraham Michelson wurde am 19. Dezember 1852 in Strelno gebo-
ren. Seine Eltern emigrierten, als ihr Sohn 4 Jahre alt war an die Westkiiste
Nordamerikas. Nach dem Besuch der Grundschule in Virginia City wurde
Michelson fur den Rest seiner Schulzeit nach San Franzisco zu Verwandten
geschickt. Er erhielt ein Stipendium an der US Navel Academy in Anna-
polis. Nach Abschluss seines Studiums fuhr Michelson zunachst ein Jahr
auf See bevor er als Ausbilder fiir physikalische Wissenschaften an der Na-
vel Academy angestellt wurde. Durch die Schriften von Leon Foucault und
Armand Fizeau angeregt befasste er sich mit der Bestimmung der Lichtge-
schwindigkeit und verbesserte das Ergebnis auf 299910 +50 km/s. Fir die
Jahre 1880 -1882 erhielt Michelson von der Navel Academy die Erlaubnis
fiir weiterfuhrende Studien in Europa. So arbeitete er bei Helmholtz in Ber-
lin, wo er das nach ihm benannte Michelson-Interferometer entwickelte. Va-
rianten dieses Instrumentes wurden an verschiedenen Orten entwickelt. Zu
den bekanntesten gehort das Fabry-Perot-Etalon von Fabry und Perot 1896
entwickelt. Danach ging Michelson zu Quinke nach Heidelberg ehe er seine
Reise in Paris abschloss. 1882 {ibernahm er eine Professur fiir Physik an der neugegriindeten Case School for
Applied Sciences in Cleveland, Ohio. Dort verbesserte er die Messung der Lichtgeschwindigkeit erneut und kam
auf einen Wert von 299854 + 60 km/s. Dieser Wert wurde fiir 45 Jahre als Standard fiir die Lichtgeschwindigkeit
erklart. Nach umfangreichen Voruntersuchungen zur Feinstruktur von Spektrallinien wéhlte Michelson 1887 die
rote Cadmiumlinie zur Bestimmung des Meters. So ergab das 1553163,5 fache der Wellenlange einen Meter.
Dieser Wert blieb bis 1960 giiltig. 1889 wechselte er an die Clark University in Worchester, Massachusettes.
1893 wurde er Direktor der University of Chicago. 1907 erhielt er neben dem Nobelpreis fiir Physik auch die
Copley-Medaille von der Royal Society. Ab den 20er Jahren verbrachte Michelson zunehmend mehr Zeit in Ka-
lifornien auf Mt. Wilson als wissenschaftlicher Gast von George Ellery Hale. Hier verbesserte er durch einen
Lichtsignalaustausch zwischen dem Mt. Wilson und dem 35 km entfernt liegenden Mt. Antonio den Wert der
Lichtgeschwindigkeit noch einmal auf 299796 + 4 km/s. Dieser Wert liegt nur 4 m/s Uber dem heute akzeptier-
ten. Michelson, der schon 1925 von seinen administrativen Pflichten von der University of Chicago entbunden
wurde, zog im Alter von 77 Jahren endgliltig nach Pasadena. Dort verstarb er am 9. Mai 1931 an einem Gehirn-

tumor.

der roten Cadmium-Linie.?* Man beleuchtet dazu das Interferometer mit dieser Cadmium-Linie, zahlt
eine entsprechende Anzahl N von Hell-Dunkeldurchgdngen am Schirm ab, die beim Verschieben eines
Spiegels auftreten. Dadurch bestimmt man die Verschiebestrecke D = As/2 des Spiegels und stellt somit
einen exakt geeichten mechanischen Mal3stab her. Es gilt wegen Agp = N - 27 dabei

NAcq

(5.7.28)

21Heute ist die Langeneinheit durch die Festlegung des Lichtgeschwindigkeit als Naturkonstante an die Zeiteinheit gekoppelt.
Der Wert der Lichtgeschwindigkeit wird bei den Konferenzen der nationalen Eichdmter festgelegt. Das Meter ist dann als die
Léange der Strecke definiert, die Licht im Vakuum wahrend der Dauer von 1,/299792458 Sekunden durchlauft.
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Vertiefungsthema:
Fourier-Transformationsspektroskopie

Eine weitere  wichtige Anwendung des Michelson-Interferometers ist die  Fourier-
Transformationsspektroskopie (vergleiche hierzu auch Abschnitt 6.3.2). Michelson zeigte bereits
1898, dass ein Zweistrahl-Interferometer fiir spektrale Untersuchungen verwendbar ist. Zu dieser
Zeit war allerdings seine Idee schwierig umzusetzen, da man bei diesem Messprinzip eine Fourier-
Transformation der Messdaten durchfiihren muss, um die spektrale Verteilung eines untersuchten Signals
zu erhalten. Michelson konstruierte sogar einen analogen Computer, um die Spektren zu rekonstruieren.
Mit unseren heutigen leistungsfahigen Rechnern stellt die Durchfuhrung einer Fourier-Transformation
kein grof3es Problem mehr dar.

Um das Prinzip der Fourier-Transformationsspektroskopie klar zu machen, berechnen wir die Energie
W (1), die das Interferometer zum Detektor fiir eine bestimmte Laufzeitdifferenz ¢ der beiden Teilstrahlen
transmittiert. Hierbei ist W () das zeitliche Integral tiber die Intensitdt?? die man durch Summation der
beiden Felder Ey(t) und Ex(t) = E1(t + 7) aus den beiden Teilstrahlen erhalt.

W(r) — /|E1(t)+E2(t)]2dt:/|E1(t)+E1(t+r)]2dt

2

= /‘/El(a))exp(ia)t)dw+/E1(a)’)exp(ia)’(t+r))dw’ dt (5.7.29)

— W+ /w [ // (Ex(@)E; (o) x expli(® — o)t — i0'7] +c.c.) da)dw’] dt .

Mit [expli(@ — o' )t]dt =< 6 (e — ') erhdlt man

W(r) = Wconst+/E1(a>)E1*(a)) exp(iot) dw +c.c.

= Weonst + FT(I(@)) . (5.7.30)

Wir sehen also, dass die Abh&ngigkeit der transmittierten Energie des Michelson-Interferometers vom
Laufzeitunterschied 7 die Fourier-Transformierte der spektralen Dichte |(w) des verwendeten Lichtes
liefert. Das heif3t, das Spektrum I () des Lichtes I&sst sich durch Riicktransformation der im Interfero-
meter gemessenen Funktion W (7) gewinnen. Da bei einer Messung im Fourier-Raum alle Frequenzen
praktisch simultan zum Signal beitragen, sind solche Messungen besonders dann wichtig, wenn man ei-
ne von zeitlichen Fluktuationen an Detektor, Quelle, Untergrund, etc. unbeeinflusste Spektralinformation
gewinnen will. AuBerdem ist der Lichtdurchsatz durch das Interferometer hoher als bei konventionellen,
mit Spalten ausgestatteten Gitterspektrometern (siehe oben). Das Fourier-Transformationsmessprinzip
wird heute in modernen Messgerdten zur Bestimmung der Infrarottransmission und in der Raman-
Spektroskopie eingesetzt.

22Man kann von —eo bis +eo integrieren, da die Messzeit endlich ist und auRerhalb des Messintervalls die Intensitét gleich
Null gesetzt werden kann.
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Abbildung 5.46: Zur Bestimmung der eventuellen Laufzeitdifferenzen zwischen den Laufzeiten der bei-
den Teilwellen im Michelson-Interferometer bei Annahme eines ruhenden Athers: (a) Laufweg parallel
zu v, (b) Laufweg senkrecht zu v.

Das Michelson-Morley Experiment

Abschlief3end soll nun noch die Anwendung des Michelson-Interferometers bei Untersuchungen zu prin-
zipiellen Fragen der Lichtausbreitung im Rahmen der Relativitdtstheorie vorgestellt werden. Eines der
wichtigsten Experimente dazu wurde von Michelson und Morley im Jahr 1887 durchgefiihrt. Michel-
son beschaftigte sich damals mit dem Problem, dass, um die Abberation von Sternenlicht (die scheinbare
Verdnderung des Sternenorts durch die Bewegung der Erde um die Sonne) zu kléren, Fresnel anneh-
men musste, dass der so genannte Ather? in Ruhe ist, wenn sich ein undurchsichtiger Kérper durch ihn
hindurchbewegt. Er setzte sich daraufhin zum Ziel, die Geschwindigkeit der Erde relativ zumAther zu
messen.?*

Michelson ging dabei davon aus, dass die Geschwindigkeit der Erde relativ zumAther von der gleichen
GroRenordnung wie ihre Umlaufgeschwindigkeit sein sollte. Er zeigte dann zuerst, dass sein Interfero-
meter eine hinreichende Genauigkeit fiir eine solche Messung besitzt. Das Hauptproblem dabei bestand
darin, dass der zu messende Effekt ein Effekt zweiter Ordnung ist. Die Geschwindigkeit des Lichts konn-
te nur dadurch herausgefunden werden, indem man die Zeit mal3, die ein Lichtstrahl braucht, um wieder
an seinen Ausgangspunkt zuriickzukehren. Die Differenz der Zeiten zwischen einem Weg parallel zur
Flugrichtung und quer zur Flugrichtung der Erde ist namlich, wie wir kurz zeigen wollen, eine GroRe
zweiter Ordnung.

GemaR der Klassischen Physik ist die Zeit t; fur die Reise des Lichts entlang der Strecke L parallel (hin
und zurtick) zur Flugrichtung der Erde gegeben durch (siehe Abb. 5.46)

23Das Medium, in dem sich Licht ausbreitet.

24\Wenn es einen ruhenden Ather gabe, sollte der Wert von ¢ von der Richtung der Erdgeschwindigkeit v abhangen. Dies sieht
man aus folgender Uberlegung: Wirft man von einem mit der Geschwindigkeit vs fahrenden Schiff einen Stein ins Wasser, so
bildet sich eine Welle mit Kreisen als Phasenflachen aus, deren Phasengeschwindigkeit vpy, relativ zum Wasser unabhéngig von
der Richtung ist. Relativ zum Schiff ist die Phasengeschwindigkeit jedoch in Fahrtrichtung vy = vp, — vs, wahrend sie gegen
die Fahrtrichtung v = vpn +Vs. Aus der Messung von vy und v, lasst sich sowohl die Phasengeschwindigkeit vp, = (v1 +v2)/2
als auch die Schiffsgeschwindigkeit vs = (v1 — v7)/2 bestimmen. Durch entsprechende Versuche mit Lichtwellen verband man
die Hoffnung, sowohl die Lichtgeschwindigkeit als auch die Geschwindigkeit v der Erde relativ zum Ather zu bestimmen.
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L L
y = —+— 5.7.31
! c+v+c—v ’ ( )

wobei v die Umlaufgeschwindigkeit der Erde ist® Fiir eine Reise senkrecht zur Flugrichtung gilt
(cth)? = (ct})? = (cty)? = L% + (vt5)?,?8 woraus sich t, = 2t) = 2L/c\/1— (v2/c?) ergibt. Entwickelt
man die Ausdriicke bis zur zweiten Ordnung in v/c, erhalt marf’

2L V2 2L
T ~ —(1+—=); th ~ — (1 5.7.32
= R () 2 .

Der Zeitunterschied von t; —t, = %‘é—i entspricht einem Weglangenunterschied von LV /c?. Ist deshalb
v im Vergleich zu ¢ zu klein, so kdnnte die Messung dieser GroRe unmoglich werden. Die Umlaufge-
schwindigkeit der Erde betragt etwa 10~# der Lichtgeschwindigkeit. Nimmt man deshalb L = 100 cm,
so erhalt man einen Weglangenunterschied von 1075 cm oder etwa A /50. Dies ist in der Tat zu klein fiir
visuelle optische Techniken, kann aber in einem speziell fir diese Messung mafigeschneiderten Interfe-
rometer sichtbar gemacht werden.

N =
R
N——

Um ein groRes L zu erhalten, wurde das Interferometer auf eine Steinplatte mit einer Diagonalen von 2m
montiert und der Strahl mehrmals hin- und her reflektiert um eine Gesamtlange von 11 m zu erreichen.
Damit erwartet man einen Weglangenuterschied von fast 1 /2. Da es kein Wissen uber die Relativbewe-
gung zwischen Erde und Ather gab, konnte die ganze Apparatur gedreht werden. Das Ergebnis des Ex-
periments war allerdings enttduschend. Es konnte keine reproduzierbare Verschiebung gefunden werden,
die groRer als etwa 0.01A gewesen ware. Es gab natiirlich die Moglichkeit, dass die Umlaufgeschwin-
digkeit der Erde zur Zeit des Experiments gerade die Geschwindigkeit des Sonnensystems kompensierte.
Dies kann aber nicht tber ein ganzes Jahr der Fall sein, weshalb das Experiment tber ein ganzes Jahr
regelmaiig wiederholt wurde. Das Ergebnis war immer null. Der Ausgang des Experiments war fir
Michelson und Morley zunéchst enttduschend, da sie glaubten, ihr groRer experimenteller Aufwand sei
umsonst gewesen. Heute ist uns natdrlich klar, dass dem nicht so war. Im Jahr 1905 présentierte Ein-
stein seine Relativitatstheorie, deren Hauptaussage darin bestand, dass die Lichtgeschwindigkeit eine
Konstante und vom Bewegungszustand des Beobachters unabhédngig ist. Dies stimmte mit der expe-
rimentellen Beobachtung Uberein. Aus dem Experiment, das am Anfang als gescheitert angenommen
wurde, konnte somit die experimentelle Grundlage fur ein neues physikalisches Prinzip gelegt werden.

Vertiefungsthema:
Sagnac-Interferometer

Interferometer erlauben es, Rotationsgeschwindigkeiten sehr exakt zu vermessen. Sagnac hat dazu 1911
ein Spektrometer konzipiert, bei dem zwei Teilstrahlen (siehe Abb. 5.47) ringformig umlaufen. Da die
Teilstrahlen fast identische aber gegenlaufige Wege zuriicklegen, kann man sehr einfach WeiRlichtin-
terferenzen beobachten. Kleine Weglangenunterschiede kénnen dadurch eingefiihrt werden, indem man

25Man erhalt dieses Ergebnis leicht, indem man die Zeit t? fiir den Hin- und t] fur den Riickweg betrachtet. FUrt? gilt nach
Abb. 5.46at]! = (L+w!)/c, woraus t! = L/(c —v) folgt. Genauso gilt fur t] = (L —wt])/c, woraus t] = L/(c+v) folgt.

ZDijes folgt sofort aus den beiden rechtwinkligen Dreiecken in Abb. 5.46b.

27Hierbei verwenden wir die Naherungen (1—x) > ~1+xund (1-x) Y2 ~1+ %x, die fiir x = v? /c? < 1 gute Naherungen
darstellen.
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Abbildung 5.47: Sagnac-Interferometer: S ist ein Strahlteiler, das austretende Licht kann an den Posi-
tionen A oder B beobachtet werden.

die vollstandige Gegenlaufigkeit der Teilstrahlen etwas stort (z.B. durch Rotation des Interferometers).
Beim Sagnac-Interferometer gibt es nicht wie beim Michelson-Interferometer die Notwendigkeit der
Kompensation, da beide Strahlen gleich h&ufig durch den Strahlteiler laufen. Ist der Amplitudenrefle-
xionskoeffizient des Strahlteilers r und der Transmissionskoeffizient t, dann hat die eine Welle am Ort
des Detektors die Amplitude t? und die andere rt (da einmal an der Grenzfldche zum optisch dichteren
Medium reflektiert wird, wo ein Phasensprung von r auftritt). Die Wellen interferieren also destruktiv,
wenn der Weglangenunterschied an diesem Ausgang null betrégt. Sie I6schen sich aber nur dann ganz
aus, wenn t2 = r? gilt. Dies erfordert einen sorgfiltig konstruierten Strahlteiler.

Das Sagnac-Interferometer ist aus zwei Griinden sehr wichtig. Zum einen wurde dieses Interferometer
zur Messung relativistischer Effekte bei der Lichtausbreitung verwendet. Zum anderen kommt es in op-
tischen Gyroskopen zum Einsatz. Im Jahr 1859 konstruierte Fizeau ein Interferometer dieser Art, um die
Geschwindigkeit von Licht in stromendem Wasser zu messen. Das Wasser flie3t, wie in Abb. 5.48 ge-
zeigt ist, so, dass sich ein Teilstrahl parallel, der andere aber entgegen der Wasserstromung ausbreitet. Die
Differenz der beiden Geschwindigkeiten kann somit gemessen werden. In der klassischen Physik ergibt
sich natlrlich fur die Geschwindigkeit in einem bewegten Bezugsystem ¢, =c/n+vundc_ =c/n—v
flr die beiden Richtungen. Die experimentelle Beobachtung stimmte aber mit diesem entsprechend der
klassischen Physik erwarteten Ergebnis nicht tberein. Erst die Einstein’sche Relativitdtstheorie konnte
die Ergebnisse zwanglos erklaren. Man erhalt die Geschwindigkeiten

c/n+v

—_ . 5.7.33
1+vn/c ( )

Ct

Es soll hier angemerkt werden, dass im Unterschied zum Michelson-Morley Experiment die Grof3en, die
hier gemessen wurden, von erster Ordnung sind und daher relativ leicht zu beobachten sind.
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Abbildung 5.48: Fizeau-Experiment zur Bestimmung der Lichtgeschwindigkeit in stromendem Wasser.

Eine wichtige moderne Anwendung des Sagnac-Interferometers ist die Verwendung als optisches Gy-
roskop. Hierzu nehmen wir an, dass der gesamte Interferometeraufbau in Rotation versetzt wird. Die
Winkelgeschwindigkeit soll € betragen. In diesem Fall sieht der in Drehrichtung umlaufende Teilstrahl
(im angepassten Inertialsystem) einen gegentber dem in Gegenrichtung umlaufenden Strahl verlangerten
Weg zum Detektor. Dies fiihrt zu Laufzeitunterschieden und damit zur Interferenz. Dieser Effekt wird
Sagnac-Effekt genannt. Dabei ist die relativistische Behandlung des Problems konzeptionell nicht einfach
und fihrt immer wieder zu angeregten Diskussionen. Da es sich um ein beschleunigtes System handelt,
musste man die allgemeine Relativitéatstheorie bemiihen, falls man im ortsfesten Koordinatensystem des
Spektrometers arbeiten wollte. Es zeigt sich aber, dass auch die spezielle Relativitatstheorie das richtige
Ergebnis liefert. Um die Diskussion einfach zu halten, nehmen wir ein kreisférmiges Interferometer mit
Radius R an, so dass die Geschwindigkeit RQ des Mediums konstant ist. Der optische Weg fir einen
Umlauf ist L = 27R. Die Geschwindigkeit ist v = RQ und das Licht breitet sich in einem Medium mit
Brechungsindex n aus. Die Lichtgeschwindigkeit in Drehrichtung soll c., die entgegen dem Drehsinn
c_ sein. Diese Geschwindigkeiten stellen die beiden im Laborsystem gemessenen Lichtgeschwindigkei-
ten dar. Wéhrend der Zeit t,, die das Licht in Drehrichtung braucht, bewegt sich der Strahlteiler um
die Strecke RQt,, so dass c,t; = L+ RQt, gilt. Analog gilt c_t_ = L —RQt_. Kombinieren wir beide
Gleichungen, so erhalten wir

1 1

At = t,—t_=L — 5.7.34
* c.—RQ c_+RQ ( )
Setzen wir ¢ aus (5.7.33) ein, so erhalten wir
2LRQ 2LRQ
At = ~ . (5.7.35)

Da LR/2 = nR? der eingeschlossenen Fliche entspricht, erhdlt man als Ergebnis, dass At der Kreisfre-
quenz und der eingeschlossenen Flache proportional ist.
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Lasermedium

Mischdetektor

Abbildung 5.49: Ringlasergyroskop.

Diese Zeitdifferenz kann in eine Phasen- oder Frequenzverschiebung Ubersetzt werden. In einem op-
tischen Gyroskop wird Licht der Frequenz @ in das Interferometer geleitet und die Phasenschiebung
At gemessen. Da der Effekt sehr klein ist, verwendet man ublicherweise ein Spule aus Glasfasern, um
dadurch die Lange L zu vergroRern. Da n in (5.7.35) gar nicht eingeht, verandert die Benutzung einer
Glasfaser nichts am Ergebnis. Der Radius R bestimmt die GroRe des Interferometers und wird so groR
wie praktisch handhabbar gemacht. Fiir L=100m, R =0.1 m, Q = 1rad/sec und A = 500 nm ergibt sich
eine Phasenschiebung von

2 2LRQ
e ~ 0.8rad . (5.7.36)

¢ @ A c?

Es ist nicht allzu schwierig, eine solche Phasenschiebung zu messen. Allerdings sollte ein nutzbares Gy-
roskop bis auf einen Faktor 10~ der Erdrotation (15°/h) genau sein, so dass Phasenschiebungen von
10~ gemessen werden miissen. Aufgrund von Verlusten in den Glasfasern, betragt der groRte realisier-
bare Wert von L einige Kilometer.

In modernen Anwendungen verwendet man Ringlaser (siehe Abb. 5.49) und man erhélt so genannte
Ringlasergyroskope. In dem Resonator bilden sich zwei elektromagnetische Wellen aus, die sich bei
Rotation des Lasers in ihrer Frequenz leicht unterscheiden. Der Frequenzunterschied kann sehr genau
vermessen werden. Grof3e Flugzeuge besitzen mehrere redundante Ringlasersysteme (ein System besteht
aus 3 Ringlasern mit zueinander orthogonalen Achsen) als Navigationshilfe.

Der Laser arbeitet bei einer Resonatorfrequenz, bei der die Resonatorlange einem ganzzahligen Vielfa-
chem m der Wellenldnge A4 /n betrégt. Rotiert der Resonator im Uhrzeigersinn, so erfllt das im Uhrzei-
gersinn umlaufende Licht die Gleichung

L+tRQ — L<1+2RQ) — mA,/n . (5.7.37)
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Fur das gegen den Uhrzeigersinn umlaufende Licht gilt

L-tRQ — L(l—gRQ) — mA_/n . (5.7.38)

Daraus ergibt sich die Wellenldangendifferenz

2LRNn?Q

AA« - 7L+—7L_ - moc

(5.7.39)

Hierbei haben wir angenommen, dass in beiden Féllen die gleiche Anzahl von Moden das Optimum
darstellt. Ubersetzen wir die Wellenlangendifferenz in einen Frequenzunterschied, erhalten wir mit A =
nL/m

Af = AL C _ 2LRnQ  2RQ '

2 Tz = (5.7.40)

Die Messung von Af ermdglicht also die Bestimmung von Q. In unserem Ansatz wurde zwar ein Dreieck
durch einen Kreis angendhert, das hergeleitete Ergebnis ist aber trotzdem ndherungsweise gultig. Fir
R=0.1m, Q= 1rad/sec und A =500 nm erhdlt man Af = 0.4 MHz. Prinzipiell sollte die Messung dieser
Frequenzverschiebung kein Problem sein. Friihe Versuche, Ringlasergyroskope zu bauen, scheiterten
aber daran, dass fur f — 0 Streueffekte in der Optik dazu fiihrten, dass sich die beiden gegenlaufigen
Moden mischten und stimulierte Emission bei der gleichen Frequenz hervorriefen.

5.7.4 Interferenz durch Mehrfachreflexion

Wir haben bisher nur die Uberlagerung von zwei Teilwellen diskutiert. Mit den darauf basierenden In-
terferometern konnten wichtige Experimente zur Wellentheorie des Lichtes durchgefuhrt werden. Ferner
konnte die Wellenldnge des Lichts mit einer Genauigkeit von einigen Prozent bestimmt werden. Da die
Intensitatsverteilung bei der Zweistrahlinterferenz allerdings sinusférmig ist, konnen die Positionen der
Maxima und Minima nur relativ ungenau bestimmt werden. Um eine hohere Auflosung zu erreichen,
kann man zu Mehrstrahlinterferometern tibergehen. Hier ist die Bedingung fiir konstruktive Interferenz
aller Teilstrahlen schwieriger zu erreichen und die Intensitatsmaxima werden deshalb sehr scharf.

Wir haben Mehrstrahlinterferenz bereits bei der Diskussion des Beugungsgitters kennengelernt, wo eine
Aufteilung der Wellenfront in N Teilwellen vorgenommen wurde. Hier wurde also die Wellenfront in
N Teilwellen aufgetrennt und diese Teilwellen wieder Uberlagert. Eine weitere Mdglichkeit, eine Schar
von N Teilwellen zu erhalten, ist die Mehrfachreflexion an einer ebenen, transparenten Scheibe oder von
parallelen Spiegeln. Beim Hin- und Herreflektieren kommt jedesmal ein konstanter Phasenfaktor hinzu.
Extrahiert man bei jeder Reflexion einen Bruchteil des Lichtes, so erhdlt man eine Wellenschar mit kon-
stant anwachsender Phase. Wir betrachten zunéchst die Reflexion zwischen zwei paralellen Oberflachen.
Diese Oberflachen sollen fiir die dufere und innere Reflexion bzw. Transmission die Amplitudenrefle-
xionskoeffizienten r und T bzw. die Transmissionskoeffizienten t und t besitzen, wobei T = —r. Wir
haben dabei berticksichtigt, dass bei der Reflexion am optisch dichteren Medium ein Phasensprung der
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reflektierten Welle von 7 auftritt, was durch die Vorzeichen von r und T beriicksichtigt wird?® Wenn wir
annehmen, dass bei der Reflexion und Transmission keine Energie verloren geht, dann gilt (Stokesche
Beziehungen)

rr+tf = 1. (5.7.41)

=l
Il
|

=

Der Phasensprung A¢y; des an der Plattenoberflache reflektierten Lichts ist gleich &, wenn der Bre-
chungsindex der Platte groRer als der von Luft (oder des umgebenden Mediums) ist und sonst null. Mit
der gleichen Betrachtung bestimmt man den Phasensprung A¢ des an der zweiten Oberflache reflektier-
ten Lichts. Da nur die Phasendifferenz A¢p = A¢ — Ag, wichtig ist, erhdlt man eine Phasendifferenz von
m, falls die Platte einen gréBeren oder kleineren Brechungsindex als das umgebende Medium hat?°

Wir berechnen zundchst die Phasendifferenz, die in einem Hin- und Herreflexionszyklus angesammelt
wird. Dazu betrachten wir eine Platte der Dicke d mit Brechungsindex n, durch die eine Welle unter dem
Winkel 6 relativ zur Oberflachennormale hindurchlauft (siehe Abb. 5.50). Die optischen Weglédngen AE
und DC sind gleich. Daher ist der Unterschied im optischen Weg zwischen den Strahlen, die nach X und
Y laufen, durch As = ABD = n(AB + BD) gegeben. Es gilt ferner

AB+BD = A'D = 2dcosf , (5.7.42)

so dass die Phasendifferenz zwischen den beiden interferierenden Wellenfronten AD

ZA—EABD = ko ABD = 2kondcos® = g (5.7.43)

betragt. Der Wellenlédngenunterschied ist also nicht gleich der doppelten projizierten Dicke AB der Plat-
te. Dartiberhinaus nimmt die Phasendifferenz g ab, wenn der Einfallswinkel zunimmt, was nicht der
Intuition entspricht.

Konstruktive Interferenz tritt auf, wenn g+ A = m- 2 ist, wobei m eine ganze Zahl ist. Aus (5.7.43)
folgt somit, dass konstruktive Interferenz fiir

2

A

oder As = 2ndcosO = (m+2—7(f> A (5.7.44)

2ndcos6@+Ap = m-2x

28Dass bei der Reflexion am optisch dichteren Medium ein Phasensprung von r auftritt, kann man sich auf folgende Weise
plausibel machen: Man lasse die Dicke d der Platte allmahlich bis auf d = 0 abnehmen. Dann verschwindet fiir d — 0 auch die
Phasenschiebung 2kond cos 6 zwischen den beiden reflektierten Teilstrahlen in Abb. 5.50 durch den zusétzlichen Laufweg (siehe
weiter unten) unabhéngig von 6. lhre Interferenzwirkung wirde also immer zu einem Intensitdtsmaximum in der reflektierten
Intensitat fiihren. Da aber fiir d — 0 die Platte gar nicht existiert, muss sich ein Intensitdtsminimum ergeben. Das heift, die
Phasenschiebung muss fiir d — 0 gerade = sein.

29Eine Phasendifferenz von null kann man nur erhalten, wenn der Brechungsindex der Platte zwischen denen des oberen und
unteren Mediums liegt.
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Abbildung 5.50: Wegunterschiede bei der Reflexion von Strahlen an einer planparallelen Platte.
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Abbildung 5.51: Mehrfachreflexion an einer planparallelen Platte. Die Reflexions- und Transmissionsko-
effizienten beziehen sich auf die Amplituden.

auftritt.

Wir betrachten nun die Amplitude von mehrfach reflektierten Wellen. Es sei dabei nochmals darauf hin-
gewiesen, dass r fur die Reflexion an einer Seite jedes Reflektors definiert wurde, z.B. an der Innenseite.
Daher wird die Reflexion an der Auf3enseite einen Reflexionskoeffizienten T = —r besitzen. Die Ampli-
tuden der beteiligten Wellen sind in Abb. 5.51 gezeigt. Benachbarte auslaufenden Wellen (Reflexion und
Transmission) haben jeweils eine konstante Phasendifferenz g. Die Situation erinnert an ein Beugungs-
gitter. Allerdings waren dort die Amplituden der sich Uberlagernden Teilwellen konstant, wéhrend sie
hier stetig abnehmen.
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Wir betrachten zunachst das transmittierte Licht. Die Reihe der Partialwellen kann durch

¥() = ftt i r?P exp(ipg) (5.7.45)
p=0

dargestellt werden. Diese Funktion kann sowohl als Fourier-Reihe mit den Koeffizienten g, = r2 als
auch als geometrische Reihe mit dem Faktor r*exp(ig) ausgewertet werden.

Wir betrachten (5.7.45) zunéchst als Fourier-Reihe. Sie stellt eine periodische Funktion mit der Periode
Ag = 2r dar. Die Funktion innerhalb einer jeden Periode ist die Fourier-Transformierte der Koeffizienten
r?P, wobei p als kontinuierliche Variable angesehen wird. Schreiben wir

r’» = exp(2pinr) , (5.7.46)

so sehen wir, dass wir die Transformierte von

f(p) = exp(—ap) (p=>0), f(p)=0 (p<0) (5.7.47)

benétigen, die durch

oo

F(p) = /exp[—(oH—ig)p]dp:(oc—Hg)‘1 (5.7.48)
0

gegeben ist, da p und g konjugierte Variablen sind2° Ersetzen wir o durch —2Inr, so erhalten wir das
gesuchte Resultat:

F(g) = (=2Inr+ig)~%; IF(9)]? = [4(Inr)2 +¢* 71 . (5.7.49)

Die Funktion |F (g)|? aus (5.7.49) wird Lorentz-Funktion genannt. lhre Intensitét ist in Abb. 5.52 gezeigt.
Oberflachlich betrachtet sieht die Kurve aus wie eine GauB-Kurve, sie fallt aber zu den Flanken hin
langsamer ab. Die Fourier-Reihe (5.7.45) entspricht F(g), gefaltet mit> 6(g — 2zm). Diese Faltung hat
die Intensitat [W(g)|? und ist in Abb. 5.52 als durchgezogene Linie gezeichnet.

Wir betrachten nun die Halbwertsbreite der Lorentz-Funktion. Den halben Funktionswert des Maxi-
mums, 1/8(Inr)?, erhdlt man fiir gy = +2|Inr|, so dass wir fiir die volle Breite bei halboem Funktions-
wert, FWHM,3!

30Der Exponent in (5.7.46) ist exp(ipg).
31Eull width at half maximum.

2003



280 R. GROsSS Kapitel 5: Beugung und Interferenz

30
o~ 20
@ L
>

10

0 -/ % T | YT ~ 4 N~—
-4 -2 0 2 4
g

Abbildung 5.52: Intensitat einer Lorentz-Funktion (gestrichelte Linie). Die durchgezogene Linie zeigt die
Intensitat bei einer Faltung von periodisch angeordneten 6-Funktionen mit einer Lorentz-Funktion. Die
Maxima treten bei g = +m 27z auf.

FWHM = 2gy =4|Inr|~4(1—r) (5.7.50)

erhalten. Hierbei gilt die Naherung nur fiir r ~ 1. In diesem Fall ist derUberlapp mit den Nachbarmaxima
vernachlassigbar klein, weshalb das gleiche Ergebnis auch fiir [¥(g)f gilt.

Wir wollen nun (5.7.45) als geometrische Reihe auswerten. Dies ist die konventionelle Methode, das
Problem zu I6sen. Wir schreiben

z r? exp(ig)] (5.7.51)
was eine geometrische Reihe mit der Summe

tt

darstellt. Die transmittierte Intensitat ist dann
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Abbildung 5.53: Verlauf der Funktion It (g) als (5.7.53) fir verschiedene Werte von r.

) 262
| 1+r4—2r2cosg
t2f2
(1—r2)2 4+ 4r2sin?(g/2)
tf\? 1
<1—r2> 1+Fsin?(g/2)

(5.7.53)

Hierbei ist F = 4r?/(1 —r?)? und .# = (n/2)/F = rr /(1 —r?) wird Finesse genannt. Die Funktion
(5.7.53) wird Airy-Funktion®? genannt.

Wir wollen kurz die Eigenschaften des Ausdrucks (5.7.53) diskutieren, der in Abb. 5.53 gezeigt ist.
Wir stellen fest, dass die Funktion periodische Maxima des Wertes [ft /(1 —?)]? an den Stellen g =m 27
besitzt. Gibt es keine Absorption in dem Medium, so gilt ft +* = 1 oder [tf/(1 —r?)]? = 1. Wir kommen
dadurch zu der offensichtlich paradoxen Vorstellung, dass bei einem Transmissionskoeffizienten von fast
null an den Stellen g = m 2 das gesamte Licht transmittiert wird. Dies resultiert natirlich daher, dass
die starke transmittierte Welle aus der konstruktiven Interferenz der zahlreichen, mehrfach reflektierten
Teilwellen resultiert. Ist F grof3 (r ~ 1), so werden diese Maxima sehr scharf. Zwischen den Maxima
nimmt die Funktion Werte in der GroRenordnung von 1/F an.

Nach (5.7.53) féllt die Transmission auf den halben Maximalwert ab, wenn F sirf(g/2) = 1. Daraus lasst
sich die Halbwertsbreite der Maxima zu

s
NG

32Djeser Ausdruck wurde erstmals von G. B. Airy im Jahr 1833 berechnet.

FWHM = 2gy = 4ﬂn*1(F‘1ﬁ> ~ (5.7.54)
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berechnen. Wenn r — 1, so ergibt sich FWHM ~ 4(1 —r) wie in (5.7.50). Fur r = 0.95 ergibt sich z.B.
FWHM/2r = 1/.% = 0.03. Zum Vergleich sei hier angemerkt, dass der entsprechende Wert fur das
Young’sche Doppelspaltexperiment 0.5 betragt. Mit (5.7.54) verstehen wir jetzt auch die Bedeutung der
Finesse. Da der Abstand zweier benachbarter Maxima der Funktion I (g) gerade 27 betrégt, gibt die
Finesse .7 das Verhaltnis des Abstands zweier benachbarter Maxima zur Breite eines Maximums an.

Das reflektierte Licht, das wir noch nicht diskutiert haben, verhdlt sich als komplementére Weise, da die
Gesamtintensitét | = It + Ir in Abwesenheit von Absorptionsverlusten aus der Summe von transmittierter
und reflektierter Intensitat ergibt.

Das Fabry-Perot Interferometer

Eine bedeutende Anwendung der Mehrstrahlintereferenz ist das Fabry-Perot-Interferometer3® das auch
Etalon genannt wird. Der Aufbau dieses Interferometers ist in Abb. 5.54 gezeigt. Das optisch relevante
Element eines Fabry-Perot-Interferometers ist eine planparallele Platte, die von zwei hochreflektieren-
den Schichten begrenzt wird. Fir Routineexperimente mit keinen allzu hohen Anforderungen an die
Auflésung verwendet man haufig Glasplatten, die auf’en mit Reflexschichten versehen sind. Bei Geréten
mit sehr hoher Aufldsung werden die hochreflektierenden Schichten auf zwei Kielplatten aufgebracht,
die durch Distanzstiicke in einem grofRen Abstand d parallel gehalten werden. Ein typischer Messaufbau
ist in Abb. 5.54a gezeigt. Monochromatisches Licht aus einer ausgedehnten Lichtquelle wird durch eine
Linse divergent auf das Interferometer abgebildet. Jedes Lichtbiindel wird an den parallelen Flachen des
Interferometers hin- und herreflektiert, wobei der Reflexionswinkel 6 betragt, und verlasst das Interfe-
rometer als Schar paralleler Biindel. In der Brennebene einer Linse L, beobachtet man dann die Interfe-
renzfigur, die nach (5.7.44) ein konzentrisches Ringsystem bildet (vergleiche auch unten: Haidingersche
Ringe).

Die beiden inneren Oberflachen des Fabry-Perot-Interferometer sind so verspiegelt, dass sie einen ho-
hen Reflexionskoeffizienten haben. Diese Oberflachen missen sehr gut planparallel sein, was bei einem
groBen Abstand d schwierig ist. Damit der optische Weg nicht durch Brechungsindexénderungen der
Luft beeinflusst wird, werden Fabry-Perot-Interferometer flr spezielle Anforderungen im Vakuum ge-
halten. Ferner mussen die verwendeten Glasplatten sehr eben sein (besser als A /50). Diese Anforderun-
gen machen Fabry-Perot-Interferometer zu teuren Messinstrumenten. Die Qualtitat der Aullenseite der
Glasplatten ist dagegen weitgehend unwichtig, sie miissen nur optisch eben sein. Es ist giinstig, wenn
sie nicht genau parallel zu den inneren Oberflachen sind und mit einer Antireflexbeschichtung versehen
sind.

Wird eine ausgedehnte monochromatische Lichtquelle durch ein Fabry-Perot-Interferometer betrachtet,
so beobachtet man scharfe, helle Ringe unter dem Winkel 6 der nach (5.7.44) durch 2lkndcos6 =m2n
oder ndcos & = m A /2 gegeben ist. Der Verlauf der Interferenzmaxima ist, wie oben bereits diskutiert
wurde, Lorentz-férmig mit einer FWHM ~ 4 /v/F. Fiir einen typischen Plattenabstand d = 1 cm, Luft
zwischen den Platten (n = 1) und einer Wellenldnge A = 500 nm erhalt man fiir senkrechten Einfall
(cos 8 = 1) eine Ordnungszahl m = 2d /A = 40.000. An die gleiche Stelle kommt aber auch die Ordnung
40.001 fur Licht der Wellenldnge A’ = 499.998 nm. Sobald sich die Wellenlangen zweier Linien um
mehr als DA = A — A’ = A22/(2nd cos 6) unterscheiden, kénnen sie nicht mehr eindeutig einer entspre-
chenden Ordnung zugeordnet werden. Ein Fabry-Perot-Interferometer erlaubt deshalb nicht die absolute
Bestimmung der Wellenldnge von Licht, sondern nur die Bestimmung von Wellenldngenunterschieden
innerhalb des so genannten freien Spektralbereichs DA des Spektrometers

DA A 1

A 2ndcos®  m

33A. Fabry und Ch. Perot gaben das Prinzip des nach ihnen benannten Spektrometers bereits im Jahr 1897 an.

(5.7.55)
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)

Quelle Linsel, Fabry-Perot LinseL, Schirm

(b)

Fabry-Perot
Etalon

Abbildung 5.54: (a) Typischer Aufbau eines Fabry-Perot-Interferometers unter Verwendung einer
flachenhaften Lichtquelle. Die Beobachtung erfolgt in der Brennebene von Linse L,. (b) Eine einfache
Form sind so genannte Fabry-Perot-Etalons, bei denen die reflektierenden Schichten einfach auf ein
planparalleles Substrat aufgebracht werden.

Fur die Analyse in einem weiteren Spektralbereich muss ein anderes Spektrometer niedrigerer Auflésung
(z.B. ein Gitterspektrometer) vorgeschaltet werden.

Die Aufldsung eines Fabry-Perot-Spektrometers wird durch die Breite der Intensitdtsmaxima bestimmt.
Man kann abschdtzen, dass sich zwei Linien noch auflésen lassen, wenn ihr Abstand gerade noch
der FWHM der Maxima entspricht. Man erhdlt dann das Auflésungsvermogen eines Fabry-Perot-
Interferometers zu

A Ag_ 4nndVFoos® . 2nVF n
AL FWHM 4 4
oder DA = 7. (5.7.56)
AL

Das heil3t, die Finesse gibt das Verhaltnis des freien Spektralbereichs des Spektrometers zur Halbwerts-
breite AA der Interferenzmaxima an.

Fiir r ~ 1 kann man v/F = 2r/(1 —r?) ~ 2 /(1 —r?) und kleine Winkel cos @ ~ 1 schreiben und erhélt

A 2nnd

Das Aufldsungsvermdgen ist also durch das Produkt aus Ordnungszahl und Finesse gegeben. Qualitativ
lasst sich dies wie folgt verstehen: Die Ordnungszahl gibt an, Gber wie viele Wellenlangen die interfe-
rierenden Lichtbiindel gegeneinander verschoben werden. Die Finesse dagegen zeigt, wie viele Biindel
im Mittel miteinander interferieren und inwieweit das Interferenzmaximum gegeniber dem bei einer
Zweistrahlinterferenz verschmalert wird.
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Mit Fabry-Perot-Interferometern lassen sich sehr hohe Aufldsungen erreichen, wie folgendes Beispiel
klar macht: Mitd = 1cm und n = 1 erhélt man fiir r = 95% (% = 61) ein Auflosungsvermdgen fiir
griines Licht von 2 /AL = m.% = 40.000-61 = 2.44 x 1(P. Damit kann man geniigend schmale Spek-
trallinien, die nur 2 x 10~4 nm voneinander entfernt sind, trennen. Die Zahl der effektiven Reflexionen,
die zur Interferenz beitragt, ist m/F = 2.%. Um allerdings die hohen Aufldsungen zu erreichen, muss
die Phase nach den 2.% Reflexionen immer noch genauer als 4 /4 sein, so dass die verwendeten Glas-
platten eben und parallel auf 1 /8.% Uber die verwendete Flache sein mussen. In unserem Beispiel also
auf etwa A /500, also auf 1 nm!! In vielen Féllen wird die hochaufldsende Spektroskopie nicht durch die
Auflosung des Spektrometers, sondern durch die Linienbreiten der Spektrallinien beschrénkt. In diesem
Zusammenhang setzt man heute Methoden der nichtlinearen optischen Spektroskopie mit schmalban-
digen Lasern ein, mit deren Hilfe sich Verbreiterungsmechanismen, wie z.B. die Dopplerverbreiterung,
umgehen lassen.

5.7.5 Interferenzen dinner Schichten

Wir wollen in diesem Abschnitt Interferenzen an diinnen Schichten diskutieren. Solche Interferenzen
sind z.B. gut durch die schillernden Farben eines Olflecks oder einer Seifenblase bekannt. Es handelt
sich hierbei um Interferenzen, die durch Reflexion an der Vorder- und Riickseite von diinnen Schichten
hervorgerufen werden. Da das Reflexionsvermdgen an diesen diinnen Schichten klein ist (z.B 4% fur
n = 1.5), kann man sich bei der Behandlung dieser Effekte im Wesentlichen auf Zweistrahlinterferenzen
beschrénken. Die Lage der Minima und Maxima der Interferenzfigur ist durch die Phasenverschiebung
bei der Reflexion und durch den geometrischen Gangunterschied bestimmt. Die Farben bei der Verwen-
dung von weillem Licht werden durch die Wellenldnge Anin bestimmt, bei der die Interferenzminima
auftreten. Man beobachtet dann gerade die zu dieser Wellenldnge gehérende Komplementarfarbe.

Interferenzen gleicher Neigung

Zur Beschreibung der Interferenzerscheinungen verwenden wir (5.7.44):

2n

A
oder As = 2ndcosf = <m—|——(p> A (5.7.58)

2ndcos6@+A¢p = m-2n

Diese Gleichung gibt die Bedingung fiir konstruktive Interferenz an. Bei gegebener Wellenldnge treten
Intensitdtsmaxima immer bei gleichen Winkeln auf. Man nennt diese Interferenzen deshalb nach Lum-
mer auch Interferenzen gleicher Neigung. Aus Symmetriegriinden sind die Interferenzkurven, die man
mit dem auf unendlich adaptierten Auge (oder in der Brennebene einer Linse) beobachtet, wenn man in
Richtung der Plattennormale schaut, konzentrische Kreise um die Plattennormale. Diese Kreise werden
auch Haidinger’sche Ringe geannt.

Bei der Sichtbarmachung der Interferenzen gleicher Neigung muss man entweder sehr diinne Platten
oder Licht mit einer groRen Koharenzlange verwenden. Da die Laufwegdifferenz ~ 2nd betrégt, muss die
Koharenzlinge ¢ > 2nd sein. Wir werden in Kapitel 6 sehen, dass die Koharenzlange durch £ ~ 2 /A2
gegeben ist. Damit ergibt sich fiir die spektrale Breite der verwendeten Lichtquelle AZ < A2/2nd. Fiir
d=1mm,n=15und A =500nm ergibt sich AA < 0.08 nm.
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(@)

Ol ng=15

Wasser ny =1.33
asphat: IR

Abbildung 5.55: Interferenzen gleicher Dicke fiir (a) einen diinnen Olfilm, (b) einen Luftkeil zwischen
zwei Glasplatten und (c) eine sphérische Linsenoberflache auf einer Glasplatte (Newton’sche Ringe).

Interferenzen gleicher Dicke

Wir betrachten jetzt ein System, bei dem es nicht so sehr auf den Einfallswinkel der Strahlen ankommt,
sondern vielmehr auf die Variationen der optischen Dicke nd der Platte. Zu den fiir solche Systeme
beobachtbaren Effekten gehdren die Interferenzfarben von Seifenblasen oder diinnenOlfilmen. Lasst
man den Winkel 6 konstant (z.B. senkrechter Lichteinfall), so folgt, dass man die Bedingung (5.7.58)
flr konstruktive Interferenz nur fur bestimmte Dicken erfillen kann. Fir 6 = 0 gilt

As = 2ngd = <m+—> A (5.7.59)

Die beobachteten Interferenzstreifen geben somit einen Bereich konstanter Dicke wieder. In Abb. 5.55a
ist als Beispiel ein Olfilm (ng ~ 1.5) gezeigt, der auf Wasser (ny ~ 1.33) schwimmt. Die Funktion des
darunterliegenden Asphalts ist die eines absorbierenden Mediums, das Streulicht wegnimmt und somit
die Interferenzerscheinungen besonders stark hervortreten l&sst.

Ausgeprégte Interferenzstreifen treten bei keilformigen Proben auf. Dies kann man leicht zeigen, indem
man zwei Glasplatten aufeinander legt und an einer Seite den Abstand zwischen den beiden Platte durch
ein Blatt Papier vergrofert. Die Dicke d des Luftkeils ist dann etwa d ~ ax (siehe Abb. 5.55b). Fir senk-
rechten Lichteinfall erhdlt man dann parallele Interferenzstreifen mit einem Abstand von Ax = 4/2¢.
Aufgrund der Phasenspriinge bei der Reflexion am optisch dichteren Medium tritt bei d = 0 eine Pha-
senverschiebung von & auf und dieser Teil des Luftkeils erscheint schwarz.
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Newton’sche Ringe

Besonders einfach lassen sich die Kurven gleicher Dicke mit einer Anordnung beobachten, die zuerst
von R. Hooke (1665) und dann von I. Newton (1676) verwendet wurde. Die nach Newton benannten
Newton’sche Ringe entstehen, wenn man eine langbrennweitige Linse auf eine ebene Glasplatte legt.
Man beobachtet dann im reflektierten Licht konzentrische Kreise, die sich mit zunehmendem Abstand
vom Zentrum immer ndher kommen. Fiir eine spharische Linse mit dem Radius R l&sst sich der Gangun-
terschied 2n_d fir konstruktive Interferenz leicht bestimmen (siehe hierzu Abb. 5.55c). Fur R > d gilt
R?2+r? ~ (R+d)?, woraus die Beziehung r? ~ 2Rd folgt. Aus der Bedingung fiir konstruktive Interferenz

As = 2nidy = <m+%> A (5.7.60)

folgt dann fur den Radius r, des m-ten hellen Rings

P ("”rrl]ﬂ. (5.7.61)
L

Mit dieser Beziehung lassen sich die Newton’schen Ringe, bei denen im Zentrum immer ein dunkles
Interferenzminimum liegt klar von den Haidinger’schen Interferenzen gleicher Neigung unterscheiden.

Destruktive Interferenz erhdlt man fir 2n.dy = (2’“7“ — 1) A, also fir ndy = m(1/2). Im Zentrum
(m =0, dy = 0) erhélt man also ein Intensitatsminimum. Dieses bezeichnet man als dunklen Fleck und
ist ein klarer Beweis fur den bei der Reflexion am optisch dichteren Medium auftretenden Phasensprung
von rt. Wére dies nicht so, misste im Zentrum ein heller Fleck auftreten.

Kennt man den Kriimmungsradius R der sphérischen Linsenoberflache, so kann man durch Ausmessen
der Radien der hellen und dunklen Ringe die Wellenldnge A des verwendeten Lichtes bestimmen.

Vergutung von Oberflachen und dielektrische Spiegel

Wir waren in den vorangegangenen Unterabschnitten davon ausgegangen, dass die Reflexion an den
betrachteten diinnen Schichten schwach ist und deshalb nur Zweifachinterferenzen auftreten. In diesem
Zusammenhang ist der Spezialfall von Interesse, bei dem die Intensitéat des an der Vorder- und Riickseite
des Films reflektierten Lichts gleich ist. Bei destruktiver Interferenz sollte dann die Reflexion vollstandig
verschwinden. Dies wird bei der Vergiitung von Glasoptiken zur Reflexminderung ausgenutzt®*

Wir betrachten eine Glasplatte mit Brechungsindex rp, auf die eine diinne Schicht mit dem Brechungs-
index ng mit ng < ny aufgebracht ist. Bei Beleuchtung des Systems aus Luft (m = 1 gilt somit:
Ny < ng < ny. Damit wird die Phasenverschiebung durch Reflexion gleich null. Fir das Auftreten de-
struktiver Interferenz muss dann bei senkrechtem Einfall gelten: 2n=d = (2m+ 1) A /2. Fiir das erste
Interferenzminimum (m = 0) bendtigt man also eine Schicht mit der Dicke n=d = A /4. Deshalb be-
zeichnet man solche Schichten als A /4-Schichten. Damit die destruktive Interferenz zum Verschwin-
den der Reflexion fiihrt, miissen die Reflexionskoeffizienten beim Eintritt und Austritt aus der Schicht

34G. Bauer, 1934.
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gleich grof? werden. Zur ndherungsweisen Berechnung nimmt man an, dass die an den beiden Grenz-
flachen reflektierten Wellen proportional zum Reflexionsvermdgen der betreffenden Grenzflachen sind
und vernachlassigt, dass die in die Schicht eindringende Welle durch die Reflexion an der Vorderseite
eine geringe Schwachung erfahren hat. Verwendet man die Amplitudenreflexionskoeffizienten (Fres-
nel’sche Formeln) aus Abschnitt 2.6.2, so erhalt man fiir den senkrechten Einfall die Bedingung fir die
Antireflexion zu

N1 —Ng . Ng — Ny
Ny +Ng n NEg +N2
oder ne = /NNy und npd = 1 /4 . (5.7.62)

Mit dieser einfachen dielektrischen Schicht kdnnte man allerdings nur fir eine bestimmte Wellenlénge
die Reflexion praktisch perfekt unterdriicken. Aufgrund der Umkehrbarkeit der Strahlengdnge unter-
drickt diese Antireflexbeschichtung die Reflexion sowohl bei Beleuchtung der Glasplatte von der Luft-
seite als auch bei Beleuchtung von der Glasseite her.

Wir wollen die Situation anhand eines Zahlenbeispiels diskutieren. Fir ein Schwerflintglas mit n =
1.9 tritt bei senkrechtem Lichteinfall ein Reflexionsverlust an der Eintrittsseite von 10% auf. Durch
das Aufbringen einer MgF»-Schicht mit ne = 1.38 ~ /1.9 oder einer Kryolith-Schicht (NagAlFg, n =
1.33 ~ +/1.77) mit passender Dicke lasst sich die Reflexion praktisch vollstdndig unterdriicken. Fiir ein
Standar-Kronglas mit n, = 1.5 gibt es jedoch bei dem entsprechenden Brechungsindex n:= = /N, = 1.22
kein passendes Filmmaterial. Man verwendet auch A4 /4-Schichten aus MgF, und reduziert dadurch die
Reflexion von 4.2% auf etwa 1.5%. Durch das Aufbringen mehrerer Schichten passender Dicke l&sst sich
aber auch hier die Reflexion fast vollstandig unterdriicken. Hochwertige Antireflexionsschichten zeigen
ubicherweise Restreflexionskoeffizienten, die kleiner als 0.1% sind. Die Herstellung solcher Schichten
erfolgt mit den Gblichen Beschichtungsmethoden wie Aufdampf- und Sputterverfahren.

Dielektrische Vielschichtspiegel

Es sei hier noch darauf hingewiesen, dass man durch die Verwendung von paarweisen Doppelschichten
aus hochbrechendem (ny) und niedrigbrechendem (n,) Materialien hochreflektierende Spiegel erhalten
kann. Hierbei muss die optische Dicke der einzelnen Schichten ndp = n,d, = A /4 sein. Der optische
Gangunterschied an jeder Einzelschicht ist hier wieder A /2, der auftretende Phasensprung aufgrund der
alternierenden Brechungsindizes ist nun aber A¢@ = m, so dass insgesamt ein Gangunterschied von A4
auftritt, was zu optimaler Reflexion fiihrt. Baut man geniigend viele Doppelschichten hintereinander auf,
so erhdlt man ein Reflexionsvermdgen, das fur bestimmte Wellenldngen weit tber 99% liegen kann.
Wichtig ist, dass solche Spiegel im Gegensatz zu metallischen Spiegeln eine sehr geringe Absorption
haben und deshalb auch fiir groRe Leistungen geeignet sind (Laser-Spiegel).

Bereits eine hochbrechende A /4-Schicht aus ZnS (i, = 2.3) erhoht z.B. das Reflexionsvermdgen ei-
ner Grenzflache Luft/Glas von 4% auf etwa 31%. Es sei schlieflich noch darauf hingewiesen, dass
eine mathematisch genaue Behandlung von reflexmindernden und reflexerhohenden Schichten die
Berlicksichtigung von Vielstrahlinterferenzen notwendig macht.
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Zusammenfassung

e Beugungs- und Interferenzphanomene treten auf, wenn zwei oder mehrere Teilwellen mit
ortsabhangigen Phasendifferenzen koharent tberlagert werden.

e Begriffskonvention:

1. Interferenz ist mit der geplanten Uberlagerung von zwei oder mehreren getrennten
Teilwellen verbunden. Eine notwendige Bedingung fur das Auftreten von Interferenz
ist die Koharenz der Teilwellen.

2. Beugung tritt bei der Begrenzung einer einzelnen Wellenfront durch ein Hindernis
auftritt. Beugung kann als Interferenz von Sekundarwellen angesehen werden, die
vom beugenden Objekt phasenkohéarent zur einlaufenden Wellenfront ausgesandt
werden.

Beugung:

e Die Beugung von Wellen kann n&herungsweise nach dem Huygensschen Prinzip be-
schrieben werden, nach dem jeder Punkt einer Phasenflache einer Welle Ausgangs-
punkt einer Kugelwelle ist. Die Gesamtamplitude des an einem Beobachtungspunkt P
hinter einem beugenden Objekt beobachteten Lichts ergibt sich durch die koharente
Uberlagerung aller Sekundarwellen. Mathematisch ist die Gesamtamplitude durch das
Beugungsintegral gegeben, das die Summe aller vom beugenden Objekt auslaufenden
Sekundarwellen am Punkt P reprasentiert, wobei die unterschiedlichen Phasenfaktoren
der Teilwellen eine entscheidende Rolle spielen.

e Bei Beugungsphanomenen wird zwischen Fresnel- und Fraunhofer-Beugung unterschie-
den. Bei der Fraunhofer-Beugung hangen die Phasenfaktoren der sich Uberlagernden
Sekundarwellen nur linear vom Ort r in der Beugungsebene ab, wahrend bei der Fresnel-
Beugung nichtlineare Terme bertcksichtigt werden missen. Fraunhofer-Beugung tritt im
Fernfeld (L > r? /1), Fresnel-Beugung dagegen in der Nahzone (L < r?/4) auf.

e Fresnel-Beugung:

1. Die Fresnel-Beugung an einer Lochblende ergibt entlang der Symmetrieachse durch
das Zentrum der Lochblende die Intensitat

|Wp| = 2A%[1 — cos(kgR?/2L)].
Die Intensitat variiert also periodisch mit 1/L, wobei L der Abstand zur Lochblende
ist.

2. Die Fresnel-Beugung an einer runden, undurchlassigen Scheibe ergibt entlang der
Symmetrieachse durch das Zentrum der Scheibe die Intensitat

|Wp| = A% = const.
Man erhalt also Uberraschenderweise hinter der runden Scheibe unabhangig vom
Abstand von der Scheibe immer einen hellen Fleck.

3. Mit Hilfe der Fresnelschen Zonenplatten kann eine Abbildung durch konstruktive In-
terferenz aller Lichtbindel, die durch geradzahlige oder ungeradzahlige Fresnelzo-
nen durchgelassen werden, erzielt werden.
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e Fraunhofer-Beugung:

1.

Die Amplitudenverteilung ¥ (u,v) des Fraunhoferschen Beugungsbildes in der Be-
obachtungsebene ist durch die Fourier-Transformierte der Transmissionsfunktion
f(x,y) des beugenden Objekts gegeben:

¥(u,v) = // f(X,y)exp[—i(ux+vy)] dxdy.

Hierbei sind u = kosin 6 und v = ko sin 6, durch die Beugungswinkel 6, und 6, sowie
den Wellenvektor ko (bzw. Wellenlange A = 21t /kp) der einlaufenden Welle gegeben.

. Das Beugungsmuster eines unendlich langen Spalts (in y-Richtung) mit Breite b (in

x-Richtung) ist durch

. 2
I(u,v) = b? <7smb(:;12/2)> -8(v)

gegeben.

. Das Beugungsmuster einer Lochblende mit Radius R ist durch

2
& =10 ()

gegeben, wobei & = Z)L—”sin 6 und J; die Besselfunktion erster Ordnung ist.

. Das Beugungsmuster von beugenden Objekten mit komplizierterer Geometrie

lasst sich in vielen Fallen durch Ausnutzen des Faltungstheorems der Fourier-
Transformation

FT(A®B)=FT(A)-FT(B)

erhalten: Die Fourier-Transformierte der Faltung von zwei Funktionen A und B ist
gleich dem Produkt der Fourier-Transformierten dieser zwei Funktionen.

. Das Beugungsmuster eines Doppelspaltes (Spaltbreite b, Position —a/2 und +a/2)

ergibt sich durch Fourier-Transformation der Transmissionsfunktion fps = fspait(X) ®
[6(x—a/2)+ 6(x+a/2)] des Doppelspalts zu

)
sin“(bu/2)
Ips = Ips(0) cos?(ua/2) ———~
ps = Ips(0) cos”(ua/2) bu22
also aus dem Produkt des Beugungsmusters des Einzelspalts (Beugungsfunktion)
und einer cos?-Funktion (Interferenzfunktion). Letztere ist die Fourier-Transformierte
der beiden Delta-Funktionen, die die Positionen der Spalte angeben.

. Das Beugungsmuster eines Gitters aus N Spalten der Breite b ergibt sich als Produkt

des Beugungsmusters des Einzelspalts (Beugungsfunktion) und der Interferenzfunk-
tion

- sin(uNa/2) 2
|G|tter—|(0) (W) .

Letztere ist die Fourier-Transformierte einer Summe aus N é-Funktionen, die die
Positionen der einzelnen Gitterspalte angibt.
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7. Die Transmissionsfunktion frechieck €in€r Rechteckblende mit den Seitenlangen a und
b lasst sich als Faltung der Transmissionsfunktionen von zwei unendlich langen, in
x- und y-Richtung verlaufenden Spalten mit Breiten a und b

fRechteck (X, Y) = 1:Spal'[()() X fSpaIt(Y)

ausdriucken. Das Beugungsmuster ergibt sich deshalb als Produkt der Fourier-
Transformierten zweier unendlich langer Spalte:

| B bsinz(au/Z) sin?(bu/2)
Rechteck = @* (au/2)? : (buj2)?

8. Die Fraunhofer-Beugung an ein- und zweidimensionalen periodischen Objekten
l&sst sich mit Hilfe des reziproken Gitters beschreiben. Sind a und b die Gittervek-
toren, die die Gitterpunkte des periodischen Beugungsobjekts beschreiben, so sind
die reziproken Gittervektoren durch

a-a* =1 b-b*=1
a“-b=b*-a=0
bestimmt. Fur die moglichen Beugungsrichtungen mit endlicher Intensitat gilt

1

k—ko=u o

(h*a* + k*b*).

Hierbei ist ko der Wellenvektor der einlaufenden und k der Wellenvektor der gebeug-
ten Welle.

Interferometrie:

Bei der Interferometrie werden gezielt zwei oder mehrere koharente Teilwellen zur
Uberlagerung gebracht. Die koharenten Teilwellen kénnen entweder durch Aufspalten
der Wellenfront oder durch Aufspalten der Wellenamplitude erzeugt werden.

Maximale Intensitat der koharent Gberlagerten Teilwellen erhalt man fir optische Lauf-
wegunterschiede

As=m-A m=0,1,23,...
Bei Zweistrahl-Interferometern erhalt man eine kosinusformige Intensitatsvariation als

Funktion der Laufwegdifferenz As:

I(As) = lo 1+cos((po+27L—nAs) .

Hierbei ist g eine konstante Phasendifferenz, die durch Phasenspriinge bei der Reflexi-
on an Grenzflachen zwischen Medien mit unterschiedlichem Brechungsindex entstehen
kann.
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e Bei der Vielstrahlinterferenz erhalt man eine Intensitatsverteilung mit scharfen Maxima.
Fir ein Gitter mit N Spalten ergibt sich

IGit'[er =

1 /sin(uNa/2) 2
N2 < sin(ua/2) >

mit Intensitatsmaxima bei

) 21 . 2r
U=kgsin@ = —sin@ = —m.
0 A a

Dies entspricht einer Laufwegdifferenz zwischen Teilwellen von benachbarten Spalten
von

As=asinf=m-A m=0,1,2,3,....

e Vielstrahlinterferenz wird wegen der Schéarfe der Interferenzmaxima in hochauflésenden
Gitterspektrometern eingesetzt. Die maximale Aufldsung eines Gitterspektrometers hangt
nur von der Gesamtlange L des Gitters ab:

AL L
— =2
A A
e Vielstrahlinterferenz wird auch im Fabry-Perot-Interferometer eingesetzt, das aus einer
planparallelen Platte der Dicke d besteht, die mit hochreflektierenden Schichten be-
grenzt wird. Das Fabry-Perot-Interferometer wird zur genauen Vermessung von Licht-
wellenlangen eingesetzt. Seine Auflosung ist durch die Finesse .7 zu

Av 1

A mZ
gegeben. Hierbei ist m=2d /A die Ordnungszahl; die Finesse ist durch das Verhaltnis des
Abstandes zweier Interferenzmaxima und der vollen Breite der Maxima gegeben.

e Michelson-Morley-Experiment:
Mit einem Zwiestrahlinterferometer wurde von Michelson und Morley gezeigt, dass die
Lichtgeschwindigkeit unabhangig vom Bewegungszustand der Quelle oder des Beob-
achters ist.

e Die Vielstrahlinterferenz wird in dielektrischen Spiegeln und verguteten Oberflachen zur
Realisierung eines hohen (konstruktive Interferenz) bzw. niedrigen (destruktive Interfe-
renz) Reflexionsvermogens eingesetzt.
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