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Anhang A: Rutherfordsche Streuformel HPSIK IV 507

A Rutherfordsche Streuformel

Zur Herleitung der Rutherfordschen Streuformel wird der Zusammenhang des Stol3paramétdesn
Streuwinkeld berptigt. Wir wollen deshalb in diesem Abschnitt den Ausdrugkden Stossparameter
beim StoR eines-Teilchens (Ladungt-2e) mit dem Coulomb-Potenzial eines Atomkerns der Ladung
+Ze ableiten. Da die zwischen Kern urwtTeilchen wirkende Coulomb-Kraft stets parallel zu dem
vom Kern zuma-Teilchen weisenden Ortsvektor ist, gilt deaEhensatz. In diesem Fall ist die Bahn
desa-Teilchens eben und es ist zwechf$ig, den Bahnverlauf in Polarkoordinatenp zu betrachten.
Ferner lbnnen wir das Zweiteilchenproblem auf ein Einteilchenproblenuidiiihren, indem wir die
Kernmasserk als in Ruhe befindlich betrachten unid flie Masse deg-Teilchens die reduzierte Masse

Mg MK
- =+ " A.l
u ——— (A.1)

und fur seine Geschwindigkeit die Relativgeschwindigkeit

V = Vg—VK (A.2)

verwenden. Den Ursprung des Koordinatensystems legen wir in den ruhenden Atomkern (siehe

Abb.[AT).

Fir p — 0, also sehr weit weg vom Atomkern, soll dasTeilchen die Energie

Ekin = —,uv% (A.3)

besitzen. Seine Bahn varlft dort geradlinig. Mhert sich dasx-Teilchen dem Kern, so wird es von
dieser geradlinigen Bahn abgelenkt. Wir wollen zuerst den Bahnveplgpf berechnen. Nach dem
Coulombschen Gesetz uRd= gE bewegt sich dae-Teilchen im elektrischen Feld bzw. PotenziaV/
des Kerns@ = +2¢)

Ze v _Ze
Amegp? P - A4megp ]

(A.4)

wobei p der Einheitsvektor ip-Richtung ist, also vom Kernort zum Ort desTeilchens.

Wegen roE = rotF/q = 0, d.h. roF = 0, gilt fur das betrachtete Problem der Energieerhaltungssatz
der klassischen Mechanik. Darfdie potentielle Energi&€pot = qV = +2eV gilt, da die Ladung des
a-Teilchens+2e betiagt, so folgt aus dem Energieerhaltungssatz

1 2e-Ze
é,uvz—l—

Exin + Epot 0 m

= const (A.5)

2003



508

R. GrRosSS Anhang A

Atomkern
+ Ze
Bahnkurve

Abbildung Al:Zur Herleitung des Zusammenhangs zwischen Streuwinkel ¥ und StoRparameter b.

Da fur p — o die Geschwindigkeit deg-Teilchens gegermy gehen muss, ergibt sich die Konstante zu
2MG

Mit der AbkiirzungV (p) =k/p, d.h.k=2e-Ze/4regp, und der Bahngeschwindigkeit= ds/dt erhalten
wir mit dem Quadrat des Linienbelemenisin Polarkoordinaten

ds? = dp? 4 p2dg?

den Ausdruckiir die Gesamtenergie zu

+E = },uv% . (A.6)

2 2
_ _E = B9, 2(99

Der vom Kern zunu-Teilchen gerichtete Kraftvektor istimmer parallel Zuiwodurch das Drehmoment
M = p x F = 0 wird. Das heif3t, neben dem Energieerhaltungssatz gilt auch der Drehimpulserhaltungs-
satz.

Zur Berechnung des Drehimpulses betrachten wir in groRer Entfernung vom Kern die Parallele zur dort
geradlinigen Bahn des-Teilchens, die durch den Koordinatenursprung geht (siehe[AQlb. A1). Der Ab-
stand der beiden Geraden definiert &af3parameter.tMit der DefinitionL = m(r x v) bzw.L = 04w

des Drehimpulses, wob€l, = mp? und w = de/dt ist, erhalten wir den Betrag des Drehimpulses zu

LI = ulpxvol = uvopsin(p,Vo) = uvob = const (A7)
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sowie zu

L = ©po = HPZ(?:TT — const (A.8)

Hieraus erhalten wir durch Gleichsetzen vion {A.7) Und(A.8) schlief3lich

d(p Vob
do _ Vb A.
at 02 (A.9)
Setzen wir diesen Ausdruck in (A.6) ein, so erhalten wir
2 2h2
Bo(dp)T vty koL
5 [(dt) |ty = 2“\’(2" (A.10)
Ersetzen wir schlieflich die zeitliche Ableitung vprdurch
b
a _dpde _dpwp ()
dt dedt do p do ’
so folgt
2
d(g) 2
mol (46} (| k1
2v§ (d(p ) +p2 +p = Zuvg. (A.11)

Teilen wir durchEy, = %uv%, so erhalten wir

2
(d(‘t’))) L L S (A.12)

de p?| " Exinp

Addieren wir auf beiden Seitei? /4EZ,b?, so kdnnen wir weiter umformen zu

d(2)\ ® 2 2
p
LA I A13
( de ) +p2+Ekinp+4EEinb2 +4E|§‘mb2 (A-13)
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bzw. zu
2
d(2) bk \2 K2
p
= = 14— A.14
( do ) +<p+2Ekinb> T 262 1?2 (A-14)
Mit der Substitution

b k \? b
u=—+ du=d| —
p <ZEkinb> <P>

und unter Benutzung von
K\ 2
c’=1
* <2Ekinb>

kdnnen wir zu

du\? 2 2
(d(p) +u* = C (A.15)

vereinfachen, woraus wir durch Trennung der Variablen

dp = + =+ (A.16)

erhalten. Integration ergibt

o = arcsir% + @ = —arcco% +@o (A.17)

oder

cofpo—¢) = g (A.18)

Wir legen nun die Winkelmessung so fest, dass durehC der Winkelnullpunktp = 0 bestimmt ist.
Dann geht[(A.IB) unter Benutzung der obigen Substitutionen in

b
cogp) = _ P 2Bab (A.19)
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uber. Durch Aufdsen nactp erhalten wir schlie3lich die gaimschte Bahnkurve(¢) desa-Teilchens

_ 2Ein b?
= K . (A.20)

2
1—4/1+ (zik'”b) COoSQ

Die Teilchenbahn stellt einen Hyperbelast mit dem Brennpunkt im streuenden Kern und der numerischen
2
Exzentrizitite = |/ 1+ (@) dar.
In Experimenten misst man allerdings nicht die Bahnkurve, sondern den Streuwiriket Streuwinkel
ist durch
% =180 —«

gegeben, wobeix der Schnittwinkel der beiden Asymptoten an die Bahnkuiwepf — o ist (siehe
Abb.[Ad)). Das heif3t

o — %: ”;ﬁ fir p— oo . (A.21)

Mit der Polargleichung des Hyperbelastes

I
1—¢ecosp
erhalten wir tirp — o
1_ oy _ l-ecoda/2) (A.22)
p —p
oder
1 a T—9Y .U
P 0 = cos§ = CO0S = smi (A.23)
und unter Benutzung der Bahngleichung weiter
2 029 v
i 1-sirf?  cog?d
(ZEklnb> _ _119_1: SImy % _ o ? (A.24)
K sie 2 sif 2 sif 3
Durch Aufldsen nach dem StoRRparameter erhalten wir den Ausdruck
k k
b = cotﬁ = — cotﬁ . (A.25)

2Ekin 2 ,uVO 2
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B Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

Wir betrachten einen vom Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems zumPPRurglat v, w)
weisenden Ortsvektar, der eine Funktion der drei beliebigen unéahbigen Variablem, v,w ist (siehe

Abb.[B2):

ro= r(uvw = x(u,v,w)iA+y(u,v,W)jA+z(u,v7W)E . (B.1)

Hierbei sindT,jAundR die Einheitsvektoren des kartesischen Koordinatensystems.

Das Linienelemendr besitzt die Darstellung

ar ar ar
dar = %du+§/dv+a—wdw. (B.2)

Ist u = constundv = const die Koordinaten dagegen variabel, dann beschreibt die Raumkugyew)
eine bestimmte Raumkurve. Entsprechendes igiltife anderen Koordinaten. Wir erhalten also insge-
samt drei Raumkurven,y(w), ryw(v) undryw(u), die ein @umliches Koordinatennetz bilden.

Wir wollen im Folgenden orthogonale Systeme voraussetzermlié

ar adr ar or ar or
30 3v = 36 3w = 3v 3w = 0. (B.3)

Mit diesen Bedingungendanen wir drei zueinander orthogonale Einheitsvektoren definieren (siehe

Abb.[B2):

ar ar ar

i = V= W= 2 (B.4)
ar ar ar
du av ow

Mit Hilfe dieser Einheitsvektorendnnen wir das Linienelemedt schreiben als:

W dw . (B.5)

or vdv+ ﬂ
ov ow

Die durch Gleichung[(B]4) festgelegten Einheitsvektoren bilden die Achsen eines orthogonalen Ko-
ordinatensystems mit dem PuriRt= P(u,v,w) als Ursprung. Wir Bknnen auch einen anderen Punkt

P’ = P(U,V,Z) betrachten. Auch an diesem Punkt bilden die dufch|(B.4) definierten Einheitsvektoren

U, V. undw ein orthogonales System, dass aber im Allgemeinen eine andere Orientierung besitzt. Die
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2>

X >
y

Abbildung B2:Zur Definition von krummlinigen Koordinaten.

orthogonalen Einheitsvektordh v und W unterscheiden sich von den Einheitsvektorenundk des
kartesischen Koordinatensystems dadurch, dass sie von Ort zu Ort ihre Riahtlarg. Wir nennen sie
deshallkrummmlinigen Koordinaten

Wir betrachten jetzt ein Vektorfeld = A(u,v,w). Man bezeichnet nun auch in krummlinigen Koordina-
ten die Projektioner\, von A aufl, A, von A aufv undA,, von A aufw als die Komponenten voA
und wir kdbnnen schreiben:

Die KomponenterA,, A, und Ay, sind dann wie in einem kartesischen Koordinatensystem gegeben
durch

Die ZahlenA,, A, undA,, heiRen Koordinaten voA in Bezug auf die Einheitsvektoren v undw.

Da (B.§) und[(B.¥) ganz analog zu den entsprechenden Darstellungen im rechtwinkligen kartesischen
Koordinatensystem festgelegt sind, bleiben auch diiedas kartesische Koordinatensystem gegebenen
Ausdriicke fur die skalare und vektorielle Produktbildung in krummlinigen orthogonalen Koordinaten
erhalten. Einzige Voraussetzung ist hierbei, dass die Einheitvekiigkeundw ein Rechtssystem

o)
X
<)
I
S)
<)
X
=)
I
o)
=)
X
o)
I
<)

(B.8)
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bilden. Wir kbnnen also schreiben:

A-B = AuBu +AVBV‘|‘AWBW (B_9)

AxB (AvBw — AwB\)U + (AwBuy — ABw)V + (AuBy — A/BL)W . (B.10)

Wir kdnnen damit das vollahdige Differential der Funktiof = f (u,v,w) schreiben als
df df of

df = %dquEdVJrWde:Df-dr . (B.11)
Mit Hilfe von konnen wirdf darstellen als
woraus weiter mit(B.12)[ (B]5) und (B.9)

df of df ar ar ar

%dqu de+ %dw = ‘au Oy f du+'av‘ O, f dv+ ‘3W‘ Oy f dw (B.13)

folgt. Diese Gleichung istifr beliebigedu, dvunddw nur dann eiillt, wenn der Gradient die Koordina-
ten

[y
B
—
[N
QO
—
[N
NS
—

Ouf = Ovf = (B.14)

%
c
SY
<
Y
Y
=

Y
<=
Q
=

Q.)‘Q.)
c|=

hat.

Die Vektordifferentialoperation Divergenz

Zur Herleitung der Vektordifferentialoperation Divergenz in krummlinigen Koordinaten betrachten wir
ein quaderdrmiges Volumeneleme/ mit den KanterdngenAu, Av undAw. Sein Volumen betrgt

i
ov

or

r oar
au

Au-
u ow

AV = Aw . (B.15)

Av.’
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Seine Seitenfichen senkrecht zu den Einheitsvektaiiex undw sind gegeben durch

ar ar
ar ar

AR, = U Au &w’ Aw
ar ar

Die Divergenz eines Vektorfeldésist nun definiert als die Volumenableitung

[ A-dF

. Swv
O-A = Ilim
a—0 AV

(B.16)
(B.17)

(B.18)

(B.19)

Hierbei ist Syy die Oberfache des Volumenelemem® und dF ein Vektor, der senkrecht auf dem
Oberflachenelement steht und dessen Betrag gleich daoh&hinhalt des Obeéfthenelements ist. Wir

kdnnen somit schreiben:

) 1 or||or or
oa = gmy gy | (A5 aw>u+m,‘<’*“ 20 5, v
orll|ar orl|ar
((A au aW )v—i—Av_ <AV % ) )dUdW
r|lar or
()5 v>W+AW‘<AW\a i), qu]

Benutzen wir

ar||ar
ar || ar ar||ar 8<Aua )
(A5l 30), = (M5, auvoraar
mit n= 2,34,...

und den AusdrucK (B.15)if das Volumeneleme®¥V, so erhalten wir

O-A
ar|far||ar
ul||av||ow
2 (A% §JV)+8(AV3{, 3@)+8(Aw 2l |2))
Ju ov oW
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Die Vektordifferentialoperation Rotation

Die Berechnung der Rotorkoordinaten auf krummlinigen Koordinaksstlsich analog zum vorange-
gangenen Abschnitt durdhitiren. Die Rotation eines Vektorfeldésx A, ist ein Vektor, der durch die
mit dem umgekehrten Vorzeichen genommenen Volumenableitung dieses Feldes dargestellt wird:

J AxdF J dF x A
- _lim ® _im >
OxA = = im T AT (8.23)
Wir kdnnen somit schreiben
9 (Af3i]) 2 (5]
1 ow V| 9v
OuxA = lEs 3y - T (B.24)
ov||ow| L |
(9 (f5i]) 2 (a[3])
1 u ow
Oy xA = PRI 3w - 34 (B.25)
du||dw| L _
) P
O xA — — 1 a(AV‘TL)—a@“‘TL) (B.26)
W I ou ov '
du| | dv
Der 02 Operator
Mit 02 = V- V f erhalten wir aug (B.14) unf (B.p2)
V2§ !
or||or||ar
du||adv||dw
|51l 5| 50 ElElE: Sallg 5]
J A J T Jor| J o]
l |5 Sl 5 27
' au + ov + ow (8.27)
Anwendung auf Kugelkoordinaten
Der Ortsvektor nimmtiir Kugelkoordinaterr, ¥, ¢) die Form
r = rsindcosei+rsindsingj +rcosvk (B.28)
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an. Damit erhalten wir

or
ar
or
29
or
%

= rsind

(B.29)
(B.30)

(B.31)

und demnach aus den oben abgeleiteten Beziehurigetief verschiedenen Differentialoperatoren die

Ausdiiicke
df 1 of 1 of
Ot =5 A ¢ = rsind 9
VoA — 1 9(r*AY) 1 J(sindAy) 1 9A,
- arz2 or rsingd 0% rsind d¢
B 1 d(sindA,) JAs
VixA = e [ R 8@]
11 A I(Ap)
VoxA = r[sinﬁ&p_ I }
. 1 8(rA19) 8Ar
VoxA = r[ or ‘(w}

2 _ 10 (021
vt = rZarrar *

1 isim&laf N 1 9%f
r2sin® 04 '

09 ) ' r2sirt o 992
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C Darstellung vonL; und L2 in Kugelkoordinaten

In kartesischen Koordinaten gilfif die Komponenten des Drehimpulsoperators

~ : N d

Ly = |ﬁ<slm9819 +cotz§cos<pa(p> (C.1)
L, — ifi( —cos9-% +cotosing-L (C.2)
y = 990 ?90 '
-~ . d

Damit ist auch der Operatd? = L2+ L2+ L2 bekannt.

Zwischen den kartesischen Koordinatery, z) und den Kugelkoordinatefr, ¢, ¢) besteht der Zusam-

menhang
X = rsin® cosp r=+vx+y+22 (C.4)
: : z
y=rsindsing 9= arccos\/ﬁ (C.5)
Z=rcosy Q= arctang . (C.6)
Wir betrachten zuachstl,. Mit
d drd d¥ d Jdo d
ax — oxor T axav  axde (C.7)
konnen wir die Beziehungen
g)r( = )F( = sinyd cosp (C.8)
v Xz _ COsv Ccosp (C.9)
e _ Yy _ _sing (C.10)

Ix VX2t+y2  rsing

gewinnen. Setzen wir diese Beziehungen in|(C.7) ein, so erhalten wir

J d  cos®cosp d sing 9
x = S|m§1cos<p§+7r ﬁ_irsim&%' (C.11)
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Analog erhalten wir

cosysing d  cosp J
r ¥ rsindde

i = sindsin i+
ay AT

Setzen wir[(C.1]1) und (C.12) sowie (C.4) Kis (C.6)[in (C.3) ein, so folgt

: .0 d
Ly = |ﬁ<3ln19819+cotﬁcos<pa(p>

=~ , ) . d
Ly = |ﬁ<—cosﬁaﬁ+cows|n(paq)> .

Fur L2 = L2+ L2+ L2 erhalten wir nach einigen elementaren Umformungen

- 19 9 19
2 _  _pRp2 = i . _
L= L,imsl FE) <S'nﬂaf}) T Siro a<p2} '
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D Vertauschungsrelationen der Drehimpulskomponenten

Wir wollen den KommutatofLy, Ly] der Drehimpulsoperatoref (3.3|37) bis (3.8.39) bestimmt werden.
Nach Definition[(1.3.59) gilt

[/L\X’ /L\y] - - I:/L\y, Ex] — /L\X/L\y - /L\y/l_\x (D. 1)

und damit unter Benutzung van (3.3 37) bis (3.8.39)

[EXal/—\y] = Ex(/z\p\x_mz)_(/z\ﬁx_)?/p\z)tx (D-2)

Fir einen beliebigen Operat@r, der eine Funktion der Impulsoperatorgnund der Ortsoperatored

ist, kbnnen wir schreiben:

PSS 0~ oA~ 9
P APLG)Y = _|ﬁTqA(pi»Qi)w = —|ﬁ?W+A(pi,qi)(—|ﬁ)?LP : (D.3)
|

Mit der Definition des Kommutator folgt daraus

oA OA i~ ia
ai(li = 87@ = ﬁ(plA_Apl) = ﬁ[phA] . (D.4)
Analog gilt
oA VPSP P
B ﬁ(Aq.—q.A) = plAG] - (D.5)
Da py nicht vonz undLy weder vork noch vonpy abhangt, folgt mit ) und)
B2—2px = O Luxpx— Pulx = O L&—XLx = O (D.6)
und damit fir (D.2)
(D.7)

~

Lol = By (Exi— m) —x (Exﬁz— @EX) Ly
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Weiter gewinnen wir durch Einsetzen vapin ) und ) die Beziehungen

Plx—Lxp, = iRpy Le-2, = iy, (D.8)

womit (D.7) unter Benutzung von (3.3]37) His (3.3.39) in

~

Lolyl = —iR(By—xpy) = ifl, (D.9)

Ubergeht. Analog folgen die Beziehungen

<
)
N

| = ifly (D.10)
(D.11)

™™
N

Ul
X

|
Z

Wir wollen nun den Kommutatdt,, L?] berechnen. Mit der Beziehund = L2 + L2+ L2 gilt:

[EZaEZ] = [EZ7E>2(] + [EZvE)Z/] + [/L\Zvi-\g]
== [/L\z, Ex] /L\X + /L\X [Ez, Ex] + [Ez, /L\y} Ey + /L\y [Ez, /L\y:I
- 0. (D.12)

Analog erhalten wir

L% = 0 (D.13)
L,L? = 0. (D.14)
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E Effektives Potenzial beim Heliumatom

Das PotenziafP(r1) fur das erste Elektron eines Heliumatoms ist durch die Abschirmung des zweiten
Elektrons gegeben durch

w3 ‘Pz
(ra) 47reor1 47'580 /// ro (E-1)

v @ r2

Zur Losung des Integrals benutzen wir (siehe AbR. E3)

r2, = rZ4r3—2rir,cosd | (E.2)
woraus
riodris = rirzsinddd (E.3)

folgt. Weiterhin gilt

d, = radrysindddde | (E.4)
womit wir

% _ rzdrqu)dl’lz (E 5)

r12 ri '

erhalten. Wir sehen, dass wir bei der Integration das Intdgral sindd? in ein Integraliberdry,
ersetzen &nnen. kir die Wellenfunktion desstZustandes benutzen wir

73/2
Vi = e Zi/a) (E.6)

mit Z = 2. Setzen wits in (E.1) ein, so erhalten wiilf das Integral
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Abbildung E3:Zur Definition der GréRen beim Heliumatom.

2
¥ rodrp dripde . (E.7)
1

radrosingddde :/ .

W, |2
Int = / 19
ro2

Mit [Z*de = 27 erhalten wir

ri+rz

ry

273 exp(—Z-2r r

Int = g / q v Z/aB) 2dr2 / dr12
1

r,=0 F2=r1—r2
ro+rq

N /exp(—Z.Zrz/c’sle,)rzdr2 / dro| | (E.8)

f
r2=ry f1o=r2—T1

da fur die Integrationsgrenzé = 0

, _ ri—ro fir ro < rq (E.9)
2= 1 rn-n fr ry > ry '

gilt und fur ¢ = & die Beziehung1, = ro +r1 folgt. Ausfihren der Integration und Addition der beiden
Summanden irf (E}8) ergibt

d(r) = (z-T)e_ e <Z+ 1) exp<_i§rl> , (E.10)

4megry  4dmeg \ag  ri

wobei wir fur HeliumZ = 2 setzen riissen.
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