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12.1.3 System in Kontakt mit einem Ẅarme- und Teilchenreservoir . . . . . . . . . . .425

12.2 Gibbs- und Boltzmann-Faktoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .426

12.2.1 Der Gibbs-Faktor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .428

12.2.2 Der Boltzmann-Faktor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .428

12.3 Zustandssummen und Mittelwerte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .431

12.3.1 Große Zustandssumme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .431

12.3.2 Mittelwerte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .431

12.3.3 Zustandssumme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .433

12.3.4 Verteilungsfunktionen und ihre Eigenschaften . . . . . . . . . . . . . . . . . . .436

12.4 Anwendungen der Verteilungsfunktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .438

12.4.1 Das ideale einatomige Gas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .438

12.4.2 G̈ultigkeit der klassischen N̈aherung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .441

12.4.3 Der Gleichverteilungssatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .442

12.5 Die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .446

12.5.1 Verteilung des Geschwindigkeitsbetrages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .448

12.5.2 Verteilung einer Geschwindigkeitskomponente . . . . . . . . . . . . . . . . . .451
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A Rutherfordsche Streuformel

Zur Herleitung der Rutherfordschen Streuformel wird der Zusammenhang des Stoßparametersb mit dem
Streuwinkelϑ ben̈otigt. Wir wollen deshalb in diesem Abschnitt den Ausdruck für den Stossparameter
beim Stoß einesα-Teilchens (Ladung+2e) mit dem Coulomb-Potenzial eines Atomkerns der Ladung
+Ze ableiten. Da die zwischen Kern undα-Teilchen wirkende Coulomb-Kraft stets parallel zu dem
vom Kern zumα-Teilchen weisenden Ortsvektor ist, gilt der Flächensatz. In diesem Fall ist die Bahn
desα-Teilchens eben und es ist zweckmäßig, den Bahnverlauf in Polarkoordinatenρ,ϕ zu betrachten.
Ferner k̈onnen wir das Zweiteilchenproblem auf ein Einteilchenproblem zurückführen, indem wir die
KernmassemK als in Ruhe befindlich betrachten und für die Masse desα-Teilchens die reduzierte Masse

µ =
mαmK

mα +mK
(A.1)

und für seine Geschwindigkeit die Relativgeschwindigkeit

v = vα −vK (A.2)

verwenden. Den Ursprung des Koordinatensystems legen wir in den ruhenden Atomkern (siehe
Abb. A1).

Für ρ → ∞, also sehr weit weg vom Atomkern, soll dasα-Teilchen die Energie

Ekin =
1
2

µv2
0 (A.3)

besitzen. Seine Bahn verläuft dort geradlinig. N̈ahert sich dasα-Teilchen dem Kern, so wird es von
dieser geradlinigen Bahn abgelenkt. Wir wollen zuerst den Bahnverlaufρ(ϕ) berechnen. Nach dem
Coulombschen Gesetz undF = qE bewegt sich dasα-Teilchen im elektrischen FeldE bzw. PotenzialV
des Kerns (q = +Ze)

E =
Ze

4πε0ρ2 ρ̂ V =
Ze

4πε0ρ
, (A.4)

wobeiρ̂ der Einheitsvektor inρ-Richtung ist, also vom Kernort zum Ort desα-Teilchens.

Wegen rotE = rotF/q = 0, d.h. rotF = 0, gilt für das betrachtete Problem der Energieerhaltungssatz
der klassischen Mechanik. Da für die potentielle EnergieEpot = qV = +2eV gilt, da die Ladung des
α-Teilchens+2ebetr̈agt, so folgt aus dem Energieerhaltungssatz

Ekin +Epot =
1
2

µv2
0 +

2e·Ze
4πε0ρ

= const. (A.5)
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ϕ = α / 2

ρ

b

α

v0

ϑ

α - Teilchen
+ 2e

Atomkern
+ Ze

Bahnkurve

Abbildung A1:Zur Herleitung des Zusammenhangs zwischen Streuwinkel ϑ und Stoßparameter b.

Da für ρ → ∞ die Geschwindigkeit desα-Teilchens gegenv0 gehen muss, ergibt sich die Konstante zu
1
2mv2

0.

Mit der AbkürzungV(ρ)= k/ρ, d.h.k= 2e·Ze/4πε0ρ, und der Bahngeschwindigkeitv= ds/dt erhalten
wir mit dem Quadrat des Linienbelementsds in Polarkoordinaten

ds2 = dρ
2 +ρ

2dϕ
2

den Ausdruck f̈ur die Gesamtenergie zu

Ekin +Epot = E =
µ

2

[(
dρ

dt

)2

+ρ
2
(

dϕ

dt

)2
]

+
k
ρ

=
1
2

µv2
0 . (A.6)

Der vom Kern zumα-Teilchen gerichtete Kraftvektor ist immer parallel zuρ̂, wodurch das Drehmoment
M = ρ×F = 0 wird. Das heißt, neben dem Energieerhaltungssatz gilt auch der Drehimpulserhaltungs-
satz.

Zur Berechnung des Drehimpulses betrachten wir in großer Entfernung vom Kern die Parallele zur dort
geradlinigen Bahn desα-Teilchens, die durch den Koordinatenursprung geht (siehe Abb. A1). Der Ab-
stand der beiden Geraden definiert denStoßparameter b. Mit der DefinitionL = m(r×v) bzw.L = Θωω
des Drehimpulses, wobeiΘω = mρ2 undω = dϕ/dt ist, erhalten wir den Betrag des Drehimpulses zu

|L | = µ|ρ×v0| = µv0ρ sin(ρ̂, v̂0) = µv0b = const. (A.7)
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sowie zu

|L | = Θωω = µρ
2dϕ

dt
= const. (A.8)

Hieraus erhalten wir durch Gleichsetzen von (A.7) und (A.8) schließlich

dϕ

dt
=

v0b
ρ2 . (A.9)

Setzen wir diesen Ausdruck in (A.6) ein, so erhalten wir

µ

2

[(
dρ

dt

)2

+
v2

0b2

ρ2

]
+

k
ρ

=
1
2

µv2
0 . (A.10)

Ersetzen wir schließlich die zeitliche Ableitung vonρ durch

dρ

dt
=

dρ

dϕ

dϕ

dt
=

dρ

dϕ

v0b
ρ

=−
v0d
(

b
ρ

)
dϕ

,

so folgt

µ

2
v2

0


d

(
b
ρ

)
dϕ

2

+
b2

ρ2

+
k
ρ

=
1
2

µv2
0 . (A.11)

Teilen wir durchEkin = 1
2µv2

0, so erhalten wir


d

(
b
ρ

)
dϕ

2

+
b2

ρ2

+
k

Ekinρ
= 1 . (A.12)

Addieren wir auf beiden Seitenk2/4E2
kinb2, so k̈onnen wir weiter umformen zu

d
(

b
ρ

)
dϕ

2

+
b2

ρ2 +
k

Ekinρ
+

k2

4E2
kinb2

= 1+
k2

4E2
kinb2

(A.13)

2003



510 R. GROSS Anhang A

bzw. zu

d
(

b
ρ

)
dϕ

2

+
(

b
ρ

+
k

2Ekinb

)2

= 1+
k2

4E2
kinb2

. (A.14)

Mit der Substitution

u =
b
ρ

+
(

k
2Ekinb

)2

du= d

(
b
ρ

)
und unter Benutzung von

C2 = 1+
(

k
2Ekinb

)2

können wir zu

(
du
dϕ

)2

+u2 = C2 (A.15)

vereinfachen, woraus wir durch Trennung der Variablen

dϕ = ± du√
C2−u2

= ± du

C
√

1− u2

C2

(A.16)

erhalten. Integration ergibt

ϕ = arcsin
u
C

+ϕ0 = −arccos
u
C

+ϕ0 (A.17)

oder

cos(ϕ0−ϕ) =
u
C

. (A.18)

Wir legen nun die Winkelmessung so fest, dass durchu = C der Winkelnullpunktϕ = 0 bestimmt ist.
Dann geht (A.18) unter Benutzung der obigen Substitutionen in

cos(ϕ) =
b
ρ

+ k
2Ekinb√

1+
(

k
2Ekinb

)2
(A.19)
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über. Durch Aufl̈osen nachρ erhalten wir schließlich die geẅunschte Bahnkurveρ(ϕ) desα-Teilchens

ρ =
−2Ekinb2

k

1−
√

1+
(

2Ekinb
k

)2
cosϕ

. (A.20)

Die Teilchenbahn stellt einen Hyperbelast mit dem Brennpunkt im streuenden Kern und der numerischen

Exzentriziẗat ε =

√
1+
(

2Ekinb
k

)2
dar.

In Experimenten misst man allerdings nicht die Bahnkurve, sondern den Streuwinkelϑ . Der Streuwinkel
ist durch

ϑ = 180◦−α

gegeben, wobeiα der Schnittwinkel der beiden Asymptoten an die Bahnkurve für ρ → ∞ ist (siehe
Abb. A1). Das heißt

ϕ → α

2
=

π−ϑ

2
für ρ → ∞ . (A.21)

Mit der Polargleichung des Hyperbelastes

ρ =
−p

1− ε cosϕ

erhalten wir f̈ur ρ → ∞

1
ρ

= 0 =
1− ε cos(α/2)

−p
(A.22)

oder

1
ε

= 0 = cos
α

2
= cos

π−ϑ

2
= sin

ϑ

2
(A.23)

und unter Benutzung der Bahngleichung weiter

(
2Ekinb

k

)2

=
1

sin2 ϑ

2

−1 =
1−sin2 ϑ

2

sin2 ϑ

2

=
cos2 ϑ

2

sin2 ϑ

2

= cot2
ϑ

2
(A.24)

Durch Auflösen nach dem Stoßparameter erhalten wir den Ausdruck

b =
k

2Ekin
cot

ϑ

2
=

k

µv2
0

cot
ϑ

2
. (A.25)
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B Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

Wir betrachten einen vom Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems zum PunktP = (u,v,w)
weisenden Ortsvektorr , der eine Funktion der drei beliebigen unabhängigen Variablenu,v,w ist (siehe
Abb. B2):

r = r(u,v,w) = x(u,v,w)̂i +y(u,v,w)̂j +z(u,v,w)k̂ . (B.1)

Hierbei sind̂i, ĵ und k̂ die Einheitsvektoren des kartesischen Koordinatensystems.

Das Linienelementdr besitzt die Darstellung

dr =
∂ r
∂u

du+
∂ r
∂v

dv+
∂ r
∂w

dw . (B.2)

Ist u = constundv = const, die Koordinatew dagegen variabel, dann beschreibt die Raumkurveru,v(w)
eine bestimmte Raumkurve. Entsprechendes gilt für die anderen Koordinaten. Wir erhalten also insge-
samt drei Raumkurvenru,v(w), ru,w(v) undr v,w(u), die ein r̈aumliches Koordinatennetz bilden.

Wir wollen im Folgenden orthogonale Systeme voraussetzen, für die

∂ r
∂u

· ∂ r
∂v

=
∂ r
∂u

· ∂ r
∂w

=
∂ r
∂v

· ∂ r
∂w

= 0 . (B.3)

Mit diesen Bedingungen k̈onnen wir drei zueinander orthogonale Einheitsvektoren definieren (siehe
Abb. B2):

û =
∂ r
∂u∣∣∣ ∂ r
∂u

∣∣∣ v̂ =
∂ r
∂v∣∣∣ ∂ r
∂v

∣∣∣ ŵ =
∂ r
∂w∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣ . (B.4)

Mit Hilfe dieser Einheitsvektoren k̈onnen wir das Linienelementdr schreiben als:

dr =
∣∣∣∣∂ r
∂u

∣∣∣∣ û du+
∣∣∣∣∂ r
∂v

∣∣∣∣ v̂ dv+
∣∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣∣ ŵ dw . (B.5)

Die durch Gleichung (B.4) festgelegten Einheitsvektoren bilden die Achsen eines orthogonalen Ko-
ordinatensystems mit dem PunktP = P(u,v,w) als Ursprung. Wir k̈onnen auch einen anderen Punkt
P′ = P(u′,v′,z′) betrachten. Auch an diesem Punkt bilden die durch (B.4) definierten Einheitsvektoren
û′, v̂′ und ŵ′ ein orthogonales System, dass aber im Allgemeinen eine andere Orientierung besitzt. Die
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P

r

x
y

z u

v

w

Abbildung B2:Zur Definition von krummlinigen Koordinaten.

orthogonalen Einheitsvektoren̂u, v̂ und ŵ unterscheiden sich von den Einheitsvektorenî, ĵ und k̂ des
kartesischen Koordinatensystems dadurch, dass sie von Ort zu Ort ihre Richtungändern. Wir nennen sie
deshalbkrummmlinigen Koordinaten.

Wir betrachten jetzt ein VektorfeldA = A(u,v,w). Man bezeichnet nun auch in krummlinigen Koordina-
ten die ProjektionenAu von A auf û, Av von A auf v̂ undAw von A auf ŵ als die Komponenten vonA
und wir können schreiben:

A = Au +Av +Aw . (B.6)

Die KomponentenAu, Av und Aw sind dann wie in einem kartesischen Koordinatensystem gegeben
durch

Au = Au û Av = Av v̂ Aw = Aw ŵ . (B.7)

Die ZahlenAu, Av undAw heißen Koordinaten vonA in Bezug auf die Einheitsvektoren̂u, v̂ undŵ.

Da (B.6) und (B.7) ganz analog zu den entsprechenden Darstellungen im rechtwinkligen kartesischen
Koordinatensystem festgelegt sind, bleiben auch die für das kartesische Koordinatensystem gegebenen
Ausdr̈ucke f̈ur die skalare und vektorielle Produktbildung in krummlinigen orthogonalen Koordinaten
erhalten. Einzige Voraussetzung ist hierbei, dass die Einheitvektorenû, v̂ undŵ ein Rechtssystem

û× v̂ = ŵ v̂× ŵ = û ŵ× û = v̂ (B.8)
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bilden. Wir können also schreiben:

A ·B = AuBu +AvBv +AwBw (B.9)

A×B = (AvBw−AwBv)û+(AwBu−AuBw)v̂+(AuBv−AvBu)ŵ . (B.10)

Wir können damit das vollständige Differential der Funktionf = f (u,v,w) schreiben als

d f =
∂ f
∂u

du+
∂ f
∂v

dv+
∂ f
∂w

dw = ∇ f ·dr . (B.11)

Mit Hilfe von (B.7) können wir∇ f darstellen als

∇ f = ∇u f û+∇v f v̂+∇w f ŵ , (B.12)

woraus weiter mit (B.12), (B.5) und (B.9)

∂ f
∂u

du+
∂ f
∂v

dv+
∂ f
∂w

dw =
∣∣∣∣∂ r
∂u

∣∣∣∣ ∇u f du+
∣∣∣∣∂ r
∂v

∣∣∣∣ ∇v f dv+
∣∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣∣ ∇w f dw (B.13)

folgt. Diese Gleichung ist f̈ur beliebigedu, dvunddwnur dann erf̈ullt, wenn der Gradient die Koordina-
ten

∇u f =
1∣∣∣ ∂ r
∂u

∣∣∣ ∂ f
∂u

∇v f =
1∣∣∣ ∂ r
∂v

∣∣∣ ∂ f
∂v

∇w f =
1∣∣∣ ∂ r

∂w

∣∣∣ ∂ f
∂w

(B.14)

hat.

Die Vektordifferentialoperation Divergenz

Zur Herleitung der Vektordifferentialoperation Divergenz in krummlinigen Koordinaten betrachten wir
ein quaderf̈ormiges Volumenelement∆V mit den Kantenl̈angen∆u, ∆v und∆w. Sein Volumen betr̈agt

∆V =
∣∣∣∣∂ r
∂u

∣∣∣∣∆u·
∣∣∣∣∂ r
∂v

∣∣∣∣∆v·
∣∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣∣∆w . (B.15)
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Seine Seitenfl̈achen senkrecht zu den Einheitsvektorenû, v̂ undŵ sind gegeben durch

∆Fu =
∣∣∣∣∂ r
∂v

∣∣∣∣ ∆v

∣∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣∣ ∆w (B.16)

∆Fv =
∣∣∣∣∂ r
∂u

∣∣∣∣ ∆u

∣∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣∣ ∆w (B.17)

∆Fw =
∣∣∣∣∂ r
∂u

∣∣∣∣ ∆u

∣∣∣∣∂ r
∂v

∣∣∣∣ ∆v . (B.18)

Die Divergenz eines VektorfeldesA ist nun definiert als die Volumenableitung

∇ ·A = lim
∆V→0

∫
S∆V

A ·dF

∆V
. (B.19)

Hierbei ist S∆V die Oberfl̈ache des Volumenelements∆V und dF ein Vektor, der senkrecht auf dem
Oberfl̈achenelement steht und dessen Betrag gleich dem Flächeninhalt des Oberflächenelements ist. Wir
können somit schreiben:

∇ ·A = lim
∆V→0

1
∆V

[((
Au

∣∣∣∣∂ r
∂v

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣∣)
u+∆u

−
(

Au

∣∣∣∣∂ r
∂v

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣∣)
u

)
dvdw((

Av

∣∣∣∣∂ r
∂u

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣∣)
v+∆v

−
(

Av

∣∣∣∣∂ r
∂u

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣∣)
v

)
dudw((

Aw

∣∣∣∣∂ r
∂u

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂ r
∂v

∣∣∣∣)
w+∆w

−
(

Aw

∣∣∣∣∂ r
∂u

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂ r
∂v

∣∣∣∣)
w

)
dudv

]
.

(B.20)

Benutzen wir

(
Au

∣∣∣∣∂ r
∂v

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣∣)
u+∆u

=
(

Au

∣∣∣∣∂ r
∂v

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣∣)
u
+

∂

(
Au

∣∣∣ ∂ r
∂v

∣∣∣ ∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣)
∂u

∆u+O(∆u)n

mit n = 2,3,4, . . . (B.21)

und den Ausdruck (B.15) für das Volumenelement∆V, so erhalten wir

∇ ·A =
1∣∣∣ ∂ r

∂u

∣∣∣ ∣∣∣ ∂ r
∂v

∣∣∣ ∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣
·

∂

(
Au

∣∣∣ ∂ r
∂v

∣∣∣ ∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣)
∂u

+
∂

(
Av

∣∣∣ ∂ r
∂u

∣∣∣ ∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣)
∂v

+
∂

(
Aw

∣∣∣ ∂ r
∂u

∣∣∣ ∣∣∣ ∂ r
∂v

∣∣∣)
∂w

 . (B.22)

2003



516 R. GROSS Anhang B

Die Vektordifferentialoperation Rotation

Die Berechnung der Rotorkoordinaten auf krummlinigen Koordinaten lässt sich analog zum vorange-
gangenen Abschnitt durchführen. Die Rotation eines Vektorfeldes,∇×A, ist ein Vektor, der durch die
mit dem umgekehrten Vorzeichen genommenen Volumenableitung dieses Feldes dargestellt wird:

∇×A = − lim
∆V→0

∫
S∆V

A×dF

∆V
= + lim

∆V→0

∫
S∆V

dF×A

∆V
. (B.23)

Wir können somit schreiben

∇u×A =
1∣∣∣ ∂ r

∂v

∣∣∣ ∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣
∂

(
Aw

∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣)
∂v

−
∂

(
Av

∣∣∣ ∂ r
∂v

∣∣∣)
∂w

 (B.24)

∇v×A =
1∣∣∣ ∂ r

∂u

∣∣∣ ∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣
∂

(
Au

∣∣∣ ∂ r
∂u

∣∣∣)
∂w

−
∂

(
Aw

∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣)
∂u

 (B.25)

∇w×A =
1∣∣∣ ∂ r

∂u

∣∣∣ ∣∣∣ ∂ r
∂v

∣∣∣
∂

(
Av

∣∣∣ ∂ r
∂v

∣∣∣)
∂u

−
∂

(
Au

∣∣∣ ∂ r
∂u

∣∣∣)
∂v

 . (B.26)

Der ∇2 Operator

Mit ∇2 f = ∇ ·∇ f erhalten wir aus (B.14) und (B.22)

∇2 f =
1∣∣∣ ∂ r

∂u

∣∣∣ ∣∣∣ ∂ r
∂v

∣∣∣ ∣∣∣ ∂ r
∂w

∣∣∣
·


∂

(
| ∂ r

∂v|| ∂ r
∂w|
∣∣∣ ∂ f

∂u

∣∣∣
| ∂ r

∂u|

)
∂u

+

∂

(
| ∂ r

∂u|| ∂ r
∂w|
∣∣∣ ∂ f

∂v

∣∣∣
| ∂ r

∂v|

)
∂v

+

∂

(
| ∂ r

∂u|| ∂ r
∂v|
∣∣∣ ∂ f

∂w

∣∣∣
| ∂ r

∂w|

)
∂w

 . (B.27)

Anwendung auf Kugelkoordinaten

Der Ortsvektor nimmt f̈ur Kugelkoordinaten(r,ϑ ,ϕ) die Form

r = r sinϑ cosϕ î + r sinϑ sinϕ ĵ + r cosϑ k̂ (B.28)
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an. Damit erhalten wir

∣∣∣∣∂ r
∂ r

∣∣∣∣ = 1 (B.29)∣∣∣∣ ∂ r
∂ϑ

∣∣∣∣ = r (B.30)∣∣∣∣ ∂ r
∂ϕ

∣∣∣∣ = r sinϑ (B.31)

und demnach aus den oben abgeleiteten Beziehungen für die verschiedenen Differentialoperatoren die
Ausdr̈ucke

∇r f =
∂ f
∂ r

∇ϑ f =
1
r

∂ f
∂ϑ

∇ϕ =
1

r sinϑ

∂ f
∂ϕ

(B.32)

∇ ·A =
1

∂ r2

∂ (r2Ar)
∂ r

+
1

r sinϑ

∂ (sinϑAϑ )
∂ϑ

+
1

r sinϑ

∂Aϕ

∂ϕ
(B.33)

∇r ×A =
1

r sinϑ

[
∂ (sinϑAϕ)

∂ϑ
− ∂Aϑ

∂ϕ

]
(B.34)

∇ϑ ×A =
1
r

[
1

sinϑ

∂Ar

∂ϕ
−

∂ (rAϕ)
∂ r

]
(B.35)

∇ϕ ×A =
1
r

[
∂ (rAϑ )

∂ r
− ∂Ar

∂ϑ

]
(B.36)

∇2 f =
1
r2

∂

∂ r

(
r2 ∂ f

∂ r

)
+

1
r2sinϑ

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂ f
∂ϑ

)
+

1

r2sin2
ϑ

∂ 2 f
∂ϕ2 . (B.37)
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C Darstellung von L̂i und L̂2 in Kugelkoordinaten

In kartesischen Koordinaten gilt für die Komponenten des Drehimpulsoperators

L̂x = ih̄

(
sinϑ

∂

∂ϑ
+cotϑ cosϕ

∂

∂ϕ

)
(C.1)

L̂y = ih̄

(
−cosϑ

∂

∂ϑ
+cotϑ sinϕ

∂

∂ϕ

)
(C.2)

L̂z = −ih̄
∂

∂ϕ
. (C.3)

Damit ist auch der Operator̂L2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z bekannt.

Zwischen den kartesischen Koordinaten(x,y,z) und den Kugelkoordinaten(r,ϑ ,ϕ) besteht der Zusam-
menhang

x = r sinϑ cosϕ r =
√

x2 +y2 +z2 (C.4)

y = r sinϑ sinϕ ϑ = arccos
z√

x2 +y2 +z2
(C.5)

z= r cosϑ ϕ = arctan
y
x

. (C.6)

Wir betrachten zun̈achstĴz. Mit

∂

∂x
=

∂ r
∂x

∂

∂ r
+

∂ϑ

∂x
∂

∂ϑ
+

∂ϕ

∂x
∂

∂ϕ
(C.7)

können wir die Beziehungen

∂ r
∂x

=
x
r

= sinϑ cosϕ (C.8)

∂ϑ

∂x
=

xz

r2
√

x2 +y2
=

cosϑ cosϕ

r
(C.9)

∂ϕ

∂x
=

y√
x2 +y2

= − sinϕ

r sinϑ
(C.10)

gewinnen. Setzen wir diese Beziehungen in (C.7) ein, so erhalten wir

∂

∂x
= sinϑ cosϕ

∂

∂ r
+

cosϑ cosϕ

r
∂

∂ϑ
− sinϕ

r sinϑ

∂

∂ϕ
. (C.11)
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Analog erhalten wir

∂

∂y
= sinϑ sinϕ

∂

∂ r
+

cosϑ sinϕ

r
∂

∂ϑ
+

cosϕ

r sinϑ

∂

∂ϕ
. (C.12)

Setzen wir (C.11) und (C.12) sowie (C.4) bis (C.6) in (C.3) ein, so folgt

L̂x = −ih̄
∂

∂ϕ
(C.13)

und analog

L̂x = ih̄

(
sinϑ

∂

∂ϑ
+cotϑ cosϕ

∂

∂ϕ

)
(C.14)

L̂y = ih̄

(
−cosϑ

∂

∂ϑ
+cotϑ sinϕ

∂

∂ϕ

)
. (C.15)

Für L̂2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z erhalten wir nach einigen elementaren Umformungen

L̂2 = −h̄2
[

1
sinϑ

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂

∂ϑ

)
+

1

sin2
ϑ

∂ 2

∂ϕ2

]
. (C.16)
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D Vertauschungsrelationen der Drehimpulskomponenten

Wir wollen den Kommutator[L̂x, L̂y] der Drehimpulsoperatoren (3.3.37) bis (3.3.39) bestimmt werden.
Nach Definition (1.3.59) gilt

[L̂x, L̂y] = −[L̂y, L̂x] = L̂xL̂y− L̂yL̂x (D.1)

und damit unter Benutzung von (3.3.37) bis (3.3.39)

[L̂x, L̂y] = L̂x (ẑp̂x− x̂p̂z)− (ẑp̂x− x̂p̂z) L̂x (D.2)

Für einen beliebigen Operator̂A, der eine Funktion der Impulsoperatorenp̂i und der Ortsoperatoren̂qi

ist, können wir schreiben:

p̂i Â(p̂i , q̂i) Ψ = −ih̄
∂

∂qi
Â(p̂i , q̂i)Ψ = −ih̄

∂ Â
∂qi

Ψ+ Â(p̂i , q̂i)(−ih̄)
∂

∂qi
Ψ . (D.3)

Mit der Definition des Kommutator folgt daraus

∂ Â
∂qi

=
∂ Â
∂ q̂i

=
i
h̄

(
p̂iÂ− Âp̂i

)
=

i
h̄
[p̂i , Â] . (D.4)

Analog gilt

∂ Â
∂ p̂i

=
i
h̄

(
Âq̂i − q̂iÂ

)
=

i
h̄
[Â, q̂i ] . (D.5)

Da p̂x nicht vonẑ undL̂x weder von̂x noch vonp̂x abḧangt, folgt mit (D.4) und (D.5)

p̂xẑ− ẑp̂x = 0 L̂xp̂x− p̂xL̂x = 0 L̂xx̂− x̂L̂x = 0 (D.6)

und damit f̈ur (D.2)

[L̂x, L̂y] = p̂x

(
L̂xẑ− ẑ̂Lx

)
−x
(

L̂xp̂z− p̂zL̂x

)
L̂x (D.7)
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Weiter gewinnen wir durch Einsetzen vonL̂x in (D.4) und (D.5) die Beziehungen

p̂zL̂x− L̂xp̂z = ih̄p̂y L̂xẑ− ẑ̂Lx = ih̄ŷ , (D.8)

womit (D.7) unter Benutzung von (3.3.37) bis (3.3.39) in

[L̂x, L̂y] = −ih̄(p̂xŷ− x̂p̂y) = ih̄L̂z (D.9)

übergeht. Analog folgen die Beziehungen

[L̂y, L̂z] = ih̄L̂x (D.10)

[L̂z, L̂x] = ih̄L̂y . (D.11)

Wir wollen nun den Kommutator[L̂z, L̂2] berechnen. Mit der BeziehunĝL2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z gilt:

[L̂z, L̂
2] = [L̂z, L̂

2
x]+ [L̂z, L̂

2
y]+ [L̂z, L̂

2
z]

= [L̂z, L̂x]L̂x + L̂x[L̂z, L̂x]+ [L̂z, L̂y]L̂y + L̂y[L̂z, L̂y]
= ih̄[L̂yL̂x + L̂xL̂y− L̂xL̂y− L̂yL̂x]
= 0 . (D.12)

Analog erhalten wir

[L̂x, L̂
2] = 0 (D.13)

[L̂y, L̂
2] = 0 . (D.14)
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E Effektives Potenzial beim Heliumatom

Das PotenzialΦ(r1) für das erste Elektron eines Heliumatoms ist durch die Abschirmung des zweiten
Elektrons gegeben durch

Φ(r1) = − Ze
4πε0r1

+
e

4πε0

∫
ϑ

∫
ϕ

∫
r2

Ψ?
2Ψ2

r12
dV2 . (E.1)

Zur Lösung des Integrals benutzen wir (siehe Abb. E3)

r2
12 = r2

1 + r2
2−2r1r2cosϑ , (E.2)

woraus

r12dr12 = r1r2sinϑdϑ (E.3)

folgt. Weiterhin gilt

dV2 = r2
2dr2sinϑdϑdϕ , (E.4)

womit wir

dV2

r12
=

r2dr2dϕdr12

r1
(E.5)

erhalten. Wir sehen, dass wir bei der Integration das Integralüber sinϑdϑ in ein Integralüber dr12

ersetzen k̈onnen. F̈ur die Wellenfunktion des 1s-Zustandes benutzen wir

Ψ1s =
Z3/2

√
πa3/2

B

exp(−Zr2/aB) (E.6)

mit Z = 2. Setzen wirΨ1s in (E.1) ein, so erhalten wir für das Integral
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r1
r2

r12

+2e

-e1

-e2

ϑ

Abbildung E3:Zur Definition der Größen beim Heliumatom.

Int =
∫ |Ψ1s|2

r12
r2
2dr2sinϑdϑdϕ =

∫ |Ψ1s|2

r1
r2dr2 dr12 dϕ . (E.7)

Mit
∫ 2π

0 dϕ = 2π erhalten wir

Int =
2Z3

a3
B

 r1∫
r2=0

exp(−Z ·2r2/aB) r2

r1
dr2

r1+r2∫
r12=r1−r2

dr12

+
∞∫

r2=r1

exp(−Z ·2r2/aB) r2

r1
dr2

r2+r1∫
r12=r2−r1

dr12

 , (E.8)

da für die Integrationsgrenzeϑ = 0

r12 =
{

r1− r2 für r2 < r1

r2− r1 für r2 > r1
(E.9)

gilt und für ϑ = π die Beziehungr12 = r2 + r1 folgt. Ausführen der Integration und Addition der beiden
Summanden in (E.8) ergibt

Φ(r1) = −(Z−1)e
4πε0r1

− e
4πε0

(
Z
aB

+
1
r1

)
exp

(
−2Zr1

aB

)
, (E.10)

wobei wir für HeliumZ = 2 setzen m̈ussen.
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