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Kapitel 12

Verteilungsfunktionen

Wir haben in Kapitel [T1] Verteilungen und ihre Wahrscheinlichkeiten bzw. Entartungen diskutiert. Fiir
das Spin-1/2-System mit N Spins war z.B. eine Verteilung oder Klasse durch einen bestimmten Spin-
Uberschuss m charakterisiert und die Entartung war durch g(N,m) gegeben. Fiir viele physikalische
Systeme ist es aber meistens nicht so einfach, die verschiedenen Verteilungen bzw. ihre Wahrscheinlich-
keiten selbst bei festem Makrozustand anzugeben. Dazu miissten wir die Teilchendichte im Phasenraum
fiir alle Zeiten kennen, was in der Regel nicht moglich ist. Bei der Losung des Problems helfen uns zwei
von Ludwig Boltzmann aufgestellte generelle Aussagen weiter, die wir in diesem Kapitel diskutieren
wollen. Sie fiihren uns zu den so genannten Gibbs- und Boltzmann-Faktoren bzw. zu den makrokanoni-
schen (Gibbs-) und kanonischen (Boltzmann-) Verteilungsfunktionen.

Mit der Ableitung der Verteilungsfunktionen werden wir uns ein dulerst wichtiges Hilfsmittel erwerben,
mit dem wir die makroskopischen Eigenschaften eines Gleichgewichtssystems aus der Kenntnis seiner
mikroskopischen Bestandteile berechnen kdnnen. Wir werden einige Beipiele fiir die Anwendung der
Verteilungsfunktionen vorstellen. Insbesondere werden wir mit der kanonischen Verteilungsfunktion die
Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung der Teilchen eines idealen Gases ableiten.
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12.1 Reprisentative Ensembles

Wir haben in Abschnitt bereits diskutiert, dass es fiir Systeme im Gleichgewicht moglich ist, eine
Zeitmittelung durch eine Ensemblemittelung zu ersetzen. Wollen wir ein System statistisch beschreiben,
so besitzen wir iiblicherweise immer einige Information iiber die zu betrachtende physikalische Situa-
tion. Wir kdnnen dann ein repréasentatives statistisches Ensemble so konstruieren, dass alle Systeme des
Ensembles die Bedingungen erfiillen, die den Informationen zum urspriinglichen System entsprechen.
Da es eine Menge verschiedener physikalischer Situationen gibt, miissen wir natiirlich auch eine grofle
Anzahl représentativer Ensembles betrachten. Wir werden im Folgenden aber nur die wichtigsten Fille
herausgreifen.

12.1.1 Abgeschlossenes System

Ein abgeschlossenes System ist von grundlegender Bedeutung. Betrachten wir nimlich ein System A, das
mit einem System B in Kontakt steht und deshalb nicht abgeschlossen ist, so konnen wir aber dennoch
das Gesamtsystem A + B wiederum als abgeschlossen betrachten. Das heifit, der Fall der Wechselwirkung
des Systems A mit dem System B ldsst sich auf die Betrachtung eines abgeschlossenen Systems A + B
zuriickfiihren.

Wir nehmen an, dass ein abgeschlossenes System aus N Teilchen besteht, die sich in einem Volumen V
befinden. Die konstante Energie des Systems liege in dem Intervall [¢, € 4 §€]. Das grundlegende Postulat
fordert nun, dass im Gleichgewicht alle zugidnglichen Zustinde des Systems mit gleicher Wahrschein-
lichkeit vorkommen. Wird die Energie im Zustand k mit & bezeichnet, so ist die Wahrscheinlichkeit, das
System im Zustand k vorzufinden, gegeben durch

(12.1.1)

C wenn €< g <€E+0€
ple) = :

0 sonst

Dabei ist C eine Konstante, die aus der Normierungsbedingung

bestimmt werden kann, wobei k alle Zustinde im Energieintervall [¢, € + d¢&] durchléuft.

Wir machen nun folgende Definition:

Ein Ensemble, das ein abgeschlossenes System im Gleichgewicht reprasentiert und
somit entsprechend (12.1.1) Uber die Systemzustande verteilt ist, bezeichnen wir als
mikrokanonisches Ensemble.
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12.1.2 System in Kontakt mit einem Warmereservoir

Wir betrachten jetzt ein kleines System A, das mit einem Wirmereservoir B > A in thermischer Wechsel-
wirkung steht Wir miissen dann wieder die Frage beantworten, mit welcher Wahrscheinlichkeit p(&)
sich das System A in irgendeinem Mikrozustand k mit der Energie & befindet. Diese Frage werden wir im
Detail in Abschnitt [I2.2]beantworten. Wir werden dort zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit, das System
im Zustand k mit g, anzutreffen, durch

e—sk/r

pl&) = YYoalt (12.1.2)
N k

gegeben ist. Das heifit, die Wahrscheinlichkeit, das System in hoheren Energien vorzufinden, nimmt
auBerordentlich schnell ab.

Entsprechend zum abgeschlossenen System machen wir folgende Definition:

Ein Ensemble aus Systemen im Gleichgewicht, die alle mit einem Warmebad der Tem-
peratur 7 in Kontakt stehen und somit entsprechend Uber die Systemzusténde
verteilt sind, bezeichnen wir als kanonisches Ensemble und die dazugehérige Vertei-
lungsfunktion als kanonische Verteilung.

12.1.3 System in Kontakt mit einem Wirme- und Teilchenreservoir

Wir betrachten jetzt ein kleines System A, das mit einem Reservoir B > A in thermischem und diffusivem
Kontakt stehtE]Wir werden in Abschnitt zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit, das System im Zustand
k mit & anzutreffen, durch

e (&—Np)/t
p(&) = W- (12.1.3)
k

gegeben ist, wobei u das chemische Potenzial und N die Teilchenzahl des Systems ist.

Wir machen folgende Definition:

Ein Ensemble aus Systemen im Gleichgewicht, die alle mit einem Reservoir in ther-
mischem und diffusivem Kontakt stehen und somit entsprechend Uber die Sy-
stemzustande verteilt sind, bezeichnen wir als groBkanonisches Ensemble und die da-
zugehdrige Verteilungsfunktion als groBkanonische Verteilung.

'Ein Beispiel dafiir wire z.B. eine Flasche Wein, die wir zum Kiihlen in einen See eintauchen. Das System kann aber auch
ein einzelnes Atom sein, das mit einem Festkorper als Warmereservoir in Kontakt steht.

2Im Hinblick auf das oben erwihnte Beispiel der Flasche Wein in einem See wiirde der thermische und diffusive Kontakt
bedeuten, dass nicht nur Energie ausgetauscht werden konnte (Kiihlung), sondern durch den jetzt moglichen Teilchenaustausch
auch eine Verdiinnung des Weins eintreten wiirde.

2003



452

R. GRross Kapitel 12: Verteilungsfunktionen

12.2 Gibbs- und Boltzmann-Faktoren

Wir wollen nun die Uberlegungen aus dem vorangegangenen Abschnitt vertiefen. Hierzu betrachten wir
ein sehr groBes Gesamtsystem mit konstanter innerer Energie Uy und konstanter Teilchenzahl Ny. Wir
stellen uns vor, dass dieses System aus zwei Teilen besteht und zwar aus einem im Folgenden System
genannten Teil und einem sehr viel groBBeren Reservoir. Das System und das Reservoir sollen in ther-
mischem und diffusivem Kontakt stehen. Besitzt das System N Teilchen, so hat das Reservoir Ng — N
Teilchen. Ist € die innere Energie des Systems, so ist Uy — € die Energie des Reservoirs.

Wir wollen nun die statistischen Eigenschaften des Systems ermitteln. Dazu miissen wir uns die Fra-
ge stellen, wie grofl zu einem bestimmten Beobachtungszeitpunkt die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, das
System in einem Zustand k& mit Teilchenzahl N; und Energie &, anzutreffen. Diese Wahrscheinlichkeit
(N, &) ist proportional zur Zahl moglicher Zustinde des Reservoirs. Wenn wir ndmlich den Zustand
des Systems festlegen, so ist die Zahl der moglichen Zusténde des ganzen Komplexes System plus Re-
servoir genau die Zahl der moglichen Zustinde des Reservoirs. Das heifit, es gilt

g(System + Reservoir) = g(Reservoir) . (12.2.1)

Die Zustinde des Reservoirs haben hierbei Ny — N;, Teilchen und die Gesamtenergie Uy — &.

Die Wahrscheinlichkeit p(N, &) ist also proportional zur Zahl der moglichen Zusténde des Reservoirs,
d.h

P(Ni, &) o< g(No—Ni,Up— &)
oder
P(Ni &) = Cg(No—Ni,Up— &) . (12.2.2)

Hierbei ist C ein von k unabhiingiger Proportionalitétsfaktor, der aus der Normierungsbedingung Y p; =1
k

folgt.

Die Beziehung zeigt, dass g(Reservoir) = g(Nyg — Ni,Up — &) von der Teilchenzahl und der
Energie des Reservoirs abhiingt. Das bedeutet, dass bei der Diskussion des Systems offensichtlich der
Zustand des Reservoirs entscheidend ist. Wir werden aber sehen, dass nur die Temperatur und das che-
mische Potenzial des Reservoirs entscheidend sind.

In Gleichung (12.2.2)) haben wir die Proportionalititskonstante nicht angegeben. Wir betrachten des-
halb nur Verhiltnisse von Wahrscheinlichkeiten fiir zwei Zustidnde 1 und 2 des Systems (siehe hierzu

Abb. [T2.1):

p(N1, &) _ g(No—N1,Uy— &)
p(N2, &) g(No—N2,Up— &)

(12.2.3)

Die Entartungen g sind sehr grole Zahlen, weshalb wir Ing = ¢ verwenden wollen. Es gilt dann
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Reservoir System Reservoir System
Energie: Uy-&; | Energie: Uy-¢, |
Teilchen: N, - N, Zustand 1 Teilchen: N, - N, [ Zustand 2
wi Ny & i Na&
9(Ng-N;, Uy-€)) 9(Ng - N,, Uy-¢,)

Abbildung 12.1: Das Reservoir steht mit dem System in thermischem und diffusivem Kontakt. Legen wir
den Zustand des Systems fest, so ist die Gesamtzahl der Zustande des Komplexes “System + Reservoir”
durch die Zahl der méglichen Zustande des Reservoirs gegeben.

g(N(),U()) = eG(NovUo)’ s
womit wir
p(N1,€1) o0 (No—N1,Up—e1)

—  9WNo—N1,Up—&1)—0(No—N2,Up—€2)

_ Ao (12.2.5)

erhalten. Hierbei ist Ao die Entropiedifferenz

Ao = G(N()—Nl,Uo—Sl)—G(No—Nz,U()—Ez). (12.2.6)

Eine wesentliche Annahme, die wir gemacht haben, war, dass das System wesentlich kleiner als das
Reservoir sein soll, d.h. & < Uy und N; << Ny. Wir konnen deshalb Ao als ersten Term einer Potenzrei-
henentwicklung der Entropie angeben. Es gilt

do do
G(N()—N,U()—S) = G(No,Uo)—N(aNO>UO—8<8UO>NO+... s (12.2.7)

womit wir fiir Ao bis zur ersten Ordnung in Ny — N, und € — &

d 0
Ac = —(Ni—N,) <91$0> — (&1 — &) (850) ) (12.2.8)
U() NO
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erhalten.

Wir benutzen nun die Definitionen fiir die Temperatur 7 und das chemische Potenzial u

1  [do u _ [do
- = (@), 1= (&), R

um die Entropiedifferenz als

he —TNz)IJ_(SI;EZ) (12.2.10)

zu schreiben. Wir weisen darauf hin, dass sich Ac auf das Reservoir, N, N;, € und &, jedoch auf das Sy-
stem beziehen. Das heif3t, fiir die Entropiedifferenz sind nur das chemische Potenzial und die Temperatur
des Reservoirs entscheidend.

12.2.1 Der Gibbs-Faktor

Mit unseren obigen Uberlegungen erhalten wir ein fiir die Anwendung sehr wichtiges Ergebnis der sta-
tistischen Mechanik. Durch Kombination von und (12.2.10) erhalten wir:

p(lesl) _ e—(E1—-Nu)/T
p(N2>82) - e*(SZ*Nzu)/f (12‘2.11)

Das Verhiltnis der Wahrscheinlichkeiten ist das Verhiltnis zweier Exponentialfaktoren der Form

e (E-Nw/t Gibbs-Faktor

Einen Term dieser Form bezeichnen wir als Gibbs-FaktorE] Der Gibbs-Faktor ist proportional zur Wahr-
scheinlichkeit, dass sich das System in einem Zustand k£ mit der Energie & und der Teilchenzahl N
befindet.

12.2.2 Der Boltzmann-Faktor

Hilt man die Teilchenzahl im System fest, d.h liegt nur eine thermischer und kein diffusiver Kontakt
zwischen System und Reservoir vor, dann ist Ny = N, und wir erhalten

—& /7
pler) _ e % (12.2.12)

p(&) e~&/?

3J. W. Gibbs hat das Ergebnis (12.2.11)) als erster angegeben und als die makrokanonische Verteilung bezeichnet.
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Durch diesen Ausdruck wird das Verhiltnis der Wahrscheinlichkeiten dafiir angegeben, dass sich das
System in einem Zustand der Energie € bzw. &, befindet, wihrend die Teilchenzahl N konstant bleibt.
Einen Term der Form

e &/t Boltzmann-Faktor

bezeichnen wir als Boltzmann-FaktorE]

Der Boltzmann-Faktor erlaubt es uns z.B., die relative Verteilung der Elektronen auf die verschiedenen
Niveaus des Wasserstoffatoms bei einer gegebenen Temperatur T zu berechnen. Indem wir die Verteilung
experimentell bestimmen, konnen wir iiber den Vergleich mit der theoretischen Vorhersage die Tempe-
ratur 7 festlegen. Messen wir dann die thermodynamische Temperatur 7" des Systems, erhalten wir durch
Vergleich die Boltzmann-Konstante k. Der schon angedeutete Umweg iiber einen Carnot-Prozess ist zur
Bestimmung von kg also nicht unbedingt notig.

10— T ————— T "

0.8/

AE
—

o.oz- Jk

0.6 0.8 1.0
e/ g

Abbildung 12.2: Schematische Darstellung der Funktion g(e)e ¢/ in Abhangigkeit von &/¢ fiir ein ma-
kroskopisches System. Hierbei ist € die mittlere Energie des Systems.

1.2 1.4

Der Boltzmann-Faktor e ~&/% gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass sich das System in einem be-
stimmten Zustand k mit Energie &, befindet. Die Wahrscheinlichkeit p(€) dafiir, das System in einem
Zustand mit einer Energie zwischen € und € + d¢€ vorzufinden, erhalten wir durch Summation iiber alle
Zustinde k in diesem Intervall:

p(e) = Y p e<g <e+de . (12.2.13)
k

Die Zustinde in dem schmalen Energieintervall sind alle gleich wahrscheinlich und durch den
Boltzmann-Faktor e ¢/7 charakterisiert. Daher erhalten wir

4Gibbs bezeichnete das Ergebnis (12.2.12) als eine kanonische Verteilung.
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ple) = Cgle)e /™, (12.2.14)

wobei g(€) die Zahl der Zustinde des Systems im angegebenen Energieintervall ist. Obwohl das Sy-
stem klein gegeniiber dem Reservoir ist, ist das System trotzdem ein makroskopisches System. Die
Entartungsfunktion g(€) wichst in diesem Fall sehr schnell mit der Energie an. Zusammen mit dem
schnell fallenden Faktor e ¢/ erhalten wir dann insgesamt im Produkt g(&)e /% ein Maximum (siche
ADb.[12.2). Je groBer das System ist, desto schirfer wird dieses Maximum.
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12.3 Zustandssummen und Mittelwerte

12.3.1 Grofle Zustandssumme

Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten iiber alle moglichen Zustéinde des Systems muss eins ergeben, da
sich das System ja in irgendeinem Zustand befinden muss. Es gilt also

Y ) p(N.&) = Y ) exp <N“_:k(N)> =1, (12.3.1)

N & z(.uaf) N

wobei 1/ Z den gesuchten Normierungsfaktor darstellt. Wir erhalten

T

Z(u,7) = ;Zexp<Nu_8k(N)> . (12.32)

Wir nennen Z die grofie Zustandssumme. Die Summen miissen iiber alle Zustéinde des Systems fiir alle
Teilchenzahlen ausgefiihrt werden. Wir haben deshalb & als & (N) geschrieben, um auf die Abhingigkeit
des Zustandes von der Teilchenzahl hinzuweisen.

Die absolute Wahrscheinlichkeit, dass wir das System in einem Zustand N, € vorfinden, ist somit durch
den Gibbs-Faktor geteilt durch die grofe Zustandssumme gegeben:

exp (Nu—:(N))
p(N,g) = ————~ . (12.3.3)

Z

Die grofle Zustandssumme stellt also den Proportionalitéitsfaktor zwischen dem Gibbs-Faktor und der
Besetzungswahrscheinlichkeit des Zustandes dar.

12.3.2 Mittelwerte

Wir konnen die Zustandssumme verwenden, um Mittelwerte von GroBen anzugeben. Ist A(N, k) der Wert
einer GroBe A fiir den Fall, dass das System N Teilchen besitzt und sich im Zustand k befindet, dann ist
nach (T1.1.6) der Mittelwert dieser GroBe tiber die Systeme der Gesamtheit

%%A(N, k) exp (@)

Ay = Y Y AWNk)p(N,&) = 5 . (12.3.4)
N k

Wir nennen (A) den thermischen Mittelwert, Ensemble-Mittelwert oder das Scharmittel.

2003



458

R. GRross Kapitel 12: Verteilungsfunktionen

Beispiel: Mittlere Teilchenzahl

Falls das System mit dem Reservoir in diffusivem Kontakt steht, kann sich die Teilchenzahl durch Aus-
tausch mit dem Reservoir dndern. Der Mittelwert der Teilchenzahl ist durch

(N) = (12.3.5)

gegeben.
Wir konnen den Ausdruck (12.3.5)) durch Benutzen von

on

1 Nu—sk

in die allgemeine Form

0Z/ou  _dInZ

N) = 171—= T (12.3.7)

(V) > A
bringen.
Chemiker benutzen héufig die Definition

A = exp(u/t), (12.3.8)
wobei A die absolute Aktivitit genannt wird. Die groBe Zustandssumme schreibt sich dann als

Zwr) = LY AN exp (—%) (12.3.9)

N & T
und das Scharmittel ergibt sich zu
9 -
(N) = A=-1InZ. (12.3.10)

oA
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Beispiel: Mittlere Energie

Der thermodynamische Mittelwert der Energie ist

(e) = _ , (123.11)

Wir werden im Folgenden () als U bezeichnen.

Beachten wir, dass

1 9z d ~
(Nu—¢g) = (N)u—-U = 5 30/7) = 30177 InZ , (12.3.12)

so kénnen wir durch Kombination von (12.3.10) und (12.3.7) schreiben:

d 0 ~
U = <‘u18u_8(1/1)> InZ . (12.3.13)

12.3.3 Zustandssumme

Halten wir die Teilchenzahl N im System fest, so konnen wir statt der groen Zustandssumme die Zu-
standssumme

Z(N,7) = Zexp(—%) (12.3.14)

verwenden. Die Summation erstreckt sich hier iiber die Boltzmann-Faktoren aller Zusténde k, fiir welche
die Teilchenzahl im System N = const ist.

Genauso wie die gro3e Zustandssumme Z der Proportionalitétsfaktor zwischen der Wahrscheinlichkeit
p(N, &) und dem Gibbs-Faktor ist, bildet die einfache Zustandssumme Z den Proportionalitatsfaktor
zwischen der Wahrscheinlichkeit p(&;) und dem Boltzmann-Faktor exp(—&/7):

ple) = eXp(Z_;). (12.3.15)

Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung bezeichnen wir als Maxwell-Boltzmann-Verteilung.
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Beispiel: Mittelwert der Energie

Der Mittelwert der Energie fiir feste Teilchenzahl ist dann

L& exp(—%") 2
_ I _T9Z _ ,9
U=I(e) = ~ =~ 5 =T InZ. (12.3.16)

Der Mittelwert gilt fiir ein Ensemble von Systemen, die Energie aber keine Teilchen mit dem Reservoir
austauschen konnen.

Beispiel: Vom System geleistete makroskopische Arbeit

Wir betrachten eine quasistatische Anderung des Volumens von V auf V +dV . Die Energie des Zustandes
k @ndert sich dabei um den Betrag

aSk
d = —dVv . 12.3.17
&y 5 ( )

Der Mittelwert der vom System geleisteten makroskopischen Arbeit dW lésst sich dann mit der kanoni-
schen Verteilung zu

¥ (5xav) exp(-%)
aw = X ~ (12.3.18)

berechnen. Der Zihler kann wiederum durch Z ausgedriickt werden:

L(5) (%) = (Tee(D) =57

k k

Damit erhalten wir fiir dW

1 97 oInz
av =— 1222 v . (12.3.20)

AW = —t=2%a4v =
YZov v

Wegen dW = —p dV folgt somit durch Vergleich mit (12.3.20):

dlnZ
po= TS (12.3.21)
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Beispiel: Zwei-Niveausystem

Wir betrachten ein System von N unabhéngigen Teilchen, die alle jeweils einen der zwei Zustdnde mit
der Energie 0 und € einnehmen konnen. Ein solches System bezeichnen wir als Zwei-Niveausystem.

Betrachten wir ein einzelnes Teilchen in thermischem Kontakt mit einem Reservoir der Temperatur 7, so

ist die Zustandssumme
0 £ £
2 = oo ren(-9) - e ()
exp ( T) +exp p. + exp pe
Der Mittelwert der Energie des Teilchens ist nach (12.3.4))

_ O-l+8~exp(—%) . exp(—%)
B z B 1+exp(—%)

()

)

was wir unabhingig auch mit Hilfe von (12.3.16)) ableiten konnen.

Der thermische Mittelwert der Energie des Systems aus N unabhiingigen Teilchen betrédgt

exp(-3) _ _ Ne
I+exp(—£)  exp(£)+1°

U = N(e) = Ne

Diese Funktion ist in Abb. dargestellt.

Wir betrachten jetzt die Wiarmekapazitét bei konstantem Volumen

JU
v = (w)w |

Mit Hilfe von (12.3.24) und T = t/kp erhalten WiIE]

d 1
Cy = Nkpe— ———«—
v Bt exp (+£) +1

— Nkg (5)2 [ exp (+3)

T exp (+%)+1]2 '

(12.3.22)

(12.3.23)

(12.3.24)

(12.3.25)

In Abb. sind U und Cy als Funktion von &/t dargestellt. Wir erkennen, dass die Wérmekapazitit
ein ausgepriagtes Maximum besitzt, das man als Schottky-Anomalie bezeichnet. Diese Anomalie ist fiir

die Bestimmung von Energieniveaus in Festkorpern dul3erst niitzlich.

SWir haben hier aus praktischen Griinden die iibliche Definition von Cy als (9U /3T )y verwendet, obwohl es korrekter

gewesen wire Cy als (dU /d 1)y zu definieren.
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0.3 ///// 0.3
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Abbildung 12.3: Energie und Warmekapazitat eines Zwei-Niveausystems als Funktion der reduzierten
Temperatur.

12.3.4 Verteilungsfunktionen und ihre Eigenschaften

Bevor wir einige Anwendungen der Verteilungsfunktionen diskutieren, wollen wir kurz einige wichtige
allgemeine Figenschaften der Verteilungsfunktionen ansprechen. Um die makroskopischen Eigenschaf-
ten eines Systems, das sich in thermischem Kontakt mit einem Reservoir der Temperatur T befindet,
miissen wir lediglich die Zustandssumme

z = Yebu
k

berechnen. Wir werden im Folgenden die Abkiirzung 8 = 1/t verwenden, um die Schreibweise etwas
zu vereinfachen. Die Mittelwerte irgendwelcher physikalischer Groflen erhalten wir dann sofort, indem
wir geeignete Ableitungen von InZ bilden (vergleiche hierzu Abschnitt|12.3)).

Wenn sich das System nicht im thermischen Kontakt mit einem Reservoir befindet, ist die Situation nicht
wesentlich anders. Selbst wenn das System abgeschlossen ist und eine feste Energie besitzt, so sind
doch die Mittelwerte der makroskopischen Parameter des Systems mit seiner Temperatur verkniipft, als
befidnde sich das System im thermischen Kontakt mit einem Warmereservoir dieser Temperatur. Somit
ist die Berechnung der makroskopischen Eigenschaften wiederum auf die Berechnung der Verteilungs-
funktion Z zuriickzufiihren.

Wir erhalten somit eine generelle Vorschrift zur Berechnung der makroskopischen Eigenschaften eines
Systems mit Hilfe der statistischen Mechanik: Man stelle die Verteilungsfunktion Z des Systems auf.
Wenn wir die Teilchen des Systems und ihre Wechselwirkungen untereinander kennen, konnen wir die
Zustandssumme Z explizit berechnen und haben damit das statistische Problem gel6st. Im Prinzip gibt
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es keine Schwierigkeiten, das Problem zu formulieren, die Schwierigkeiten treten dann bei der mathe-
matischen Behandlung des Problems auf. So ist es z.B. sehr einfach, die Quantenzustidnde und die Ver-
teilungsfunktion fiir ein ideales Gas nichtwechselwirkender Atome anzugeben. Bei einer Fliissigkeit, bei
der die Atome miteinander wechselwirken, ist dies bereits sehr schwierig.

Wir wollen nun noch einige generelle Eigenschaften der Verteilungsfunktion angeben. Zuerst wollen
wir diskutieren, wie die Verteilungsfunktion durch die bei ihrer Berechnung verwendete Energieskala
beeinflusst wird. Dazu verschieben wir den Energienullpunkt um &y, so dass jeder Zustand k die Energie
& = & + & besitzt. Die neue Verteilungsfunktion lautet dann:

75 = e Blatea) — —Bay oBa — —Pe
Xk: Xk:
bzw.

InZ* = InZ-Beg . (12.3.26)

Nach (12.3.16)) gilt mit d8 = —dt/7 fiir die mittlere Energie U = (g)

. _ OdlnZ*  JdInZ B
ur = - 9B — 9B +& =U+g . (12.3.27)

Das heif3t, die mittlere Energie ist ebenfalls um den Betrag & verschoben, was wir intuitiv erwartet
haben.

Wir wollen weiterhin diskutieren, wie die Verteilungsfunktion eines Systems A aussieht, das sich aus nur
schwach wechselwirkenden Systemen A’ und A” zusammensetzt. Bezeichnen wir Zustinde von A’ und
A” mit m und n, so ist ein Zustand von A durch das Paar m,n gekennzeichnet und fiir die zugehérige
Energie gilt

Emn = EntE . (12.3.28)

Aus der Additivitit der Energien folgt fiir die Zustandssumme fiir das Gesamtsystem A = A’ + A"

Z = Yebere) _ Yo be o bel — <Ze—ﬁe:n> (Ze—ﬁs,’/> (12.3.29)

und somit

zZ = 277 oder InZ = InZ'+InZ" . (12.3.30)

Hierbei sind Z’ und Z” die Zustandsfunktionen von A’ und A”. Fiir ein System, das sich aus nicht oder
nur schwach wechselwirken Teilsystemen zusammensetzt, ist also die Zustandssumme einfach durch das
Produkt der Zustandssummen der Teilsysteme gegeben.
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12.4 Anwendungen der Verteilungsfunktionen

Die Diskussion in den vorangegangenen Abschnitten lieferte eine Reihe von duflerst wirkungsvollen
Hilfsmitteln, mit denen sich die makroskopischen Eigenschaften irgendeines Gleichgewichtssystems
aus der Kenntnis seiner mikroskopischen Bestandteile ableiten lassen. Wir wollen im Folgenden die
Niitzlichkeit dieser Methoden anhand einiger einfacher aber physikalisch wichtiger Beispiele erortern.

12.4.1 Das ideale einatomige Gas

Als Beispiel fiir die Anwendung der Verteilungsfunktionen diskutieren wir ein ideales einatomiges Gas.
Wir werden dieses System zunéchst klassisch behandeln und die Giiltigkeit dieser klassischen Behand-
lung erst spéter untersuchen. Eine quantenmechanische Behandlung folgt dann in Kapitel

Berechnung thermodynamischer Grofien

Wir betrachten ein aus N identischen, einatomigen Molekiilen der Masse m bestehendes Gas, das in
einen Behilter mit dem Volumen V eingeschlossen ist. Der Ortsvektor des i-ten Molekiils sei r; und
sein Impuls p;. Wir nehmen ferner an, dass die Gasmolekiile keinen externen Kriften ausgesetzt sind
und nicht miteinander wechselwirken. Die Gesamtenergie des Gases ist dann nur durch die Summe der
kinetischen Energien der Gasteilchen gegeben:

P (12.4.1)

2
i
m

-
Il
M=
[\®)

i=1

Wir wollen nun die klassische Verteilungsfunktion aufstellen. In klassischer Ndherung hingt die Ener-
gie €(q1,...,9N,P1,---,pN) von N generalisierten Ortskoordinaten und N generalisierten Impulsen ab.
Wenn wir den Phasenraum in einzelne Zellen mit dem Volumen 43V zerlegen, so lisst sich die Vertei-
lungsfunktion berechnen, indem wir zunichst iiber die Anzahl (dq ...dgndp; ...dpy) /RN der Zel-
len im Phasenraum summieren, die in dem Volumenelement (dq; ...dgydp; ...dpy) um den Punkt
(q1,---,9n,P1,--.,pn) liegen und denen nahezu dieselbe Energie €(qi,...,qn,p1,-..,pn) zugeordnet
werden kann. AnschlieBend muss dann {iber alle Volumenelemente aufsummiert bzw. integriert werden.
Wir erhalten damit in klassischer Ndherung

e—ﬁs(fll ----- GN;P15-+PN) dql "'qudpl "'de

2~ [f )
_ /.../e—ﬁ[;m<p%+~~+pﬁ)] dq“'dqzjvpl“'dp’v (12.4.2)
oder
1 —Lp 3 —Lp2 3 3 3
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Hierbei haben wir die Multiplikationseigenschaft der Exponentialfunktion ausgenutzt. Da die kinetische
Energie eine Summe von N Einteilchenenergien ist, spaltet sich der entsprechende Anteil der Vertei-
lungsfunktion in ein Produkt von N Integralen auf, die alle von der Form

_LB 2
/e Zmp d3p

—o0

sind. Das Integral iiber die Ortskoordinaten ergibt einfach

/d3611“'d3QN = /d3611/d3Q2"'/d361N =VvV,

da jede einzelne Integration iiber das Volumen des Behilters zu erstrecken istﬂ Aus Z wird dann einfach
ein Produkt

z = ¢V oder (12.4.4)
InZ = N-In¢ , (12.4.5)
wobei
V [e)
¢ = ﬁ/e%pz[ﬁp (12.4.6)

die Verteilungsfunktion eines einzelnen Gasteilchens ist.

Fiir das Integral in (12.4.6)) erhalten WiIE]

o 3/2
B 2 2nm

OWiirden die Teilchen miteinander wechselwirken, so hitten wir einen Ausdruck

o

/ e BVla—a) g3y, gy,

—oo

wobei V das Wechselwirkungspotenzial darstellt. Hier liegt keine Summe von Einteilchenenergien vor und die Integration
gestaltet sich extrem schwierig. Deshalb ist die Behandlung wechselwirkender Gase sehr kompliziert.
"Mit der Substitution r = p+/B/m und d*p = (m/B)3/2d?r erhalten wir

[exp(-Bp2mdp = (m/B) [[exp(—r?/2)d%r = (m/B)(V2m)} = (2mm/B)>.
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womit wir
2nm 3/2
= V| —== 12.4.7
¢ (33%) (12.47)
und damit
3 3 2
nZ = N [InV—zlnﬁ—i—zln (Zf)] . (12.4.8)
erhalten.

Wir konnen mit Hilfe dieser Verteilungsfunktion unmittelbar eine Reihe von weiteren physikalischen
GroBen berechnen.

Nach (12.3.21]) gilt
1 dlnZ I N
_ = - 12.4.9
P B ov BV ( )
Mit B = 1 /kpT gilt damit
pV = NkgT , (12.4.10)
das heil3t, wir erhalten die Zustandsgleichung des idealen Gases.
Nach (12.3.16)) gilt unter Benutzung von 8 = 1/7 fiir die mittlere Gesamtenergie des Gases
3N
u = — InZ = - = = N(e 12.4.11
B 2 B (€ ( )
wobei mit § = 1/kgT
3
(e) = 3 kg T (12.4.12)

die mittlere Energie pro Gasatom ist.

Fiir die spezifische Wirme bei konstantem Volumen erhalten wir
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U 3 3
_ — 3 Nks = 2vNk 12.4.1
Cy <8T)V 2N B 3 V Ny kp 9 ( 3)

wobei v die Zahl der Mole und N, die Loschmidtsche Zahl ist. Fiir die molare spezifische Warme erhal-
ten wir mit der Gaskonstanten R = Njkg

oy = %R. (12.4.14)

Diese Ergebnisse stimmen mit den im Rahmen von Physik I abgeleiteten thermodynamischen Beziehun-
gen iiberein (vergleiche hierzu auch die wiederholende Zusammenfassung in Kapitel [L0).

12.4.2 Giiltigkeit der klassischen Niherung

Wir haben im vorangegangen Abschnitt eine klassische Beschreibung verwendet. Wir wollen jetzt ein
ungefidhres Kriterium fiir die Giiltigkeit dieser klassischen Beschreibung ableiten. Dazu gehen wir von
der Heisenbergschen Unschérferelation

AgAp > h (12.4.15)

aus. Die Unschirfrelation verkniipft die Unschédrfen Ag und Ap, die durch Quanteneffekte bei jedem
Versuch, den Ort g und den Impuls p eines Teilchen gleichzeitig zu messen, auftreten. Wir wollen nun
iiberlegen, wann eine klassische Beschreibung der Bewegung der Gasatome moglich ist. Dies ist sicher-
lich dann der Fall, wenn das Produkt aus dem mittleren Abstand R und dem mittleren Impuls p der
Gasatome grof3 gegen das Produkt aus Orts- und Impulsunschirfe ist, das heiflit, wenn

Rp > AgAp > h (12.4.16)

gilt. Benutzen wir die mittlere de Broglie Wellenlidnge

(12.4.17)

< S

so erhalten wir die Bedingung

]
>

> Bedingung fiir klassische Beschreibung (12.4.18)
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Wenn diese Bedingung erfiillt ist, so fiihrt die quantenmechanische Beschreibung auf eine Bewegung von
Wellenpaketen, die der unabhidngigen Bewegung einzelner Teilchen in quasiklassischer Weise entspricht.
Im entgegengesetzten Grenzfall R < A lisst sich ein Zustand des Gesamtsystems durch ein einzige
Wellenfunktion beschreiben (siehe hierzu Kapitel[T3)). In diesem Fall sind die Bewegungen der einzelnen
Teilchen miteinander korreliert, auch wenn keinerlei Krifte zwischen ithnen wirken.

Wir wollen kurz den mittleren Abstand der Gasatome abschétzen. Ordnen wir jedem Gasatom ein Volu-
men ﬁ zu, so erhalten wir

1/3
R = (V) . (12.4.19)

Mit der mittleren Energie %kBT pro Gasatom konnen wir den mittleren Impuls der Gasatome abschétzen.
Es gilt

1 3
%ﬁz = EkBT oder

v/ 3mkpT . (12.4.20)

S
Il

Damit wird aus der Bedingung (12.4.18)

ANE h
- > 12.4.21
(N) 3mkgT ( )

Dies zeigt, dass wir die klassische Niherung anwenden diirfen, wenn die Konzentration N/V der Gasato-
me geniigend klein oder die Temperatur geniigend grof ist.

Beispiel: He-Gas Bei einem Druck von 1 bar, einer Atommasse von 7 x 10~*’kg (Helium)
und einer Temperatur von 300K erhalten wir aus der Zustandsgleichung N/V = p/kpT = 2.5 x
10" Atome/cm?, also R ~ 3.4nm und A ~ 0.06 nm. Die Bedingung fiir die klassische Beschreibung
ist also fiir dieses Beispiel gut erfiillt. Die meisten Gase haben grolere Molekulargewichte und deshalb
kleinere de Broglie Wellenldngen, so dass das Kriterium (12.4.18)) noch besser erfiillt ist.

Beispiel: Elektronen in Metall Wir betrachten als weiteres Beispiel die Leitungselektronen in
einem Metall, fiir die in erster Ndherung Wechselwirkungen vernachléssigt werden diirfen. Wir sprechen
deshalb von einem Elektronengas. Die de Broglie Wellenlidnge der Elektronen ist aufgrund ihrer im
Vergleich zu den Heliumatomen etwa 7000 mal kleineren Masse um etwa den Faktor +/7000 groBer
und betrigt somit A ~ 5nm. Den mittleren Abstand der Elektronen kénnen wir dadurch abschitzen,
dass wir 1 Leitungselektron pro Metallatom annehmen. Mit dem typischen Abstand der Metallatome
im Bereich von etwa 0.1 nm erhalten wir also R ~ 0.1 nm. Das heiBt, das Kriterium fiir eine klassische
Beschreibung ist hier nicht erfiillt. Das dichte Gas der Leitungselektronen in einem Metall erfordert also
eine quantenmechanische Beschreibung.
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12.4.3 Vertiefungsthema:
Der Gleichverteilungssatz

Wir wollen in diesem Abschnitt ein allgemeines Theorem der klassischen statistischen Mechanik ablei-
ten, namlich den Gleichverteilungssatz (siehe Abschnitt[10.4.4). Wir betrachten wieder die Energie eines
Systems, die eine Funktion von verallgemeinerten Orts- und Impulskoordinaten ist:

€ = 8(¢]17"'7¢1N7P17"'7PN) . (12422)

Es tritt nun haufig folgende Situation auf:

e Die Gesamtenergie spaltet in eine Summe der Form

£ = gi(pi)+8,(Q17"'7¢1Nap1,""pN) (12423)

auf, wobei & nur die eine Variable p; enthilt und der restliche Teil €’ nicht von p; abhingt.

e Die Funktion &; ist quadratisch in p;:

&(pi) = const-p? . (12.4.24)

Normalerweise ist p; ein Impuls, da die kinetische Energie quadratisch in p; ist und die Impulse in
der potentiellen Energie nicht vorkommen.

Wir wollen fiir diese Situation wissen, wie grof3 der Mittelwert von €& im thermischen Gleichgewicht
ist. Befindet sich das betrachtete System im thermischen Gleichgewicht, so ist die Verteilung auf die
moglichen Zustinde durch die kanonische Verteilung gegeben. Der Mittelwert (¢;) ist dann durch

(&) = — (12.4.25)

gegeben. Hierbei haben wir die Summation iiber alle Zustinde durch eine Integration ersetzt, da
das klassische System ein kontinuierliches Energiespektrum besitzt. Mit der Bedingung € = €& (p;) +
€ (q1,---,qn,P1;-- -, py) erhalten wir
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oo

f & efﬁ(gi‘kg,) dq] .. dpn

(&) = —=
[ e—Blet+e) dqi---dp,

—oo

| eePadp; [ e P dg---dp,
= 7°°°° ;w ) (12.4.26)
f e*ﬁsi dpi f e*ﬁs/ dq1 - dpn

—oo —o0

Das letzte Integral im Zidhler und Nenner erstreckt sich iiber alle g und alle p mit Ausnahme von p;. Da
dieses Integral fiir Zahler und Nenner gleich ist, fillt es heraus und wir erhalten

| eePedp,
(&) = ———. (12.4.27)
| e Pedp,

—oo

Dieser Ausdruck kann weiter vereinfacht werden:

_% (f efﬁsi dpl) a oo
— = —— / e Pé dp, (12.4.28)

<Si> = pos = — In
| e Peidp, b \L

—oo

Bis hierher haben wir nur von der Voraussetzung (12.4.23) Gebrauch gemacht. Wir wollen jetzt auch die
zweite Voraussetzung (12.4.24)) benutzen und mit dieser das Integral (12.4.28)) berechnen. Es gilt dann

oo oo oo

1
g, g, VB,

wobei wir die Variable y = \/B p; eingefiihrt haben. Somit ist

oo oo

1
In / e Pedap | = —5Inp+1n / e oty gy (12.4.30)

— 00 —oo

In dem Integral auf der rechten Seite tritt jetzt B gar nicht mehr auf, so dass wir
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0
(&) = 9B <—;lnﬁ> = 2113 (12.4.31)

erhalten. Mit B = 1/kgT erhalten wir schlieBlich

1
(&) = EkBT' Gleichverteilungssatz (12.4.32)

Diese Gleichung ist der so genannte Gleichverteilungssatz der klassischen statistischen Mechanik. Er
besagt, dass der Mittelwert jedes unabhéngigen quadratischen Terms der Gesamtenergie gleich %kBT ist.

kgT :‘ AE =3
l | -
E,

E,

Abbildung 12.4: Schematische Darstellung der diskreten Struktur der Energieniveaus eines Systems.
Ein klassische Beschreibung liefert nur fir AE < kgT verniinftige Ergebnisse.

Es muss an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, dass der Gleichverteilungssatz nur in der klassi-
schen statistischen Mechanik gilt. In der korrekten, quantenmechanischen Beschreibung besitzt ein Sy-
stem kein kontinuierliches Energiespektrum, sondern vielmehr einen Satz von moglich Energieniveaus
(siche Abb.[12.4). Wenn die Temperatur geniigend hoch ist, so ist die Energieliicke Ae zwischen benach-
barten Energieniveaus um die mittlere Energie (&) herum klein gegeniiber der thermischen Energie kg7 .
In diesem Fall spielt die diskrete Struktur der Energieniveaus keine bedeutende Rolle und wir kénnen er-
warten, dass die klassische Beschreibung (und damit der Gleichverteilungssatz) eine gute Ndherung sind.
Wenn andererseits A€ > kgT gilt, wird mit Sicherheit die klassische Beschreibung zu einem falschen Er-
gebnis fiihren.
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12.5 Die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

Die Geschwindigkeitsverteilung der Teilchen eines idealen Gases wurde bereits im Rahmen der Physik I
diskutiert. Dort wurde mit allgemeinen Uberlegungen die mittlere Energie der Gasteilchen abgeleitet.
Dabei wurde von der Annahme Gebrauch gemacht, dass die Geschwindigkeitsverteilung im Gas isotrop
ist, wenn man auf das Gas keine dufleren Krifte einwirken lidsst. Da die Gesamtenergie dann durch die
kinetische Energie gegeben ist, erhielt man fiir die mittlere kinetische Energie pro Teilchen

1 3
u = 5mvz = SksT . (12.5.1)

Mit diesem Ausdruck konnen wir natiirlich die mittlere Geschwindigkeit der Gasteilchen berechnen,
kennen aber noch nicht deren Geschwindigkeitsverteilung. Wir wollen in diesem Abschnitt als weitere
Anwendung der Verteilungsfunktionen die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung ableiten. Hierzu
betrachten wir zunédchst ein Gasteilchen der Masse m in einem verdiinnten Gas. Wir wollen annehmen,
dass die Gasteilchen einatomig sind und keinen dufleren Kriften ausgesetzt sind. Durch die Forderung
nach Einatomigkeit konnen keine Energiebeitrige durch innere Schwingungen oder Rotationen auftreten.
Das Gas soll auBerdem hinreichend verdiinnt sein, so dass jede potentielle Wechselwirkungsenergie mit
den anderen Gasteilchen vernachléssigt werden kann. Die Energie der Teilchen ist dann nur durch die
kinetische Energie ihres Massenschwerpunktes gegeben:

1 2 2 2

Das heiBt, die Energie héngt nur von den Impulskoordinaten, nicht aber von den Ortskoordinaten ab.

Da die Wechselwirkungsenergie der Gasteilchen mit allen anderen Gasteilchen sehr klein ist, wirken
diese als Wirmereservoir der Gastemperatur 7. Da aulerdem in dem betrachteten Fall das Gasteilchen
als unterscheidbare Grofle angesehen werden darf, erfiillt es alle Bedingungen eines eigenstiandigen, sich
im Kontakt mit einem Warmebad befindlichen Systems und untersteht deshalb der kanonischen Vertei-
lung. Folglich ist die Wahrscheinlichkeit p(r,p)d’rd>p dafiir, dass die Orts- und Impulskoordinaten des
Gasteilchens in den Intervallen [r,r +dr| und [p,p + dp] liegen, gegeben durch

p(r,p)d’rd’p o e_ﬁpz/zmd3rd3p. (12.5.3)

Wenn wir die Wahrscheinlichkeit mit der Gesamtzahl N der Gasteilchen multiplizieren, erhal-
ten wir die mittlere Anzahl der Teilchen in dem entsprechenden Orts- und Impulsbereich. Wir wollen im
Folgenden das Ergebnis durch die Geschwindigkeit v = p/m des Gasteilchens ausdriicken und definieren
zu diesem Zweck die GroBe f(r,v)d’rd>v, die die mittlere Anzahl von Gasteilchen mit einer Schwer-
punktslage im Intervall [r,r + dr| und einer Schwerpunktsgeschwindigkeit im Intervall [v, v+ dv] angibt.
Dann koénnen wir (12.5.3) umschreiben in

2
fr,v)drd>v = Cexp <—ﬁ"2“v> Prdv (12.5.4)
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Die Konstante C ergibt sich aus der Normierungsbedingung

//f(r,V)d3rd3v = N, (12.5.5)

Vol —oe

welche besagt, dass die Summe (Integration) iiber alle Gasteilchen, deren Geschwindigkeit irgendwo
zwischen —eo und +oo liegt und deren Ortsvektor irgendwo in dem betrachteten Volumen liegt, die Ge-
samtzahl der Gasteilchen ergeben muss.

Setzen wir (12.5.4) in (12.5.3)) ein, so erhalten wir

=< 2
c// exp <—ﬁ"2w) Prdv = N . (12.5.6)

Vol —eo

Da f nicht von r abhingt, ergibt die Integration iiber die Ortsvariable einfach das Volumen V. Die restli-
che Integration iiber die Geschwindigkeitskoordinaten ergib

o 3

2 3/2
c.v /exp(—ﬁn;v">dvx - c-v<é:l> - N. (12.5.7)

— 00

Wir erhalten also

N 3/2
c =3 (g:) . (12.5.8)
Damit ergibt sich aus (12.5.4)
N (Bm\*? _pw
fW)dPrd’v = v <2n> e 2 drd’v (12.5.9)

oder durch Benutzen von f8 = 1/kgT

8Mit der Substitution r = vy/mp und d3v = (1/mp)3/2d?r erhalten wir

[ exp(—pm?/2)a% = (1/mB)2 [[exp(—r2/2)d% = (1/mB)/2(v/27)* = (2m/mB)* /2.
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3,73 N m P 3.3
fv)yd’rd’v = = (27rk T) e 2T d’rd’v . (12.5.10)
B

Wir haben hierbei die Variable r im Argument von f weggelassen, da f nicht von r abhiingt. Dies folgt
natiirlich sofort aus einer Symmetriebetrachtung. Bei Abwesenheit von dulleren Kriften ist kein Ort im
Raum ausgezeichnet. Wir sehen weiterhin, dass f nur vom Betrag von v abhéngt, das heil3t es gilt

fv) = f(v)) = fv) . (12.5.11)

Dies leuchtet ebenfalls aus Symmetriegriinden ein. Da der Behilter und damit der Schwerpunkt des
Gases als ruhend angesehen wird, kann keine Geschwindigkeitsrichtung ausgezeichnet sein.

Dividiert man (12.5.10) durch das Volumenelement d°r, so erhilt man die Maxwellsche Geschwindig-
keitsverteilung f(v)d>v. Sie gibt die mittlere Anzahl von Gasteilchen pro Volumeneinheit mit einer
Schwerpunktsgeschwindigkeit im Intervall zwischen v und v+ dv an.

12.5.1 Verteilung des Geschwindigkeitsbetrages

Aus der Beziehung (I2.5.10) ergeben sich unmittelbar eine Reihe von weiteren, physikalisch interes-
santen Verteilungen. Wir interessieren uns zunéchst fiir die GroBe F(v)dv, die die mittlere Anzahl von
Gasteilchen pro Volumeneinheit mit einem Geschwindigkeitsbetrag v = |v| im Bereich zwischen v und
v+ dv angibt. Diese GroBe ist offenbar durch

F(v)dv = / fW)d®v (12.5.12)

v<|v|<v+dy

gegeben.

Es ist sinnvoll, die Situation im Geschwindigkeitsraum zu betrachten, der durch (vy,vy,v,) aufgespannt
wird. Dieser Raum ist fiir ein ideales Gase ohne duflere Krifte isotrop. Das bedeutet, dass sich alle Teil-
chen mit gleichem Geschwindigkeitsbetrag |v| = v im Geschwindigkeitsraum auf einer Kugeloberfliche
mit dem Radius v befinden (sieche Abb[I2.5). Das heifit, die Endpunkte aller Geschwindigkeitsvektoren,
fiir die v < |v| < v+dv gilt, liegen innerhalb einer Kugelschale mit dem inneren Radius v und dem
duBeren Radius v+ dv. Da f(v) nur von |v| abhingt, ist deshalb das Integral in einfach gleich
f(v) multipliziert mit dem Volumen 47mv?dv der Kugelschale. Wir erhalten also

F(v)dv = 4m f(v)v*dv . (12.5.13)

Unter Benutzung von (12.5.10) kdnnen wir dann schreiben
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Abbildung 12.5: Schnitt durch den Geschwindigkeitsraum in der v,,v,-Ebene. Die schraffierte Flache
enthalt alle Teilchen mit Geschwindigkeiten im Intervall [v,v+dv].

N m 32 5 mv?
Flvidv = 4r — = dv . 12.5.14
(v)dv Ty <27rkBT> Y exP( 2kBT> Y ( )

Diese Beziehung wird ebenfalls hiufig als Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung bezeichnet und ist
in Abb. dargestellt. Sie ist wegen des Vorfaktors v? keine Normalverteilung. Insbesondere zeigt sie
einen ausgeprigten asymmetrischen Verlauf mit einem langen Schwanz hin zu hohen Geschwindigkei-

ten. Der Ausdruck (12.5.14)) ist so normiert, dass [ F(v)dv = N/V’|In Abb.|12.7|ist die Verteilung des
0

Geschwindigkeitsbetrages fiir verschiedene Temperaturen gezeigt. Wir sehen, dass sich das Maximum
der Verteilung zu kleineren Geschwindigkeiten hin verschiebt und die Verteilung insgesamt schmailer
wird.

Man beachte, dass hier in der Verteilung (12.5.14) aus demselben Grund ein Maximum auftritt wie bei
unserer allgemeinen Diskussion in Abschnitt [12.2.2] (siehe auch Abb. [12.2). Wenn v anwéchst, nimmt
der Exponentialfaktor ab, wiahrend das den Gasteilchen zugéngliche Phasenraumvolumen proportional

zu v zunimmt. Insgesamt fiihrt dies zu einem Maximum.

Mittels der Verteilungsfunktion (I12.5.T4) lassen sich folgende wichtige GroBen definieren:

e Die wahrscheinlichste Geschwindigkeit v der Teilchen wird durch die Lage des Maximums der
Geschwindigkeitsverteilung bestimmt. Das Maximum ist durch

N 2kgT
T B (12.5.15)
m

gegeben. Wir sehen, dass sich die wahrscheinlichste Geschwindigkeit mit abnehmender Tempera-
tur zur kleineren Werten verschiebt (siehe hierzu Abb.[12.7).

9Wihlt man die Normierung [ F(v)dv = 1 wie in Abschnitt[10.4.2} so fallt der Faktor N/V in (12.5.14) weg; vergleiche

0
hierzu @ in Abschnitt@}
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Abbildung 12.6: Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung als Funktion der Geschwindigkeit in Einheiten
der maximalen Geschwindigkeit v. Ebenfalls markiert sind die mittlere Geschwindigkeit v und die rms-
Geschwindigkeit vips.

o Die mittlere Geschwindigkeit der Teilchen ist

Vo= —/vF(v)dv (12.5.16)

vV = ~ 1.128-v . (12.5.17)

o Das mittlere Geschwindigkeitsquadrat der Teilchen ist

— 17 3ksT
o= —/sz(v)dv = B (12.5.18)
N m
0
Damit ergibt sich die mittlere kinetische Energie der Teilchen zu
3kgT
T o= 23 . (12.5.19)

0siehe z.B. F. Reif, Physikalische Statistik und Physik der Wiirme, de Gruyter, Berlin (1987).
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Abbildung 12.7: Verteilung des Geschwindigkeitsbetrags von Heliumatomen bei verschiedenen Tempe-
raturen.

Dieses Ergebnis bestitigt das Ergebnis (12.5.1), das mit einfachen Uberlegungen bereits in Phy-
sik I erhalten wurde. Statt des mittleren Geschwindigkeitsquadrats wird hédufig auch die rms-
Geschwindigkeit (rms = root mean square) verwendet:

= 3ksT _
Vems = V12 = BL ~ 12047 . (12.5.20)

m

Wichtig ist, dass die Geschwindigkeitsbetrige nicht symmetrisch um v, auftreten, sondern dass
die Verteilung der Geschwindigkeiten asymmetrisch ist. Dadurch ist die wahrscheinlichste Ge-
schwindigkeit v kleiner als die mittlere Geschwindigkeit v und die rms-Geschwindigkeit.

In Tabelle [I2.1] sind die rms-Geschwindigkeiten einiger Atome und Molekiile bei T = 273 K zusam-
mengestellt. Man sieht, dass die rms-Geschwindigkeit mit abnehmender Masse der Atome bzw. Mo-
lekiile zunimmt. Fiir Luft liegt die Geschwindigkeit bei Raumtemperatur etwa bei 500 m/s, was grob der
Schallgeschwindigkeit entspricht.

Gas H, He |H,0| Ne [ N, | O, | Ar | Kr | Xe | Hg

Vims (M/S) 1840 | 1310 | 620 | 580 | 490 | 460 | 430 | 286 | 227 | 185

Tabelle 12.1: rms-Geschwindigkeiten fir Gasteilchen bei T =273 K.

12.5.2 Verteilung einer Geschwindigkeitskomponente

Wir wollen jetzt noch die Verteilung einer bestimmten Geschwindigkeitskomponente berechnen. Die
GroBe g(vy)dv, soll die mittlere Zahl der Gasteilchen pro Volumeneinheit angeben, die eine Geschwin-
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digkeitskomponente v, im Intervall [vy,v, + dx] haben bei beliebiger Geschwindigkeit in y- und z-
Richtung. Diese Grof3e ist offenbar durch

gv)dv, = / / f(v)d?v (12.5.21)

gegeben, wobei wir iiber alle moglichen Werte der y- und z-Komponente von v aufsummieren miissen.

Setzen wir (12.5.10)) ein, so erhalten wir

3/2
N m m
glvy)dv, = V<27rkBT) // exp <2kBT(v§+v§+vf)> dvdvydv,
vy Vg
3/2 b it 2 o 2
N m my; my my
= = - d / =)y / - ) g
V<27thT> exP( 2kBT> & exP( 2kBT) W P T o ) 4
3/2 2
N m myy 2rwkgT
_ N _ d 12.5.22
v(zmg) exP( 2kBT> VX< m ) ( )

und damit (siche AbbJ12.8))

o = (I 1/2ex T (12.5.23)
SV =y \ 2mksT P\ 2k ) M >

Fiir v, und v, gilt die gleiche Verteilung. Es ist klar, dass aufgrund der Isotropie des Geschwindigkeits-
raumes g(vy)dv, eine symmetrische Funktion sein muss. Die mittlere Geschwindigkeit muss v, = 0 sein,
da sich sonst das Gas makroskopisch bewegen wiirde.

Die Standardabweichunﬂ der Verteilung der Geschwindigkeitskomponente ist

o = kT (12.5.24)
m

die volle Halbwertsbreite ist dann FWHM =206 /v/21n2 ~ 2.350.

'Dje Standardabweichung erhilt man aus der Definition der Normalverteilung:

1
fx) = mexp(—xz/Zaz).
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Abbildung 12.8: Verteilungsfunktion g(v,) von Gasteilchen bezuglich ihrer Geschwindigkeitskomponente
in x-Richtung. Die Geschwindigkeit ist in Einheiten von /kgT /m angegeben.

12.5.3 Vertiefungsthema:
Die barometrische Hohenformel

Wir betrachten nun ein Gas in einem Behilter mit Volumen V im Schwerefeld der Erde. Hier unterlie-
gen die Teilchen dem Gravitationspotenzial @ = g -z mit der Erdbeschleunigung g. Fiir die Energie der
Teilchen gilt dann

2

e = 2 Limez. (12.5.25)
2m

Analog zu (12.5.3) konnen wir die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Orts- und Impulskoordinaten des
Gasteilchen in den Intervallen [r,r + dr| und [p,p + dp] liegen, schreiben als

p(r,p)d3rd3p o efﬁ[(pz/Zm)+mgz] d3l‘d3p
oo e BO/m) oBusz By (12.5.26)

Die Wahrscheinlichkeit p(p)d>p dafiir, dass ein Gasteilchen unabhiingig von seiner Lage einen Impuls
im Intervall [p, p + dp] hat, ist

p(P)d’p o / p(r,p)d’rd’p
Vol
— Ce P@/2m) p3p (12.5.27)
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wobei C eine Proportionalitdtskonstante ist. Dies bedeutet, dass die Impulsverteilung und somit die Ge-
schwindigkeitsverteilung die gleiche ist wie ohne Schwerefeld.

Wir wollen jetzt die Wahrscheinlichkeit p(z)dz dafiir angeben, ein Teilchen in einer Hohe zwischen z
und z + dz anzutreffen und zwar unabhéngig von seinem Impuls und seiner x- oder y-Koordinate. Durch
Integration von (12.5.26) erhalten wir

p(z)dz = / / p(r,p)dxdy dp.dp,dp, , (12.5.28)

X,Y PxsPysPz

wobei sich die Ortsintegration nur iiber die x- und y-Koordinaten innerhalb des Behilter erstreckt. Da
(12.5.26) in zwei Faktoren zerfillt, erhalten wir

p()dz = CePmsegz . (12.5.29)

Fiir einen Behiilter mit einer konstanten Querschnittsfléiche ist C’' eine Konstante und wir erhalten

p(z) = p(0)ePms (12.5.30)

Die Wahrscheinlichkeit, ein Gasteilchen in der Hohe z anzutreffen, nimmt also exponentiell mit z ab.
Dieses Ergebnis wird als barometrische Hohenformel bezeichnet. Sie beschreibt die Abhéngigkeit der
Luftdichte von der Hohe iiber der Erdoberflache bei konstanter Temperatur.

12.5.4 Vertiefungsthema:
Thermalisierung

Wir betrachten zwei Systeme aus unterschiedlichen Gasteilchen a und b, die sich jeweils im Gleich-
gewichtszustand bei unterschiedlichen Temperaturen befinden. Wir vereinigen nun beide Systeme, wo-
durch die Gasteilchen Stof3e miteinander ausfiihren konnen. Wir wollen nach vielen St63en, die zu einer
Thermalisierung der beiden Gasteilchensorten fiihren, die mittlere Energie u pro Gasteilchen berechnen.

Die Wechselwirkung zwischen den Gasteilchen soll durch elastische StoB3e erfolgen. Im Schwerpunkt-
system ist die Geschwindigkeit der Teilchen

Vo vy und V) = vy v (12.5.31)
v = MaVamsVs (12.5.32)
mq +nmy,

wobei v* die Geschwindigkeit des Schwerpunkts der beiden Teilchen ist. Fiir den elastischen Stof} gilt
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vy = v o8] = V) o3 = Il (12:5.33)

wobei die gestrichenen GroBen nach dem StoB gelten sollen. Die Anderung Su, der kinetischen Energie
des Gasteilchens a durch den elastischen Stof} ergibt sich mit (12.5.33)) zu

Sug = u,—u, = myv*'[(v}) —vi] . (12.5.34)

a

Da fiir das gesamte System U = 0 gelten muss, muss auch der Mittelwert aller du, verschwinden und

wir erhalten mit (12.5.34)

(Sug) =0 = (V) -v') = (v0-v') . (12.5.35)

Durch Umschreiben ins Laborsystem erhalten wir

mgVy +mpVvy

Vo—Vp) ——) = 0 12.5.36
ma+mb( ») my +myp ) ( )
oder

(Vg —vp)(mgvg +mpvp)) = 0 (12.5.37)
und somit

(maV: —myve + (my —mg)(Vav)) = 0 . (12.5.38)

Das betrachtete System soll vollig isotrop sein. Das bedeutet, dass keine Geschwindigkeitsrichtung aus-
gezeichnet ist. Folglich sind v, und v, beide unabhéngig voneinander gleichméBig iiber alle Richtungen
verteilt. Aus diesem Grund ist

(VaVp) = vavp(cos(vg,vp)) = 0 . (12.5.39)

Setzen wir dies in (12.5.38)) ein, so erhalten wir
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(m2) = (mpv3) oder (12.5.40)
U, = T =1. (12.5.41)

Wir sehen, dass sich der Gleichgewichtszustand zwischen den beiden Teilsystemen eingestellt hat, wenn
die mittlere Energie der Teilchen gleich ist. Im Mittel wird dann bei den Stofen keine Energie mehr
iibertragen. Wichtig ist, dass im Gleichgewichtszustand die mittlere Energie und nicht etwa die mittlere
Geschwindigkeit der beiden Gasteilchensorten denselben Wert hat. Deshalb besitzen in Luft bei festge-
haltener Temperatur die Stickstoff und Sauerstoffmolekiile nicht dieselbe mittlere Geschwindigkeit.

Eine hédufig vorkommende Situation ist diejenige, dass ein System vorliegt, das sich nicht im Gleichge-
wicht befindet und an ein grof3es, als Wirmebad wirkendes Gleichgewichtssystem angekoppelt wird. Die
beiden Systeme erreichen dann den Gleichgewichtszustand des Bades, da die Ankopplung des Nicht-
gleichgewichtssystems eine vernachldssigbare Storung des Bades darstellt. Man spricht dann von der
Thermalisierung des an das Bad angekoppelten Systems.

Ein Beispiel fiir diesen Prozess ist die Thermalisierung von Neutronen, die bei der Kernspaltung ent-
stehen. Die bei der Spaltung des Urankernes g%sU entstehenden Neutronen haben Energien im Be-
reich von MeV. Da die Wahrscheinlichkeit einer neutroneninduzierten Spaltung von g%sU aber mit sin-
kender Neutronenenergie stark zunimmt, will man die Spaltneutronen abbremsen. Dies geschieht, in-
dem man die Neutronen durch ein auf Zimmertemperatur befindliches Medium laufen lédsst, das die
Brennstiabe umgibt. In diesem Moderator genannten Medium werden die schnellen Neutronen durch
elastische Stofle thermalisiert, wodurch sie mittlere Energien erreichen, die der thermischen Energie
kpT, also etwa 25 meV bei Raumtemperatur, entsprechen. Die Geschwindigkeitsverteilung der Neutro-
nen entspricht sehr gut einer Maxwell-Verteilung. Thermische Neutronen werden auch fiir die Neutro-
nenbeugung benétigt, da ihre de Broglie Wellenlinge im Bereich von einigen Angstrom liegt und damit
sehr gut fiir die Untersuchung von Kristallstrukturen geeignet ist, deren Gitterparameter in der gleichen
GroBenordnung liegen. Will man die de Broglie Wellenlidnge dem jeweiligen Experiment anpassen, so
kann man den Moderator kiihlen (z.B. gekiihlter D,O Moderator zur Erzeugung kalter Neutronen) oder
erwirmen (z.B. heifler Graphit-Moderator zur Realisierung einer heilen Quelle).

(© Walther-MeiBner-Institut



Abschnitt 12.5 PHYSIK IV 483

Zusammenfassung

e Ein Ensemble, das ein abgeschlossenes System im Gleichgewicht reprasentiert und
geman dem Grundpostulat der statistischen Physik gleichmafig Gber alle zuganglichen
Systemzustande verteilt ist, bezeichnen wir als mikrokanonisches Ensemble.

e Ein Ensemble aus Systemen im Gleichgewicht, die alle mit einem Warmebad der Tem-
peratur t in thermischem Kontakt stehen, sind geman

e—Sk/T
Ze—ek/f
k

p(&) =

Uber die Systemzustande verteilt. Wir bezeichnen dieses Ensemble als kanonisches En-
semble und die dazugehorige Verteilungsfunktion als kanonische Verteilung.

Die absolute Wahrscheinlichkeit, dass wir das System mit einer Energie ¢, antreffen, ist
durch die Maxwell-Boltzmann-Verteilung

&

exp (— %)

pl&) = 7

gegeben mit der Zustandsumme

Z(t) = ;exp<—i‘).

Die Summation in der Zustandssumme erstreckt sich tber die Boltzmann-Faktoren aller
Zustande, fir die die Teilchenzahl N konstant ist.

e Ein Ensemble aus Systemen im Gleichgewicht, die alle mit einem Reservoir in thermi-
schem und diffusivem Kontakt stehen, sind geman

e (&—Nu)/t

Yo @M/t
k

p(&) =

Uber die Systemzustande verteilt. Wir bezeichnen dieses Ensemble als groBkanonisches
Ensemble und die dazugehorige Verteilungsfunktion als gro3kanonische Verteilung.

Die absolute Wahrscheinlichkeit, dass wir das System mit einer Energie g, und einer
Teilchenzahl N antreffen, ist durch

exp (_ sk(N)T—Nu )
N, g = —
p(N, &) >
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gegeben mit der groBen Zustandsumme

Z(1) = ;gexp<—w>.

Die Summation in der groBen Zustandssumme erstreckt sich Gber die Gibbs-Faktoren
aller Zustande.

Fir ein groBkanonisches Ensemble erhalten wir aus der groBBen Zustandssumme die
mittlere Teilchenzahl

P ~
(V) = 257 InZ

und die mittlere Energie

@ = (#eanm) ™2

Fir ein kanonisches Ensemble erhalten wir aus der Zustandssumme die die mittlere
Energie

0
_ 2
() = 1 3 InZ ,

die vom System geleistete Arbeit

dlnZ
oV

und somit mit dW = —pdV den Druck

aw = -z dv

. dlnZ
oV

p =
Fir die klassische Zustandssumme eines idealen Gases erhalten wir

3 3 21tm
InZ = N an—Zlnﬁ—i—zln(}lz)] s

woraus wir als Zustandsgleichung
pV = NkgT ,
sowie fur die mittlere Energie pro Molekl
3
g = =kgT
(€) Sks

und far die spezifische Warme bei konstanten Volumen

AN
@ = (Gr),- 3o

erhalten.
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e Die klassische Abzahlmethode, d.h. die Annahme, dass die Gasteilchen unterscheidbar
sind, gilt gut im Bereich, in dem der mittlere Teilchenabstand grof3 gegenlber der de
Broglie Wellenlange ist:

R > Ag. Bedingung fiir klassische Beschreibung
e Im Bereich der klassischen Beschreibung gilt der Gleichverteilungssatz, nach dem die
mittlere Energie pro Teilchen und Freiheitsgrad

1
— kT
(€) >ks

ist.

¢ Die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung der Teilchen eines idealen Gases ist

3. 713 N m Vo m 3.3
fv)yd’rd’v = ACr™ e %7 d°rd’v .
B

Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

Daraus ergeben sich die Verteilungen fir den Geschwindigkeitsbetrag

3/2 2
N m my
F(v)dv = 4n— 2 — d
(v)dv Ty (27rkBT> Y exP( 2kBT) v

Verteilung des Geschwindigkeitsbetrags
und fir eine Geschwindigkeitskomponente

1/2 2
N m my

d = — ——2 | dv,.
g(vx)avs V(ZﬂkBT> exP( 2kBT> b

Verteilung einer Geschwindigkeitskomponente
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