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Kapitel

Einleitung

Fast die gesamte moderne Technik basiert mittelbar oder unmittelbar auf dem Transport von
Elektronen. Elektronen werden ebenso zum Transport von elektrischer Energie, wie auch zur
Durchfiihrung von Berechnungen in Prozessoren, beim Datentransfer, bei der Datenspeicherung,
bei der Signalverarbeitung und bei der Signaliibertragung verwendet. Die hierbei wesentlichen
Eigenschaften der Elektronen sind ihre Ladung und ihr Spin, mit dem ein magnetisches Moment
verbunden ist, wobei die meisten Anwendungen auch heute noch auf der Ladung als wichtigstem
Charakteristikum basieren. Der Spin gewinnt jedoch zunehmend an Bedeutung.

Mit der voranschreitenden Miniaturisierung elektronischer Komponenten sinkt auch die Zahl der
in diesen Komponenten agierenden Elektronen, bis schliefilich bei sehr kleinen Strukturen nur
noch einzelne Elektronen oder, allgemeiner gesprochen, Ladungstriger das Verhalten der Bauele-
mente maflgeblich beeinflussen. Da die hierbei wesentliche Eigenschaft der Teilchen ihre elektri-
sche Ladung ist, werden diese Bauelemente schliellich auch als Finzelladungseffekt- Bauelemente
bezeichnet. Ihr vielleicht wichtigster Vertreter ist der Einzelelektronen-Transistor!', der durch
Anlegen einer Spannung an eine Steuer-Elektrode kontrolliert werden kann. Er reagiert hierbei
bereits auf Steuer-Spannungen, die Anderungen seiner Ladung im Bereich eines Bruchteils einer
Elementarladung entsprechen. Das Verhalten normalleitender SET ist sehr gut verstanden, so
dass sie und die mit ihnen eng verwandten Bauelemente im Bereich der Grundlagenforschung
sowohl zur Messung kleinster elektrischer Felder, wie auch zum gezielten Transport einzelner
Ladungstriger eingesetzt werden.

In den letzten Jahren riickte zudem die Untersuchung einzelner Elektronenspins in den Mittel-
punkt des wissenschaftlichen Interesses, da diese Systeme in natiirlicher Weise ideale Quantensys-
teme mit zwei Zustdnden darstellen und somit eine Moglichkeit zur Realisierung der Basiskom-
ponenten zur Quanteninformationsverarbeitung bieten kénnen. Dariiberhinaus besteht auf der
Anwendungsseite die Hoffnung, durch Einbeziehung des Spins als zuséitzlichem Freiheitsgrad des
Systems, Bauelemente mit einem neuen oder einem erweiterten Einsatz- und Anwendungsspek-
trum entwickeln zu kénnen. Einzelladungs-Bauelemente bieten so einen Zugang zur Welt einzel-
ner Spins mit ihrem hohen Anwendungspotenzial, ohne dabei die Vorteile Festkorper-basierter
Systeme aufgeben zu miissen, zu denen neben der Moglichkeit einer Skalierung auch eine hohe
Flexibilitat gehort. Sie bieten so einen direkten und in hohem Mafle kontrollierbaren Zugang zur
Welt der Physik quantisierter Groflen und zur Quantenphysik und erméglichen dariiberhinaus
die Untersuchung von Nicht-Gleichgewichtszusténden. Gerade metallische Systeme bieten des

engl.: Single Electron Transistor (SET)
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Weiteren die Option, auf vergleichsweise einfache Art und Weise durch den Einsatz von supralei-
tenden Materialien fiir die Elektroden thermische Anregungen, die das System tendenziell stéren
konnen, zu reduzieren.

Die Untersuchung der Spinzustéinde sollte hierbei allerdings iiber den Umweg der elektrischen La-
dung erfolgen, da eine direkte Messung des sehr geringen magnetischen Moments eines einzelnen
Elektrons in einem Festkorper ungleich schwieriger wére. Im Bereich halbleitender Bauelemente
konnte bereits an einem System bestehend aus einem Quantenpunkt und einem Quantenpunkt-
kontakt der Spinzustand eines einzelnen Elektrons im Rahmen eines einzelnen Messereignisses
bestimmt werden [Elz04, Elz03]. Hierbei konnten Relaxationszeiten eines einzelnen Spins im
Bereich mehrerer Hundert Mikrosekunden realisiert werden. Auch wenn sich der Bereich me-
tallischer vom Bereich halbleitender Systeme zum Teil recht deutlich in Bezug auf die zugrun-
deliegenden physikalischen Effekte und die relevanten Energieskalen unterscheidet, bieten auch
diese Systeme prinzipiell einen Zugang zur Untersuchung einzelner Spins. Im Unterschied zu
halbleitenden Bauelementen liegt es allerdings hier nahe, den Spin der Ladungstriger unter Aus-
nutzung von tunnelmagnetoresistiven Effekten zu beeinflussen und auch zu bestimmen. Um dies
zu ermoglichen, miissen die Bauelemente iiber eine hybride Materialzusammensetzung mit ferro-
magnetischen Elektroden verfiigen. Selbst iiber den Umweg der Messung einer Ladungséinderung
in Form eines Stroms sind die Herausforderungen auf dem Weg zur experimentellen Realisie-
rung eines ferromagnetischen Einzelladungs-Transistors enorm, bieten jedoch einen Zugang zum
reichhaltigen Wechselspiel, das Einzelladungseffekte und Supraleitung im Zusammenhang mit
tunnelmagnetoresistiven Effekten entfalten kénnen.

Entwicklung metallischer Einzelladungseffekt-Bauelemente

Die vielleicht ersten Beobachtungen von Einzelladungseffekten an metallischen Systemen gehen in
die 60er Jahre des letzten Jahrhunderts zuriick. So zeigten Messungen des Widerstandes an ultra-
diinnen Metallfilmen im Bereich einiger weniger Nanometer Dicke, die aus einem Verbund kleiner
metallischer Inseln bestanden, im Vergleich zu nur geringfiigig dickeren, durchgéngigen Filmen
eine erheblich reduzierte Leitfahigkeit, die mit steigender Temperatur zunahm. C. A. Neugebau-
er und M. B. Webb fiihrten dies auf die Coulomb-Energie zuriick, die ein zusétzliches Elektron
auf einer metallischen Insel hervorruft [Neu62]. Fast zeitgleich betrachtete R. Landauer die Dy-
namik und Fluktuationen im Zusammenhang mit Tunnel-Dioden, die sich im Fall sehr kleiner
Kapazitédten aus der Quantisierung der elektrischen Ladung ergeben [Lan62].

Ende der 60er Jahre konnten H. R. Zeller und 1. Giaever Einzelladungseffekte an Zinn-Clustern
beobachten, die zwischen zwei Aluminium-Elektroden in eine isolierende Matrix aus Aluminium-
oxid eingebettet waren [Gia68, Zel69]. Sie entwickelten zur Erkldrung ihrer Messergebnisse ein
Modell, dessen wesentliche Grundgedanken eine einfache Beschreibung von Einzelladungseffekten
ermoglichen und dariiberhinaus einen Zugang zum Verstdndnis der spéteren Einzelelektronen-
Transistoren bieten [Sch98a).

Die Untersuchung von Einzelladungseffekten an einzelnen, gezielt strukturierten Tunnelkontak-
ten, Einzelladungseffekt-Transistoren und komplexeren Bauelementen war jedoch erst nach der
Entwicklung der Schattenbedampfung [Nie74, Dol77] und der stetigen Weiterentwicklung von
lithographischen und anderen Strukturierungsverfahren moglich. Mitte der 80er Jahre wuchs so
das Interesse an Einzelladungseffekten deutlich an [Ave85, Lik88], so dass diese auch experimen-
tell an entsprechend préparierten Bauelementen untersucht wurden [Ful87, Del89]. Dies fithrte
auf theoretischer Seite zur Entwicklung der Orthodoxen Theorie, die eine stérungstheoretische
Beschreibung erster Ordnung von Einzelladungseffekten unter Beriicksichtigung der elektroma-



gnetischen Umgebung der Probe erméglicht und beispielsweise in [Ing92] dargestellt ist. Aber
auch Prozesse hoherer Ordnung, die insbesondere dann das Verhalten der Bauelemente dominie-
ren konnen, wenn Prozesse erster Ordnung energetisch verboten sind, wurden theoretisch, zum
Beispiel in [Ave92], und experimentell untersucht [Gee90c, Han92].

Im Laufe der 90er Jahre wurden die theoretischen Modelle weiter verfeinert und das Regime
hoherer Tunnelleitfihigkeiten riickte dabei zunehmend ins Blickfeld von Theorie und Experi-
ment?, da einerseits bei einer konstanten Transportspannung hohere Strome flieBen, was die
Messung vereinfacht, und da andererseits neue quantenmechanische Effekte hinzutreten. In die-
sem Regime kommt es so aufgrund des zunehmenden Uberlapps der Zustéinde in den Elektroden
der Tunnelkontakte zu quantenmechanisch bedingten Fluktuationen der Teilchenzahlen, die die
Beobachtung von Einzelladungseffekten tendenziell erschweren. Der Grund hierfiir liegt darin,
dass die Phase der beteiligten Zusténde und die Teilchenzahlen quantenmechanisch konjugierte
Groflen mit einer nicht verschwinden Kommutatorrelation darstellen.

Aber auch die Anwendungsseite gewann an Bedeutung. So stieg die erzielte Genauigkeit von kom-
plexeren Einzelladungseffekt-Bauelementen, wie der Einzelelektronenpumpe, die als Stromnor-
mal eingesetzt werden kann, beispielsweise durch die Einfithrung dissipativer Elemente und der
Erhohung der Zahl der Tunnelkontakte erheblich [Kel98, Lot00, Lot01]. Dariiberhinaus kénnen
Einzelladungseffekt-Bauelemente auch zur Einfithrung eines Kapazititsstandards [Kel99] und
zur Messung der Temperatur [Dev04], was auch als Coulomb-Blockade-Thermometrie bezeichnet
wird, eingesetzt werden. So sind heute bereits kommerzielle Coulomb-Blockade-Thermometrie-
Systeme erhéltlich [Nan01].

Die Entwicklung von supraleitenden Einzelladungseffekt-Bauelementen verlief hierbei im We-
sentlichen bis zur Mitte bzw. dem Ende der 90er Jahre parallel zur Entwicklung der normal-
leitenden Bauelemente. Dies liegt daran, dass die meisten metallischen Systeme auf Aluminium
basieren, dessen Supraleitung durch Anlegen eines dufleren Magnetfeldes bei Untersuchungen
im normalleitenden Regime ohnehin unterdriickt werden muss. Allerdings lag der Schwerpunkt
der Forschungsarbeiten eindeutig auf dem normalleitenden Regime. Mit dem stark gewachsenen
Interesse an moglichen Systemen zur Quanteninformationsverarbeitung wurden die Forschungs-
aktivitdten im Bereich der Einzelladungseffekt-Bauelemente im supraleitenden Regime massiv
verstiarkt. So konnte beispielsweise bereits im Jahr 1999 an einem entsprechenden supraleiten-
den Bauelement die Zeitentwicklung eines quantenmechanischen Zustands beobachtet werden
[Nak99]. In den folgenden Jahren wurden dariiberhinaus auch komplexere Systeme entwickelt
und untersucht [Vio02, Cot02].

Seit der Mitte der 90er Jahre wurden auch ferromagnetische Einzelladungseffekt-Bauelemente, al-
len voran der Einzelladungs-Transistor, theoretisch und teilweise auch experimentell untersucht
[Shi98, Bar98a, Bar98b, Maj98, Ono97, Tak9s8, Kor99a, Ima99, Mar02, Bra99, Tak99, Ima02,
Kim00, So03]. Jedoch gerade zur Untersuchung von tunnelmagnetoresistiven Effekten an ferro-
magnetischen Einzelelektronen-Transistoren mit supraleitenden Inseln sind experimentelle Daten
kaum verfiighar [Che02].

2 Aufgrund der Vielzahl der relevanten Publikationen ist es schwierig, ein reprisentatives Beispiel herauszusu-
chen. Die verschiedenen Modelle sind zusammen mit ihren Referenzen in Abschnitt 2.5 dargestellt.



4 Kapitel 1 - Einleitung

Umfang und Zielsetzung der vorliegenden Arbeit

Um zunéchst iiberhaupt Zugang zu Einzelladungseffekten erhalten zu koénnen, muss die mit
diesen Effekten zusammenhingende Energie, die aufgrund der Ladung des Elektrons durch die

Coulomb-Energie

62

" 2C

gegeben ist, wobei e die Elementarladung eines Elektrons® und C die charakteristische Kapazitiit
des Bauelements ist, alle anderen Energieskalen dominieren, also insbesondere auch die thermi-
sche Energie kgT, wobei kp die Boltzmann-Konstante? und 7" die Temperatur ist. Die typische
Kapazitit eines solchen Einzelladungseffekt-Bauelements darf daher eine bestimmte Groéfle nicht
iiberschreiten, da sonst bereits aufgrund von thermischen Anregungen eine Beobachtung von
Einzelladungseffekten unméglich wird.

Ec (1.1)

Diese Bedingung fithrt im Fall metallischer Bauelemente dazu, dass die physischen Abmessungen
dieser Systeme im mesoskopischen Regime mit einer typischen Léngenskala im Bereich um etwa
100nm liegen miissen. In diesem Fall kann durch den Einsatz von 3He/*He-Mischkiihlern eine
Temperatur T erreicht werden, bei der die Bedingung

Ec > kT (1.2)

erfiillt ist. Ohne den Einsatz einer modernen Priparationstechnik im Bereich der Nanostruk-
turierung kénnen die im Rahmen dieser Arbeit anvisierten Bauelemente daher nicht prépariert
und untersucht werden. Dariiberhinaus ergibt sich aus der Tatsache, dass das Verhalten der
Bauelemente durch den Transport einzelner Ladungen bestimmt wird, sowie aus der geringen
Ladung eines Elektrons die Notwendigkeit einer hoch empfindlichen Messtechnik, ohne die die
Beobachtung von Einzelladungseffekten und damit auch eine Untersuchung der Eigenschaften
ferromagnetischer Einzelladungseffekt-Bauelemente ebenfalls unmdoglich ist.

Die vorliegende Arbeit umfasst das Projekt von der Vorbereitung der Préparation bis hin zur
Auswertung der Messergebnisse. So wurden im Rahmen dieser Arbeit wesentliche Teile der
zur Praparation der Bauelemente notwendigen Geréte aufgebaut und weiterentwickelt, um eine
moglichst optimale Anpassung an die Erfordernisse ihrer Herstellung zu gewéhrleisten. Dies um-
fasst die zur Beschichtung und Oxidation verwendeten Anlagen, wie auch die im Rahmen der op-
tischen und Elektronenstrahl-Lithographie verwendeten Systeme. Mit Hilfe dieser Anlagen muss
ein ein- oder mehrstufiger Lithographie- und Strukturierungsprozess entwickelt und umgesetzt
werden, der eine schnelle, effiziente, stabile und zuverlissige Priparation von ferromagnetischen
Einzelladungseffekt-Bauelementen ermdoglicht. Hierbei muss insbesondere darauf geachtet wer-
den, dass Fluktuationen einzelner Prozessparameter eine moglichst geringe Auswirkung auf die
Qualitét der Bauelemente haben, da eine vollstdndige Kontrolle aller Prozessparameter héufig
nicht oder nur unter erheblichem finanziellem Aufwand zu erreichen ist.

Zur Charakterisierung der fertigen Bauelemente muss des Weiteren die notwendige messtech-
nische Infrastruktur geschaffen werden, die insbesondere eine zuverlidssige Messung Kkleinster
Strome im Bereich weniger Picoampere und darunter erméglicht. Aber auch die Erzeugung
von zeitlich stabilen Spannungen muss gewéhrleistet werden. Die so geschaffene Messtechnik
muss dann mit ihren Hard- und Softwarekomponenten in die vorhandene Infrastruktur im Be-
reich der Tieftemperatur- und Magnetfeld-Erzeugung integriert werden. Dariiberhinaus muss

3¢ = 1.602176462(63) - 107° C [NIST, Moh00)
‘kp = 1.3806503(24) - 1072* J/K [NIST, Moh00]



selbstversténdlich auch der zuverldssige und zerstorungsfreie Einbau und die Kontaktierung der
Bauelemente sichergestellt werden.

Die im Rahmen der Charakterisierung der Bauelemente gewonnenen Ergebnisse miissen mit den
verfiigbaren theoretischen Ansédtzen verglichen werden. Um hierbei auch die Bestimmung der
Bauelement-spezifischen Parameter und eine Abschitzung des Einflusses von Umwelt-spezifischen
Effekten und ihren charakteristischen Parametern zu ermoglichen, muss der zur Beschreibung von
Einzelladungseffekten haufig verwendete Ansatz der so genannten Orthodoxen Theorie numerisch
umgesetzt und um den Einfluss relevanter Umwelt-bedingter Effekte erweitert werden. Mit Hilfe
eines entsprechenden Algorithmus kénnen dann die Ergebnisse der Charakterisierung der Bau-
elemente im normalleitenden Regime mit den Ergebnissen von Simulationsrechnungen verglichen
werden.

Es stellt sich so die Frage, ob mit dem im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Prozess, tatsichlich
stabil und effizient ferromagnetische Einzelladungseffekt-Transistoren hergestellt werden kénnen
und ob die Parameter dieser Bauelemente unter der anvisierten Stabilitéit des Prozesses gegeniiber
nicht oder nur schwer kontrollierbaren Parametern leiden. Dies trifft insbesondere auf die Grofie
der charakteristischen Kapazititen der Transistoren zu, die nicht so stark anwachsen diirfen, dass
die Beobachtung von Einzelladungseffekten signifikant eingeschrankt wird. Dariiberhinaus ist un-
ter anderem auch die konzeptionelle Frage zu kléiren, ob ein mehrstufiger Lithographie-Prozess
einem einstufigen aufgrund einer hoheren Spezialisierung auf einzelne Teilaspekte {iberlegen ist,
oder ob es priaparationsspezifische Probleme gibt, die einen einstufigen Prozess erfolgversprechen-
der erscheinen lassen.

Im Bereich der Messtechnik muss sich letztendlich zeigen, ob die hier entwickelten Komponenten
im Zusammenhang mit dem gesamten Messaufbau tatsichlich die geforderte Auflésung liefern
konnen, und ob die im Rahmen der Experimente auftretende Auflésungsgrenze durch die Kompo-
nenten selbst oder durch andere Faktoren im Bereich des Messaufbaus oder der Proben bestimmt
wird.

Nur wenn sowohl die im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Prozesstechnik wie auch die Messtech-
nik beide die geforderten Eigenschaften aufweisen, kann die Charakterisierung der Bauelemente
erfolgreich durchgefiithrt werden. Nur in diesem Fall kann iiberhaupt ein Vergleich mit theore-
tischen Vorhersagen vorgenommen werden und eine Bestimmung der Bauelement-spezifischen
Parameter und die Abschitzung der Umwelt-spezifischen Parameter erfolgen.

Nicht zuletzt stellt sich die Frage, ob die im Rahmen der vorliegenden Arbeit herzustellenden
und zu charakterisierenden Bauelemente im supraleitenden und ferromagnetischen Regime iiber
blofle Einzelladungseffekte hinausgehende Effekte zeigen, in denen sich die supraleitenden und
die ferromagnetischen Eigenschaften ihrer verschiedenen Komponenten duflern und die auf ihr
komplexes Zusammenspiel zuriickzufiithren sind. Hierbei bleibt insbesondere abzuwarten, ob die-
se Effekte neue Anwendungsmoglichkeiten erdffnen oder ob sie eher die Leistungsfahigkeit der
Bauelemente behindern, indem sie in Form von Stérungen auftreten.

Gliederung der vorliegenden Arbeit

Die Gliederung der vorliegenden Arbeit ergibt sich im Wesentlichen aus der chronologischen
Abfolge der einzelnen Projektabschnitte. So werden, nachdem in Kapitel 2 die notwendigen
theoretischen Hintergriinde und Modelle zum Verstdndnis und zur Beschreibung der Bauele-
mente eingefithrt und erldutert wurden, in Kapitel 3 die Préparation der ferromagnetischen
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Einzelelektronen-Transistoren, die hierzu notwendigen Anlagen, soweit sie im Rahmen dieser Ar-
beit aufgebaut oder verédndert wurden, die Prozesstechnik und die sich ergebenden Problemstel-
lungen ndher betrachtet. Kapitel 4 enthélt die Beschreibung und eine Analyse der entwickelten
Messtechnik. In Kapitel 5 werden die Messungen an den im Rahmen der vorliegenden Arbeit
intensiv untersuchten ferromagnetischen Einzelelektronen-Transistoren im normalleitenden Re-
gime beschrieben und diskutiert, wihrend Kapitel 6 die Messungen an den Bauelementen und
die Diskussion der Ergebnisse im supraleitenden und ferromagnetischen Regime enthélt. Im ab-
schlieBenden Kapitel 7 wird die Arbeit zusammengefasst und ein Ausblick auf weiterfithrende
Arbeiten gegeben.



Kapitel

Einzelladungseffekte

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die zum Verstdndnis und zur Interpretation des Verhaltens von
Einzelladungs-Bauelementen notwendigen theoretischen Konzepte und Grundlagen einzufiihren.
Hierbei werden zunéchst nur normalleitende Systeme betrachtet. Erst im weiteren Verlauf dieses
Kapitels wird in Abschnitt 2.7 die Diskussion auf supraleitende und ferromagnetische Bauele-
mente erweitert.

Nach einem einfachen Modell zur Einfiihrung der Einzelladungseffekte, das rein auf energeti-
schen Betrachtungen beruht und einen guten Uberblick iiber die wichtigsten auftretenden Effekte
gibt, wird die Orthodoxe Theorie vorgestellt, die zur genaueren Beschreibung der Bauelemente
notwendig ist. Zum einen ermoglicht sie es, das Verhalten der Bauelemente unter bestimmten
Bedingungen numerisch zu simulieren. Hierdurch sollte es moglich sein, Kenntnisse iiber nicht
direkt messbare Grofien der Bauelemente durch einen Vergleich der Simulationen und der Mess-
daten zu erlangen. Zum anderen erlaubt die Orthodoxe Theorie einen wichtigen Einblick in die
Konsequenzen, die die elektromagnetische Umgebung auf die Probe ausiibt. Uber die Orthodoxe
Theorie hinaus treten weitere Effekte auf, die zum Teil zur Erklarung der Messergebnisse not-
wendig sind. Hierzu gehtren neben quantenphysikalischen Effekten héherer Ordnung vor allem
auch experimentelle Einfliisse in Form hochfrequenter Photoneneinstrahlung und niederfrequen-
ter Spannungsfluktuationen.

Da in der vorliegenden Arbeit ferromagnetische Einzelladungseffekt-Transistoren im Zentrum des
Interesses stehen, die im Bereich kleiner bis mittlerer Magnetfelder betrieben werden sollen, in
denen das als Basismaterial dienende Aluminium supraleitend ist, ist ein zusétzliches, reichhal-
tiges Wechselspiel zwischen Einzelladungseffekten und Effekten aufgrund der ferromagnetischen
und supraleitenden Eigenschaften der einzelnen Komponenten zu erwarten. Um die Vielzahl von
Effekten besser einordnen zu kénnen, werden zuerst die Phinomene betrachtet, die sich durch
den Austausch einzelner oder auch mehrerer normalleitender gegen entsprechende supraleiten-
de Komponenten ergeben. Anschlieffend werden analog hierzu die Effekte diskutiert, die sich
durch einen Tausch der paramagnetischen Komponenten im normalleitenden Regime durch ihre
ferromagnetischen Pendants ergeben, bevor schliellich das Zusammenspiel aller drei Effekte an-
hand eines Einzelladungseffekt-Transistors aufgezeigt wird, dessen Insel supraleitend und dessen
Zuleitung aus ferromagnetischen Metallen aufgebaut sind.

Da alle im Rahmen dieser Arbeit praparierten und untersuchten Bauelemente als zentrale Kom-
ponenten Tunnelkontakte besitzen, werden diese als Einstieg fiir die weitere Betrachtung ver-
wendet.
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2.1 Tunnelkontakte

In vielen Bereichen der Physik und der Technik spielen Tunnelkontakte eine entscheidende Rol-
le. Thre Wirkungsweise basiert auf dem quantenmechanischen Tunneleffekt. In ihnen tunneln
Ladungstriger von einer Elektrode durch eine Barriere hindurch in eine zweite Elektrode. Die
Elektroden, wie auch die verwendeten Barrieren unterscheiden sich hierbei zum Teil erheblich.

Im Falle eines Raster-Tunnel-Mikroskops etwa bildet die zu untersuchende Probe die eine Elektro-
de. In einem Abstand von wenigen Angstrom wird eine metallische Nadel, bei der — im Idealfall —
die Spitze durch ein einzelnes Atom gebildet wird und iiber das somit der Stromtransport erfolgt,
iiber die Oberfliche der Probe gefiihrt [Kit96]. Die Nadel stellt somit die zweite Elektrode dar.
Die Barriere ist hier das Vakuum. Wird nun eine Spannung zwischen der Nadel und der Probe
angelegt, fliefit ein Strom iiber die Probe, der sehr empfindlich vom Abstand der Nadel zur Pro-
be abhéngt. Durch das Nachfiihren dieses Abstands wihrend der Bewegung iiber der Oberfliche
der Probe kann der Strom konstant gehalten und eine rdumliche Darstellung der Oberflache der
Probe mit atomarer Auflésung gewonnen werden.

Ein weiteres Beispiel, das auch wegen seiner technischen Applikationen sehr wichtig ist, ist der
supraleitende Tunnelkontakt, bei dem, neben einem resistiver Strom, auch ein Suprastrom iiber
die Barriere flielen kann. Dieses charakteristische Phdnomen eines supraleitenden Tunnelkon-
taktes wurde bereits vor seiner experimentellen Entdeckung theoretisch von B. D. Josephson
[Jos62, Jos65] vorhergesagt, weshalb diese Tunnelkontakte auch Josephson-Kontakte genannt
werden. Bei ihm bestehen die beiden Elektroden aus supraleitenden Materialien. Im Gegensatz
zu dem vorherigen Beispiel kann iiber einen Josephson-Kontakt auch ein (Supra-)Strom flieflen,
wenn an ihm keine Spannung abfillt, was eine direkte Folge der supraleitenden Eigenschaften
der Elektroden ist [Tin96]. Werden nun zwei solche Josephson-Kontakte in einer Ringstruktur
parallel geschaltet, entsteht die technisch relevante SQUID-Struktur!, deren elektrische Transpor-
teigenschaften von einem externen magnetischen Fluss sehr empfindlich abhéingt [Orl91]. SQUIDs
werden daher unter anderem als Sensoren fiir Magnetfelder in der zerstérungsfreien Werkstoff-
analyse eingesetzt.

Als Barrieren kommen bei Tunnelkontakten eine Vielzahl von Varianten zum Einsatz. In einigen
Materialien, wie dem Hochtemperatursupraleiter YBaoCuszO7_s, reicht schon eine Storung des
kristallinen Wachstums an einer Korngrenze aus, um die supraleitenden Eigenschaften der Probe
in diesem Bereich so stark zu stéren bzw. vollstindig zu unterdriicken, dass ein Josephson-
Kontakt entstehen kann [Gro94]. Eine weitere Moglichkeit besteht darin, isolierende Schichten als
Barrieren einzubringen, was sich in metallischen Systemen aufgrund der Neigung vieler Metalle,
von Natur aus isolierende Oxidschichten zu bilden, als Standardtechnik durchgesetzt hat.

2.2 Metallische Tunnelkontakte

In metallischen Systemen hat sich insbesondere Aluminiumoxid (Al;Os bzw. AlO,) als Bar-
rierenmaterial sehr bewéhrt, da es zum einen durch geeignete Beschichtungsverfahren direkt
als eigenstidndiges Material aufgebracht, zum anderen aber auch durch Oxidation aus bereits
verdampftem Aluminium gewonnen werden kann. Gerade die zweite Methode erlaubt eine ver-
gleichsweise einfache und sichere Herstellung von Tunnelbarrieren, da die natiirliche Oxidschicht
des Aluminiums sehr dicht ist, und somit nicht zu Kurzschliissen neigt. Sie kann hierbei leicht

Lengl.: Superconducting QUantum Interference Device
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durch Variation des Sauerstoffpartialdrucks und der Oxidationszeit in einem fiir Tunnelkontakte
nahezu idealen Dickenbereich eingestellt werden [Mar93a]. Aus diesem Grund nimmt das System
Al/AlO; eine besondere Stellung ein.

isolierende Barriere

Tunnelkontakt (Dicked)

( Flache 4 )

fc/

RE>

Elektroden

Abbildung 2.1: Schematische Aufriss-Darstellung eines Al/AlO,/Al-Tunnelkontaktes, der in Schatten-
bedampfungstechnik hergestellt werden kann. Auf der rechten Al-Elektrode hat sich durch Oxidation eine
AlO,-Schicht der Dicke d gebildet. Den eigentlichen Tunnelkontakt stellt der Uberlapp der Fliche A der
beiden Elektroden dar.

Abbildung 2.1 zeigt schematisch einen Querschnitt durch einen Al/AlO,/Al-Tunnelkontakt, wie
er mittels Schattenbedampfung und Oxidation hergestellt werden kann. Zuerst wird die rechte
Al-Elektrode aufgedampft und oxidiert, so dass sich auf ihr eine Oxidschicht der Dicke d bildet.
In einem weiteren Schritt wird dann die linke Al-Elektrode aufgebracht. Den eigentlichen Tun-
nelkontakt bildet der iiberlappende Bereich der Fliche A. Selbstverstéindlich kann der Prozess
dahingehend erweitert werden, dass die zweite, in Abbildung 2.1 linke Elektrode auch aus ande-
ren Materialien bestehen kann. Eine genaue Beschreibung der Priparation und der Eigenschaften
des Systems Al/AlO, enthilt das Kapitel 3.

2.2.1 Der Tunnelwiderstand

Der elektrische Transport durch einen metallischen Tunnelkontakt kann gut mittels
zeitabhéngiger Storungstheorie erster Ordnung beschrieben werden [Gro04, Bar61, Sch98a,
Ing92]. Der zu Grunde liegende Tunnel-Hamilton-Operator lautet

Hr = ZquUC(];UCkU +H.ec . (21)
kqo

Die Operatoren cp, und c(gg vernichten ein Quasiteilchen mit Spin ¢ im Zustand k bzw. erzeugen
ein Quasiteilchen mit Spin ¢ im Zustand q. Der Index k bezieht sich hier immer auf die erste,
der Index ¢ immer auf die zweite Elektrode. Da in der Barriere keine magnetischen Streuzentren
enthalten sein sollen, bleibt der Spin ¢ beim Tunneln erhalten. Auch die Tunnelmatrixelemente
Tiqo und die Energie-Eigenwerte €5, und ¢4, sollen fiir beide Spinausrichtungen identisch sein,
so dass Tige = Thq, €ko = €k und g4 = &4 gilt. Der erste Term in (2.1) beschreibt also das
Tunneln eines Quasiteilchens von der ersten in die zweite Elektrode, wihrend der hermitesch
konjugierte?, zweite Summand den umgekehrten Prozess beschreibt.

Zur Bestimmung der Tunnelraten kann nun Fermis Goldene Regel [CTT7, Bay78] angewendet

2engl.: Hermitian conjugate (Abkiirzung: H.c.)
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werden. Fiir die Tunnelrate I';_,, die den Ubergang von Zustand i) in den Zustand |f) be-

schreibt, gilt so
27T 012
Pimyp = WfIHTID] -0 (ef — i) (2.2)

wobel i das reduzierte Plancksche Wirkungsquantum3, es und g; die Energien des End- und
Anfangszustandes sind. Die Gesamthintunnelrate T fiir den Ubergang von Elektrode 1 zu Elek-
trode 2 erhélt man durch Summation bzw. Integration der Einzeltunnelraten iiber alle moglichen
Anfangszustinde |i) = |ko) in Elektrode 1 und alle Endzustéinde |f) = |go) in Elektrode 2, die
sich unter Beriicksichtigung des Pauli-Verbots ergeben, als

T=Y T
017) 23)
=228 [ [ devdey falen) - (1= Sp(e)  |AHLD a5 e - 20

Hierbei sind 1

fale) = 11 ehe

die Fermi-Funktion bei der inversen Temperatur 3 = 1/kgT, kp die Boltzmann-Konstante?, T
die Temperatur, sowie n; und no die Zustandsdichten der Elektroden 1 und 2. Liegen zum Zeit-
punkt des Tunnelns eines Quasiteilchens die Elektroden nicht im thermischen Gleichgewicht vor,
so miissen die Fermi-Funktionen, die die Besetzungswahrscheinlichkeit der Zustédnde fiir Elek-
tronen in den Elektroden beschreiben, in (2.3) durch die entsprechenden Besetzungswahrschein-
lichkeiten ausgetauscht werden. Haufig wird in den Tunnelraten eine auf das Volumen oder die
Kontaktflache normierte Zustandsdichte verwendet, so dass in Gleichung (2.3) zwei zusétzliche,
geometrieabhéingige Faktoren, wie beispielsweise das Probenvolumen oder die Tunnelkontakt-
fliche, auftauchen wiirden. Der zusétzliche Faktor 2 vor dem Integral in Gleichung (2.3) riihrt
von den beiden moéglichen Spinrichtungen der Quasiteilchen her.

(2.4)

Legt man nun an Elektrode 1 eine positive Spannung V' an, so verschiebt sich die Fermi-Energie
der Elektrode 1 gegeniiber der Fermi-Energie der Elektrode 2. Da die Energieeigenwerte der
Zustidnde von der Fermi-Energie aus gemessen werden, gilt somit

E; = €L (2.5)

und
ef=¢gq—€V (2.6)

wobei e die Elementarladung® ist. Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen (2.5) und (2.6)
fiir die Energie folgt fiir die Hintunnelrate

—>_47r

v [ dendey gpte) - (U= fatea) 1Bl o e by -V =) L (2)

wobei das Matrixtunnelelement (f|Hr|i) = (qo|Hr|ko) = T}, verwendet wurde. Die Integration
iiber ¢, liefert aufgrund der §-Funktion fiir die Hintunnelrate bei einer Spannung V'

— _47r

rv) - /de - fale) - (1 — fa(e +€V)) - ]qu|2 ‘N1 -Ng . (2.8)

In Gleichung (2.8) ist auflerdem die Integrationsvariable ¢j in € umbenannt worden.

3h = h/2m = 1.054571596(82) - 10™3* Js [NIST, Moh00]
‘kp = 1.3806503(24) - 1072* J/K [NIST, Moh00]
e = 1.602176462(63) - 107 C [NIST, Moh00]
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Da in metallischen Tunnelkontakten nur die Quasiteilchen in der unmittelbaren Umgebung der
Fermi-Energie merklich zum Tunnelstrom beitragen, kann als gute Ndherung angenommen wer-
den, dass die Tunnelmatrixelemente T}, konstant sind, und dass die Zustandsdichten n; und ns
im entsprechenden Energieintervall kaum bzw. {iberhaupt nicht von der Energie abh&ngen und
daher durch ihre Werte an den jeweiligen Fermi-Energien n{ und nJ ersetzt werden diirfen. Zieht
man alle konstanten Terme aus (2.8) vor das Integral und fiihrt die Integration iiber die Fermi-
Funktionen aus, erhélt man schliefilich die Gesamttunnelrate von Elektrode 1 nach Elektrode

2
eV

1—eBeV

— 47
T (V) = TTndnd T,

(2.9)

Da auch Quasiteilchen von Elektrode 2 nach Elektrode 1 tunneln kénnen, muss noch die ent-
“«—

sprechende Riicktunnelrate I' (V') bestimmt werden. Dies ist jedoch aufgrund der Symmetrie des

Problems schnell erledigt, da die Riicktunnelrate bei der Spannung V' gerade der Hintunnelrate

bei der Spannung (—V') entsprechen muss. Es gilt folglich die Symmetriebeziehung

— —
rvy=r(=v) . (2.10)
Somit ergibt sich schlieflich der iiber den Tunnelkontakt fliefende Strom

1V)=e- (Fv)-TW)) = ;T (2.11)

mit dem Tunnelwiderstand 5

4re2nin |qu|2
Der Strom iiber einen Tunnelkontakt gehorcht also einer linearen Strom-Spannungs-Kennlinie, die
durch einen Tunnelwiderstand Rp beschrieben werden kann und in Abbildung 2.2 als schwarze

Linie dargestellt ist. Der Tunnelwiderstand Rp ist hierbei invers proportional zu den beiden
Zustandsdichten an der Fermi-Energie der beiden Elektroden n{ und n sowie zu |[T,|?.

Ry

(2.12)

2.2.2 Die Tunnelkapazitat

Da ein metallischer Tunnelkontakt aus zwei Elektroden besteht, die von einem Dielektrikum,
namlich der isolierenden Barriere, getrennt sind, hat ein Tunnelkontakt auch eine Kapazitiat C'y,
die sehr gut der eines Plattenkondensators entspricht [Sch98a]. Es gilt also [Ger93]

A
Cr=¢r¢0 7 (2.13)

wobei g, die relative Dielektrizitdtskonstante der isolierenden Oxidschicht, ¢ die absolute Di-
elektrizititskonstante®, A die Uberlappfliiche des Tunnelkontaktes und d der Abstand der beiden
Elektroden, also die Dicke der Oxidschicht ist. Ein mittels Elektronenstrahllithographie herge-
stellter Tunnelkontakt hat typischerweise eine Uberlappfliche von etwa A ~ (100 x 100) nm?.
Fiir typische Aluminium-Oxidbarrieren, die durch Oxidation von Aluminium erzeugt werden,
ergibt sich so mit einer Dicke d =~ 1 nm und einer relativen Dielektrizitéitskonstante €, ~ 10 eine
Tunnelkapazitit von etwa Cy ~ 1- 1071 F.,

Mit der Tunnelkapazitéit C'y ist die Ladungsenergie

Q2

Ech(Q) - 2C;

(2.14)

g0 = 8.854187817...F/m [NIST, Moh00)
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verbunden, wobei ) die Ladung auf dem Tunnelkontakt darstellt, die jeden beliebigen Wert
annehmen kann, da sie sich durch eine Verschiebung der zur elektrischen Leitung beitragenden
Elektronen zum positiv geladen Hintergrund der Atomriimpfe ergibt. Im Gegensatz zur Ladung
Q@ auf dem Tunnelkontakt, kann natiirlich nur ein ganzes Elektron bzw. Quasiteilchen durch den
Tunnelkontakt hindurch tunneln.

Die mit der Tunnelkapazitéit C; verkniipfte Energieskala ergibt sich gerade fiir @) = e und wird

als Coulomb-Energie
2

e
Ec=— 2.15
Yol (2.15)
bezeichnet. Die zugehorige Coulomb-Temperatur T wird entsprechend als
E
To =% (2.16)
kg

definiert. Einer Tunnelkapazitéit von etwa Cy ~ 1- 107" F entspricht so eine Coulomb-Energie
von etwa E¢ ~ 100 peV und eine Coulomb-Temperatur von etwa T ~ 1 K.

Ein Tunnelprozess wird bei der Temperatur 7' = 0 nur dann erfolgen, wenn das System hierbei
Energie gewinnen kann, wenn also

e(@—¢/2)

AE = Ech(Q) - Ech(Q - 6) = CJ

>0 (2.17)

gilt. Dies ist nur fiir Ladungen @ > e/2 moglich, die einer Spannung

V> % = % (2.18)
am Tunnelkontakt entsprechen. Ist also zu einem Zeitpunkt die Ladung @ < e/2 und wird ein
Strom I dem Tunnelkontakt aufgeprigt, so steigt die Ladung am Tunnelkontakt mindestens
so lange linear als Funktion der Zeit an, bis die Schwellenladung e/2 erreicht wird. Erst wenn
sie erreicht wird, kann ein Quasiteilchen den Tunnelkontakt passieren, so dass sich () um e
vermindert und der Zyklus von neuem beginnen kann. Die Spannung am Tunnelkontakt V; zeigt
so eine Sdgezahnschwingung mit der Einzelladungs-Tunnel-Frequenz f = I/e. Da das Tunneln
eines Quasiteilchens ein statistischer Prozess ist, wird das Tunnelereignis nicht immer exakt beim
Erreichen der Schwellenladung eintreten, sondern bei leicht htheren Ladungen Q.

Wird ein Widerstand R, der kleiner sein soll als der Tunnelwiderstand R, zu dem Tunnelkontakt
in Serie geschaltet, so fillt die Spannung V' der Spannungsquelle fast vollstdndig am Tunnelkon-
takt ab, und es gilt V' = V;. Tunnelt ein Quasiteilchen durch den Tunnelkontakt, so &ndert sich
auch die Ladungsverteilung auf dem Tunnelkontakt. Dies bedeutet, dass sich der Tunnelkontakt
nicht mehr im elektrostatischen Gleichgewicht mit dem restlichen Schaltkreis befindet. Ist der
Widerstand R klein, so kann die Spannungsquelle sofort das elektrostatische Ungleichgewicht
korrigieren. Ist jedoch R hinreichend grof” kann die Spannungsquelle den Tunnelkontakt nicht
sofort umladen. In diesem Fall kann erst dann ein Strom iiber den Tunnelkontakt flielen, wenn
die Spannung V ~ V; > ¢/2C; ist. Da also aufgrund der elektrostatischen Energieverhéltnisse
fiir Spannungen V &~ V; < ¢/2C; am Tunnelkontakt ein Stromtransport verboten ist, wird dies
auch Coulomb-Blockade genannt. Es ergibt sich so die in Abbildung 2.2 dargestellte, um e/2C;
verschobene lineare Strom-Spannungs-Charakteristik mit der Steigung 1/Ryp

) = ];T (yv _ 22}) 0 (yvy _ 22}) sen(V) (2.19)

"Eine genauere Erklirung und eine bessere Abschiitzung enthilt Abschnitt 2.4.1.
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Abbildung 2.2: Vergleich der beiden Strom-Spannungs-Kennlinien (2.11) (schwarze Linie) und (2.19)
(rote Linie), die sich je nach Widerstand R einstellt, der dem Tunnelkontakt in Serie geschaltet ist, wie
die kleine Teilabbildung zeigt.

wobei ©(z) die Stufenfunktion mit

0 fi 0
Or) =4 TS (2.20)
1 firz>0
und sgn(z) die Vorzeichenfunktion mit
-1 firxz<0
sgn(z) =<0 firz=0 (2.21)
+1 fiirz >0

sind.

Dieser scheinbare Widerspruch zwischen der linearen Strom-Spannungs-Charakteristik auf der
einen und der Coulomb-Blockade auf der anderen Seite, erklért sich durch das Fehlen bzw. Vor-
handensein zuséitzlicher Impedanzen in der Verschaltung des Tunnelkontaktes. Da bei der Argu-
mentation, die zum Auffinden einer Coulomb-Blockade mit der zugehorigen Strom-Spannungs-
Charakteristik (2.19) gefiihrt hat, nur die auf den energetischen Verhéltnissen des Tunnelkontak-
tes beruhende Bedingung (2.17) beriicksichtigt wurde, also nur die elektrostatischen Verhéltnisse
des Tunnelkontaktes selbst betrachtet wurden, wird diese Beschreibung héufig auch als loka-
le Beschreibung bezeichnet. Da im Gegensatz hierzu der vollstindige Schaltkreis mit Span-
nungsquelle und der verschwindenden Umgebungsimpedanz zu einer linearen Strom-Spannungs-
Charakteristik gefithrt haben, wird diese auch als globale Beschreibung bezeichnet. Da zur Dis-
kussion einiger Ergebnisse dieser Arbeit eine genauere Betrachtung des Einfluss der Umgebungs-
impedanz notwendig ist, wird in Abschnitt 2.4.1 das Verhalten eines Tunnelkontaktes bei ver-
schiedenen Impedanzen analysiert. Diese Diskussion wird auch klaren, welche Betrachtungsweise
in welchem Zusammenhang die richtige ist.

Unabhéngig hiervon gibt es fiir hinreichend kleine, mesoskopische Tunnelkontakte zwei entschei-
dende Groflen, die ihr Verhalten beschreiben: den Tunnelwiderstand Ry und die Tunnelkapazitét
C'y. Aus diesem Grund erinnert das Schaltsymbol des Tunnelkontaktes, das in Abbildung 2.3(c)
wiedergegeben ist, sowohl an das Symbol eines Widerstandes, wie auch an das einer Kapazitiit,



14 Kapitel 2 - Einzelladungseffekte

(a) (b) (¢) (d) C,

R

T

Abbildung 2.3: (a) Schaltsymbol des Widerstandes Rr, (b) der Kapazitét Cy und (c) eines Tunnelkontak-
tes mit dem Tunnelwiderstand Rr und der Tunnelkapazitét C. (d) Haufig verhélt sich ein Tunnelkontakt
wie eine Parallelschaltung von C; und Ry.

wie sie in den Teilabbildungen 2.3(a) und (b) abgebildet sind. Haufig verhélt sich ein Tunnelkon-
takt in einer konkreten Schaltung wie eine Parallelschaltung des Tunnelwiderstands Ry und der
Tunnelkapazitidt Cy, wie dies in Abbildung 2.3(d) dargestellt ist.

2.3 Einfuhrung in Einzelladungseffekte

Da, wie im letzten Abschnitt bereits angedeutet wurde, die Beschreibung von Einzelladungseffek-
ten an einzelnen Tunnelkontakten unter anderem sehr empfindlich von der Umgebungsimpedanz
abhéngt, bietet es sich an, mit einem einfacher zu beschreibenden System zu beginnen, durch
das kein Strom flielen kann, und das trotzdem Einzelladungseffekte zeigt. Ein solches System
stellt die Einzelelektronen-Schachtel dar, fiir die sich die englische Bezeichnung Single Electron
Boz durchgesetzt hat.

2.3.1 Single Electron Box

m Insel ‘ ‘
C, n ‘ C

Abbildung 2.4: Single Electron Box. Der rote Bereich zwischen dem Tunnelkontakt und der Kapazitét
wird Insel genannt.

Werden eine Kapazitidt C'g und ein Tunnelkontakt mit der Tunnelkapazitét C'; in Reihe geschal-
tet, wie Abbildung 2.4 dies zeigt, so entsteht die Single Electron Box. Der Bereich zwischen dem
Tunnelkontakt und der Kapazitét ist nur schwach an den Rest des Systems angekoppelt und wird
daher Insel genannt wird. Da Ladungstriager nur iiber den Tunnelkontakt auf die Insel tunneln
konnen, ist die Zahl n der positiven Uberschussladungstriger auf der Insel diskret. Aber auch
hier gilt wiederum, dass die Ladungen der beiden Kapazitéiten, also die Ladung des Tunnelkon-
taktes @1 und die Ladung @ der zusitzlich in Reihe geschalteten Kapazitit® Cq grundsitzlich
beliebige Werte annehmen kénnen. Da jedoch von beiden Kapazitédten jeweils eine Seite zur Insel
gehort, auf der die Anzahl der Uberschussladungstriiger n diskret ist, sind die beiden Ladungen

8 Um eine irrefilhrende Bezeichnung im Vergleich zu anderen Versffentlichungen (z.B. [Sch98a]) zu vermeiden,

wird die Ladung der Kapazitit Cc nicht als Q¢ eingefiihrt, da hiufig Q¢ hiervon abweichend als Q¢ = CaVa
definiert wird.
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@1 und Q)2 nicht unabhingig von einander, und es gilt

Q2 —Q1=ne . (2.22)

Da durch Anlegen einer Spannung Vi an die Kapazitit Cq der Ladungszustand der Insel beein-
flusst werden kann, wird diese Kapazitit auch Steuer- oder Gate-Kapazitit genannt. Abbildung
2.5 zeigt schematisch eine Single Electron Box, wie sie beispielsweise in Al/AlO,-Technik herge-
stellt werden kann.

Gate-Elektrode
Tunnelkontakt \,

/

Elektrode

Abbildung 2.5: Schematische Darstellung einer méglichen Realisierung einer Single Electron Box.

thermische
Fluktuationen
~k, T

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
CG v, /e

Abbildung 2.6: Der Verlauf von E.x(n, V) nach (2.23) fiir verschiedene Ladungszustinde der Insel n.

Das System wird durch seine freie Energie

(ne — Cgvg)2

Ech(n) VG) - 20
>

(2.23)

beschrieben. Sie ergibt sich aus der Summe der Ladungsenergien der beiden Kapazititen Q?/2C
und Q3/2C¢, sowie der Spannung Vg = Q1/Cy + Q2/Cq unter Beriicksichtigung der durch
die Spannungsquelle verrichteten Arbeit (—Q2V). Hierbei wird im Allgemeinen der eigentlich
zuséitzlich auftretende Energiebeitrag (—CgV3/2) vernachlissigt, da er nicht vom Ladungszu-
stand n der Insel abhidngt und somit fiir die Beschreibung der Single Electron Box unerheblich



16 Kapitel 2 - Einzelladungseffekte

ist [Sch98a, Laf9l]. Die Gesamtkapazitit der Single Electron Box
Cy=Ce+0Cy (2.24)

definiert hierbei die Coulomb-Energie E¢ als Energieskala des Systems, die in der gleichen
Groflenordnung der Coulomb-Energie eines einzelnen Tunnelkontaktes liegt. Fiir sie gilt analog
zu (2.15)

62

:E

Die zugehorige Coulomb-Temperatur T wird analog zu (2.16) definiert. Abbildung 2.6 zeigt den
auf Ec normierten Verlauf der freien Energie des Systems nach Gleichung (2.23) als Funktion
der angelegten Spannung Vi fiir verschiedene Ladungszustiande n.

Ec (2.25)

0.8 |

0.6 |

0.4 F

02 F

h O

0.0

T/T. = 0,0.02,0050.08, 1
0.12,0.15,0.20,
0.25,0.30, 0.40, 1

P U T SR T N S ST S S (N S S
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00
CG v, /e

0.25

0.50

0.75 1.00

Abbildung 2.7: Die mittlere Ladungszahl (n) als Funktion von Vi fiir verschiedene Temperaturen T'.

Die Energie einer Single Electron Box bei T' = 0, die sich zu Beginn im Zustand n = 0 und Vg = 0
befindet, bewegt sich entlang der E.,(n = 0, Viz)-Parabel, wie dies in Abbildung 2.6 gezeigt ist,
wenn die Spannung Vg langsam erhdht wird. Uberschreitet die Spannung Vg die Grenzspannung
e/2C¢q, bei der die beiden Zustinde mit n = 0 und n = 1 energetisch entartet sind, ist es fiir
das System von Vorteil, wenn ein negativ geladenes Quasiteilchen die Insel verldsst, und sich so
der Ladungszustand n um 1 erhcht. Das System befindet sich jetzt also im neuen Grundzustand
n = 1, da alle anderen Ladungszustédnde energetisch iiber diesem liegen und damit angeregte
Zusténde darstellen. Analog erhoht das System seinen Ladungszustand weiter bei Erreichen der
Grenzspannungen 3e/2Cq, 5¢/2Cq, Te/2Cq, ... jeweils um 1, so dass sich der Ladungszustand
n der Insel in Stufen erhoht, wie dies die in Abbildung 2.7 hervorgehoben eingezeichnete Kurve
zeigt.

Um das Verhalten der Single Electron Box auch bei endlichen Temperaturen (7" > 0) beschreiben
zu konnen, ist eine klassische, statistische Mittelung iiber die verschiedenen Ladungszustinde der
Insel erforderlich. Fiir die mittlere Ladungstrigeranzahl (n) erhélt man so

oo
Z n e_Ech(n7VG)/kBT

(n) = =2 : (2.26)
Z e*Ech(nva)/kBT

n=—oo
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wobei E.j,(n, Vi) durch (2.23) gegeben ist?. Abbildung 2.7 zeigt den Verlauf der mittleren La-
dungstrigeranzahl (n) in Abhéngigkeit von Vi fiir einige Temperaturen zwischen T'= 0 und 7' =
Tc. Da gerade in der Umgebung der Entartungsspannungen +e/2Cq, +3¢/2Cq, +£5¢/2C¢, . . . der
Abstand zwischen dem Grundzustand und dem niedrigsten angeregten Zustand sehr klein ist,
konnen hier thermische Fluktuationen einen Ubergang des Systems in den angeregten Zustand
ermoglichen. Mit steigender Temperatur ist so deutlich eine Verschmierung der Ladungszustédnde
zu beobachten, die sich von den Entartungsspannungen ausgehend in Richtung der Mitte der
Plateaus auszubreiten beginnen, bis schliellich bei T = T kaum noch Abweichungen von der
klassisch zu erwartenden Abhéngigkeit

CaVa

e

<n>k:lass = (227)

fir die Ladungstrigeranzahl auf der Kapazitidt Cg zu beobachten sind. Dies wird auch in der
Darstellung der Abweichungen

_ CaVa

A<n> = <n> - <n>klass = <n> o (228)

deutlich, wie sie in Abbildung 2.8 dargestellt ist. Hier ist die Abweichung A(n) in Abhéngigkeit
der Spannung Vg fiir die Temperaturen dargestellt, die auch schon in Abbildung 2.7 gezeigt
wurden. Entsprechende Messungen an einer Single Electron Box sind unter anderem in [Laf91]
beschrieben.

OSF " T T T[Tt L ]
T/T,.= 0,0.02,0.05,0.08,
04 F 0.12,0.15, 0.20, 0.25, B
0.30,0.40, 1
03 F E
02 F 3
o O01F E
8
g 0.0
0.1F 3
02 F 4
-03F B
04F b
-05E L | | | L ]
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
C.V.le

Abbildung 2.8: Abweichung der Ladungstrigeranzahl der Insel vom klassischen Grenzwert nach (2.28)
fiir verschiedene Temperaturen 7.

Um den Einfluss der Temperatur auf die Einzelladungseffekte genauer zu beleuchten, zeigt Ab-
bildung 2.9 die maximale Abweichung!

Anpaz = sup |A(n)| (2.29)

als Funktion der Temperatur 7'. Schon bei einer Temperatur 7'/Tc = 0.4 ist Any,q, auf unter
0.05, bei T = T¢ bereits auf unter 5 - 107* zuriickgegangen. Im Inset von Abbildung 2.9 ist

9Der von n unabhiingige Energiebeitrag (—CoVE/2) kann sowohl im Zihler, wie auch im Nenner vor die
Summation gezogen werden, und fillt somit heraus.

0Tm Fall T = 0 kann beispielsweise die Obergrenze Anmez = 1/2 nicht angenommen werden, da sie nur bei
den Entartungsspannungen gelten wiirde, wo aber gerade aufgrund der Entartung (n) = (n)giss gelten muss. Da
somit Anpqz diesen Wert zwar nicht annehmen, ihm jedoch beliebig nahe kommen kann, muss statt des Maximums
mathematisch korrekt das Supremum in (2.29) verwendet werden.
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Abbildung 2.9: Die maximale Abweichung der Ladungstrigeranzahl der Insel vom klassischen Grenzwert
Anpqo als Funktion der Temperatur 7. Das Inset zeigt 1og(Anmaz ) als Funktion von T' sowie einen linearen
Fit von log(Anmaes)(T) fiir T > Tc.

neben dem dekadischen Logarithmus von An,,.. als Funktion der Temperatur 7' auch in rot
eine Gerade eingezeichnet, die im Temperaturbereich T' > T den Logarithmus der maximalen
Abweichung log(An,,,) sehr gut beschreibt. Die maximale Abweichung der mittleren Ladungs-
trigeranzahl (n) vom klassischen Grenzwert, die auf Einzelladungseffekte zuriickzufiihren ist,
geht daher mit steigender Temperatur exponentiell zuriick. Fiir Temperaturen deutlich iiber der
Coulomb-Temperatur kann der Einfluss der Tunnelkapazitét also vollig vernachléssigt werden.

Eine solch dramatische Temperaturabhingigkeit ist allerdings nicht immer gegeben. In Kapitel

5 wird ein Beispiel diskutiert, bei dem auch bei Temperaturen deutlich oberhalb der Coulomb-
Temperatur Einzelladungseffekte noch eine wichtige Rolle spielen.

2.3.2 Einzelladungs-Transistor

V2| - —Tc bV, 2

Abbildung 2.10: Single Electron Transistor. Der rote Bereich zwischen den Tunnelkontakten und der
Gate-Kapazitéit wird Insel genannt.

Wird an die Insel einer Single Electron Box ein weiterer Tunnelkontakt angeschlossen, so wird ein
Stromtransport iiber die Insel moglich, und man erhélt den Einzelladungs-Transistor oder auch
Single Electron Transistor (SET)!!, wie er als Schaltbild in Abbildung 2.10 abgebildet ist. Bei den

"H5ufig bezeichnet die Abkiirzung SET auch das Einzelladungstunneln (engl.: Single Electron Tunneling). Im
Rahmen der vorliegenden Arbeit wird die Abkiirzung SET jedoch ausschliellich fiir den Einzelladungs-Transistor
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Bezeichnungen der Tunnelkapazitéiten wird im weiteren Verlauf der Index J und bei den Tunnel-
widersténden der Index T' der Einfachheit halber gegen die Nummer des Tunnelkontaktes 1 oder
2 getauscht. Die Insel ist, wie schon bei der Single Electron Box, kapazitiv iiber die Steuer- oder
auch Gate-Kapazitdt Cg an eine Steuer- oder Gate-Spannungsquelle Vi; angeschlossen. An die
beiden Tunnelkontakte werden die Spannungen +Vgp /2 angelegt, so dass insgesamt, symmetrisch
zur Insel die Transportspannung Vgp anliegt, die in Anlehnung an Halbleiter-Transistoren auch
als Source-Drain-Spannung bezeichnet wird. Abbildung 2.11 zeigt schematische eine mégliche
Realisierung, wie sie mittels Al/AlO,-Technologie hergestellt werden kann.

Tunnelkontakte Elektrode

Elektrode

Gate-Elektrode

Abbildung 2.11: Schematische Darstellung eines Single Electron Transistors wie er in Al/AlO,-
Technologie hergestellt werden kann.

Um das Verhalten'? des SET beschreiben zu kénnen, muss wiederum die freie Energie des Systems
betrachtet werden, fiir die sich analog zur Single Electron Box

CeVe a)?
En(n, Vo) = (ne + GeVe 1 Qa) (2.30)
2Cs
ergibt. Die Gesamtkapazitit Cy- des SET ist hierbei
CE =C14+Cy+Cq (2.31)

die wiederum durch die Gleichungen (2.25) und (2.16) die Coulomb-Energie als Energieskala und
die Coulomb-Temperatur als Temperaturskala definiert, die beide in der gleichen Gréflenordnung
wie im Falle eines einzelnen Tunnelkontaktes liegen. Die im Vergleich zu der Single Electron Box
(2.23) hinzu getretenen Asymmetrieladung

V.

Qu=(C1~Co)=7 (2.32)
in (2.30), tragt der Verschiebung der Energieniveaus der Insel durch das Anlegen der Trans-
portspannung Vgp im Falle eines asymmetrischen SET mit C; # C3 Rechnung. Im Falle eines
symmetrischen SET verschwindet @Q,, was eine direkte Folge der gewéhlten symmetrischen Auf-
teilung von Vgp auf beide Tunnelkontakte ist.

Da sich beim Tunneln eines Quasiteilchens auf die Insel die Ladung der Insel um eins &ndert, ist
nicht so sehr die Ladungsenergie E.j(n, V) beim Stromtransport relevant, sondern vielmehr die

verwendet.

12Dje wesentlichen Grundgedanken, die zu dem im Rahmen dieses Abschnitts geschilderten, einfachen Modell
des Stromtransports durch den SET fiihren, sind schon 1968 bzw. 1969 von H. R. Zeller und 1. Giaever zur
Beschreibung von Messergebnissen an Zinn-Clustern angewendet worden, die sich in einer AlOg-Matrix zwischen
zwei Aluminium-Elektroden befunden haben [Gia68, Zel69).
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Abbildung 2.12: Darstellung der Anderung der Ladungsenergie nach (2.33). Die chemischen Potenziale
der Elektroden und das Erdniveau (GND) sind eingezeichnet.

Anderung der Ladungsenergie

1 o) €
CGVG+Q> e (2.33)

An = Ec ]-a - Ec ) = a5
n(n+1,Vg) n(n, Va) <”+ 5T . s

Da die Anderung der Ladungsenergie von n bis auf einige additive Beitriige linear in n ist,
ergibt sich aufgrund der Diskretheit von n eine Leiterstruktur, die in Abbildung 2.12 dargestellt
ist. Dabei entspricht die Position einer Sprosse dem Zuwachs der Ladungsenergie der Insel bei
Erhohung der Ladungszahl von n auf n + 1. Der Abstand zweier Sprossen ist gerade

e2

A=A, —AN, 1=—=2F: . (2.34)
Oy

Die Sprossen konnen als Ganzes vertikal durch Anlegen der Spannung Vi an die Gate-Kapazitit
Cq bzw. im Fall eines asymmetrischen SET durch Anlegen der Transportspannung Vsp verscho-
ben werden, da in diesem Fall nach (2.32) die Asymmetrieladung @, sich mit Vgp linear dndert.
Um die Diskussion des SET mdglichst einfach zu halten, werden im Rest dieses Abschnitts nur
symmetrische SET betrachtet, so dass @), identisch verschwindet und keinen Einfluss auf die
Position der Sprossen der Leiter hat. Neben der Energieleiter sind aulerdem in Abbildung 2.12
die chemischen Potenziale der Elektroden und das Erdpotenzial (GND) eingezeichnet.

Wird nun eine positive Transportspannung Vsp an den SET angelegt, kann bei sehr kleinen
Temperaturen T' < T¢ nur dann eine positive Ladung auf die Insel tunneln, wenn die Arbeit der
betreffenden Spannungsquelle eVsp/2 grofer ist als der Zuwachs der Ladungsenergie der Insel,

wenn also
eVsp

> Een(n+1,Va) — Een(n, V) (2.35)
gilt. Analog gilt fiir den zweiten Tunnelkontakt

BVSD
2

Ech(n +1, VG) - Ech(na VG) > — (236)
Ein Stromtransport ist nur moéglich, wenn beide Bedingungen gleichzeitig erfiillt sind, wenn also
ein Quasiteilchen sowohl auf die Insel tunneln, wie auch diese anschliefend wieder verlassen kann.
Im Rahmen der Abbildung 2.12 bedeutet dies, dass ein Stromtransport nur dann mdoglich ist,
wenn eine oder mehrere Sprossen der Leiter zwischen den chemischen Potenzialen der Elektroden
liegen. Die Sprossen stellen also Transportkandle durch den SET hindurch dar.

Liegt bei V¢ = 0 eine positive Transportspannung Vsp < e/Cy an, wie Abbildung 2.13(a)
zeigt, so ist kein Stromtransport durch den SET moglich. Der Zustand n = 0 ist stabil. Da der
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Abbildung 2.13: (a) Bei der angelegten Transportspannung Vgp < e/Cy. liegt bei Vg = 0 kein Trans-
portkanal im Fenster zwischen den chemischen Potenzialen der Elektroden. Es liegt Coulomb-Blockade
am SET vor. (b) Bei der gleichen Transportspannung, aber Vo = e/2C¢ liegt der Transportkanal in dem
Vsp-Fenster, so dass Strom flieen kann. Die Coulomb-Blockade ist unterdriickt.

Transportkanal (1 <> 0) oberhalb des chemischen Potenzials der linken Elektrode liegt, kénnen
Ladungen nicht in ihn hinein gelangen, was durch einen roten, durchgestrichenen Pfeil in Abbil-
dung 2.13(a) angedeutet ist. Lige die Insel im Zustand n = 1 vor, so konnte die iiberschiissige
positive Ladung die Insel verlassen, was durch einen griinen Pfeil angedeutet ist. Analog verhélt
es sich mit dem Transportkanal (0 <> (—1)), nur dass in diesem Fall die Ladung die Insel nicht
mehr verlassen konnte. Liegt also die Insel im Zustand n = 1 vor, so verlédsst eine positive Ladung
iiber die rechte Elektrode in Abbildung 2.13 die Insel, wihrend im Fall n = —1 {iber die linke
Elektrode eine positive Ladung auf die Insel gelangen wiirde. In beiden Féllen liegt das System
anschliefend im stabilen Zustand n = 0 vor. Der Stromtransport ist unterbunden. Das System
befindet sich im Zustand der Coulomb-Blockade.

Werden durch Anlegen einer Gatespannung Vi die Transportkanile energetisch soweit angeho-
ben, dass ein Transportkanal zwischen den beiden chemischen Potenzialen der Elektroden zu
liegen kommt, sind die beiden Bedingungen (2.35) und (2.36) erfiillt, und ein Stromtransport
durch den SET ist moglich. Der SET hat den Zustand der Coulomb-Blockade verlassen. Abbil-
dung 2.13(b) zeigt diesen Fall. Das Tunneln einzelner Ladungen ist sowohl in den Transportkanal
hinein, wie auch aus ihm heraus moglich, was durch die griinen Pfeile angedeutet wird.

Der Transport durch den SET kann so sehr empfindlich durch Anlegen einer Gatespannung Vg
beeinflusst werden. Die Leiterstruktur mit dquidistanten Leitungskanélen spiegelt sich in der
Periodizitdt des Stroms I in Abhéngigkeit von Vg wieder. Die zugehorige Periode betrigt

e

AVg = Co (2.37)
Wird nimlich Vg gerade um (e/Cg) erhoht, kann dies in (2.33) durch den Ubergang von n
zu (n — 1) kompensiert werden. Durch Anlegen einer Gatespannung Vi = e¢/Cq kommt so der
Transportkanal (n < (n—1)) energetisch genau dort zu liegen, wo bei Vi = 0 der Transportkanal
((n+1) < n) liegt. Dies fithrt zu einer Periodizitdt der Transporteigenschaften durch den SET
hindurch und damit zu einer Oszillation des Stroms I als Funktion der Gate-Spannung Vg, die
Coulomb-Oszillation genannt wird.

Eine solche energetische Verschiebung der Transportkanile kann jedoch nicht nur durch das
Anlegen einer Gatespannung an die Gate-Kapazitéit hervorgerufen werden. Einen ebenso grofien
Effekt kann das elektrische Feld einer Ladung haben, die sich in der unmittelbaren Umgebung
des SET befindet. Solche Ladungen kénnen sich so beispielsweise an Defekten in dem Substrat,
auf dem ein SET prépariert wurde, oder aber auch in Fehlstellen in den isolierenden Barrieren
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der Tunnelkontakte befinden. Aufgrund der Periodizitit seiner Transporteigenschaften mit der
Periode AV = ¢/Cq, die ja gerade der Anderung der Inselladung um eine Elementarladung e
entspricht, konnen mit Hilfe eines SET Anderungen der elektrischen Felder in seiner Umgebung
detektiert werden, die einem Bruchteil einer Elementarladung e entsprechen. Der SET bietet
somit die Moglichkeit kleinste elektrische Felder nachzuweisen.

Eine Anwendung dieser hohen Empfindlichkeit beziiglich einer Gatespannung und damit sta-
tischen oder quasi-statischen elektrischen Feldern gegeniiber ist die Verwendung des SET als
Elektrometer. Die Messungen zur diskreten Ladung einer Single Electron Box aus [Laf91] sind
so beispielsweise mit Hilfe eines SET durchgefiihrt worden, wobei die Insel der Single Electron
Box kapazitiv an die Insel des SET angekoppelt wurde. Im Rahmen dieser Messungen wurde
allerdings eine Transportspannung Vsp leicht oberhalb von (e/Cy) verwendet.

Wird die Transportspannung Vsp iiber (e/Cy ) hinaus erhoht, so befindet sich unabhéngig von Vg
immer mindestens ein Transportkanal zwischen den beiden chemischen Potenzialen der Elektro-
den, so dass ein Stromtransport immer stattfinden kann. Allerdings kann auch hier wieder durch
Variation der Gatespannung die Zahl der Transportkanile im Vgp-Fenster verindert werden,
und damit der Strom durch den SET beeinflusst werden.
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Abbildung 2.14: Coulomb-Oszillationen eines symmetrischen SET (R; = Rz und C1 = C3) bei T'/Tc =
0.01 bei verschiedenen Transportspannungen Vsp. Bei einer Transportspannung Vsp = e/Cy- verschwindet
der Gate-Strombereich, in dem kein Strom flielen kann (rote Kurve). Die blaue Kurve zeigt den Fall
Vsp =0.9-¢/Ck.

Abbildung 2.14 zeigt die numerisch berechnete Abhéngigkeit des Stroms I von der Gate-
Spannung Vi bei verschiedenen Transportspannungen Vgp bei einer Temperatur 7'/T¢ = 0.01.
Mit steigender Transportspannung schrumpft der Gate-Spannungsbereich, in dem kein Strom
durch den SET flieBen kann, bis er bei der Spannung Vgp = e/Cy- vollstindig verschwindet. In
diesem Fall entspricht die Breite des Vsp-Fensters gerade dem Abstand zweier Leitungskanile.
Liegt die Transportspannung iiber diesem Wert, so liegt, wie bereits erwihnt, immer mindes-
tens ein Transportkanal im Vgp-Fenster, so dass immer ein nicht-verschwindender Strom flief3t.
Ist die Transportspannung kleiner als e/Cy-, so miissen erst die Transportkanile durch Anle-
gen einer Gate-Spannung so weit verschoben werden, dass ein Transportkanal im Vgp-Fenster
zu liegen kommt, bevor ein Strom flieBen kann. Betrégt beispielsweise die Transportspannung
90% von e/Cy (blaue Kurve in Abbildung 2.14), so miissen die Transportkanile erst 10% ei-
ner halben Gate-Spannungsperiode, also 0.05 - ¢/Cg, bewegt werden, bevor ein Transportkanal
im Vgp-Fenster liegt, und damit ein Strom flieBen kann. Sind 90% der zweiten halben Gate-
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Spannungsperiode durchschritten, verlidsst der Transportkanal das Transportspannungsfenster
wieder, und der Stromfluss kommt zum Erliegen. Die blaue Kurve in Abbildung 2.14 zeigt diesen
Fall.
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Abbildung 2.15: Strom-Spannungs-Kennlinien eines symmetrischen SET (R1 = Rz und C1 = C3) bei
T/Tc = 0.01 bei verschiedenen Gate-Spannungen V.

Abbildung 2.15 zeigt die ebenfalls numerisch berechneten Strom-Spannungs-Kennlinien eines
symmetrischen SET bei einer Temperatur 7'/T¢ = 0.01 fiir die drei Gate-Spannungen Vi = 0,
e/4Ce und e/2Cq. Die beiden Strom-Spannungs-Kennlinien fiir Vg = 0 (rote Kurve) und
Vo = e/2Cqg (schwarze Kurve) entsprechen in Bezug auf die Lage der Transportkanéle den
Situationen in den Abbildungen 2.13(a) und (b). So zeigt die Strom-Spannungs-Kennlinie fiir
Vi = 0 deutlich eine Coulomb-Blockade bis zum Erreichen der Transportspannung Vsp = e/Cs-.
Wird die Spannung iiber diesen Wert weiter erhéht, liegen zwei Transportkanéle im Vgp-Fenster,
so dass ein Stromtransport durch den SET hindurch einsetzt. Der Anstieg des Stroms ist im Span-
nungsbereich e/Cs- < Vgp2 < 2e/Cy- deutlich grofer als im Fall der Strom-Spannungs-Kennlinie
mit Vg = e/2C¢q. Dies liegt daran, dass im Fall Vi; = e/2C¢ im Transportspannungsbereich bis
2e/Cy nur ein Transportkanal im Vgp-Fenster liegt. Erst beim Uberschreiten dieser Spannung
treten zwei zusétzliche Transportkanile in das Transportspannungsfenster ein und bewirken so-
mit einen Anstieg des Leitwertes, was die zugehdrige, schwarze Strom-Spannungs-Kennlinie in
Abbildung 2.15 deutlich zeigt. Grundsétzlich fithren alle neu in das Transportspannungsfenster
tretenden Leitungskanéle zu einer Erhchung des Leitwertes. Mit steigender Transportspannung
nimmt ihre Bedeutung fiir den Leitwert jedoch schnell ab, da sie nicht unabhéngig voneinander
sind, sondern vielmehr mit der Anderung des Ladungszustands der Insel zusammenhingen. Das
Hinzutreten weiterer Transportkanéle ermoglicht es so der Insel lediglich neue Ladungszusténde
flir den Stromtransport anzunehmen, wobei die Bedeutung der schon vorher am Stromtransport
beteiligten Ladungszustédnde bei hohen Spannungen insgesamt etwa genauso stark zuriickgeht.
Im Bereich héherer Spannungen wird so die Anderung des Stroms I als Funktion der Transport-
spannung Vsp im Wesentlichen nur noch durch den Gesamtwiderstand des SET

RZ =R+ Ry (2.38)

bestimmt, wobei R und Ry die Tunnelwiderstinde der beiden Tunnelkontakte des SET sind.

Neben dem Strom [ ist eine weitere wichtige Grofle des SET der lineare Leitwert

oI

G =
0 OVsp Ve p—=0

: (2.39)
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Abbildung 2.16: Coulomb-Oszillationen des linearen Leitwertes G als Funktion der Gate-Spannung Vg
fiir einige Temperaturen T'/T¢c = 0.001 bis 0.1.

der, wie der Strom I ebenfalls Coulomb-Oszillationen als Funktion der Gate-Spannung Vg
vollfithrt. Abbildung 2.16 zeigt fiir einen symmetrischen SET im Bereich tiefer Temperaturen
von T'/Tc = 0.001 bis T'/T¢ = 0.1 numerisch berechnete Go(V¢)-Verldufe.

In diesem Temperaturbereich weist Gy eine starke Abhéngigkeit von Vg mit schmalen Maxima
bei Cq Ve = e-(1/2+m) auf, also gerade dann, wenn ein Leitungskanal auf Hohe der chemischen
Potenziale der beiden Elektroden liegt, wobei m eine ganze Zahl ist. Der maximale Leitwert eines
symmetrischen SET

1
Gy =Gy <CGVG =e <2 + m>> (2.40)

ist in diesem Temperaturbereich nahezu unabhéingig von der Temperatur und liegt im Grenzfall
sehr tiefer Temperaturen bei
Ganax o 1

= — 2.41
e (2.41)

[G1a89]. Die Halbwertsbreite'® der Maxima wichst hierbei proportional zur Temperatur T, wie
die in Abbildung 2.17 eingezeichnete Gerade zeigt. Im Bereich T//T¢ > 0.1 verlangsamt sich das
Wachstum der Breite der Leitwertmaxima und der minimale Leitwert bei CqVg = m - e steigt
deutlich an, wie sich dies in Abbildung 2.16 schon an der Kurve fiir T = 0.17¢ zeigt, wobei
m wiederum eine ganze Zahl ist. Der maximale Leitwert G{'** steigt zumindest bis zu einer
Temperatur 7'/Tc = 0.25 nur um wenige Prozent an.

2.4 Orthodoxe Theorie

Um quantitative Aussagen iiber das Verhalten eines SET zu machen, also um beispielsweise die
Strom-Spannungs-Charakteristik oder auch die Abhéngigkeit des Stromes I von der Gatespan-
nung Vi (I-Vg-Kennlinie) zu berechnen, reichen die bisher erlduterten Modelle jedoch nicht aus.
Es miissen vielmehr, analog zum Vorgehen in Abschnitt 2.2.1, die Tunnelraten betrachtet werden.
Um jedoch den Einfluss der Umgebungsimpedanz besser abschétzen zu koénnen, ist es hilfreich,

BBFWHM = (engl.) Full Width at Half Maximum
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Abbildung 2.17: Halbwertsbreite (FWHM) der Maxima der Coulomb-Oszillationen von G(Vsp) und
maximaler Leitwert G{**® als Funktion der Temperatur 7/T¢c. Im Bereich tiefer Temperaturen wichst
diese linear mit der Temperatur an, wie die rote Gerade zeigt.

mit dem einfacheren System eines einzelnen Tunnelkontaktes mit einer in Serie geschalteten
Impedanz zu beginnen.

2.4.1 Tunnelkontakt

Abbildung 2.18: Ein Tunnelkontakt ist mit einer beliebigen Impedanz Z(w), die die Umgebung re-
prasentiert, und einer Spannungsquelle V' in Serie geschaltet.

Abbildung 2.18 zeigt das System eines Tunnelkontaktes mit einer in Serie geschalteten Impe-
danz Z(w), die die Umgebung reprisentiert, und einer in Serie geschalteten Spannungsquelle
V. Die Tunnelkapazitéit des Tunnelkontaktes ist C'y, der Tunnelwiderstand Rr. Zur quantenme-
chanischen Beschreibung des Systems miissen drei Beitrige beriicksichtigt werden, ndmlich der
Beitrag der Quasiteilchen in den Elektroden des Tunnelkontaktes, das Tunneln selbst und der
Einfluss der Umgebungsimpedanz Z(w) [Ing92], die durch entsprechende Hamilton-Operatoren
beschrieben werden miissen.

Die Quasiteilchen in den Elektroden kénnen durch den Hamiltonoperator

Hy, = Z skc,Twck(, + Z 5qc;,cqg (2.42)
ko qo

beschrieben werden, wobei wieder ¢! und ¢ der Erzeugungs- und der Vernichtungsoperator, o
der Spin der Quasiteilchen, k ein Zustand der ersten Elektrode und ¢ ein Zustand der zwei-
ten Elektrode sind. Magnetische Wechselwirkungen werden hier nicht weiter beriicksichtigt, so
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dass die Eigenenergien ¢, der Quasiteilchen der ersten und ¢, der der zweiten Elektrode als
spinunabhéngig angesehen werden kénnen.

Der Tunnel-Hamiltonoperator lautet

Hy = Zquc};ackge*w +H.e |, (2.43)
kqo

der sich von dem Tunnel-Hamiltonoperator (2.1) nur durch das Auftreten des Phasenfaktors
e~ unterscheidet, der die Kopplung zwischen den tunnelnden Quasiteilchen und der Umgebung
ermdoglicht. Auch hier soll die Spinausrichtung o keinen Einfluss auf das tunnelnde Quasiteilchen
haben, so dass die Tunnelmatrixelemente 7}, wiederum als spinunabhéngig angenommen werden
konnen. Die Phase ¢ wird als Funktion der Zeit ¢ durch

t

/ dt' vV (t) (2.44)

—00

p(t) =

:r\rc

definiert'4, wobei V; die am Tunnelkontakt anliegende Spannung ist. Um die Kopplung der tun-
nelnden Quasiteilchen mit der Umgebung zu verdeutlichen, miissen die Phase ¢ und die Ladung
@ des Tunnelkontaktes etwas ndher betrachtet werden. Da beide Groflen quantenmechanisch
konjugiert sind und fiir beide die Kommutatorbeziehung

[p, Q] = ie (2.45)

gilt, folgt, dass der Operator ‘ ‘
e’Qe " =0Q—e (2.46)

die Ladung auf dem Tunnelkontakt um ein Elektron findert. Diese Anderung der Ladung kann
nun von der Umgebungsimpedanz ,,bemerkt” werden.

Die quantenmechanische Beschreibung der Umgebungsimpedanz kann hierbei durch ein System
harmonischer Oszillatoren erfolgen [Ing92]. Es bietet sich die Verwendung von LC-Gliedern an,
die an die Phase des Tunnelkontaktes ankoppeln. Zur einfacheren Beschreibung der Umgebungs-
impedanz werden die Phase ¢ und die Ladung @ des Tunnelkontaktes durch ihre Fluktuationen
um die von der Spannungsquelle vorgegebenen Mittelwerte ersetzt. Mit

B(t) = o(t) - 3Vt (2.47)

und

Q=Q-C,;V (2.48)

kann der Hamilton-Operator der Umgebungsimpedanz phinomenologisch als

2
env - QCJ + ]z:{ (IZ> 22 (90 30]) } (249)

geschrieben werden, wobei C; die Kapazitét, L; die Induktivitét, ¢; die Ladung und ¢; die Phase
des j-ten LC-Gliedes sind. Die Oszillator-Frequenz dieses LC-Gliedes ist w; = 1/4/L;C}. Die
Zahl der harmonischen Oszillatoren N muss im Allgemeinen sehr grof§ sein. Durch geschickte
Wahl der L; und C; und gegebenenfalls durch Ubergang von der Summation in (2.49) zu einer

Diese Definition der Phase stimmt mit der zweiten Josephson Gleichung iiberein, wenn die Ladung e in (2.44)
durch die Ladung eines Cooper-Paares (2e) ausgetauscht wird [Ing92, Orl91, Tin96].
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Integration, konnen beliebige Umgebungsimpedanzen durch diesen Hamilton-Operator beschrie-
ben werden [Ing92], also beispielsweise auch konstante, Ohmsche Widersténde.

Durch die Einfithrung der neuen Phasen- und Ladungsvariablen ¢ und Q miissen auch die beiden
Hamiltonoperatoren Hg, und Hp durch unitdre Transformationen veréndert werden. Mit dem
Operator

U =[] exp (i%VtcLUc,W) (2.50)
ko
erhélt man den neuen Quasiteilchen-Operator
~ ) o
H,, =U'H,U — inUt 5V = > ekt eVl cro + Y 2qchoceo (2.51)
ko qo
und den neuen Tunneloperator
Hr =UTHyU = ZquczackUe_i‘;’ +H.e. . (2.52)

kqo

Durch die Beriicksichtigung der Phase und durch Ausfiihrung der unitdren Transformationen
werden die Energien der Quasiteilchen in der ersten Elektrode um eV angehoben, was in Ab-
schnitt 2.2.1 nur durch die Randbedingungen (2.5) und (2.6) beriicksichtigt werden konnte.

Fehlt die externe Impedanz, gilt also V; = V, so folgt aus den Definitionen der Phasen (2.44)
und (2.47), dass ¢ identisch verschwindet, so dass der Tunnel-Hamiltonoperator (2.52) in die
Form (2.1) aus Abschnitt 2.2.1 iibergeht.

Da, wie (2.12) zeigt, der iiblicherweise grofie Tunnelwiderstand Ry invers proportional zum Qua-
drat der Matrixelemente |T},| des Tunnel-Hamiltonoperators ist, also Ry o 1/|Tj,|? gilt, ist die
Wechselwirkung der Zusténde der beiden Elektroden klein. Die Eigenzustéinde des Hamilton-
operators Hy, der beiden Elektroden beschreiben daher auch das Gesamtsystem gut. Unter der
Annahme, dass die Zeit zwischen zwei Tunnelereignissen grofl im Vergleich zu der elektrostati-
schen und der thermischen Relaxationszeit des Systems ist, konnen fiir die stérungstheoretische
Behandlung des Systems die Zustédnde im elektrostatischen und thermischen Gleichgewicht ver-
wendet werden. Die Besetzungswahrscheinlichkeiten sind dann wiederum durch die Fermivertei-
lungen (2.4) gegeben.

Zur Bestimmung der Tunnelraten
27 ~ ]2
Pieg = =0 [(f1Bl| 8 (e —20) (2.53)

wird wiederum Fermis Goldene Regel angewendet, wobei das Matrixelement (f|Hr|i) mit Hilfe
des Tunneloperators (2.52) gebildet werden muss. Die beiden Zusténde |i) = |E)|R) bzw. |f) =
|E")|R') setzen sich nun aus einem elektronischen Quasiteilchenzustand |E) bzw. |E’) und einem
Reservoirzustand der Umgebung |R) bzw. |R’) zusammen. Mit dem nur im Quasiteilchenraum
operierenden Anteil des Tunneloperators

H$ = Trychyro (2.54)
kqo

folgt fiir das Tunnelmatrixelement

(fVHrli) = (B'|HG|E)(R|e?|R) + (E'|H{ | E)(R/|%|R) . (2.55)
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Um wiederum die Gesamttunnelrate T fiir das Tunneln der Quasiteilchen von Elektrode 1
nach Elektrode 2 zu erhalten, muss unter Beriicksichtigung der Besetzungswahrscheinlichkeit
der einzelnen Zustidnde iiber alle moglichen Anfangs- und Endzustdnde integriert bzw. sum-
miert werden. Als mogliche Quasiteilchenanteile der Anfangs- und Endzustéinde kommen unter
Beriicksichtigung der Tunnelrichtung von Elektrode 1 nach Elektrode 2 nur solche Zusténde in
Frage, deren Matrixelemente nicht verschwinden, also nur solche, bei denen — der Konvention
aus Abschnitt 2.2.1 gehorchend — ein Quasiteilchen im Zustand k& mit Spin ¢ in Elektrode 1
(|E) = |ko)) vernichtet wird. Analog kommen als Quasiteilchenanteile der Endzustédnde nur sol-
che in Frage, in denen ein Quasiteilchen im Zustand ¢ mit Spin ¢ in Elektrode 2 (|E') = |go))
erzeugt werden kann. Somit ergibt sich mit |(E'|H%|E)|? = |[(qo|HS|ko)|? = |Tj,|* die Hintun-
nelrate

TW) = [ [ deides S 1 fo(er) - (1= faen):
kgo (2.56)
>~ WRIeTIR)? - Py(R) - (ex + eV + Er — 24— Er)
R,R

analog zu (2.3). Im Vergleich zu (2.3) sind jedoch die Beitrige der Umgebungsimpedanz neu,
wobei Pg(R) die Wahrscheinlichkeit ist, die Umgebung vor dem Eintreten eines Tunnelereignisses
bei der reduzierten Temperatur § = 1/kpT im Zustand |R) anzutreffen.

Folgt man erneut der Argumentation fiir metallische Tunnelkontakte aus Abschnitt 2.2.1, nach
der nur die Quasiteilchen in der unmittelbarer Umgebung der Fermi-Energie zum Tunnelstrom
beitragen, so kann wieder in sehr guter Naherung angenommen werden, dass die Zustandsdich-
ten der beiden Elektroden im entsprechenden Energieintervall konstant sind und durch die ent-
sprechenden Werte an der Fermi-Energie ersetzt werden konnen. Weiterhin kénnen die Tun-
nelmatrixelemente als konstant angenommen werden. Ersetzt man so die Summation tiber die
Quasiteilchen-Zustdnde analog durch eine Integration und zieht alle konstanten Faktoren wieder
vor die Integration, so ergibt sich mit Hilfe des Tunnelwiderstands Ry aus (2.12) die Hintunnel-

rate
1

e*Rr // dede'fy(e) - (1 = fp(e" +eV)) - Ple =€) (2.57)

wobei die Integrationsvariablen in £ und ¢’ umbenannt worden sind. Die Funktion P(E) enthélt
den vollstdndigen Einfluss der Umgebungsimpedanz und kann als Fourier-Transformierte der
Phasen-Phasen-Korrelationsfunktion gewonnen werden [Ing92]. Die Hintunnelrate (2.57) kann
noch durch Ausfithrung einer Integration iiber die auftretenden Fermi-Funktionen zu

T(V) =

T(V)= 62}% /ds S P(eV —¢) (2.58)

vereinfacht werden.

Um die Bedeutung der Funktion P(E) besser einschétzen zu konnen, wird (2.58) mit dem Er-
gebnis aus Abschnitt 2.2.1 verglichen, in dem der spannungsgetriebene Tunnelkontakt ohne die
Beriicksichtigung einer Umgebungsimpedanz behandelt wurde. Zu diesem Zweck wird, ausgehend
von (2.7), das Vorgehen im Vergleich zu Abschnitt 2.2.1 allerdings leicht gedndert. Die Integration
iiber die aus der Goldenen Regel stammende d-Funktion wird nicht ausgefiihrt, sondern es werden
zuerst die aufgrund des metallischen Charakters des Tunnelkontaktes konstanten Terme vor dem
Integral im Tunnelwiderstand Rp gesammelt. Anschliefend wird nach einem Differentialtausch
die Integration iiber die Fermi-Funktionen ausgefiihrt. Man erhélt so

— 1

V)= e2Rr

/ds 1 —i—ﬁa oeV —e) . (2.59)
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Der Vergleich der beiden Raten (2.58) und (2.59) zeigt, dass die Funktion P(FE) die aus der
Goldenen Regel stammende §-Funktion ersetzt hat, die die Energieerhaltung des Systems beim
Ubergang vom Zustand |i) zum Zustand |f) sicher stellt. Die Funktion P(F), die ihren Ur-
sprung in der Umgebungsimpedanz hat, beschreibt also den Energieaustausch der tunnelnden
Quasiteilchen mit der Umgebung. Da auflerdem P(E) der Normierung

/ dEP(E)=1 (2.60)

gehorcht [Ing92], stellt P(E) somit die Wahrscheinlichkeit fiir ein Quasiteilchen dar, die Energie
E beim Tunnelprozess an die Umgebung zu emittieren (E > 0) bzw. von dieser die Energie F
zu absorbieren (E < 0).

Neben der Normierung (2.60) erfiillt P(E) eine weitere Summenregel, die jedoch nicht im Fall
einer verschwindenden Umgebungsimpedanz gilt [Ing92]. Im Fall einer nicht verschwindenden

Umgebungsimpedanz gilt dann
+oo

/dEEP(E):EC : (2.61)

wobei F¢ die Coulomb-Energie des Tunnelkontaktes darstellt.

Fiir die Hintunnelrate (2.58) gilt analog die Symmetriebeziehung (2.10). Da auflerdem P(F) die

Beziehung [Ing92]
P(-E) = e PEP(E) (2.62)

erfiillt, gilt fiir den durch den Tunnelkontakt flieBenden Strom I bei der Spannung V immer
unabhéingig vom genauen Aussehen von P(E)

I(V)=e (?(V) - <F(V)) = —I(-V) . (2.63)

Prinzipiell ist es moglich